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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 

1977 МАТЕМАТИКА 9(184) 

' 1 УДК 512 

Я. Я. Сахаев 

О КОНЕЧНОЙ ПОРОЖДЕННОСТИ ПРОЕКТИВНЫХ МОДУЛЕЙ 

В заметке всюду предполагается, что кольца ассоциативны, 
с единицей, а модули над ними унитарны. Будем обозначать через 
/(А) радикал Джекобсона кольца А, 

Изоморфны ли левые А-проективные модули Р и Р ' , если изо­
морфны их фактор-модули P/J(A)P и P'/J(A)P'? Этот вопрос по­
ложительно решен в частных случаях: Джекобсоном в случае, когда 
каждый из модулей Р и Р' порождается идемпотентным элементом 
кольца А ([1], с. 83, предложение 1); Бассом при предположении 
конечной порожденное™ модулей Р и Р' ([2], предложение 2.12); 
наконец, Беком в случае, когда конечно порожден один из модулей 
Р я Р' ([3], с. 233 теорема 5). 

В заметке этот вопрос утвердительно решается при предполо­
жении проективности конечно порожденных левых А-плоских моду­
лей и конечной порожденное™ только фактор-модуля PjJ{A)P, 
причем показывается конечная порожденность модулей Р и Р ' (след­
ствие 1). 

Нами рассматривается задача: когда левый"А-проективный мо­
дуль Р и его фактор-модуль P/J(A)Pодновременно конечно порож­
дены? Эта задача положительно решается в случае, когда проек­
тивны все конечно порожденные левые А-плоские модули П, для 
которых фактор-модули П//(А)П являются А//(А)-проективными 
(теорема 1). Далее доказано, что если все конечно порожденное 
левые А-плоские модули проективны, все конечно порожденные 
левые А/У(А)-плоские модули проективны, а также все конечно 
порожденные правые А//(А)-плоские модули проективны, то всякий 
конечно порожденный правый А-плоский модуль проективен (тео­
рема 2). Последнее утверждение является обобщением результата 
Иондрупа о том, что если кольцо А лево-нетерово, то всякий ко­
нечно порожденный правый А-плоский модуль проективен [4]. По­
лученные результаты позволяют положительно решить в частном 
случае гипотезу о проективности конечно порожденных плоских 
модулей над полулокальными кольцами ([5], с. 91, замечание). 

Кроме случаев, которые особо будут оговорены, мы будем поль­
зоваться следующими обозначениями: 

I. ср: А —> А//(А) — естественный гомоморфизм на фактор-кольцо, 
5=ср(5) для любого подмножества S кольца А; 

II. ф :M—+M/J(A)M — естественный гомоморфизм левого А-мо-
дуля М на фактор-модуль, N=<b(N) для любого подмножества /V 
модуля М; 
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т 
HI. (т)А = 2 ф Аг — левый А-свободный модуль, где Аг = А 

t=i 
( i = l , 2,..., m); 

IV. Am = Нот д (tOTJA, (OT,A) — кольцо квадратных матриц порядка п 
над кольцом А; 

V. A-mod — категория всех левых А-модулей; 
VI. hm = HomA((m)A, ^ — функтор с областью определения A-mod 

и областью значений Am-mod; 
VII. ©m=(m)A(x). -—функтор с областью определения A-mod 

и областью значений A-mod; 
VIII. Я/(А) — множество всех таких левых А-проективных моду­

лей Р, для которых фактор-модуль Я/У (А) Я является конечно по­
рожденным; 

IX. М = {ах, а2,...) — левый А-модуль, порожденный элементами 
ах , а21 ••• • 

Лемма 1. Если модуль Р принадлежит Я/(А), то Р является 
счетно-порожденным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Я£Я/(А). В силу проективности 
и теоремы 1 [6] модуль Я = ]£фЯа, где Яа-счетно порожденный 
левый А-проективный модуль. Так как фактор-модуль Я//(А)Я = 
— S ©Яа//(А)Яа является конечно порожденным, то существуют 

<*е/ 
такие индексы а1, а2,..., ап, принадлежащие к множеству /, что 

P/J(&)P=%®P /J(A)P PJJ(A)Pa = (0), а £ / , a ^ K l , a 2 , . . . , a „ . 

Тогда Яа = /(А)-Яа и в силу предложения 7 [7] (с. 474) получим, 
и 

что Ра = (0) (a.^=a.lt a2l... a„). Следовательно, модуль / > = S ® j D
a . 

будет счетно-порожденным, что и требовалось доказать. 
Для всякого модуля Р, принадлежащего Я/(А), существует 

с,четно-порожденный левый Л-свободный модуль F такой, что 
F = P@Q. Если подмножество Х= [хх, х2,...\ образует базу мо­
дуля F, то Х= {хг , х2,...} является базой левого А-свободного 
модуля_ F. В силу конечной порожденности модуля P/J (А) -Р итого, 
что Р = Р + J(A)-F/J(A)-F^P/J(A)-P, существует такое целое 

_ т <р) _ 
число т(Р) > 1, что P C j ф Аха или 

т(Р) 
P^t ®Axa[ + J(A).F. (1) 

«=i 

Обозначим через Яг (А) подмножество множества Я/(А), состоя­
щее из всех Р- для которых т (Я) = 1. 

Лемма 2. Для любого Я, принадлежащего Я/(А), существует 
такое целое число т>\, что левый Ат-модуль hm{P) принадле­
жит Pz (Am) и конечная порожденность одного из модулей Р и 
!гт(Р) влечет конечную порожденность другого. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть P^Pf(A) и F = P®Q — счетно-по-
рожденный левый А-свободный модуль. Имея в виду соотношения (1), 

со 

можем считать, что Fk=(xl+mk,..., xm{k+l)), F = ^ ®Fk и 
ft=0 

p c f 0 + /(A).f, (2) 
причем элементы xi+km (i = 1, 2,..., m) образуют базу модуля/^ и 
m{P) = т. Так как hm(Fk) = Am и согласно предложению 1.2 [2] (с. 57) 

оо 
hm(F) = £ ©Am (/^), то hm(/^—свободный левый Лт-модуль и hm (F) = 

= hm(P)ehm(Q). Согласно предложению 2.6 [2] (с. 82) hm{J{A)-F) = 
= J(Am)-hm(F), поэтому (2) влечет соотношение 

hm(P)^hm(Fd) + J(Am).hm(F). (3) 
Так как hm (Fk) — циклический Ат-свободный модуль, а модуль hm (P) 
является Аш-проективным, то соотношение (3) показывает, что hm{P) 
принадлежит Pz(Am). Для завершения доказательства леммы 2 теперь 
достаточно применить теорему 3.5 [2] (с. 66). 

Из леммы 2 следует, что при рассмотрении вопроса о конечной 
порожденности модулей из Р/(А) достаточно ограничиться рассмот­
рением модулей из Pz(Am), а значит, из Pz(A). 

Пусть теперь Р принадлежит Pz(A), F—PQQ является А-сво-
бодным модулем со счетной базой хх, х2,... Далее, можно счи­
тать, что 

P^Ax{ + J{A)-F. (4) 
Мы определим элементы ak, и[к),..., и{® и подмодуль Р{к) = 

= (и^,..., и<*> ) (k = 0, 1, 2,...) модуля Р, удовлетворяющие равен­
ствам 

Ч = Vi + t rkj Xj, и|*> = X<?X l + t r\f Xj, 

i = 1 2 ... ti 
r№ rkj^J(A), A = 0, l', 2 , ' . . .Г ' (5) 

у —2, 3,. . . , n„ 
и вытекающим из них соотношениям 

. ak =\ «<*+» + V, Гц и<*+1>, и\® = Х«« a[k+v + £ rf) • uf+1l (6) 

Элементы а0, #[,... порождают модуль Р и и[,0) = 0, /г_х = 0. В силу 
соотношения (4) для элементов ak, u\k\..., и{® имеют место ра-
венства (5), применяя к которым теорему 2.4 [8] (с. 381), находим 
элементы и^+1\... , Й^+1> модуля Р, удовлетворяющие соотноше-

ниям (6). Легко видеть, что P = \J P{k\ 
7f=Q 
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Для элементов XJf, /® (k=l, 2, ...; г— 1,2,..., nk_l;j=2, 3, ...я,), 
входящих в равенства (5), мы установим теперь некоторые важные 
для дальнейшего вспомогательные соотношения. 

С помощью (5) и (6) без труда находим 

хйЧ + 2 И?*,= хй>(хй+Ч + E + V 4 ) + 

+ £И?(хГЧ + £+Ч+1Ч). • 
>=2 j=2 

откуда в виду Л-свободности базы модуля F следует, что 

Х<? = Х« + 1 > + J r W > , И? = X*?. $+1> + S Н?. г£+1), (7) 
7=2 5=2 

где i = l, 2,...,-ЙА_1 ; k=l, 2 , . . . ; / = 2, 3 , . . . , ЙА. Соотношения (7) 
влекут матричное равенство 

U / 2 , ••• , rink) = V41 -'Г\ч , . . . , Nl •rink ) + {П2, . . . , ritik)'H, ( o ) 

где матрица /? = (/" .̂+1)) (s, j = 2, 3, . . . , яй) согласно теореме 3 [1] 
(е.; 25) принадлежит радикалу J(An ). В силу предложения 3 [9] 
(с. 94) элемент E—R обратим в кольце Л я _ х , и из равенства (8) 

получаем (г%\ ..., г ^ ) = (XJ?-/f2
+1>,..., Х } ? > . ^ - ( Я - Я Г 1 или 

Hf =X}f.7^ (i = l, 2,. . . , лЛ_,; ; = 2, 3,...«А), 7^£У(А). (9) 
О п р е д е л е н и е 1 ([10], с. 564). Предельным леворегулярным 

(п. л. р.) идеалом кольца Л называется левый идеал, порожденный 
элементами \ (1 = 1, 2,...) кольца Л, удовлетворяющими условию 
h = ^r\+i (1 = 1, 2,...). 

Лемма 3. Для любого модуля Р, принадлежащего Pz(A), су­
ществует п. л. р. идеал 1(Р) кольца А такой, что P/J(A)-Ps* 
~I(P)/J(A)-I(P), причем конечная порожденность одного из моду­
лей Р и 1(Р) влечет конечную порожденность другого. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть P^Pz(A). Ясно, что Р определяет 
элементы ljf\ r\f, удовлетворяющие соотношениям (7) и (9), и по­
этому равенству 

хй9- xff.хй+" + 2 НУ-хГ 0 - ^-xff+" + xff ( S r ^ . x ^ 4 ) . (Ю) 
; '=2 / = 2 

Рассмотрим гк= 2г<,*),*-<*+1)- Т а к к а к rkd^(A)^ т 0 согласно предло-
7=2 

жению 3 [9] (с. 94) существует элемент sft+1 = (1 — rft)_1. В силу (10) 
получим, что 

XJ? = X M + 1 4 + 1 . (А-1,2,...). (И) 
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На основании (11) имеем 
Т* = Т*-Т*+! (̂  = 3, 4,...), (12) 

— 1 - (k) 
г д е ТА = ° * - 1 - Л 1 1 « О А , о/г = е й - в й-1-- - г 2-

Рассмотрим левый идеал / (Р) = [} Ayft, который является п. л. р. 
идеалом в силу (12). Покажем, что 1{Р) является искомым. Конеч-

00 

ная: порожденность модуля P/J(A)P и соотношения [)pW*=*P2£ 
_ _ кшЬ 

s* P/J(A)-P, р ( ' ) сР ( 4 + 1 ) влекут существование такого / > 0, что 
P==P ( J _ 1 )= (к(/_1),..., u(ij^). В силу равенств (5) :,и (6) имеют место 
равенства af_1)=I(/f1)-uf (i— 1, 2,..., я,_2) и P = Auf. Значит, 
а^ = й?/й° (k=2, 3,...) и Xii)x1==$i)-X(ii-xI. Учитывая А-свобод-
ность элемента X], получим, что 

1 ' ^ Й М Й (А = 2, 3,...). (13) 

Так как 1(Р)= О-^Ъ, ТЕ = ^ (̂  = 3, 4,...), то в силу равенств (13) 

имеем /~(Р) = Л ХЙ. Поскольку Р = Auf = IIff Jc,, то P=*A$i-= 
= /(Р). Следовательно, P/J(A).p^P^f(pj^I(P)/J(A).I(P), ибо 
в силу леммы 1 [10] (с. 564) фактор-модуль Aff(P) является А-пло-
ским и согласно предложению 3 [9] (с. 208) /(А)П/(Я) = /(А)./(Я). 
Так как А//(Р) — А-плоский, то в силу теоремы 3.2 [11] (с. 89) 
1(Р) является А-проективным. Отсюда согласно теореме 5 [3] (с. 233) 
конечная порожденность одного из модулей Р и 1{Р) влечет конеч­
ную порожденность другого. 

З а м е ч а н и е 1. Лемма 3 может быть доказана независимо от 
теоремы 5 [3] (с. 233), и поэтому последняя является следствием 
упомянутой леммы. 

Лемма 4. Пусть П левый А-модуль. Тогда: (а) Если модуль II 
является А-плоским, то hm (П) левый А-плоский модуль для лю­
бого т>\; (Ь) если левый модуль /гт(П) является Ат-плоским для 
некоторого т>\, то модуль II будет А-плоским. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу предложения 1.2 [2] (с. 57) (т)А— 
строго проективный А-модуль и согласно предложению 4.4 [2] (с. 69) 
функтор hm удовлетворяет условиям следствия 1.5 [11] (с. 86), по­
этому утверждение (а) леммы 4 справедливо. Пусть для некоторого 
т > 1 hm(H) — левый Ат-плоский модуль. В силу предложения 4.4 [2] 
(с. 69) имеем изоморфизм функторов 

e m-A m SElA- i t iod , К'®т = ^Ат-той- (14) 

Следовательно, имеем изоморфизм А-модулей 9т-/г„г(11)эШ. Так 
как /гт(П) является Ат-плоским, то в силу леммы 1.5 [11] (с. 86) 
модуль ®m'/zm(II) и ему изоморфный П будут А-плоскими. Лемма 4 
доказана. 

З а м е ч а н и е 2. Пусть А— кольцо, 21 —его (двусторонний) 
идеал и А/21 — фактор-кольцо. Точная последовательность левых 
А-модулей О—* К—»Р—>Д—»0, где Р— проективный, II — плоский 
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модули, влечет согласно предложению 3 [9] (с. 208) точную после­
довательность левых А/91-модулей 

0 —/Г/31-/(Г-»Я/91-Р —П/ЗД.П — О. (15) 
Лемма 5. Для любого левого А-модуля М 

hm(J(A).M) = J(&J-hm(M). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть элементы их, иг,...ит образуют 

базу модуля (т)А, gfhm(J(A)-M). Тогда {щ) g (*=1, 2,..., т) при­
надлежит J(A)-M, т. е., 

I т 

если число слагаемых не кратно числу т, то дополняем нулями). 
Определим А-гомоморфизмы а1к, fik (/ = 1, 2,..., да; £ = 1 , 2,...,/) 

*/А: ("°A — •/ (А) • (Ш)Л, / /4: (m)A — Af, 
яг 

(%К-А = SO/+*n«/. («;)*«-= 0 при ьфи (Uj)flk^au+km (y= 1, 2,.... от). 

Легко видеть, что/(А, аш принадлежат соответственно hm(M) и J(Am), 
потому что согласно предложению 2.6 [2] (с. 82) J (Ат) = Н о т . ^ ' А , 
У(А).(т)Л). Далее, получим, что 

l m I m l 

(«/) ( S £ «,*•/*) = («/) ( £ ««•/«) + («,-) ( £ 2 **•/,*) -

I m 

= S S ru+tm'au+lm = (и,)# (* •= 1, 2,..., от). 

/ m 

Следовательно, g = J }] zsk'fSk и принадлежит J(Am)'hm(M), поэтому 

/zm(/(A)-Af) содержится в /(Am) hm{M). Пусть теперь g- принадле-
i 

жяг J(AJ.hm(M). Тогда g-= 2**5"*, а^У(А,„), ^ ^ „ ( A f ) . Так как 

afe: (m)A—»/(A)-(m)A, ^ : (m)A —»Af, то, очевидно, (ul)a.k-gk принадле­
жит /(A)Af (/==1, 2,..., /га; £ = 1, 2,..., e). Значит, g принадлежит 
hm (/(A)-Af) и поэтому J (Am)- hm(M)^ hm(J (А)-М). Следовательно, 
J(Am)-hm(M) = hm{J(A)-M), что и требовалось доказать. 

Обозначим через И/(А) (П,г(А)) множество всех конечно порож­
денных (соответственно циклических) левых А-плоских модулей П, 
для которых фактор-модуль П/У(А)>П является А//(А)-проективным. 

Лемма 6. Модуль II принадлежит П/(А) тогда и только 
тогда, когда для подходящего числа /га > 1 (т зависит от модуля) 
модуль /г,„(П) содержится в Iiz(Am). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть П принадлежит П/(А) и порож­
дается /га элементами. Тогда существует эпиморфизм (т)А —»П —» О, 
который в силу (15) и предложения 4.4 [2] (с. 69) влечет эпимор­
физмы 
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(»>Л—П—0, Am((m)A) — А т ( П ) ^ 0 . (16) 
Так как согласно лемме 5 J(Am)-hm(M) = hm(J(A)-M), то 

Я = Ага(Щ. Л т ( С т ) Л ) - А « ( П ) - 0 . (17) 

В силу (16), (17), (14) и равенства_Лга = /гяг((т)Л) левый Л-модуль П 
будет прямым слагаемым левого Л-свободного модуля {т)А тогда и 
только тогда, когда левый Лт-модуль hm(Q) является прямым сла­
гаемым модуля Ат. Следовательно, Л-проективность модуля П вле­
чет Лт-проективность модуля Лт(П). В силу (16) следует циклич­
ность Лт-модуля hm(Tl), а на основании теоремы 3.5 [2] (с. 66) цик­
личность /гт(П) влечет конечную порожденность модуля П, приме­
няя лемму 4, завершаем доказательство. 

О п р е д е л е н и е 2. Счетно-порожденный подмодуль Р левого 
Л-свободного модуля F назовем предельно леворегулярным (п. л. р.) 
подмодулем, если фактор-модуль F/P является Л-плоским. 

Т е о р е м а 1. Для кольца А следующие условия эквивалентны,: 
(a) всякий, левый А-проективный модуль Р, для которого фак­

тор-модуль P/J(A)P конечно порожден, является конечно порож­
денным; 

(b) всякий п. л. р. подмодуль Р конечно порожденного свобод­
ного левого А-модуля, для которого фактор-модуль Р//(А) Р ко­
нечно порожден, является конечно порожденным; 

(c) всякий конечно порожденный левый А-плоскай модуль II, 
для которого фактор-модуль П//(Л)П будет A/J (А)-проективным, 
является А-проективным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (а)=¥(Ь)> Пусть Р п. л. р. подмодуль ко­
нечно порожденного левого Л-свободного модуля F и Р / / (А)Р 
конечно порожден. 

В силу определения 2 F/P является А-плоским, поэтому согласно 
теореме 3.2 [11] (с. 89) и условия (а) следует проективность и ко­
нечная порожденность модуля Р. 

Докажем {Ь)=¥(с). Вначале покажем, что условие (Ь) выпол­
няется для колец Ат (т>1). Действительно, пусть Р п. л. р. под­
модуль конечно порожденного левого Лш-свободного модуля F и 
модуль P/J(Am)P конечно порожден. Точная последовательность 
левых Лт-модулей О—>Р —*F—>П^0 влечет точную последователь­
ность левых Л-модулей 0—• ®т(Р) —> ®m(F)—*@m(n.)—*0. Так как 
согласно определению 2 II является Лш-плоским, то в т (П) будет 
Л-плоским в силу следствия 1.5 [И] (с. 86). Легко видеть, что 
®т СО ~~ конечно порожденный левый Л-свободный модуль. Так как 
Р счетно порожден, то Л-модуль @Ш(Р) также счетно порожден. 
Значит, вга(Р) является п. л. р. подмодулем модуля ®m(F). В силу 
(14) и (17) получим, что hm (QjJP)) = hmQm (P)^P^PJJ(AJ• P. Тогда 
на основании конечной порожденности модуля P/J(Am)-P и предло­
жения 3.5 [2] (с. 66) следует конечная порожденность &т(Р). Сле­
довательно, в силу условия (Ь) ®т(Р) конечно порожден, что со­
гласно теореме 3.5 [2] (с. 66) влечет конечную порожденность 
модуля Р. Пусть теперь П принадлежит И/(Л). Тогда в силу леммы 6 
для подходящего т Лт-модуль /гт(П) принадлежит Пг(Лт). 

Так как для кольца Ат условие (Ь) выполняется, то в силу (14) 
достаточно доказать, что (Ь)=¥(с) лишь в случае, когда П-цикличе-
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ский левый Л-плоский модуль. Итак, пусть П£Пг(А). Тогда можно 
построить точную последовательность левых Л-модулей 

0->/_^Л — П —О, (18) 
которая согласно (15) влечет точную последовательность левых 
А-модулей 

О — ///(А)-/—А—П—-0. (19) 
Так как по предположению П является А-проективным, то в силу 
предложения 2.4 [12] (с. 22) последовательность (19) расщепляется. 
Следовательно, / / / (А)-/ как прямое слагаемое циклического модуля А 
будет цикличным. Тогда существует элемент Xs, принадлежащий /, 
такой, что I/J(A)-I^A\ = 7 и xf = ~X,. Согласно лемме 3 [10] (с. 565) 

со 

можно построить п. л. р. идеал /0 == И АХ,с / , причем Х4 = Х:. Так как /0 
_ _ /=1 

содержит А X,, то /0 = /. Поскольку / „ / / ( А ) / 0 ^ / 0 = A Xt, то /0/У(А) /0 
конечно порожден. Следовательно, /0 является п. л. р. идеалом 
кольца А и на основании условия (Ь) конечно порожденным. По-
скольку АХг содержится в АХг+1, / 0 = И А Х г , то в силу конечной 
порожденности левого идеала /0 существует элемент Х/,_1, содержа­
щийся в /0, такой, что /0 = АХ/;_1. Далее, Х ^ у Х ^ = 7 " V - r ^ = *р 
(т. к. Х/ = Х(.-Х/+1). Положим е = \р. Известно [1] (с. 77), что 4 = А? 
является прямым слагаемым кольца А как левого А-модуля. Тогда 
ввиду леммы Эйленберга [13] (с. 205) и соотношения А ^ с / с А 
следует, _что_ А = АефА (1_— е), / = /0ф/(1 — ё). Поскольку 70 = Л 
I = Ia@I(\—e), то /(1 — <?) = (0), откуда получим соотношение 
/ ( l - « ) c / ( A ) ( l - e ) c A ( l - « ) . Так как А/1=Ае®А(1—е)/Ае@ 
ф/(1 — <?)^А(1 ~е)11{\ — е), то А(1 — е)//(1 — <?) является А-плоским. 
Поскольку / ( 1 - е ) содержится в /(А) ( 1 - й ) , то модуль А ( 1 - е ) 
является А-проективным покрытием модуля А(1 — е)/1(1 — ё), и в силу 
теоремы 1 [14] (с. 156) /-(1 — е) = (0), откуда, / = /0 . Значит, в точ­
ной последовательности (18) модуль П конечно связан и, согласно 
следствию к предложению 2.2 [15] (с. 459), является проективным. 

Докажем (с)=^-(а). Вначале покажем, что условие (с) выполняется 
для кольца Ат (да>1). Пусть П£П/(А,Л). Так как, согласно пред­
ложению 4.4 [2] (с. 86), hm — функтор эквивалентности, то в силу 
предложения 1.1 [2] (с. 17) существует левый А-модуль П0 такой, 
что hm(H0)g^TJ, П0 —конечно порожденный и согласно лемме 4 
является А-плоским. Очевидно, можно считать, что 

АИ(П0) = П. ^ _ (20) 
Как и в доказательстве леммы 6, получим, что Ат(П0) = П, откуда 
Ат-проективность модуля П влечет А-проективность модуля' П0. 
Значит, П0 принадлежит П/(А), и согласно условию (с)'По является 
А-проективным, что ввиду (20) влечет Ат-проективность модуля П. 
Пусть теперь Р£Р/(А). Согласно лемме 2 для подходящего. т>\ 
hm(P) принадлежит Pz(Am). Так как для кольца Ап(т>\) условие (с) 
выполняется, то {с)=¥(а) достаточно доказать в случае, когда Р 
принадлежит Pz{A). Пусть PCPz{A). Тогда согласно лемме 3 Р опре­
деляет некоторый п. л. р. идеал 1(Р) кольца А, для которого 
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/(Я)/7(А)-/(Я) конечно порожден. Точная последовательность левых 
Л-модулей 

0 ^ / ( р ) _ Л - , П ^ 0 , (21) 

где ввиду леммы 1 [10] (с. 564) П — циклический А-плоский модуль, 
влечет точную последовательность левых А-модулей 

0 — /(Я)/7(А)./(Я) — А — П ^ О . (22) 
Так как_/(Я)/7(А)-/(Я) конечно порожден и в силу следствия 2 [16] 
(с. 34) П является А-плоским, то П — конечно связанный модуль, и, 
согласно следствию и предложению 2.2 [15] (с. 459), П будет А-про-
ективным. Тогда в силу условия (с) П является А-проективным, 
последовательность (21) расщепляется и 1(Р) будет конечно порож­
денным как прямое слагаемое циклического модуля А. Следователь­
но, в силу леммы 3 конечная порожденность /(Я) влечет конечную 
порожденность Р. 

С л е д с т в и е 1. Пусть над кольцом А всякий, конечно порож­
денный левый А-плоский модуль проективен. Тогда, если Р и Р' 
левые А-проективные модули, Я/7(А)-Я = Я77(А)-Я' а фактор-мо­
дуль Я/7 (А)-Я конечно порожден, то модули Р и Р' изоморфны, 
конечно порождены. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу условия Р и Р' принадлежат Я/(А), 
для кольца А условие (с) теоремы 1 выполняется, поэтому Я, Я' 
конечно порождены, и согласно предложению 2.12 [2] (с. (81) Я и Я' 
изоморфны. 

Т е о р е м а 2. Пусть А— такое кольцо, что над фактор-коль­
цом A/JA всякий левый, всякий правый циклические (конечно-порож­
денные) плоские модули проективны. Тогда следующие условия 
эквивалентны: 

(a) всякий циклический (конечно порожденный) правый А-пло­
ский модуль проективен; 

(b) всякий циклический (конечно порожденный) левый А-пло­
ский модуль проективен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что (а) влечет (Ь) в случае 
со 

циклических модулей. Пусть /—п. л. р. идеал кольца Л и / = [ ) ЛХ;. 
Тогда в силу леммы 1 [10] (с. 564) в точной последовательности 
левых А-модулей 0—»/—»А—*П—->0 П является А-плоским, и поэтому 
согласно (15) последовательность левых А-модулей 

0 — //7(A)/ — Л — П — 0 (23) 

точна. Поскольку ввиду следствия 2 [16] (с. 34) П является А-пло­
ским, то в силу условия он проективен, поэтому последователь­
ность (23) расщепляется и //7(A)-/ цикличен как прямое слагаемое 

_ со __ 

циклического модуля А. Так как / = U^V> \ = W i (̂  = 1>2,...), 
_ i = i 
/ = / / 7 ( А ) у , то существует такое число р, что ! = А\ (п = р,р+1,...), 
Х~л = К' V H = К+1 • К, поэтому о)„ = Хл+1 — Х„+1 -Хд принадлежит 7(A), 
и согласно предложению 3 [9] (с. 94) еп = 1 — шп — обратимый эле­
мент кольца Л. Так как \ , = V V H (п = р, р + I,...), то Х„.шл = 



% И. И. Сахаев 

= Х7г —Х„, Хя = Х„ея и элементы j n k = 4 l • 1п-вп
 к (k = 0, ± 1 , ±2 , . . . ) 

удовлетворяют равенству 

ТЛА = ТП&-ТЛА+1 . 1 — ТПА+1 = (1 ~ ТЯА)*(1 ~ Tns+i)- (24) 
DO 

Тогда / „ = U (1 — 7ЯЙ) Л есть Л-предельный право-регулярный идеал 

кольца Л, и на основании условия (а) теоремы 3 [10] (с. 566) суще­
ствует число / = /(«) такое, что /„ = (1 — ?„,)Л, откуда fni = ini, 
V s"" 1 • Х„ = ^„, (ел"- • Хл)2= е^1 • Х„. Согласно лемме 5 [10] (с. 571) 

со ^^, 

и теореме 2 [10] (с. 566) п. л. р. идеал / = (J AeJT1 Хя является цикли-
га =р 

ческим. Следовательно, в силу теоремы 3 [10] (с. 566) всякий цикли­
ческий левый Л-плоский модуль проективен. 

Применяя лемму 6 и теорему 4 [10] (с. 568), мы сводим доказа­
тельство проективности конечно порожденных левых Л-плоских 
модулей к случаю циклических модулей, и завершается доказатель­
ство тем, что из (а) следует ф). Переходя к антиизоморфному 
кольцу, получаем, что (&) влечет (а), что и требовалось доказать. 

С л е д с т в и е 2. Если кольцо Л лево-нетерово, то всякий ко­
нечно порожденный правый Л-плоский модуль проективен ([4]). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как Л лево-нетерово, то, как известно, 
фактор-кол ьцо_Л = Л/У (А) тоже будет лево-нетеровым. Поскольку 
У(Л) = (0), то А — полупервичное левое кольцо Гольди ([17], с. 164) 
и согласно теореме 7.2.2 [17] (с. 169) левое кольцо_ частных Q(A) 
является артиновым полупростым кольцом. Значит, А вкладывается 
в артиново полупростое кольцо, и поэтому в силу теоремы 2.1 [18] 
(с. 70) всякий правый, всякий левый конечно порожденные А-пло-
ские модули проективны. Так как над лево-нетеровым кольцом А 
всякий конечно порожденный левый плоский модуль проективен, 
то применение теоремы 2 завершает доказательство. 

Т е о р е м а 3. Если, над полу локальным кольцом А всякий ле­
вый А-проективный модуль является прямой суммой конечно порож­
денных модулей, то всякий конечно порожденный левый (правый) 
А-плоский модуль проективен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р — левый А-модуль и принадле­
жит Р/(А). В силу условия теоремы /3 = 5]фЯ а , где Ра— конечно 

«е/ 
порожденный модуль. Тогда так же, как и в доказательстве леммы 1, 
устанавливается, что модуль Р конечно порожден. Следовательно, 
для кольца А выполняется условие (а) теоремы 1. Если П—-конечно 
порожденный левый А-плоский модуль, то в силу полулокальности 
кольца А фактор-кольцо А артиново, полупростое, и поэтому со­
гласно теореме 4.2 [12] (с. 27) П является А-проективным. Следова­
тельно, на основании теоремы 1 И будет А-проективным. Если И— 
конечно порожденный правый А-плоский модуль, то в силу теоре­
мы 2 модуль П является А-проективным. Доказательство завершено. 

Автор выражает глубокую признательность профессору 
| В. В. Морозову! за большое внимание к этой работе. 
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В. А. Курчатов. Метод линеаризованных невязок для ускорения сходимости 
метода итерации 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

Для ускорения сходимости в банаховом пространстве X итерационных процес­
сов вида xn+i = <р (хп), п = 0, 1 , . . . , предложен, основанный на линеаризации не­
вязки F{x)=x— <? (х), метод 

хп+1 = <Р (х„) — Ф-1 (<? (хп), хП) F (<р (хп)), 
где Ф (? (х), х) — оператор, действующий из пространства X в X, близкий к опера­
тору разделенной разности F(2tp (х) — х, х) в том смысле, что ||F(2cp(*)— х, х) — 
— Ф (tp (х), х) || < т F (х) |р, 7 = const > 0 при любом х из некоторой области RCZX. 
Показано, что при одинаковой сложности алгоритма с методом Эйткена для уско­
рения сходимости итерационных методов, быстрота сходимости рассматриваемого 
метода существенно превышает быстроту сходимости метода Эйткена. Для иллю­
страции дано применение предложенного метода к решению систем вещественных 
уравнений и интегральных уравнений. (Работа поступила в журнал „Математика" 
26 XI 1976.) 


