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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 

1973 МАТЕМАТИКА № 10 (137) 

УДК 517.512 
Б. С. Поздеев 

ОБ ОГРАНИЧЕННОСТИ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ 
В МЕТРИКЕ L 

§ 1. Введение. Основные определения и обозначения 
В теории суммирования кратных рядов Фурье вопрос о регу

лярности методов суммирования сводится к равномерной ограни
ченности относительно тп 1= 1, а, в метрике L тригонометрических 
полиномов вида 

т n mn mt n 

кт (х) = £ х<ю п cos А Л = я ... s С::; \? П cos ̂ , о> 
А=0 (=1 ftn=0 /г,= 0 / = 1 

где £ = (&!,..., А„), да = (/»,,..., mn), т, = 1, 2,..., г = Т7~ ;̂ xjT^O,. 

если хотя бы один из ki>m,i+ 1, i = l , /г; причем, если у коэффи
циентов Х^т) любые у индексов ki = 0, i = \, n, то мы считаем, что 
перед этим коэффициентом стоит сомножитель 2~J'. 

Применяя п раз преобразование Абеля к (1), Кт(х) можно пред* 
ставить в виде 

т п 

/ и ^ Е Д ^ Г П £>*,(*/). ' (2) 
й=0 1 = 1 

де <оп = (1, ..., 1) есть «-мерный единичный вектор, Д n\k = 

Dk(xj) = sin (2^ + 1)— :2sin~— ядро Дирихле. 
Пусть /(х) — непрерывная, периода 2тс по каждому из перемен

ных, функция в области G = {х : — тс < xf < тс, г = 1, «}. Рассмотрим 
линейный оператор 

АЛЛ Х) = | / ( Л : + Й)/СЯ1(И)</И. (3> 
о 

Говорят, что ряд Фурье функции f{x) суммируем методом |X(
ft
m) | 

к f{x) в точке х, если 
А Л / . *)=:/(*). ^ - o o . (4> 

Здесь zX означает равномерную сходимость. Известно [1], что не
обходимыми и достаточными для выполнения (4) в каждой точке х 
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являются условия 
Am) Urn ^" ' = 1, i = .l, я , (5) k 

ОТ;-*-°о 

для любых фиксированных значений kt и 
J^=[\Km{x)\ax = 0{\) (6) 

равномерно относительно mt, i = l, /г. (2 = {х: 0<х г <тс , г = 1, «}). 
Далее мы выясним условия в терминах ^™ , при которых норма 

тригонометрических полиномов (2) в пространстве L ограничена 
равномерно относительно mt. Заметим, что подобные задачи для 
одномерного случая рассматривались в работах [2] — [4], для много
мерного—в [6] — [9]. 

Основная теорема, полученная нами в данной работе, заключается 
в следующем. 

Т е о р е м а 1. Имеет м'сто неравенство 

JW = J | Кт (х) | dx < М V | д"» x f | + М\ 1 m\Pirl)lPl || А% № l , (7) 

2 fe=0 ( = 1 

•где p = {p1,..., pn), 1 < Л < Л - 1 < - < / ? 1 < 2 - M = const; 
m

n
 m

n—\ tn^ m1 

i^^(m)iip={s [ s ••( s [iiA""Cift]fti7,,ft...]'"Vi),!'". fc„=0 й „ _ ! = 0 Й2=0 *,=0 

(8) 
Эта теорема является обобщением результатов Фомина А. А. [7] 

и Кучеровой К. И. [8]. 
Введем в рассмотрение пространство функций со смешанной 

нормой. Пусть х = {х1,..., хга) — точка /г-мерного евклидова про
странства Еп. Будем говорить, что измеримая функция f(x), опре
деленная на всем пространстве Вп, принадлежит обобщенному про
странству Лебега Lp(EJ, если число 

\PtlP2 

... ахп-,\ axnj <OQ^ ^ 

Если некоторые pi = oo, i = l , n, то по соответствующим пере
менным берем существенный максимум. Норму вида (6) называют 
смешанной и поэтому обобщенное пространство Лебега называют 
иногда пространством функций со смешанной нормой. Такие про
странства впервые были изучены в работе [10]. Дальнейшие свойства 
этого пространства, связанные; с теоремами вложения, рассмотрены 
в работах [5], [13J —[17]. В случае, если функция f (х) периодиче
ская по каждой из переменных в области G, то 

4/l ip(0)= (10) 
к % % тс р \р \\р 

4* 

file:///PtlP2
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часть мы доказывать не будем, а приведем лишь доказательство 
второй части, необходимой нам в дальнейшем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. (II). Рассмотрим функцию 
оо 

f(x) = Yi cket(k'x) и покажем, что она удовлетворяет неравен-
со со U 

•ству (14). Оценим \f\L =11 £ eik^ £ *ft exp ft £ */*J 1, " 
О v ' L J It/, (Cry 
4 ft,=-co *2 ftn=~°° • / ' = 2 

оо Л 

Введем обозначение £ c* exP ]} E ^ л ] = ^ ( X 2 »••• > xn)- Тогда 

CO 

»/«£ (G)=l I ^{x2,...,xn)e
ik-x\ = 

? ft1=-oo % W 

= 11 S <Pft C * 2 , - . O ^ ' l ' II . ( 1 5 ) 
И 'I ' ^ ( U ' ^ 11^(^2 <7„) № ' 

Kj = CO " 

где G = {0 < xfe < 2-it, ^ = jx, ji + 1,..., я}. Временно фиксируя пере
менные х2 , . . . , хп и учитывая, что 1 <рг < 2 < ^ <оо, 1//?! + 1/^ = 1, 
применим к внутренней норме правой части (15) теорему Хаусдор-
фа — Юнга (см. [18], с. 153). Тогда , получим \f\L (0) < 
<M\hkl{x2,..., xn)\pi Ь.(91,...>9)щ> где 

м = Ы1"\ hki(x2,...,xn)\i = ( s К(*2,-,*»)Г): 

По условию теоремы, q^Px-, у '=1, п, или qJ/p1>l; поэтому, при
меняя последовательно (п — \) раз обобщенное неравенство Минков-
ского с показателями qjpi, будем иметь 

\\f(x)\\L^Q) <M\\\\%i(x2,... xn)\\L(q^^n){G2)\\pi. 

Представим функцию <рА (х2 , . . . , хп) в виде 
оо 

cpfti (х2 , ... , *„) = £ ?*,. Й2 (-«8 . - • • • •*») е ' Й Л > 
Й 2 = — о 

где cpft(j fez == £ cfti ft exp [7 £ kjXj 1 , и, применяя рассужде-
£3 , ••••. ft„=—°° .7=3 

ния, приведенные выше, будем иметь 
l l / l V G ) <^«K,* 2 ( -*3 , . . . , xn)\\L^ q^m \{P2,Pi)<... 

•" < ̂ JК *„_, W к (о. «•) k r L *> s 
4/г 

= ^ l l S **« "'"l I • (16). 

Так как по условию теоремы 1 <рп<2< qn < оо и 1/рп + 1/#и = 1, 
то, применяя снова к внутренней норме (16) теорему. Хаусдорфа — 
Юнга, получим 

\flqlo><M\c .«(,„„_ Р1)-Щс\\Р- (17> 
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Учитывая условие (12), на основании обобщенного неравенства 
Минковского получаем (14). 

Ряд 5J cke сходится в пространстве Lq{G) к функции/(х) 
k= —со 

и Ck~W~n \f (x)e'(*'x) dx являются коэффициентами Фурье функ-
о 

ции f(x).. 
Следующий пример для случая функций двух переменных пока

зывает, что невыполнение (12) хотя бы для двух координат pt, 
i = \, n, влечет нарушение неравенства (14). 

П р и м е р 1. Пусть 1 <р х </>2 < 2 < q-t < со, l/pl + l/qt = 1, 
i = 1, 2. Рассмотрим функцию h(xltx2) = \x1\\x2—x1\, р > О, задан
ную в области G = {—TC<XI, x 2 < ^ } . 

Для коэффициентов Фурье функцииh (х) имеем |c k k | = О (^f1 k^1+9) • 
Покажем существование чисел р таких, что [|A(x)|i {С) == со при 
/7 <р2, хотя ||с|р<оо. Очевидно, 

и„={2 [1;иг^2-1+ргрр 
2 = 1 ft,= l 

< ( S *<-*+»»)«*( J кТл)11л< со, Р<( А -1) /Л = 1/л. 
Й2=1 * ! = ! 

Оценим 

^миЧЯН'т^Г^Г-
— т с — т ; 

Выполняя замену переменной х1=х2ю во внутреннем интеграле, 
получим 

'*«i.<«.>{f[Jr^?tr^r-
О -*2 

(1 
х/2 х/2 ? 1 _ р , 

х2 V 

( 0 - 1 ) " 
C?Z> 

О 1 

£,2г- 2 v?i-P?i „«•. 

яигг1 > 

> 
0 1 

> (^--"^у-д-^)- со. 

если §qx > 1, р > 1/^ . Так как рх<Р2, то 1/^, < 1/#2, поэтому, вы
бирая р так, чтобы 1/̂ 1 < Р < 1/̂ 2. получим [|/г||х (0) = °°> а |[с||р<оо. 
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§ 3. Теорема об ограниченности тригонометрических полиномов 
в метрике L • 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Для оценки интеграла Jw (Q) 
(см. (6)) разобьем область Q на 2й /г-мерных параллелепипедов сле
дующим образом. Пусть еп = {1, 2, . . . , п.), е — любое подмножество 
множества еп, ecien, причем е может быть и пустым. Тогда 
Q = U Qe, где Qe = {0 < xt < ж/(2т, + 1), i £ е„ - е; ^\{2т1 + 1) < Х;<ъ, 

г£е). 
Если е — пустое множество, то получим область 

Qe = 2 0 = 1х: 0 < х, < тг/(2т; + 1), i £ ея}, (18) 

а при е = е„ 
Qe = Q = {х: ^/(2тг + 1)< X, < u, i £е„}. (19) 

Наконец, если еаеп, е=0, ефеп, то будем рассматривать об
ласти Qe как прямое произведение областей 

Qe = QeXQe^\ (20) 

где 2е = {и/(2тг+1)<лг.<х, i £ e } , 2в»-в = ^0<д:/<1с/(2/я/+1), i^en~e). 
Таким образом, 

Доказательство теоремы 1 сведем к оценке интеграла J{m) по 
областям (18)—(20). Оценка интеграла по остальным областям про
изводится тем же методом, что и по произвольной области (20). 

Учитывая обозначения, введенные в § 1, имеем 

ffl0 ft=o a 0 *=o 

n m m 

< М П ( 2 « г г + 1 ) Е 1 А Ш п Г | Jdx=iWS|A--x!T ) | . ( 2 1 ) 
' = 1 ft=0 Й 0 ft=0 

Здесь мы использовали неравенства 
2 |s inb: |<|ft jc | , | - | x | < ! s i n x | , х£(о,—\ (22) 

Далее, 

= M 

В. ft=0 en 

J(n|«"? —1 
| Г ( Х ) | Й ? Х , 
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где 

Применяя второе из неравенств (22), получим 

и/(2тя+1) " и/(2»г, + 1) 

Используя последовательно п раз неравенство Гёльдера для инте
гралов с показателями р{, ql, l/pt + 1/q. = 1, 1 < pt < 2 < qi < со, 

x - - - -- j ;> -JJ 7 -iz-г • -lit -> - ^ r i -» — 

£(;£„ (причем к I/(x) I применяем показатели qt), оценивая 

( J f 
Kl(2mt+1) i 

dxt \llpi ^ л . . . (^-Ц,'л . r 

и в оставшихся интегралах увеличивая промежуток интегрирования 
до [0, 2it], получим 

(РГЩ j^(Qe )<M(p)U^'"Pi\\T(x)\\L {D), (23) 

где D = \x: 0<х , -< it, i£e„}. 
Преобразуем 

T(x)\\L (D) 

+ 

< д*Чт) 
sin &,-.£,. cos — 

ft=0 г ' = 1 
^ (o> + 

SA"ecn cos &;x,- sin — 
' ' 2 A=0 

m n 

k=0 i=\ 

1=1 

L (D) 9 

< 
LAD) 

m n 
5]АюпГПсо3^ 
* = 0 /=1 VD ) 

(24) 
Замечая, что в (24) под знаком норм стоят ряды Фурье с коэффи-
циентами Д пкк , а также учитывая упорядоченность координат piY 
i^en, применим теорему 2 (И) к каждой норме в (24). Тогда 

\\T(x)\\Lq{D)<M{n,p)\\l?^m)\\p. (25) 

Подставляя (25) в (23), получим 

J^{\)<M(p)f\mf-l)]Pi\\L\^(m)\\p. (26) 

Наконец, оценим J(m) по произвольной области 2е = й г х 2 ° . Для 
этого введем некоторые обозначения. Пусть по-прежнему 

еп = {1,2,...,п\, есеп, е^0, е^еп, 
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Xе = (х\, х^,..., хе
п) — вектор с координатами xf = \xt при i£e; 

0 при i£en — е\. Тогда dx* = dx\dx\... dxe
n , где dxe

i={dxi при i£e». 
1 при i^en —е\. , ' 

В связи с такими обозначениями 

•/ (raW= J|/Cm(*)Wx= j | | ^ ( х ) | ^ ^ е " " г = 
2 2 " 

т- — !<">„, О") = ,[ J] S 2 ДШ"С П Д^Щя^М**•**" < 
2 2 п k п = 0 k = 0 J t e « e • / t e 

< £ j П î widx'-- [\ S д ^ Г п ^ К 
/ л _ е = 0 в"»"" i<EetTe ' 2 й йй=0 г е е ' 

Q g 

Оценивая интеграл по области 2 " так же, как и по области 2 0 ,. 
а интеграл по Йй — как по области 2е , получим 

Q . (> 

/*> (9.) < Ж (f) П i » ^ 1 № ' " i Ц А% $ - . ^ , (27> 
г'ее Л_ е=о 

причем оценку (27) можно свести к (26) путем последовательного 
применения (столько раз, какова мощность множества еп —е) нера
венства Гёльдера для сумм и затем последовательного применения 
обобщенного неравенства Минковского для сумм. 

Таким образом, учитывая (21), (26), (27), имеем полное доказа
тельство теоремы. 

С л е д е тв ие 1. Если рх = р2 = ...=/>„ = />, то из теоремы 1 как 
частный случай получается неравенство 

J[m) = [\Кт (х) \dx < М £ | Ди« if | + М П /я|"' W I A% Х<"%, 
2 k=0 1=1 

где 1 < р < : 2 . l A - ^ T u - f If - S lA ' - iT r ) "* -

С л е д с т в и е 2. При рх =р2 = ... =Рп = 2 мы получаем извест
ный результат Фомина [7] для многомерного случая. 

З а м е ч а н и е 1. Если 

И т.1 1\ЬпУ±т)\\Р = 0{\), (28) 
(=1 

то 
Um A " » f m"' = 0, ; = 1 ~ 

Предполагая Xft —*1, mt-+oo, если хотя бы один из индексов-
ki = 0, получим, что 

, (т, , ..., т„) lim X ' п = 1 , i = l, /г, 
т.->-оо й 

для любых фиксированных &,. Отсюда вытекает 
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Т е о р е м а 3. Для любой непрерывной и периодической по каж
дой из переменных с периодом 2-к функции f{x) последователь
ность линейных операторов (4) равномерно сходится к функции 
f(x) для всех х = (х{,..., хп), если при некоторых pt, 1 <р п <рп_г <... 
. . .< /? !<2 , выполняется условие (27) и тот факт, что >4т)—»1, 
mi—*со (1=1, п), если хотя бы один из индексов ki = 0. 
г. Москва Поступило 

19 III 1971 
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