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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 
1994 МАТЕМАТИКА № 5 (384) 

УДК 512.80 
Х.И.ХАКМИ 

СИЛЬНО РЕГУЛЯРНЫЕ И СЛАБО РЕГУЛЯРНЫЕ КОЛЬЦА И МОДУЛИ 

В данной статье рассматриваются ассоциативные кольца с единицей и унитарные модули 
над ними. 

Будем обозначать через J(R), ДМ) соответственно радикал Джекобсона кольца R, пра
вого Я-модуля М, через 5=Епс1д(М) - кольцо эндоморфизмов правого Д-модуля М, # = Нотд(М, 
ДМ)) . В данной статье слабо регулярным модулем называется /-подобный модуль, введенный 

в [1]-[3] , и поэтому напомним 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Правый Д-модуль М называется слаборегулярным (/-подобный в [1 ] -

[3]), если всякий его подмодуль, не содержащийся в радикале ДМ), содержит нерадикаль
ное циклическое прямое слагаемое модуля М. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Правый R-модуль М называется сильно регулярным, если всякий его 
подмодуль, не содержащийся в радикале ДМ), выделяется в М прямым слагаемым. 

В этой работе продолжается изучение как слабо регулярных модулей и колец, так и 
сильно регулярных модулей и колец. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 ([4], с.109). Подмодуль А правого ii-модуля М называется косущест-
венным в М, если для любого подмодуля U модуля М такого, что M=A+U вытекает M=U. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4 ([4], с.211). Пересечение всех максимальных подмодулей модуля М 
называется его радикалом Джекобсона и обозначается через ДМ). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5 ([4], с.216). Правый Я-модуль М называется радикальным, если М-
*ДМ). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ б ([7], с.439). Правый Д-модуль М называется квазипроективным, если 
для любого подмодуля Г, модуля М и всякого гомоморфизма / : М—Ш/Т существует гомомор
физм h: M—*M такой, что следующая диаграмма коммутативна 

М 

м"—-̂ -- м/т —> о 
где л есть естественный эпиморфизм. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7 ([6], с.554). Правый Д-модуль М называется малопроективным, если 
для любого подмодуля Лг модуля М и любого эндоморфизма f: M/N-^M/N найдется эндоморфизм 
^-модуля М такого, что рл=л<р, где л - естественный эпиморфизм л: M—*M/N. Каждый квази
проективный модуль является малопроективным. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть M*J{M) - сильно регулярный правый R-модуль, тогда радикал Дже
кобсона ДМ) является косущественным подмодулем в М. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть U - подмодуль модуля М такой, что M=U+J(M). Если M=U, 
то утверждение очевидно. 

Предположим, что M*U. Тогда ясно, что U£J(M), U не максимален. Докажем в этом слу
чае, что U является максимальным подмодулем в М. Пусть D*M - подмодуль в М такой, что 
UcD, тогда М=г/+ДМ)сЕ>+ДМ)сМ. Отсюда следует, что 
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U+J(M) = D+J(M). (1) 
Докажем, что UT\J(M)=DflJ(M). Так как UcD, то U(]J(M)cDC\J(M). Докажем обратное вклю

чение, Пусть aePfU(Af), тогда aeD, aeJ(M). Предположим, что a£U, поскольку U{J(M), то 
U+aR$J(M). Тогда из сильнорегулярности модуля М следует, что U+aR выделяется в М прямым 
слагаемым, т.е. M=(U+aR)®U0 для некоторого подмодуля 170. Так как (Z7+aJ?)f|i70=0, то в силу 
закона модулярности для подмодулей UcU+aR, J7Q имеем 

(U+aR)f\(U+U0) = U+ [(U+aRWJ = U. 
Поскольку a e J(M), то aP является косущественным подмодулем в М, тогда M=Ue>Uv Отсюда 

следует, что U=(U+aR)(\(U+U())=(U+aR)OM=aR+U. Итак, получили aeaRcU. Пришли к противоре

чии, следовательно, aeUf)J(M) VaeDfUiM). Отсюда следует, что DT\J(M)cU(\J(M). Тогда 

Х?П/(М) = иШШ). (2) 
Из UcD и (1), (2) согласно лемме 1.4 ([5], с.75) имеем, что U-D, т.е. U - максимальный 
подмодуль в М. Получено противоречие с предположением, что M*U. Это значит, что J(M) -
косуществемный подмодуль в М. Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть M*J(M) - малопроективный правый R-модуль. Тогда эквивалентны 
следующие условия. 

(1) Модуль U слабо регулярный. 
(2) Для любого эндоморфизма <peS такого, что Im <p£J(M), Imf содержит нерадикальное 

прямое слагаемое модуля М. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ( 1 ) = Ф ( 2 ) следует из определения. 
(2)=i>(l). Пусть А - подмодуль модуля М такой, что A#J(M). Тогда существует мак

симальный подмодуль D модуля М такой, что A&.D. Отсюда следует, что M=A+D. В силу леммы 
2.1 ([6], с.558) существуют гомоморфизмы Д: М—>D, /2: М—>А такие, что 1 = fl+f2- Тогда 

lmf2£J(M). Если Imf2cJ(M), то поскольку l-fl+f2> следует, что M=lm f^lm f2cD+J(M)cDcM, 
т.е. D=M. Пришли к противоречию с максимальностью D. Это значит, что ImfjpKM). В силу 
условия (2) теоремы 2 имеем, что Im/ 2 содержит нерадикальное прямое слагаемое М0 моду
ля М, т.е. M.Sim /2£.А. Следовательно, модуль М слабо регулярный. Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть P*J(P) - малопроективный правый R-модуль такой, что J(P) ко-
существенен в Р. Тогда, если S*End_(P) - слабо регулярное кольцо, то модуль Р является 
слабо регулярным. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть А - подмодуль модуля Р такой, что A£J(P). Тогда существу
ет максимальный подмодуль D модуля Р такой, что A$D. Отсюда следует, что P=A+D. Тогда 
согласно лемме 2.1 ([6], с.558) существуют гомоморфизмы <ру Р—+А, <р2: P—*D такие, что 
l=^j+y>2. Кроме того, f^J{S). Если <pyeJ{S), то из равенства \=(рх+<рг следует, что 5=^5+ 

+f7S, Тогда существует XeS такой, что 1=р2А. Отсюда Р-1т <ргХ Z Im f2QD, т.е. P=D, что 

противоречит максимальности D. Тогда (p^J(S). Из слаборегулярности кольца S имеем, что 

fPjS содержит идемпотентный элемент е*0. Тогда e=<p.fi для некоторого /ieS. Значит, Im e с 

clmipj, где Ime - прямое слагаемое в Р и Ime*/(Ime). Что и требовалось доказать. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть Р*ЛР) - конечно порожденный квазипроективный правый R-модуль. 
Тогда эквивалентны следующие условия. 
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(1) Модуль Р слаборегулярный. 
(2) Для любого <peS такого, что <p£J(S), Im<p содержит нерадикальное прямое слагае

мое модуля Р. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку Р - конечно порожденный правый R-модуль, то согласно 

следствию 2.30 ([8], с.319) следует, что J(S)={f: / eS ; I m / косуществен в Р}. Так как 
любой косущественный подмодуль в Р содержится в J(P) , то J(S) £ Hom_(P, J(P)). Так как 

И. 
модуль Р конечно порожден, то из теоремы 9.2 ([4], с.216) вытекает, что J(P) - косущест
венный подмодуль в Р. Тогда, если rpeS такой, что Imy>cJ(P), следует, что ImV косущест-
венен в Р. Отсюда Hom_(P, J(P))£/(S). Итак, J(S)=HomD(P, ЛР) ) . 

(1)=»(2) следует из определения. 
(2)=»(1) следует из теоремы 2, поскольку всякий квазипроективный модуль является 

мало проективным. 
ЛЕММА. Пусть М - правый R-модуль, А - минимальный подмодуль в М такой, что 

A£J(M). Тогда имеет место следующее. 
(1) ЛА)=АМШ). 
(2) J(A) - косущественный подмодуль в А. 
(3) Если М - слабо регулярный модуль, то А является прямым слагаемым в М. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. (1) Ясно, что J(A) £ АШШ). Пусть aeAf\J(M). Докажем, что aR 

косуществен в А. Пусть U - подмодуль модуля А такой, что aR+U=A. Отсюда следует, что 
U%J{M). В противном случае получим, что A=aR+UcJ(M), .приходим к противоречию с условием 
А j£ J(M). В силу минимальности А следует, что A=U, т.е. aR косущественен в А. Отсюда 
aR £ J (A), т.е. JU)=AT\J(M). 

(2) Докажем, что J (А) косущественен в А. Пусть В - подмодуль модуля А такой, что 
J(A)+B=A. Из A±J(A) следует, что E$J(A). Тогда из (1) следует, что E$J(M). В силу мини
мальности А получим, что В=А. Это значит, что J(A) косущественен в А. 

Утверждение (3) следует непосредственно из слабой регулярности модуля М. Лемма до
казана. 

ТЕОРЕМА 5. Пусть М - слаборегулярный правый R-модуль, M*J(M) и радикал J(M) -
косущественный подмодуль в М. Тогда эквивалентны следующие условия. 

(1) R-модуль М имеет минимальный подмодуль А, не содержащийся в радикале J(M). 
(2) Кольцо эндоморфизмов 5»Епс1д(А0 имеет примитивный идемпотентный элемент. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ( 1 ) = Ф ( 2 ) . Пусть А - минимальный подмодуль модуля М, удовлетво

ряющий условию A%J(M). Тогда согласно лемме модуль А выделяется прямым слагаемым в М. 
Пусть / : М—>А - проекция, тогда / является идемпотентом, т.е / = / 2 , / eS . Покажем, что / 

1 1 Л 

- примитивный идемпотент. Действительно, если /=ej+e2, ^1~е
1, е2= е2' e i e2= e2 e i = ' то 

Im/=Im ej®Im е2, ибо иё1те1Г\1те2 влечет м=е1(т1)=е^(т1)=е1е2(тп2))=0. Если Ime^KM) 
Ime £ J(M), то .4=1т/£.Г(АО, что противоречит условию, поэтому либо Imex % J(M), либо 
Ime2j£7(M). Пусть Ime$£J(Af). Поскольку Ime^-A, Im е ^ Л М ) , то из минимальности А и 
свойства А % J(M) вытекает, что Imе=.4. Отсюда в силу I r a t ^ A , Im^Х~А и ImCjOlme2=0 
имеет место, что I m е = 0 , е =0, f=ev Следовательно, / - примитивный идемпотент, 

(2)=*(1). Пусть 0*/е5, / - примитивный идемпотент, тогда 
М = Im/©Im(l-/) . (3) 

Положим B=Im/. Покажем, что В - минимальный подмодуль в М со свойством В&Ш). 
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Во-первых, если BQJ(M), то в силу косущественности радикала J(M) из (3) следует, 
что M=Im(l- / ) , Im/£J(M). Отсюда Im/=0, /=0. А так как по предположению /*0, то B%J(M). 

Во-вторых, если В - не минимальный подмодуль в М со свойством B%J(M), то существу
ет' подмодуль к*0, ксВ, к*В такой, что k%J(M). В силу слаборегулярности модуля М следу
ет, что M=fc0eJb*, fc=Jfc0®fc1, k0£J(M) и B=Jb((®fc1. Пусть к^ЛМ). Так как Jlf=Im/®Im(l-/) = 
=.HeIm(l-/)=fe0®fc.eIm(l-/), то положив / , Д проекцию модуля М соответственно на подмо
дули kQ и &j, получим 1=/х+/2+(1-/) , /=/ j+/ 2 , /j?/**©, fx=fl*Q> ч т 0 противоречит прими
тивности элемента / . Значит, к^ЛМ). Тогда M=BeIm(l-/)=A:0®fc1®Im(l-/) и в силу косущест
венности радикала ЛМ) имеем Af=fc0efc1elm(l-/)=fc()elm(l-/), т.е. к^О, В=к0 и В=к. Получе
но противоречие с предположением к*В. Следовательно, S=Im/ - минимальный подмодуль мо
дуля М со свойством В$ЛМ). Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 6 ([1], с.368). Для кольца Л эквивалентны следующие условия, 
(1) Л - полусовершенное кольцо. 
(2) R - слабо регулярное кольцо и удовлетворяет условию максимальности идемпотент-

них элементов. 
ТЕОРЕМА 7. Если кольцо R удовлетворяет условию максимальности идемпотентных 

элементов, тогда эквивалентны следующие условия. 
(1) Всякий Memod-Л является слаборегулярным. 
(2) Всякий Memod-Л является суммой локальных R-модулей и всякий локальный подмо

дуль aR модуля М такого, что aR£J(M), выделяется прямым слагаемым. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. (1)=»(2). Согласно теореме 6 кольцо R является полусоверщенным. 

Тогда согласно предложению 22.19 ([9], с.250) кольцо R является полулокальным SBI-коль-
цом. Отсюда и из 18.25 ([9], с.77) следует, что любой правый Л-модуль М представляется 
в виде суммы локальных подмодулей, т.е. М = У u.R, и R - локальный подмодуль в М. 

«е/ г * 
Пусть а Л - локальный подмодуль в М такой, что aR%J(M), тогда в силу слаборегуляр

ности модуля М следует, что aR содержит нерадикальное прямое слагаемое vR модуля М. По
скольку aR неразложим, то aR~vR. 

(2)=»(1). Пусть М - правый Л-модуль. Если M=J(M), доказательство очевидно. Пусть 
М*ЛМ) и ЬЛ - подмодуль в М такой, что bR£J(M), тогда в силу условия (2) теоремы 7 вы
текает, что 6Л= Т b Л, где b Л - локальные Л-модули. Так как bR % J(M), то 3i e / такой, 

mi * * 
что b R % J(M). Тогда b R выделяется в М прямым слагаемым. Следовательно, М является 

\> 4о 
спабо регулярным модулем. Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 8. Пусть М - нётеров слабо регулярный R-модуль. Тогда М имеет разложе-
п 

ние M=Y,®Mi, где Mt неразложимый и S^End^M^ - локальное кольцо (£=1,2,...,п). 
i-\ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как М нётеров, то согласно теореме 7.2.9 ([4], с.177) имеем, 
п 

что М= ][ ®М И М неразложимый (i=l,2,...,n). Пусть S = End (M ). Докажем, что J(St) = 

-:Но1Пд(М£, J(Mt)). Пусть <peJ(St), предположим, что \m<p$J(M^). Тогда из слаборегулярнос

ти модуля М( следует, что Im f содержит нерадикальное прямое слагаемое AQ модуля Mf. 

Так как Af( неразложим, то М = AQ £ 1т<р. Отсюда Л^=1т^>. Тогда из теоремы 6.4.1 ([4], 

с. 156) следует, что <р - автоморфизм. Пришли к противоречию. Следовательно, 
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J(St) £ Ношд(Л/4,/(М4)) 
- обратное включение. Пусть <peSt такой, что Imp £ J(Af{). Тогда M't = Ims<p+Im(l-s<p) для 
всякого s e St> Так как Af{ конечно порожден, то J(M.) - имущественный подмодуль в М, 
Отсюда следует , что lm s<p - косущественный подмодуль в М%. Тогда M4=Im(l-sp). Опять в 
силу теоремы 6.4.1 ([4], с.156) (l-sp) - автоморфизм для любого s e 5£. Это значит, что 
<pGj(St), т.е. 

J(St) = Нотд(М{, J(M.)). 
Пусть feSv Если feJ'ySJ, то (1 - / ) обратим. Пусть /£ / (S ( ) , тогда lm ffLJiMJ, отку

да в силу слаборегулярности модуля Af( следует, что l m / содержит нерадикальное прямое 
слагаемое В модуля М ; поскольку М неразложим, то М=В £ l m / £ AT,, т.е. Im/=M. и / -
эпиморфизм. Снова из теоремы 6.4.1 ([4], с.156) следует, что / - автоморфизм, т.е. / -
обратим. Отсюда 3t - локальное кольцо (г=1,2,...^п). 

ТЕОРЕМА 9. Пусть Р - конечно порожденный проективный правый R-модуль. Тогда 
следующие условия эквивалентны. 

(1) Р - полусовершенный модуль. 
(2) Р слабо регулярный и удовлетворяет условию максимальности прямых слагаемых. 
(3) Если А - подмодуль в Р, то A-PQ+D, где PQ - прямое слагаемое модуля Р и модуль 

DQJ(P). 
(4) Р слабо регулярный и P/J(P) полупростой. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. (1)=»(2). Поскольку Р - полусовершенный модуль, то согласно 

следствию 2.3 ([10], с.348) имеем, что всякий подмодуль модуля Р либо содержится в ра
дикале J(P), либо содержит некоторое прямое слагаемое модуля Р, т.е. Р слабо регулярный. 
Так как Р конечно порожден, полусовершенен, то в силу теоремы 6.1 ([10], с.355) имеем, 
что 5 = End„(P) - полусовершенное кольцо. Пусть P1£P2£...£Pjfc£... - возрастающая цепочка 

прямых слагаемых модуля Р. Обозначим через /{: P—*Pt проекции. Тогда / 4 =/ 4 (£=1,2,...) 

и имеем lm/.£lin/2 . . .£lm/,£. . . В силу леммы 2.1 ([11], с.77) имеем, что / J S S / J S £...£ 

£Д££..., поскольку 5 - полусовершенное кольцо, то существует п такой, что / nS=/ n + 15. . . 
Отсюда Im/ n + 1 £lm/ n , т.е. Im/ n=Im/п + 1=. . . Итак, получили Рп=Рп+1=... 

(2)=^(3). Пусть А - подмодуль модуля Р. Если А £ J (P) , то утверждение очевидно. 
Пусть А £ J(P). Тогда из слаборегулярности модуля Р следует, что А содержит ненулевое 
прямое слагаемое модуля Р. В силу условия максимальности пусть Р0 - максимальное прямое 

слагаемое модуля Р, содержащееся в А. Тогда P-P^L и A=P.f><U\A). Докажем, что (L(\A) £ 

£J(P). Предположим, что (IAA)£J(P), тогда (,L(]A) содержт ненулевое прямое слагаемое мо
дуля Р. Итак, B£(IfU)£L, следовательно, I=J5eB0, где BQ - подмодуль в Р. Тогда Р=Р0$ВФВ0 

и P^i&BZA. Пришли к противоречию с максимальностью модуля PQ. Отсюда следует, что (1(Ы)£ 

£ДР) , т.е. A=P0+D и £>=(IfU)£J(P). 

(3) =» (4). Очевидно. 
(4)=»(1). Имеем, что Р / Д Р ) полупрост и J(P) косущественен в Р, поскольку Р конеч

но порожден. Докажем, что всякое прямое слагаемое модуля P/J(P) является образом неко
торого прямого слагаемого модуля Р при гомоморфизме P—>P/J(P). Пусть a: P—>P/J(P) - ес-
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тественный эпиморфизм. Поскольку Р = P/J{P) полупрост, то Р- £ ®Р , где Р, - простые R-

i = I 

модули. С другой стороны, гомоморфизм а является проективной оболочкой модуля Р. Обо
значим через а: Р —*Р /J{P) естественные эпиморфизмы, поскольку Р - простой Д-модуль, 
то Р =Pt+J(P) и Р подмодуль в Р, который не разложим, и PfiJ(P). Тогда в силу слаборе-
гулярности модуля Р следует, что Pt является прямым слагаемым модуля Р, т.е. Р£ проек-
тивен, £=1,2,...,п, кроме того, kera t = Pf\J(P) = ЛР{). Тогда согласно теореме 11.2.2 
([4], с.273) всякое разложение модуля P/J(P) можно поднять относительно а. Отсюда и в 
силу теоремы 11.3Л ([4], с.274) модуль Р является полусовершенным. 

Выражаю благодарность своему руководителю доценту И.И.Сахаеву за помощь в работе 
над статьей. 
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