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Аннотация. В работе предложен подход к построению стабилизирующего регулятора в дискрет-

ной линейно-квадратичной стационарной задаче на полуоси с ограничениями на управление на 

основе принципа расширения. Установлена асимптотическая устойчивость положения равновесия 

соответствующей замкнутой системы с помощью теоремы Малкина—Массера—Четаева. Приво-

дятся численные эксперименты, демонстрирующие полученные теоретические результаты. 
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Несмотря на большое количество публика-

ций по линейно-квадратичным задачам опти-

мального управления, содержащим обзор  

теории и методов численного решения непре-

рывных и дискретных задач [1-4], в литературе 

поддерживается интерес к изучению этих задач 

с точки зрения апробации новых подходов и 

различных частных постановок. 

Например, отметим здесь работы [5-6], в ко-

торых выводятся соотношения для оптималь-

ных управлений для дискретных линейных за-

дач управления с ограничениями.  

В работе [5] рассмотрен специальный класс 

линейно-квадратичных дискретных терминаль-

ных задач оптимального управления на конеч-

ном интервале с квадратичным критерием  

и ограничениями на управление в виде замкну-

тых неравенств, где приводятся необходимые и 

достаточные условия оптимальности для ли-

нейной дискретной задачи оптимального 

управления, которые выводятся с помощью 

теории Дубовицкого – Милютина [7]. Решение 

получающихся здесь краевых задач сводится к 

последовательному решению конечного числа 

систем линейных алгебраических уравнений.  

В работе [6] рассматривается задача опти-

мального управления для линейной дискретной 

системы на конечном интервале со свободным 

правым концом и ограничениями на управле-

ние и возмущениями в правой части. Предлага-

ется подход к построению синтезирующего 

управления на основе принципа расширения 

Кротова В.Ф. [8-10], с помощью которого  
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выводятся условия оптимальности. Принцип 

расширения состоит в замене исходной задачи  

оптимального управления с ограничениями 

другой задачей, где исключены те или иные 

связи, решение которой удовлетворяет ограни-

чениям и совпадает с  решением исходной за-

дачи. Этот метод был предложен Кротовом 

В.Ф. и развит Гурманом В. И. в работах [11-12].   

Интерес к линейно-квадратичным задачам в 

последние годы поддерживается также боль-

шим количеством работ, в которых схема Кал-

мана-Летова применяется к нелинейным зада-

чам оптимального управления, представленных 

в виде задач минимизации квадратичного кри-

терия вдоль траекторий формально линейных 

непрерывных и дискретных систем, где все 

матрицы в системе и в критерии могут зависеть 

от координат вектора состояния, так называе-

мый подход SDRE (State-Dependent Riccati 

equation). Этот подход к построению обратной 

связи в нелинейных системах приводит к реше-

нию соответствующих алгебраических, диффе-

ренциальных или разностных уравнений типа 

Риккати. С основами этого подхода можно по-

знакомиться в [13-15]. Отметим здесь также ра-

боты [16-19]. В [16-17] представлены алгорит-

мы нелинейной коррекции линейного 

регулятора для квазилинейных непрерывных и 

дискретных систем путем подбора весовых 

матриц критерия и приближенного решения ал-

гебраического уравнения Риккати. Подход 

SDRE успешно применяется для построения 

параметрического синтеза для разных классов 

нелинейных управляемых систем [18] на осно-

ве асимптотических приближений и аппрокси-

мации Паде. Укажем также работу [19], где 

предлагается алгоритм построения оптималь-

ного регулятора для непрерывной задачи ста-

билизации на полуоси с ограничениями на 

управление на основе принципа  расширения и 

подхода SDRE.  

В настоящей работе с помощью принципа 

расширения строится синтез для дискретной 

линейно-квадратичной стационарной задачи 

оптимального управления на полуоси с ограни-

чениями на управление и устанавливается 

асимптотическая устойчивость замкнутой сис-

темы с помощью дискретного аналога теоремы 

Малкина-Массера-Четаева [20]. Полученное 

синтезирующее управление состоит из двух 

частей: стандартного линейно-квадратичного 

регулятора, который строится на основе реше-

ния алгебраического уравнения Риккати, и по-

правки, зависящей от элементов ограничений. 

Пусть задана следующая дискретная стационарная линейная система 

0( 1) ( ) ( ), (0) , {0,1,..., ,...}х t Ax t Bu t x x t N     , (1) 

( ) ( ) { ( ) | ( ) ( ) ( ), },u t U t u t t u t t t       (2) 

где 
nx R – вектор состояния, ( ) ru U t R   – вектор управления, ( ) ( )t t  . Требуется найти 

управление в виде обратной связи, удовлетворяющее ограничениям (2), при котором достигается 

минимум критерию качества 

0

1 1
( , ) [ ( ) (t) ( ) ( )] min,

2 2

T T

t

J x u x t Qx u t Ru t




     (3) 

где матрицы ,n n r rQ R R R   , положительно полуопределенная 0Q   и положительно опреде-

ленная 0R  , соответственно. 



 

С помощью ввода множителей Лагранжа 0 1 2( , ), ( , ), ( , )x t x t x t    применим принцип расшире-

ния, избавляясь от ограничений, и перейдем к новому критерию качества 
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 (4) 

где первый множитель 
0

1
( , ) ( 1)

2
x t Px t    отвечает уравнениям динамики системы (1), множи-

тель 1( , ) 0x t    нижнему ограничению на управление, множитель 2( , ) 0x t    верхнему огра-

ничению на управление и при этом 1 2( , ), ( , )x t x t   такие, что на оптимальном управлении 

*( , )u x t  выполняются условия 

* *

1 2( , )[ ( ) ( , )] 0, ( , )[ ( , ) ( )] 0T Tx t t u x t x t u x t t       .  (5) 

Для упрощения дальнейших выкладок введем функцию 

1 2

1 1 1
( ( ), ( )) [ ( ( ) ( ))] [ ( ) ( )]

2 2 2

1
( , )[ ( ) ( )] ( , )[ ( ) ( )]) x( ) x( ),

2

T T T

T T T

M x t u t x Qx u Ru P Ax t Bu t Ax t Bu t

x t t u t x t u t t t P t   

     

    

 

которая получается из выражения в (4) прибавлением и вычитанием слагаемого 
1

x( ) x( )
2

Tt P t  и 

выделением слагаемого 
1

( 1) ( 1)
2

Tx t Px t  . Далее, учитывая, что 

0

1 1 1
( ( ) ( ) ( 1) ( 1)) (0) (0)
2 2 2

T T

t

x t Px t x t Px t x Px




    , критерий (4) принимает вид 

0

1
( , ) ( ( ), ( )) (0) (0)

2t

J x u M x t u t x Px




  . (6) 

Таким образом, от задачи с ограничениями (1)-(3) переходим к задаче минимизации критерия 

качества (6) без ограничений. В силу гладкости, выпуклости и ограниченности ( , )M x u  при всех 

допустимых ( , )x u  снизу, необходимые условия минимума (6) принимают вид 

( , ) ( , )
0, 0.

M x u M x u

u x

 
 

 
  (7) 

Сначала из первых уравнений в (7) имеем 

1 2

( , )
( ) ( ) ( , ) ( , ) 0T TM x u

Ru B PBu t B PAx t x t x t
u

 


     


, 

отсюда оптимальное управление для расширенного функционала (4) имеет вид 



  

* 1

1 2( , ) ( ) { ( ) ( , ) ( , )} ( , ) ( , )T Tu x t R B PB B PAx t x t x t x t x t          , (8) 

где 
1( , ) ( ) ( )T Tx t R B PB B PAx t      линейный регулятор при отсутствии ограничений, а по-

правка 
1

1 2( , ) ( ) { ( , ) ( , )}Tx t R B PB x t x t        связана с выполнением введенных ограниче-

ний на управление.  

Учитывая (5), неотрицательность 1 2( , ), ( , )x t x t   и тот факт, что значение управления в любой 

момент времени принимает значение либо внутри допустимого множества, либо на его границе, 

множители Лагранжа можно записать в виде  

1

2

( , ) ( ) inf(0, ( , ) ( )),

( , ) ( ) inf(0, ( ) ( , )).

T

T

x t R B PB x t t

x t R B PB t x t

  

  

   

   
 (9) 

Имеет место  

Лемма 1. Вдоль оптимального управления (8) множители Лагранжа  1 2( , ), ( , )x t x t  , приве-

денные в (9), удовлетворяют (5) при всех t .  

Доказательство. С учетом (8) и (9) получаем, что 
1

1 2( , ) ( ) { ( , ) ( , )} inf(0, ( , ) ( )) inf(0, ( ) ( , )),Tx t R B PB x t x t x t t t x t                 т.е., 

если ( , ) ( )x t t   и ( ) ( , )t x t  , то ( , ) 0x t  , а 
*( ( )) ( , )u x t x t  и удовлетворяет ограниче-

ниям 
*( ) ( ( )) ( )t u x t t   . Далее, если ( , ) ( )x t t  , то 

( , ) ( ( , ) ( )) ( ) ( , ) 0x t x t t t x t          , а управление 

*( ( )) ( , ) ( , ) ( ) ( )u x t x t x t t t       . Аналогично, если ( ) ( , )t x t  , то 

( , ) ( ) ( , ) 0x t t x t      и управление 
*( ( )) ( , ) ( ) ( , ) ( )u x t x t t x t t        лежит на верхней 

границе допустимой области. Итак, управление 
*( ( ))u x t  всегда находится или на границе или 

внутри области. Выполняются следующие неравенства  

( ) ( , ) ( , ) ( ), ( , ) ( ) ( , ), ( ) ( , ) ( , )t x t x t t x t t x t t x t x t                 ,  и таким образом 

можно записать, что 1( , ) ( )inf(0, ),Tx t R B PB      2( , ) ( )inf(0, )Tx t R B PB    . А далее 

подставляя в (5) выражение для управления (8) и выражения для 1 2( , ), ( , )x t x t  , получаем 

inf(0, )( ) [ ( ) ( , ) ( , )] 0,

inf(0, )( ) [ ( , ) ( , ) ( )] 0.

T T T

T T T

R B PB t x t x t

R B PB x t x t t

   

   

     

    
  (10) 

Если 0  , то тождество (10) выполняется, если 0  , то получаем 

( ) [ ( ) ( , ) ( , )] 0T T TR B PB t x t x t        и так как в последнем случае ( , ) ( )x t t   и 

( , ) ( ) ( , )x t t x t    , как было показано выше, и имеем ( ) ( , ) ( , ) 0t x t x t     . Если  же 

0  , то  (5) преобразуется к виду ( ) [ ( , ) ( , ) ( )] 0T T TR B PB x t x t t        , где 

( ) ( , )t x t  , ( , ) ( ) ( , ) 0x t t x t      и поэтому ( , ) ( , ) ( ) 0x t x t t     , что и требовалось 

показать. 

Далее преобразуем ( , )M x u , подставляя в него найденное управления 
*( ( ))u x t , доставляющее 

экстремум критерию (6), и получаем  



 

11 1 1 1
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или после приведения подобных членов имеем 

11 1 1 1
( , ) ( ) ( ) x(t) x(t) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

1
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2

T T T T T T T T
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Далее, используя вторую группу уравнений в (7) имеем 

1( , )
( ) 0.T T T TM x u

Qx Px A PAx A PB R B PB B PAx
x


     


 

То есть, очевидно, что матрицу P коэффициентов усиления регулятора (8) нужно искать как  

положительно определенное решение алгебраического уравнения Риккати 

1( ) 0T T T TA PA P A PB R B PB B PA Q     . (11) 

Рассмотрим систему (1) при 
*( ) ( ( ))u t u x t   

1 1

1 2

1 0

( 1) { ( ) } ( ) ( ) { ( , ) ( , )}

{ ( ) }x( ) ( , ), (0)

T T T

T T
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A B R B PB B PA t B x t x x

 



 



       

    
 

или 
1

1 2( 1) ( ) ( ) { ( , ) ( , )} ( ) ( , )T

cl clх t A x t B R B PB x t x t A x t B x t         , (12) 

где 
1{ ( ) }T T

clA A B R B PB B PA     матрица замкнутой системы. 

Имеет место 

Лемма 2. 

В системе (1) при 
*u u  состояние 0x   является положением равновесия, если 0, 0а b   и 

замкнутая система принимает вид (12). 

Доказательство. При 0x  , ( , ) 0x t   и тогда    ( , ) inf 0, ( ) inf 0, ( )x t t t      . С уче-

том того, что ( ) ( )t t  , функция ( , ) 0x t   равна нулю только при условии ( ) 0, ( ) 0t t   . 

Тогда (t 1) 0,x t    и нулевое положение является точкой покоя замкнутой системы (12).  

Теперь покажем, что 
*( , )u x t  обеспечивает асимптотическую устойчивость точки покоя 

( ) 0x t   замкнутой системы (12). Для доказательства асимптотической устойчивости замкнутой 

системы (12) перепишем ее в виде  

( 1) ( ) ( , ),

( , ) ( , ),

clх t A x t g x t

g x t B x t

  


  (13) 



  

Здесь  

0, ( ) ( , ) ( ), ( , )

( , ) ( ) ( , ) 0, ( , ) ( ), ( )

( ) ( , ) 0, ( , ) ( ), ( )

t x t t u x t

x t t x t x t t u t

t x t x t t u t

   

     

    

  


    
    

 или 

1

1 2( , ) ( ) { ( , ) ( , )} inf(0, ( , ) ( )) inf(0, ( ) ( , )).Tx t R B PB x t x t x t t t x t                 

Обозначим через ( )X t  фундаментальную матрицу линейной системы ( 1) ( ).clх t A x t   Спра-

ведлива  следующая 

Теорема. Пусть выполняются условия  

I. det 0clA  ; 

II. Существуют положительные числа С  и  , окрестность нуля (0)  и ограниченная после-

довательность ( )p s  такие, что имеют место следующие оценки 

( , ) , 0, (0)g x t x t x    , 

1
1( ) ( ) ( ), 0,

t

X t X C p s t


 


        

1

0

1
lim ln ( ( ) ) 0

t

t
p s C

t





  ; 

III. Пары матриц 

1

2( , ), ( , )A B A Q  управляемы и наблюдаемы;  

тогда оптимальная обратная связь 
*( , ), , (0)u x t t x   из (8) обеспечивает асимптотическую 

устойчивость по Ляпунову нулевого положения равновесия ( ) 0x t   замкнутой системы (13). 

Доказательство. Из условия III следует разрешимость уравнения Риккати (11), а условия I, II 

обеспечивают асимптотическую устойчивость положения равновесия системы (13) согласно дис-

кретному аналогу теоремы Малкина-Массера-Четаева [20].  

Рассмотрим следующий пример задачи (1)(3) на линеаризованной модели маятника со сле-

дующими данными 

1
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 0 0.8;1x   и ограничениями на управление 4.8 ( ) 5.6u t   . 

Траектории замкнутой системы вдоль регулятора (13) стремятся к нулю, как представлено на 

Рис. 1 (верхние кривые - x1(t); x2(t)), а управление (нижняя кривая - u(t)) в начале интервала регу-

лирования принадлежит границе допустимой области, а потом стремится к нулю при возрастании 

времени t.  



 

 

Также проведен эксперимент, показывающий, что с возрастанием нормы начальных условий, 

т.е. с возрастанием окрестности (0) , система (13) становится неустойчивой. Например, для 

 0 1;3x   имеем расходящиеся траектории, представленные на Рис. 2. 

  

 0 1;3x 

 

В работе предложен метод построения  

оптимального управления в виде обратной свя-

зи для дискретной стационарной линейно-

квадратичной задачи на полуоси с ограниче-

ниями на управление, которое является стаби-

лизирующим управлением на бесконечном  

интервале времени. Метод основан на исполь-

зовании принципа расширения Кротова В.Ф., с 

помощью которого исходная задача с ограни-

чениями на управление сводится к задаче оп-

тимизации без ограничений. Асимптотическая 

устойчивость замкнутой системы с учетом  

ограничений на управление доказывается с по-

мощью дискретного аналога теоремы Малкина-

Массера-Четаева.  
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Abstract. This paper is devoted to the construction of a stabilizing controller in a discrete linear-

quadratic stationary problem on a semiaxis with control constraints based on the extension principle. 

The asymptotic stability of the equilibrium point of the corresponding closed-loop system is estab-

lished with the help of Malkin-Masser-Chetaev theorem. The results of numerical experiments demon-

strating the obtained theoretical results are presented.  
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