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Аннотация. В работе на примере математической модели трехсекторной экономической системы 
показывается стабилизация системы в окрестности равновесия на основе построения инвестици-
онных стратегий управления в виде обратной связи с помощью алгоритма решения нелинейной 
задачи управления, в которой дифференциальные связи формально линейны по управлению и со-
стоянию, и коэффициенты которой зависят от состояния. 
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Введение 

В теории управления большое внимание уделяется проблеме исследования устойчивости в нели-
нейных экономических системах и задаче стабилизации нелинейных систем. В математической эко-
номике встречаются модели задач управления для экономических систем, динамика переменных со-
стояния в которых описывается нелинейными системами обыкновенных дифференциальных 
уравнений с коэффициентами, зависящими от состояния [1-4]. За последнее время появились новые 
алгоритмы управления нелинейными системами, основанные на использовании матричных алгебраи-
ческих уравнений Риккати [5-8] и использующие формальную линейную структуру уравнений. Неод-
нозначность представления нелинейной системы в виде системы с линейной структурой и отсутствие 
достаточно универсальных алгоритмов решения уравнения Риккати, коэффициенты которого зависят 
от состояния, порождают множество возможных субоптимальных решений. В прикладных задачах 
имеется множество различных типов нелинейностей, поэтому возникают  различные подходы к по-
строению законов управления в нелинейных системах с обратной связью рациональных относительно 
заданного критерия качества.  

В данной работе рассматривается задача построения стабилизирующего управления для одного 
класса нелинейных систем правые, части в которых формально линейные по состоянию и управлению, 
и с коэффициентами, зависящими от состояния. 
_________________________________________ 
* Исследование частично поддержано грантами РФФИ № 18-01-00551, № 16-29-12878 (разделы 1,3,4). Раздел 2 работы
выполнен за счет гранта Российского научного фонда (проект №17-11-01220). 
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Используя специфику нелинейностей, в работе на примере математической модели трехсек-
торной экономической системы рассматривается применение подхода SDRE [9-14], основанного 
на использовании матричного алгебраического уравнения Риккати, появляющегося в алгоритме 
метода Калмана–Летова при решении задач управления с квадратичным функционалом для поис-
ка стабилизирующего управления на бесконечном интервале времени. 

1. Трехсекторная математическая модель экономического кластера 

Рассмотрим задачу управления для модели кластера из трех секторов: 0i  (материальный 
сектор), 1i  (фондосоздающий сектор), 2i  (потребительский сектор). Предполагается, что в 
каждом секторе производится свой агрегированный продукт: в материальном секторе – предметы 
труда (топливо, электроэнергия, сырье и другие материалы); в фондосоздающем секторе – сред-
ства труда (машины, оборудование, производственные здания, сооружения и т.д.); в потребитель-
ском секторе – предметы потребления.  

Рассматриваемая математическая модель состоит [15] (а также [16-18]) из: 
а) трех функций удельного выпуска типа Кобба – Дугласа: 

,  0,  0 1,  ( 0,1, 2),i
i i i i i ix A k A i       (1) 

б) трех обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающих динамику показателей фон-
довооруженностей отраслей:  

0
1( / ) ,  (0) , 0, ( 0, 1, 2),i

i i i i i i i

dk
k s x k k i

dt
         (2) 

в) трех балансовых соотношений:  
,0,0,0,1 210210  ssssss  (3) 

,0,0,0,1 210210    (4) 

0 0 1 1 2 2 0 1 2(1 ) ,  0, 0, 0.x x x            (5) 
Здесь состояние экономической системы (показатели фондовооруженности) описывается век-

тором ),,( 210 kkk , а ),,,,,( 210210 sss  – вектор управлений, ),,( 210 sss  – доли секторов в 

распределении инвестиционных ресурсов, ),,( 210   – доли секторов в распределении трудовых 

ресурсов); ix  – удельный выпуск (количество выпускаемой продукции в i -м секторе в расчете на 

одного работающего); i  – прямые материальные затраты при выпуске продукции в  i -м секторе; 

i  = 0,1,2. Начальное состояние системы равно ),,( 0
2

0
1

0
0 kkk , где )0(0

ii kk   – фондовооружен-

ность i -го сектора )2,1,0( i  при 0t , 0
1 (0) 0.k   

2. Задача стабилизации 

Рассмотрим для экономической трехсекторной структуры задачу управления, уравнения ди-
намики в которой есть система трех обыкновенных дифференциальных уравнений  с коэффициен-
тами, зависящими от состояния. Рассматривается задача перевода нелинейной системы из задан-

ного начального состояния ),,( 0
2

0
1

0
0 kkk  в любую достаточно малую окрестность состояния 

),,( 210
sss kkk  на бесконечном интервале времени 0[ , )t  , где в качестве желаемого конечного со-

стояния выбирается состояние равновесия системы [16] 

0 0 0( ) ( ( ) ( )) ,  ( ) , [ , ).s sdy
Ay BD y u B D y D k v y t y t t

dt
         (6) 
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Здесь Tyyyy ),,( 321  означает вектор состояния объекта, u означает вектор управления.  

Используя следующие обозначения skky 111  , skky 222  , 
skky 003  , svsu 111  , 

svsu 22122 /   , ,/ 30103
svsu   ss sv 11  , ssss vs 2212 /  , ,/ 3010

ssss vs   и вводя матрицы 
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получаем вид уравнений для положения равновесия  
( ) 0s s sAk BD k v  . (7) 

Вектор параметров 0 1 2 0 1 2( , , , , , )s s ss s s     считается заданным. Его значение находится в работе 

[16] как максимальная величина предметов потребления во всех допустимых областях изменения 

управляющих параметров, которыми являются величины распределения трудовых )( i  и инве-

стиционных )( is ресурсов. Значения ),,( 210
sss kkk  находится из (7) как состояния равновесия фон-

довооруженности секторов. 
Введем условие  

I. При данных, входящих в (1)-(5), система имеет положительные решение ),( ss vk . 
Будем считать, что ограничения на управления отсутствуют. Так как  

  1
0 0( ) ( ) ( ) , ( ) ,s sy Ay BD y u E D y D k v y t y      

система (6) принимает вид  

0 0( ) , ( ) ,y Ay BD y w y t y    (8) 
где  1( ) ( ) ( )s sw y u E D y D k v    – обобщенное управление. 

Ставится задача: требуется найти стабилизирующее управление ( )w y , обеспечивающее асимп-
тотическую устойчивость по Ляпунову нулевого положения равновесия системы (8).  

Для поиска такого управления будем использовать алгоритм решения конструируемой здесь 
задачи оптимального управления. А именно, сначала вводим квадратичный функционал 

,])([
2

1
)(

0





t

TT dtRwwyyQywJ  (9) 

где коэффициенты весовой матрицы Q(y), конкретный вид которой определяется ниже, являются 

функциями состояния, 
3( ) 0,Q y y  , 0R  – заданная постоянная матрица. Знаками > 0 (≥ 0) 

обозначается положительная определенность (полуопределенность) матрицы.  
Задачу (8)–(9) будем решать с помощью техники SDRE [9], в которой ключевое место занимает 

решение алгебраического матричного уравнения Риккати с коэффициентами, зависящими от со-
стояния. Покажем, что за счет специфики задачи матрицы )( yQ и R могут быть выбраны так, что 
соответствующее уравнение Риккати будет иметь постоянные  коэффициенты.  

Для решения задачи оптимальной стабилизации используем принцип освобождения от диффе-
ренциальных связей при решении экстремальных задач, выраженный в широко известном методе 



СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ М. Г. Дмитриев, З. Н. Мурзабеков и др.  

6 ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 2/2019 

множителей Лагранжа. Применим принцип расширения [19] суть которого состоит в замене ис-
ходной задачи оптимального управления другой на более широком множестве допустимых управ-
лений. В результате для решения поставленной задачи присоединяем к выражению для функцио-
нала (9) систему дифференциальных уравнений (8) с множителем Лагранжа ( )K t y  . При этом 

весовые матрицы ( )Q y и R в критерии качества ( )J w  подбираются так чтобы, с одной стороны, 

пара ( , )y w  обеспечивала минимизацию отклонения значений вектора y от нулевого положения 
равновесия, а с другой – минимизировала затраты на управление.  

Итак, считая, что пара ),( wy удовлетворяет уравнению (8), вместо )(wJ  можно ввести  

0

1
( , ) { ( ) ( ( ) ) ( ( ) )} ,

2
T T T

t

L y w y Q y y w Rw K t y y Ay BD y w dt


       (10) 

где )(tK  – симметрическая положительно определенная матрица. Используя метод интегрирова-
ния по частям, представление (10) можно заменить следующим   

0

0

1 1
( , ) { ( ) ( ) 2( ( ) ) ( ( ) ) ( ) } ( ) ( ) ( ) .

2 2
T T T T T

t

L y w y Q y y w R t w K t y Ay BD y w y K t y dt y t K t y t



        

Предполагая равномерную ограниченность ),(tK  а также что 0)( ty  при t  (при дока-
зательстве теоремы эти допущения выполняются), имеем   

0

0 0( , ) ( , ) ( , ) ,
t

L y w V y t M y w dt


     

 

(11) 

где 
1 1 1

( , ) ( ) , ( , ) ( ( ) ( )) ( ( ) ) ( ( ) ).
2 2 2

T T T TV y t y K t y M y w y Q y K t y w Rw K t y Ay BD y w       (12)

 Выбирая )(tw  в виде 
1 ( ) ( )T Tw R D y B K t y   (13) 

и подставляя )(tw в M , получаем 
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  
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Теперь матрицу )(tK будем определять как установившееся решение (14) при 1( ) 0K T K 
для достаточно большого T  

1( ) ( ) ( ) 0.T T TdK
KA A K KBD y R D y B K Q y

dt
        (14) 

Выбирая в последнем уравнении )( yQ  в виде
1 1

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,T T s T s TQ y KBD y R D y B K KBD k R D k B K Q     где 1Q  некоторая постоян-
ная положительно определенная матрица,  решаем, фактически, обратную задачу нахождения весовой 
матрицы функционала (9) с целью получения матрицы коэффициентов усиления обратной связи w(y), 
обеспечивающей стабилизацию системы (8). Подобный прием подбора критерия качества использо-
вался в работах [20-22]. 
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Теперь, подставляя )( yQ в (14), получаем для )(tK  дифференцальное матричное уравнение 
Риккати с постоянными коэффициентами 

1
1 )()( QKBkDRkKBDKAKA

dt

dK TsTsT   .    (15) 

Далее нам потребуется существование стационарного положительно определенного решения 
уравнения (15). Достаточное условие такой разрешимости можно сформулировать в форме 
условия. 

ІI. Тройка постоянных матриц  2/1
1,

~
, QBA   управляема и наблюдаема, где )(

~ skBDB  .  

Но очевидно, в силу невырожденности  всех матриц 1/2
1, ,A B Q  условие ІI выполняется. Итак, 

уравнение (15) имеет положительное определенное решение в виде постоянной матрицы - корня 
алгебраического матричного уравнения Риккати 

1
10 ( ) ( )T s T s TKA A K KBD k R D k B K Q         (16) 

Теперь подставляя в (8) управление (13), в котором в качестве К выступает положительно 
определенное решение алгебраического уравнения Риккати (16), получаем замкнутую систему 

001 )(,)( ytyyyA
dt

dy
     (17) 

где 1
1( ) ( ) ( ) .T TA y A BD y R D y B K   

Введем предположения 
ІІІ. 1( ) 0, [0, ).k t t    

IV. 
1 1 3

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0, .T T s T s TQ y KBD y R D y B K KBD k R D k B K Q y       
Условие III означает, что в каждый момент фондовооруженность не может быть отрицатель-

ной. Нетрудно видеть, что условие IV всегда может быть выполнено, если задать достаточно 
большую по норме матрицу 1 0Q  .  

Для доказательства асимптотической устойчивости положения равновесия в (17) вычислим 

полную производную по t  вдоль траекторий системы (15) от функции Ляпунова 
1

( ) ,
2

TW y y Ky  в 

которой постоянная матрица 0K   – решение (16).  

Имеем 

   

   

1 1

1 1

1 1

1 1 1 1
( ) ( )

2 2 2 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 1

( ) ( ) ( ) ( )
2 2
1

2

T
TT T

T
T T T T T

T T T T T T T T T

T T

dV dy dy
Ky y K A y y Ky y K A y y

dt dt dt

A BD y R D y B K y Ky y K A BD y R D y B K y

y A Ky y KBD y R D y B Ky y KAy y KBD y R D y B Ky

y A K KA

 

 

          
   

          

          

  

 

1 1

1 3

( ) ( ) ( ) ( )

1 1
( ) ( ) 2 ( ) 0, ,

2 2

T T T T

T T T T T T

KBD y R D y B K KBD y R D y B K y

y A K KA y y KBD y R D y B K y y F P y y y

 



   

                 

 

где TF A K KA    – постоянная положительно определенная матрица в силу отрицательных 

собственных значений матрицы A  и 0K , а 1( ) ( ) ( )T TP y KBD y R D y B K – положительно 
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полуопределенная при всех 3y  матрица в силу 10, 0, ( ) 0, 0K B D y R     и при условии 

ІII. Теперь, очевидно, что найдутся скалярные непрерывные неубывающие функции, ( ) 0,i y 

(0) 0, 1,2,3i i   , удовлетворяющие неравенствам 1 2(|| ||) ( ) (|| ||),y W y y    3( ) (|| ||).W y y   

Следовательно, согласно теореме об асимптотической устойчивости второго метода Ляпунова [21] 
справедлива следующая теорема. 

Теорема. Пусть выполняются условия І-ІV. Тогда нулевое положение равновесия в замкнутой 
системе (17) является асимптотически устойчивым и регулятор (13), в котором 0K   есть реше-
ние уравнения Риккати (16), является стабилизирующим.  

3. Алгоритм решения задачи оптимальной стабилизации 

Опишем  алгоритм решения задачи оптимального управления (8)-(9). 
1. Находим постоянную матрицу K>0 как решение алгебраического уравнения Риккати (16).  
2. Интегрируем систему дифференциальных уравнений (17) на расширяющемся интервале 

],[ 0 Tt  при начальных условиях 00 )( yty  . В процессе интегрирования системы (17) выводим 

графики cубоптимальной траектории )(ty  и субоптимального управления )(tu , найденного как 

 1( ) ( ) ( )s su w y E D y D k v   . 

3. После нахождения )(tu  и )(ty  приступаем к вычислению удельного выпуска продукции 

( ), 0,1,2,i if y i   инвестиционных ресурсов , 0,1,2is i   и трудовых ресурсов , 0,1,2i i   по сле-
дующим формулам 

is
iiii kyyf )()(  , 

1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2

0 0 3 3 1 1 3 3 2 2 2 2 1 1 2 2

( ) ( )(1 ) /( )
,

(1 ) ( )(1 ) /( ) ( )(1 ) /( )

s s

s s s s

A f y A f y u v u v
v

A f y u v u v A f y u v u v

 
 

   


       
  (17) 

1 1 1 2 1 1 0 1 1, (1 )(1 ), (1 ),s s ss u v s v u v s v u v            (18) 

)/()/(1

1

222330
1 ss vusvus 
 , 

)(

)1)(1(

22

11
2 svu

sv





 , 1 1

0
3 3

(1 )
,

( )s

v s

u v

 



  (19) 

которые следуют из (3)-(5). 

4. Численные эксперименты 

Здесь приводятся результаты расчетов для одного примера в рамках условий теоремы, а также 
в случае наличия ограничений на управление. 

Пусть имеются следующие исходные данные, приведенные в Табл. 1.  

Табл. 1. Значения параметров для трехсекторной экономической модели 

i αi βi λi 
iA  

*
is  *

i  *
ik  

0 0.46 0.39 0.05 6.19 0.2763 0.3944 966.4430 

1 0.68 0.29 0.05 1.35 0.4476 0.2562 2410.1455 

2 0.49 0.52 0.05 2.71 0.2761 0.3494 1090.1238 
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Пусть также задан вектор начальных состояний 0( ) ( 700, 300, 300) ,Ty t     а матрицы 

1 1, ,R Q K  имеют следующий вид 
4

4
1

4

10 0 0 16 10 0 0

0 10 0 ,  0 8 10 0 ,

0 0 10 0 0 8 10

R Q







  
      

      

 

2

2

2

0.2033 10 0 0

0 0.1094 10 0

0 0 0.1090 10
TK







 
 

  
  

. 

На основе (1)-(7) и (8),(13),(14) находим вектор управления u(t) и соответствующий вектор от-
клонений от состояния равновесия y(t) (Рис. 1). Используя (17)-(19), определяем распределение 
трудовых  и инвестиционных ресурсов . Затем показываем 

(Рис. 2) изменения ресурсов, удовлетворяющие соотношениям (3)-(5).  

))(),(),(( 321 ttt  ))(),(),(( 321 tststs

Рис. 1. Графики и субоптимального управления  без ограничений на управление 

Рис.2. Графики распределения инвестиционных и трудовых ресурсов для балансовых соотношений (3)8(5)  
без ограничений на управление 
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Введем ограничения на управления: 1 2 30.41 0.4524, 0.41 0.49, 0.41 0.49.u u u          Теперь 

графики )(),( tuty , естественно, изменяются (Рис. 3). 

Из Рис. 3 видно, что координаты вектора управления )(1 tu и 3( )u t  принимают значения ча-

стично на границе области .U  На Рис. 4 показаны соответствующие распределения трудовых
 и инвестиционных ресурсов , отвечающие полученному ( )u t . 

Сравнения графиков показывает, что учет ограничения на управление увеличивает адекват-
ность модели: факт стабилизации в обоих случаях с помощью полученного управления присут-
ствует, а распределения инвестиционных и трудовых ресурсов находятся в допустимой области. 
Также при учете ограничений на управление модель демонстрирует увеличение потребления при 
уменьшении затрат на фондовооруженность. 

))(),(),(( 321 ttt  ))(),(),(( 321 tststs

Рис. 3. Графики траекторий и оптимального управления с ограничениями на управления 

Рис. 4. Графики распределения инвестиционных и трудовых ресурсов для балансовых соотношений (3)8(5)  
с ограничениями на управление 
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Заключение 

На примере математической макромодели трехсекторной экономической системы, описываемой 
нелинейной системой обыкновенных дифференциальных уравнений с ограничениями типа равенств и 
неравенств на коэффициенты, построен стабилизационный инвестиционный регулятор для стабилиза-
ции экономической системы в окрестности равновесия. При этом модель представляет собой задачу 
регулирования для нелинейной системы формально линейной по состоянию и управлению и с коэф-
фициентами, зависящими от состояния. Стабилизирующий регулятор для рассмотренной частной не-
линейной системы строится на основе решения обратной задачи, которая заключается в нахождении 
коэффициентов весовых матриц, зависящих от состояния для квадратичного критерия качествами, 
приводящих к возможности построению регулятора с помощью алгоритма Калмана–Летова. С помо-
щью второго метода Ляпунова установлена асимптотическая устойчивость замкнутой системы вдоль 
построенного регулятора. Выполнены вычислительные эксперименты, подтверждающие работоспо-
собность алгоритма. 
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