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Подход к построению  
нелинейного управления  
в задаче слежения с коэффициентами, 
зависящими от состояния1 

Часть II. Численные эксперименты 

Д.А. Макаров 

Аннотация. В работе с помощью численного моделирования для слабонелинейных управляемых систем ис-
следуется нелинейная обратная связь в задаче слежения за эталонной траекторией на конечном интервале вре-
мени, построенная с использованием матричных дифференциальных уравнений Риккати с коэффициентами, 
зависящими от состояния. Полученные результаты численных экспериментов сравниваются с результатами 
вдоль соответствующих линейных управлений. 

Ключевые слова: задача слежения, нелинейное управление, уравнения Риккати с зависящими от состояния 
коэффициентами, численное моделирование. 

Введение 

На данный момент существует множество подходов к построению нелинейного синтеза. Один 
из них связан с так называемой техникой SDRE (State Dependent Riccati Equation) или техникой 
использования матричных уравнений Риккати для систем с коэффициентами, зависящими от со-
стояния (обзоры [1, 2]). Суть этой техники заключается в представлении исходной нелинейной си-
стемы в псевдолинейном виде, в котором матрицы при векторе состояния и управления являются 
функциями от состояния. Вводя квадратичный критерий, можно для получения нелинейных зако-
нов синтеза использовать схему решения линейно-квадратичных задач, где коэффициенты усиле-
ния обратной связи находятся с помощью решения матричных уравнений Риккати.  

В последние годы использование SDRE техники распространилось и на задачи слежения. В си-
лу зависимости коэффициентов системы управления от переменных состояния её прямое приме-
нение затруднено необходимостью знания траектории системы в будущие моменты времени. Для 
преодоления этого был разработан подход [3, 4], который в дальнейшем использовался в других 
работах (например, [5-7]). Его недостатком является необходимость выполнения трудоемких с вы-
числительной точки зрения операций для выработки управления. 

Для упрощения расчетов в работах [8-10] был предложен подход учета слабых нелинейностей 
модели управляемой системы для построения коррекции соответствующих линейных управлений 
с помощью техники SDRE. В [11] на основании этого подхода разработан алгоритм решения не-
линейных непрерывных задач слежения некоторого класса с аддитивной линейной частью. В ста-

                                                           
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 16-38-60198). 
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тье приводятся результаты численных экспериментов и исследуется качество работы полученного 
нелинейного управления относительно соответствующего линейного управления.  

1. Постановка задачи и алгоритм 

Итак, рассматривается управляемая нелинейная система вида  
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где x и u – векторы состояния и управления соответственно, µ0 – некоторое заданное достаточно 

малое положительное число, A0 и B0 – известные постоянные матрицы, 1 1( ) , ( )n n n rA x B x   
– известные матрицы с достаточно гладкими и ограниченными по аргументу x элементами, X – не-
которое ограниченное множество пространства состояний такое, что для любого непрерывного 
управления u(t), траектории замкнутой системы (1.1) существуют, единственны и принадлежат Х 
на  0 1,t t . 

Пусть определен также функционал качества  
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где заданные симметрические матрицы 0( , , ) 0, 0, 0, 0rQ x x Q R F      при 

0, , 0rxx X     , xr – заданная (эталонная) траектория системы (1.1). Здесь и далее знаками 

>0 (≥0) обозначается положительная определенность (полуопределенность) соответсвующей мат-
рицы. Весовая матрица F имеет множитель µ для упрощения записи последующих выкладок. 
Необходимо найти такое непрерывное управление u(x, μ, t), которое обеспечивает приближенное 
решение задачи (1.1)-(1.2). 
Пусть эталонная траектория для системы (1.1) описывается решением дифференциального 

уравнения  
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где Аr,0 – известная постоянная матрицы, а Аr,1(xr) – известная матрица с достаточно гладкими и 
ограниченными по аргументу xr элементами. Тогда исходная задача (1.1)-(1.2) может быть пред-
ставлена [12] в виде  
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есть матрицы соответствующих размерностей. 
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Зададим представления  
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Введем следующие условия: 
I. Траектории замкнутой системы (1.1) существуют, единственны и принадлежат Х на  0 1,t t  

для любого непрерывного управления u(t), где X – некоторое ограниченное множество простран-

ства состояний; элементы матриц 1 1( ), ( )A x B x   ограниченные, непрерывные и достаточно гладкие 

при , rx x X ; 00,( ] µ µ . 

II. Тройка матриц  0 0 0, ,A B H  , где 0 0 0
TH H Q  , стабилизируема и наблюдаема. 

III. Матрицы системы 0 1 0 1, ( ), , ( )A A x B B x     и симметрические матрицы критерия 

0 10, 0, ( ) 0, 0R Q Q x F    , а также 0 0µ   таковы, что 0 1( , ) 0xP P t     при 

  00 1 0, ,,  , , ( ]rx x X t t t µ µ   . 

В работе [11] предложено управление, приближенно решающее задачу (1.3), в виде 
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ем следующий численно-аналитический алгоритм построения приближенного управления в задаче 
нелинейного слежения.  
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3. Определяем итоговое управление (1.4). 
Отметим, что в численных экспериментах ниже используется вторая стратегия из [11], по кото-

рой вместо  1( )С x t  в (1.5) используется 
1 ) )1 ( (

(( ))
x t x t

C x t


 . 
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2. Численные эксперименты  

2.1. Скалярные задачи  
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Далее необходимо представить матрицы системы в виде (1.1). Очевидно, что матрица А(x, µ), 
которая является подматрицей ( , )A x  , уже имеет нужное нам представление А(x, µ) = A0 + µA1(x). 

Однако, далее применим более общий подход, справедливый для случаев, когда выделение 0A  и 
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 матрицу ( , ),A x   вычисленную в некоторой точке эталонной траектории:  

  0 1 
( , ) , ( ,  ) ( ) [ ], ;

lin
lin lin

T

lin r r linlix nx
x x t x t t tA A x t


  


   

 

 произвольную постоянную матрицу, обеспечивающую выполнение условий II-III. 
Этот же прием в общем случае предлагается использовать и для представления матриц
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В данном примере определим 
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Применение изложенного выше алгоритма при µ=0.2 приводит к следующим матрицам, фор-
мирующим коэффициенты усиления, и управлению (1.4) 

 1 2 1 2
0 1

2 3 2 3

( , ) ( , ) ( , ) ( , )3.65 1.65
, ( , ) , ( , , ) -3.65 1.65 .

( , ) ( , ) ( , ) ( , )1.65 1.65

p x t p x t p x t p x t
P P x t u x t x x

p x t p x t p x t p x t
 

     
            

       



МЕТОДЫ И АЛГОРИТМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ Д.А. Макаров 

24 ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 3/2017 

 
   
     

1

1 1

1 1 1

5.29( )2 2 3
1

5.29( ) 3.65( )2 3 2 2 4
2

5.29( ) 3.65( ) 2.00(2 3 2 3 2
3

1.00 0.28 e 3.65 0.28 2.73 10 ,

0.28 1.00 e 2.41 10 0.06 e 0.03 3.39 10 ,

1.00 0.28 e 4.82 10 0.62 e 3.96 10 0.40 e

t t

t t t t

t t t t t t

p x x

p x x x

p x x x

 

  

   

     

       

         ) 4 25,57 10 0.06 .x  

 
Для анализа эффективности полученного управления найдем линейное управление ulin с помощью 

хорошо известного алгоритма построения линейного сервомеханизма [12]. В качестве матриц модели 
и критерия возьмем определённые выше постоянные матрицы A0, B0, Q0, R и F. Тогда ulin является оп-
тимальным в задаче 
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На Рис.1 для µ = 0.2 и µ = 0.25, а также различных начальных условий, показаны переходные 
процессы рассматриваемой нелинейной системы, замкнутой построенными управлениями u 
(сплошные тонкие линии) и ulin (пунктирные тонкие лини). Жирной непрерывной линей здесь и 
далее на рисунках обозначается эталонная траектория xr. Как видно, во всех рассмотренных случа-
ях системы с нелинейным управлением u успешно решили задачу слежения, тогда как системы с 
линейным ulin при некоторых значениях начальных условий (x(0) ≥ 4 и при x(0) ≤ -5, если µ = 0.2, и 
x(0) ≥ 3 и при x(0) ≤ -4, если µ = 0.25) теряли устойчивость. Выбор матрицы

 
1Q  в виде нулевой 

позволяет сравнивать по одному и тому же критерию найденные нелинейное и линейное управле-
ния. В Табл. 1 приведены значения отношения критериев I(u) и I(ulin) и значения квадратов ошибок 
в терминальных точках, определяемых как e2(u,x(t1)) = (x(t1) – xr(t1))

2. Здесь и далее NS(s,…) озна-
чает неустойчивость замкнутых систем вдоль управлений s,… .  

  
 а) при µ=0.2 б) при µ=0.25 

 
Рис. 1. Траектории систем с u и u lin 
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Табл. 1. 

x(0) 
µ = 0.2 µ = 0.25 

I(u)/I(ulin) e2(u,x(t1)) e2(ulin,x(t1)) I(u)/I(ulin) e2(u,x(t1)) e2(ulin,x(t1)) 
5 NS(ulin) 1,15*10-9 NS(ulin) NS(ulin) 3,21*10-8 NS(ulin) 
4 NS(ulin) 1,57*10-8 NS(ulin) NS(ulin) 6,38*10-8 NS(ulin) 
3 0.19 6,00*10-8 2,48*10-2 NS(ulin) 1,24*10-7 NS(ulin) 
1 0.97 3,52*10-7 5,81*10-3 0.95 4,39*10-7 5,89*10-3 
0 1.00 6,80*10-7 5,63*10-3 1.00 7,75*10-7 5,68*10-3 
-1 1.00 1,17*10-6 5,49*10-3 1.00 1,28*10-6 5,53*10-3 
-2 1.00 1,81*10-6 5,35*10-3 0.99 1,92*10-6 5,37*10-3 
-3 0.95 2,55*10-6 5,15*10-3 0.90 2,65*10-6 5,13*10-3 
-4 0.57 3,31*10-6 4,24*10-3 NS(ulin) 3,37*10-6 NS(ulin) 
-5 NS(ulin) 4,02*10-6 NS(ulin) NS(ulin) 4,02*10-6 NS(ulin) 

 

Итак, в данном примере построенное нелинейное управление обладает большей областью 
устойчивости по начальным значениям. В худших случаях оно демонстрирует примерно такую же 
эффективность, как и линейное, тогда как в лучших случаях выигрыш по критерию достигает 5 
раз. Во всех экспериментах квадрат ошибки слежения e2(u) как минимум на 3 порядка меньше, 
чем e2(ulin). Как видно, даже незначительное увеличение µ приводит к существенному сужению 
области допустимых начальных условий для ulin. Тогда как u в данной задаче обеспечивает значи-
тельный запас устойчивости как по начальным условиям, так и по µ (Рис. 2, где в обоих случаях e2 
имеет порядок 10-4). 

Исследуем влияние горизонта регулирования на характер переходных процессов и управления 
при µ = 1 и F = 10. На Рис. 3 представлены результаты численного моделирования для различных 
значений t1. Для всех рассмотренных случаев управление u демонстрирует приемлемое качество 
работы. С точки зрения ошибки в конечный момент времени наихудшим оказался эксперимент с 
t1 = 0.5. Очевидно, что в этом случае необходимо повышение весовых коэффициентов F и Q0. 

            
а) Траектории б) Управление 

Рис. 3. Результаты моделирования для различных t1 

Рис. 2. Траектории с u при μ=20
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Как можно видеть на Рис. 3, с ростом t1 управляющие сигналы становятся близки друг к другу. 
Это объясняется тем, что первое слагаемое в (1.5), отвечающее за ошибку в конечный момент 
времени, не оказывает существенного влияния, кроме некоторой окрестности терминальной точ-

ки. Таким образом, при большом горизонте регулирования матрица , которая есть нели-

нейная коррекция решения 0P  матричного алгебраического уравнения Риккати, соответствует 

установившемуся решению некоторой нестационарной задачи на полуоси. Такой характер соот-
ветствия имеется и в нестационарной линейно-квадратичной задаче оптимального управления на 
конечном интервале, где решение матричного дифференциального уравнения Риккати стремится 
[13] к установившемуся решению того же дифференциального уравнения в пределе на  0, . 

Отметим, что во всех рассмотренных выше случаях условия I-III алгоритма выполняются. Про-
верка III осуществлялась вдоль траекторий замкнутой системы. Как можно заметить, условие III 

всегда выполняется при достаточно малом µ, поскольку 0 0P  , а 1( , )P x t   симметрична. В нашем 

примере коэффициенты матрицы 1( , )P x t   не меняют своего знака в зависимости от x , что суще-

ственно облегчает проверку и обеспечение выполнения данного условия. Теперь рассмотрим бо-

лее сложный пример, когда управляемая система описывается моделью      2d
.

d
x t x t x t u

t
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Представим ее в квазилинейной форме как 
d

( , ) ( , ) , ( , ) (1 ), ( , ) 1
d

.x A x x B x u A x x B x
t

          

Выбор матриц  осуществим описанным выше способом. Критерий оптимизации остался 

тем же. Применение изложенного выше алгоритма приводит к синтезу следующего нелинейного 
управления при µ = 0.2: 
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Как видно, знаки коэффициентов усиления обратной связи теперь зависят от x. При фиксиро-
ванных матрицах F, Q0 и R0 условие III не выполняется, если x имеет достаточно малое отрица-
тельное значение. На Рис. 4 представлены переходные процессы системы для различных значений 
µ, и соответствующие им сигналы управления.  

  
  а) Траектории б) Управление 

Рис. 4. 

1( , )P x t

0 0, A B
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Как и предполагалось, с увеличением значения параметра µ качество управления ухудшается. 
При µ > 0.23 в начальные моменты времени условие III не выполняется, а при µ > 2.24 система те-
ряет устойчивость. Однако, увеличение Q0 приводит к появлению свойства устойчивости замкну-
той системы. Кроме того, удается достичь монотонного улучшения качества переходного процесса 
(Рис. 5). Интересным является тот факт, что замкнутая система с линейным управлением ulin теря-
ет устойчивость при несколько большем значении параметра µ (кривая для Q = 6, µ = 2.94 на 
Рис. 6). Однако, в отличие от случая с нелинейным управлением, увеличение Q0 не приводит к по-
явлению устойчивости. Более того, повышение Q0 уменьшает запас устойчивости системы с ulin. 
Так при Q0 = 9 траектории системы уходят в бесконечность даже для µ, с которым ранее задача 
успешно решалась (кривая для Q = 9, µ = 2.9 на Рис. 6). 

В Табл. 2 приведены результаты численных экспериментов для рассматриваемой системы. Вновь 
траектории вдоль u оказались устойчивыми во всех случаях, тогда как переходные процессы с ulin те-
ряли устойчивость при µ = 1 и x(0) > 1. Заметим, что условие III не выполнялось в первые моменты 
времени для экспериментов с µ = 1 и x(0) < 0 (здесь и далее – выделено серым фоном). Тем не менее, 
управление оказалось работоспособным и по эффективности близким к линейному. 

Табл. 2.  

x(0) 
µ = 0.2 µ = 1 

I(u)/I(ulin) e2(u,x(t1)) e2(ulin,x(t1)) I(u)/I(ulin) e2(u,x(t1)) e2(ulin,x(t1)) 
5 0.88 2,07*10-7 7,40*10-3 NS(ulin) 2,09*10-5 NS(ulin) 
4 0.91 4,12*10-7 6,95*10-3 NS(ulin) 2,12*10-5 NS(ulin) 
3 0.93 7,02*10-7 6,60*10-3 NS(ulin) 2,17*10-5 NS(ulin) 
1 0.98 1,59*10-6 6,11*10-3 0.43 2,28*10-5 1,34*10-2 
0 1.00 2,23*10-6 5,93*10-3 0.88 2,37*10-5 9,38*10-3 
-1 1.00 3,01*10-6 5,78*10-3 0.98 2,47*10-5 8,44*10-3 
-2 1.00 3,97*10-6 5,65*10-3 0.97 2,62*10-5 8,03*10-3 
-3 1.00 5,13*10-6 5,54*10-3 0.94 2,84*10-5 7,79*10-3 
-4 0.99 6,53*10-6 5,44*10-3 0.97 3,19*10-5 7,65*10-3 
-5 0.98 8,20*10-6 5,36*10-3 1.19 3,81*10-5 7,54*10-3 

Теперь рассмотрим ту же задачу, но с периодической эталонной траекторией, задаваемой сле-

дующим уравнением      d
sin( 1,

d
0t),r r rx t x t x

t
    решением которого является  cos 1e t

rx  . 

Пусть t1=10 и   ,( ) ( ) 7.
T

lin r rlin lin linx x t x t t 

 

Результатом предлагаемого метода синтеза для 

µ = 0.2 является следующее управление: 

Рис. 5. Траектории для различных Q0 при μ = 2.25 Рис. 6. Траектории c ulin для различных Q0 и μ 
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Табл. 3.  

x(0) 
I(u)/I(ulin) 

µ = 0.2 µ = 1 µ = 3 
5 0.94 NS(ulin) NS(ulin) 
4 0.97 NS(ulin) NS(ulin) 
3 0.98 0.50 NS(ulin) 
2 1.00 0.86 NS(ulin) 
1 1.02 0.98 0.84 
0 1.02 0.97 0.78 
-1 1.01 0.97 0.83 
-2 1.00 0.93 NS(u) 
-3 0.99 0.92 NS(u) 
-4 0.98 1.17 NS(u) 
-5 0.97 2.88 NS(u) 

 

 
Рис. 7. Траектории систем для x(0) = 0 и различных μ 

вдоль u (непрерывные линии) и ulin (пунктирные) 
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 Результаты численного моделирования для различных µ приведены в Табл. 3 и на Рис. 7. 
При µ = 0.2 построенные управления демонстрируют примерно одинаковую эффективность. 

При µ = 1 и µ = 3 условие III не выполняется для экспериментов с x(0) < -1 и x(0) < -0 соответ-
ственно. Видно, что в этих случаях управление u начинает уступать ulin с уменьшением начальных 
условий. При µ = 3 и x(0) < -2 замкнутая система с u теряет устойчивость. С увеличением началь-
ных условий наблюдется обратная ситуация и система вдоль ulin становится неустойчивой при 
x(0) > 3 и x(0) > 0 для µ = 1 и µ = 3 соответственно. В целом, можно отметить несколько большую 
область допустимых начальных значений для нелинейного управления u. 

2.2. Задача слежения для продольной динамики БПЛА 

Рассмотрим задачу слежения для упрощенной продольной динамики беспилотного летательно-
го аппарата (БПЛА), а именно – модели квадрокоптера AscTec Hummingbird [13]. Зададимся дву-
мерной системой координат, начало которой располагается в центре масс БПЛА, ось y располага-
ется в продольной плоскости БПЛА, ось z направлена вертикально вверх (Рис. 8 из [14]). На 
квадракоптер действуют сила тяжести g, подъемные силы fa, fc винтов, расположенных в продоль-
ной плоскости, под действием которых, создается момент сил, отклоняющий его на угол тангажа  
с угловой скоростью ωx, результирующая подъемная сила обозначена как fcoll.  

Благодаря встроенному контроллеру и быстрому отклику на управляющее воздействие для 
AscTec Hummingbird угловая скорость ωx также может рассматриваться в качестве канала управ-
ления помимо результирующего вектора тяги fcoll. Воспользуемся моделью продольной динамики 
из [14], проигнорировав уравнение для вертикальной скорости БПЛА 
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где vy – проекция воздушной скорости БПЛА на ось y соответственно. Таким образом, вектором 
состояния является x = [vy, ]T, а вектором управления u = [fcoll, ωx]

T. 
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Подчеркнем, что для данной физической модели существует связь между координатой vy и уг-
лом тангажа . Так, при нулевом угле тангажа продольная скорость становится неуправляемой. 
Кроме того, sin() является знакопеременным множителем перед управлением fcoll, которое с фи-
зической точки зрения всегда положительно. В данных экспериментах считается, когда это необ-
ходимо, что винты могут создавать обратную силу тяги. Ограничения на управление не рассмат-
риваются. 

Пусть желаемая траектория задается с помощью уравнений 
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где xr,1 и xr,2 – эталонные траектории для продольной скорости vy и угла тангажа  соответственно. 

Решениями этих уравнений являются 0.5 0.5
,1 ,2( ) e , ( ) 0.6e .t t

r rx t x t     Функционал качества зада-

дим с помощью  

0 1 0 1

50 0 30 0 0 0 1 0
, , , , 0, 3.

0 10 0 1 0 0 0 1
F Q Q R t t

       
            
       

 

Факторизуем исходную систему следующим образом 

  2

d d
( , ) ( , ) , ( , ) ,

d d

sin 00 0 0.5 0
( , ) , ( , ) , ( , ) .

0 0 0 0.50 1

r r r r

r r

x A x x B x u x A x x
t t

x t
A x B x A x

  

  

  

     
              

Отметим, что параметр µ здесь является искусственно введенным и равным 1. Зафиксируем 
начальное значение продольной скорости как x1(0) = 0, а начальное значение угла тангажа x2(0) 
будем варьировать от -1.5 рад. до 1.5 рад. с шагом 0.5 рад. 

Далее необходимо определить матрицы 0 0 0, , A B Q  и 1 1 1( ), ( ), ( )A x B x Q x   так, чтобы выполнялись 

условия I-III. Определим 
 

( , ) ,
lin

li xn x
B B x 





     ( ) ( )lin

T

li linn r rx x t x t . Рассмотрим два случая: а) 

tlin=0 и б) tlin=1.5. Результаты численного моделирования представлены в Табл. 4 и на Рис. 9.  
В случае а) условия I-III выполнялись для всех экспериментов. При x2(0) > 0 построенное нели-

нейное управление немного уступает линейному. При x2(0) < 0 преимущество u перед ulin суще-
ственно. В случае б) при x2(0) > 0 условие III не выполняется и при x2(0) > 0.5 замкнутая система 
вдоль u теряет устойчивость. При x2(0) < 0 вновь наблюдается значительный выигрыш для u. На 
Рис. 9 представлены траектории замкнутых систем вдоль u и ulin (сплошные и пунктирные линии 
соответственно) для случая а) при x2(0) = -0.5. 

Рис. 8. 
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Табл. 4.  

x2(0) 
I(u)/I(ulin) 

а) б) 
1.5 1.13 NS(u) 
1 1.08 NS(u) 

0.5 1.05 1.04 
0 0.84 0.88 

-0.5 0.04 0.06 
-1 1,04*10-3 1,75*10-3 

-1.5 2,95*10-5 5,52*10-5 
 
 

 
 

Рис. 9. Траектории для а) при x2(0) = H0.5 вдоль u и ulin 
(сплошные и пунктирные линии соответственно) 

 
Пусть теперь эталонная траектория задается уравнениями 

           ,1 ,1 ,2 ,2 ,1 ,20 1, 0 0.8
d d

0.01 , sin 0.5 t , .
d dr r r r r rx x x xt t x
t t

xt         

Их решениями являются функции      2(cos 0.5 1)0.01
,1 ,2e , 0.8e .tt

r rx t x t    То есть требуется, что-

бы квадрокоптер поддерживал почти постоянную продольную скорость, а его угол тангажа менял-
ся по периодической траектории. После факторизации матриц системы получаем 

 
  

2 2 2 2
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A x B x

A x
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t
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

 

 

 

   
    
   

  
         

 

 

где 02x2 – нулевая матрица соответствующей размерности. Снова рассмотрим два выбора матриц с 

нулевыми индексами: а) 
  

( , ) , ( , ) ,
linlin

lin lin xxx x
A A x B B x 


 

  
      ( ) ( ,) 1.7

T

lin r rlin lin linx x t x t t   и б) 

2 2 2 2

2 2 , 2 2

0 0
, ,

0 0
lin

lin lin
r lin

B
A B

A
 

 

   
    

  
  где ,

0.01 0 1.2 0
, .

0 2.2 0 1r lin linA B
    

       
 В случае а) время t = 1.7 

выбрано как момент выхода xr,2(t) на среднее значение периодических траектории. В случае б) 
матрицы Аr,lin и Blin являются искусственными и не соответствуют никаким значениям 

( , ), ( , )A x B x     ни при каких xr(t) и x(t). Результаты численного моделирования приведены в 

Табл. 5, где верхний индекс означает соответствующий выбор 0 0,A B  . 
В экспериментах для а) условие III в некоторые моменты времени нарушалось, а экспериментах 

для б) условия I-III всегда выполнялись. Последняя строчка в Табл. 5 означает отношение сумм 
значений критериев. Видно, что для экспериментов а) в среднем управление u проигрывает ulin 
примерно 30%, тогда как для экспериментов б) оно улучшает эффективность ulin примерно в 10 
раз. Последнее соотношение сохраняется и в том случае, когда нелинейно управление определя-
лось согласно подходу б), а линейное – согласно а). Корректность такого сравнения обуславлива-
ется тем, что управляемая система и матрицы критерия для а) и б) полностью совпадают. 
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Табл. 5.  

x2(0) 
I(uа))/ 
I(ulin

а)) 
I(uб))/ 
I(ulin

б)) 
I(uб))/ 
I(ulin

а)) 

1.5 0.03 0.02 0.02 

1 0.12 0.07 0.07 

0.5 0.37 0.47 0.48 

0 0.91 1.23 1.24 

-0.5 1.04 1.31 1.32 

-1 3.33 1.33 1.34 

-1.5 236.08 1.32 1.33 
Σ I(u)/ Σ 

I(ulin) 
1.32 0.09 0.09 

 

 
Рис. 10. Траектории систем вдоль uа), ulin

а) и uб) (сплошные,  
пунктирные и штрихпунктирные линии соответственно) 

Заключение 

В работе рассмотрен алгоритм построения нелинейного управления в задаче слежения на ко-
нечном интервале времени для слабонелинейных систем управления, которые представимы в виде 
линейных управляемых систем с зависящими от состояния коэффициентами. Алгоритм основыва-
ется на присутствии в системе малого параметра и решении на полуоси линейно-квадратичной за-
дачи оптимального управления с постоянными коэффициентами, что позволяет получить искомую 
обратную связь как сумму линейного управления и его нелинейной коррекции, где для последней 
получено аналитическое выражение. Такой прием значительно снижает вычислительную слож-
ность нахождения управляющего сигнала, что существенно для решения нелинейных задач сле-
жения в режиме реального времени.  

Проведенные численные эксперименты показали, что, несмотря на приближенный характер 
полученных решений, достигается качество работы, сопоставимое с соответствующим линейным 
управлением, а иногда и значительно его превосходящее. Кроме того, зачастую удается расширить 
рабочую область допустимых начальных условий относительно рабочей области последнего. Ос-
новным условием, ограничивающим применения предложенного алгоритма, является необходи-
мость положительной определенности некоторой матрицы с зависящими от состояния коэффици-
ентами (условие III алгоритма), что всегда можно гарантировать лишь при достаточно малом 
значении параметра.  

Возможной областью применения предложенного алгоритма являются такие задачи слежения 
для нелинейных систем, в которых использование линейных законов управления не обеспечивает 
необходимой области устойчивости и/или приемлемого качества работы, и в которых имеются 
существенные ограничения на вычислительные ресурсы. 
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A nonlinear approach to a feedback control design for a tracking state-dependent problem  
Part II. Numerical simulations 
D.A. Makarov 
 
Abstract. The paper deals with investigation of nonlinear finite-horizon tracking control for weakly  
nonlinear control systems. That nonlinear tracking control is constructed using a differential matrix  
state-dependent Riccati equation. The obtained results of numerical simulations are compared with  
the results along the corresponding linear controls. 
Keywords: tracking problem, nonlinear control, state-dependent Riccati equation, numerical simulation. 
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