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ФРЕЙМЫ В АНАЛИЗЕ УОЛША, МАТРИЦЫ АДАМАРА

И РАВНОМЕРНО РАСПРЕДЕЛЕННЫЕ МНОЖЕСТВА

c© 2021 г. Ю. А. ФАРКОВ

Аннотация. Настоящая статья продолжает работы автора, отражающие взаимосвязи анализа
Уолша с недавними результатами теории ортогональных вейвлет-базисов и теории жестких фрей-
мов. Определены параметрические множества для ортогональных вейвлетов и фреймов Парсе-
валя с компактными носителями на группах Виленкина. Изложены методы построения жестких
равноугольных фреймов с помощью матриц Адамара. Отмечается, что ассоциированные с функ-
циями Уолша конечные жесткие фреймы могут быть полезны для выявления скрытых регуляр-
ных структур равномерно распределенных точечных множеств.

Ключевые слова: матрица Адамара, функция Уолша, система Штейнера, вейвлет, равноуголь-
ный жесткий фрейм, равномерно распределенное множество, группа Виленкина.

FRAMES IN WALSH ANALYSIS, HADAMARD MATRICES,

AND UNIFORMLY DISTRIBUTED SETS

c© 2021 Yu. A. FARKOV

Abstract. This paper continues the author’s works on the relationship of Walsh analysis with recent
results in the theory of orthogonal wavelet bases and the theory of tight frames. Parametric sets for
orthogonal wavelets and compactly supported Parseval frames on Vilenkin groups are defined. Methods
for constructing equiangular tight frames through Hadamard matrices are described. Also, we note that
finite tight frames associated with Walsh functions can be useful for detecting hidden regular structures
of uniformly distributed point sets.

Keywords and phrases: Hadamard matrix, Walsh function, Steiner system, wavelet, equiangular
tight frame, uniformly distributed set, Vilenkin group.
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1. Введение. Пусть X —линейное (вещественное или комплексное) пространство со скаляр-
ным произведением. Система элементов {vj} называется фреймом для X, если существуют такие
положительные постоянные A и B, что для любого элемента x ∈ X верны неравенства

A‖x‖2 �
∑

j

|〈x, vj〉|2 � B‖x‖2.

Постоянные A и B называют соответственно нижней и верхней границами фрейма. Если границы
фрейма совпадают, то фрейм называют жестким (tight). В случае A = B = 1 фрейм {fn}
называется фреймом Парсеваля (см., например, [42, 77], где имеется подробная библиография).
Во введении к книге [77] отмечается, что теория конечных жестких фреймов активно развива-

лась последние пятнадцать лет в связи с приложениями в таких областях как обработка сигналов,
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квантовая теория информации, многомерные ортогональные полиномы и сплайны, а также в тео-
рии сжатых измерений (compressed sensing). В недавнем обзоре [26] в связи с проблемой Кади-
сона—Зингера (см. [75]) обсуждался предложенный в [32] метод расщепления конечных фреймов
Парсеваля, ассоциированных с матрицами Уолша. Кроме того, в [26] с помощью дискретного
преобразования Виленкина—Крестенсона обобщается построенная в [28] конструкция фреймов
Парсеваля в пространствах периодических последовательностей. Хорошо известно, что матрицы
Уолша являются важным примером матриц Адамара, а классические функции Уолша можно
интерпретировать как характеры компактной группы Кантора. Н. Я. Виленкиным в 1947 г. был
определен широкий класс топологических групп, характеры которых содержат функции Уолша
как частный случай (см. [1,4,5,46,64,70]). Основные результаты об ортогональных вейвлетах на
группах Кантора и Виленкина приведены в книге [54] и в обзорных статьях [23, 25]. Несколько
конструкций биортогональных вейвлетов в анализе Уолша представлены в [21, 29, 55]. Примеры
фреймов на локально компактной канторовой группе содержатся в [47, 48]. Построенные в [48]
фреймы Парсеваля использовались в [65] для оценок снизу констант неопределенности на груп-
пе Кантора. Взаимосвязи между теорией фреймов и анализом Уолша в контексте конструкций
вейвлетов на группах Виленкина анализировались в недавних статьях [24,49–53].
Напомним, что для данного целого p � 2 группа Виленкина Gp состоит из последовательностей

x = (xj), где xj ∈ {0, 1, . . . , p − 1} для j ∈ Z и только конечное число xj с отрицательными
индексами могут быть отличными от нуля. Обозначим через θ нулевую последовательность. Если
x �= θ, то существует такое целое число k = k(x), что xk �= 0 и xj = 0 для всех j < k. Групповая
операция ⊕ на Gp определяется как покоординатное сложение по модулю p:

(zj) = (xj)⊕ (yj) ⇐⇒ zj = xj + yj (mod p) для всех j ∈ Z,

а топология вводится с помощью системы окрестностей нуля:

Ul = {(xj) ∈ Gp : xj = 0 для всех j � l}, l ∈ Z.

При p = 2 группа Gp изоморфна локально компактной канторовой группе, а подгруппа U0 изо-
морфна компактной канторовой группе, т.е. топологическому декартову произведению счетного
множества циклических групп второго порядка с дискретной топологией.
В разделе 2 на основе работ [24,53] дано описание параметрических множеств для ортогональ-

ных вейвлетов и фреймов Парсеваля на группе Gp. Отмечается, в частности, что при каждом
натуральном n фрейм Парсеваля на Gp может быть построен по любому комплексному вектору
b = (b0, b1, . . . , bpn−1), удовлетворяющему условиям

b0 = 1 и
p−1∑

j=0

|bl+jpn−1 |2 � 1, 0 � l � pn−1 − 1.

При обработке сигналов выбор этого вектора осуществляют по энтропийному, среднеквадрати-
ческому или иному известному критерию (см., например, [7, 10, 25, 31]). В разделе 3 излагаются
предложенные в [57,60] методы построения жестких равноугольных фреймов с помощью матриц
Адамара, Уолша и систем Шнейдера. Эти методы дополняют конструкции конечных жестких
фреймов из обзора [26]. В заключительном разделе 4 рассматриваются конечномерные усред-
няющие пространства, возникающие в теории равномерно распределенных точечных множеств
в связи с теоремой Чена и рядами Уолша (см. [15, 16]). Для представления векторов этих про-
странств могут быть использованы конечные жесткие фреймы, определяемые с помощью матриц
Адамара и Уолша. Такие представления позволят применить методы теории фреймов к обнару-
жению и анализу скрытых регулярных структур равномерно распределенных множеств. Изло-
жение в разделе 4 ведется для канторова случая на указанной в конце раздела 2 модели группы
Gp; обобщения на случай p > 2 даны в [41,73].
Настоящая статья существенно дополняет пленарную лекцию [27], прочитанную на 20-й меж-

дународной Саратовской зимней школе «Современные проблемы теории функций и их приложе-
ния», и продолжает цикл работ автора о взаимосвязях анализа Уолша с недавними результатами
теории ортогональных вейвлет-базисов и теории жестких фреймов (см. [23, 25, 26, 49, 52]).
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2. Параметрические множества для фреймов на группах Виленкина. Пусть G = Gp,
U = U0 и N = pn, где n—натуральное число. Хорошо известно, что группа G самодвойственна.
Соотношение двойственности на G переводит x, ω ∈ G в

χ(x, ω) = exp

⎛

⎝2πi

p

∑

j∈Z
xjω1−j

⎞

⎠ .

Пространства Лебега Lq(G), 1 � q � ∞, определяются по мере Хаара μ, заданной на борелев-
ских подмножествах в G и нормированной условием μ(U) = 1. Преобразование Фурье функции
f ∈ L1(G) ∩ L2(G) определяется по формуле

f̂(ω) =

∫

G

f(x)χ(x, ω)dμ(x), ω ∈ G,

и стандартным образом продолжается на пространство L2(G).
Отображение λ : G → R+ определим равенством

λ(x) =
∑

j∈Z
xjp

−j, x = (xj) ∈ G.

Легко видеть, что образом дискретной подгруппы

H := {(xj) ∈ G : xj = 0 для всех j > 0}
при отображении λ является множество целых неотрицательных чисел: λ(H) = Z+. Для каждого
α ∈ Z+ пусть h[α] обозначает такой элемент из H, что λ(h[α]) = α; в частности, h[0] = θ. Тогда
функции Уолша для группы G могут быть заданы равенством

Wα(x) = χ(x, h[α]), α ∈ Z+, x ∈ G.

Определим автоморфизм A группы G по формуле (Ax)j = xj+1, где x = (xj) ∈ G. Для любого
натурального n множества

Un,s := A−n(h[s])⊕A−n(U), 0 � s � N − 1,

являются смежными классами подгруппы A−n(U) группы U . Из определений следует, что функ-
ции Wk при 0 � k � N − 1 постоянны на каждом из множеств Un,s, 0 � s � N − 1.

Дискретное преобразование Виленкина—Крестенсона переводит произвольный вектор b =
(b0, b1, . . . , bN−1) пространства C

N в вектор a = (a0, a1, . . . , aN−1) с компонентами

ak =
1

N

N−1∑

s=0

bsWk(A
−nh[s]), 0 � k � N − 1. (1)

Обратное преобразование действует по формуле

bs =

N−1∑

k=0

akWα(A−nh[s]), 0 � s � N − 1. (2)

Быстрые алгоритмы реализации прямого и обратного дискретного преобразования Виленкина—
Крестенсона содержатся в [3, 5, 11, 62, 70].
Маска, ассоциированная с вектором b, имеет вид

mb(ω) =
N−1∑

k=0

akWk(ω), ω ∈ G,

где коэффициенты ak определены по формуле (1). Соответствующее этой маске масштабирующее
уравнение записывается в виде

ϕ(x) = p
N−1∑

k=0

akϕ(Ax� h[k]), x ∈ G, (3)
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или ϕ̂(ω) = mb(A
−1ω)ϕ̂(A−1ω), ω ∈ G. Коэффициенты уравнения (3) вычисляются по вектору b

с помощью формулы (1). Из формулы (2) видно, что mb(A
−nh[s]) = bs для s = 0, 1, . . . , N − 1.

Отметим также, что при условии ϕ̂(θ) �= 0 имеем b0 = 1 (обычно решение ϕ уравнения (3)
нормируется условием ϕ̂(θ) = 1).
Параметрические множества F (p, n) и G0(p, n) определяются условиями

b ∈ F (p, n) ⇐⇒ b0 = 1 и
p−1∑

j=0

|bl+jpn−1 |2 � 1, 0 � l � pn−1 − 1,

b ∈ G0(p, n) ⇐⇒ b0 = 1 и
p−1∑

j=0

|bl+jpn−1 |2 = 1, 0 � l � pn−1 − 1.

Теорема 1. Пусть маска mb масштабирующего уравнения (3) определена по вектору b ∈
F (p, n). Тогда функция ϕ, заданная своим преобразованием Фурье по формуле

ϕ̂(ω) =
∞∏

j=1

mb(A
−jω), ω ∈ G,

является L2-решением уравнения (3) и имеет компактный носитель.

Теорема 1 следует из [50, теорема 11]. Известно (см. [52]), что для любого вектора b ∈ F (p, n)
существует простой способ вычисления значений функции ϕ̂(ω). Отметим также, что носитель
функции ϕ при условиях теоремы 1 лежит в U1−n (ср. с разложением [52, (2.11)] функции ϕ в ла-
кунарный ряд Уолша по функциям Wα). Алгоритмы построения фреймов Парсеваля по любому
вектору b ∈ F (p, n) на группе G содержатся в [49, 50, 52]. В [51] предложен алгоритм построения
нестационарных вейвлетов на группе Виленкина, определяемой по последовательности натураль-
ных чисел {pj}∞j=1, pj � 2.
Для произвольной функции ϕ ∈ L2(G) положим

ϕj,h(x) = pj/2ϕ(Ajx� h), j ∈ Z, h ∈ H.

Функция ϕ порождает кратномасштабный анализ (КМА), если, во-первых, система {ϕ(· � k) :
k ∈ Z+} ортонормирована в L2(G) и, во-вторых, подпространства

Vj = closL2(G) span{ϕj,h : j ∈ Z, h ∈ H},
обладают следующими свойствами

Vj ⊂ Vj+1, ∩Vj = {θ}, ∪Vj = L2(G).

Если ϕ— такое решение уравнения (3), что система {ϕ(·�h) : h ∈ H} ортонормирована в L2(G),
то вектор b, по которому определена маска уравнения (3), принадлежит множеству G0(p, n) (ср.
с [20, предложение 3.2]). Пусть W (p, n)—множество векторов b ∈ G0(p, n), для которых решение
ϕ уравнения (3) порождает КМА в L2(G), а W 0(p, n)—множество векторов b = (b0, b1, . . . , bN−1)
из G0(p, n), у которых bl �= 0 для всех 0 � l � pn−1 − 1. Для любого b ∈ W 0(p, n) существует
конструктивный метод построения ортогонального вейвлет-базиса в L2(G) (см. [20,23]). При этом
случаю Хаара отвечает множество H(p, n), состоящее из вектора (b0, b1, . . . , bN−1), у которого
bl = 1 для 0 � l � pn−1 − 1 и bl = 0 для pn−1 � l � N − 1 (библиографию о вейвлетах Хаара
на группах Виленкина, а также о методах построения ортогональных вейвлетов в случае b ∈
W (p, n) \W 0(p, n) см. в [23, 54]).
Таким образом, определены параметрические множества:

H(p, n) ⊂ W 0(p, n) ⊂ W (p, n) ⊂ G0(p, n) ⊂ F (p, n).

Дискретные вейвлет-преобразования, соответствующие этим множествам, определены в [25], где
имеются также некоторые их применения для обработки сигналов (относительно адаптации таких
преобразований к различным сигналам см. [10, § 9.4]).
Метод построения ортонормированного базиса вейвлетов в пространстве CN комплексных N -

периодических последовательностей по любому вектору b ∈ G0(p, n) изложен в [22] (при этом
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условие b0 = 1 оказывается несущественным). Более того, существует алгоритм построения фрей-
мов для пространства CN с помощью дискретного преобразования Виленкина—Крестенсона. Со-
ответствующая конструкция позволяет по любому ненулевому вектору b = (b0, b1, . . . , bN−1), удо-
влетворяющему условию

|bl|2 + |bl+pn−1 |2 + . . .+ |bl+(p−1)pn−1 |2 � 1, 0 � l � pn−1 − 1,

построить фрейм Парсеваля для CN (подробности см. в [26]).
В стандартной интерпретации группы Виленкина Gp на положительной полупрямой R+ под-

группа H заменяется множеством целых неотрицательных чисел Z+, мере Хаара на Gp соот-
ветствует мера Лебега на R+, вместо преобразования Фурье используется преобразование типа
Уолша—Фурье (в книге [5] это преобразование называется интегральным мультипликативным
преобразованием), а системе {Wα} соответствует система Крестенсона—Леви (подробности см.
в [5,46]). С использованием этой модели в [53] дано описание трех типов вейвлет-фреймов с ком-
пактными носителями на R+:
(i) КМА-фреймы (ср. с конструкциями фреймов в [44–66]),
(ii) фреймы, ассоциированные с «допустимым условием» типа Добеши (см. [6, § 3.3.2]) и
(iii) фреймы, ассоциированные с ядрами типа Дирихле—Уолша.

3. Применение матриц Адамара для построения равноугольных фреймов. Хорошо
известно, что векторы v1, v2, . . . , vm образуют фрейм для конечномерного пространства X то-
гда и только тогда, когда span{vj}mj=1 = X. Более того, если {vj}mj=1 —жесткий фрейм для X
с константой A и d = dimX, то

A =
1

d

m∑

j=1

‖vj‖2 и x =
1

A

m∑

j=1

〈x, vj〉vj

для всех x ∈ X. Отношение m/d называется избыточностью (redundancy) фрейма {vj}mj=1.
Фрейм {vj}mj=1 называется равномерным, если ‖vi‖ = ‖vj‖ для всех i, j ∈ {1, . . . ,m}. Если
{vj}mj=1 —фрейм Парсеваля для X и ‖vj‖ = 1 для всех j, то {vj}mj=1 является ортонормиро-
ванным базисом в X. Очевидно, если {vj}mj=1 —жесткий фрейм с константой A, то {vj/

√
A}mj=1 —

фрейм Парсеваля для X. По теореме Наймарка каждый фрейм Парсеваля {vj}mj=1 в конечномер-
ном пространстве X является ортогональной проекцией ортонормированного базиса m-мерного
пространства Y , содержащего X в качестве подпространства (см. [77, теорема 2.2], [9, 12, 19]).
Простейшим и наиболее известным равномерным фреймом на евклидовой плоскости R

2 явля-
ется фрейм Мерседес-Бенц, образуемый векторами

f1 = (−
√
3/2,−1/2), f2 = (

√
3/2,−1/2), f3 = (0, 1).

Легко видеть, что избыточность этого фрейма равна 3/2 и для любого x ∈ R
2

3∑

j=1

|〈x, fj〉|2 =
3

2
‖x‖2.

Положим f2
j = fj, j = 1, 2, 3. Для каждого d � 3 обобщенный фрейм Мерседес-Бенц в простран-

стве R
d определяется индуктивно:

fd
j =

(√
d2 − 1

d
fd−1
j ,−1

d

)
, 1 � j � d, fd

d+1 = (0, . . . , 0, 1).

Константа фрейма {fd
j }d+1

j=1 совпадает с его избыточностью: A = 1 + 1/d.
Пусть S

d−1 = {x ∈ R
d : ‖x‖ = 1}— единичная сфера в R

d. Фрейм {fd
j }d+1

j=1 однозначно опреде-
ляется следующими условиями:

(i) fj ∈ S
d−1, (ii) 〈fi, fj〉 = −1

d
при i �= j, (iii)

d+1∑

j=1

fj = 0.
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Точки (векторы) этого фрейма являются вершинами правильного d-мерного симплекса и для
N = d+ 1 образуют решение хорошо известной задачи:

∑

i �=j

1

|xi − xj| → min, x1, . . . , xN ∈ S
d−1

(о физической интерпретации этой задачи см. [63, § 3.6], [2–38]).
Неравенство Адамара для произвольной матрицы X = [xij ] размераm×m записывается в виде

|detX|2 �
m∏

i=1

m∑

j=1

|xij |2

и геометрически означает, что объем m-мерного параллелепипеда не превосходит произведения
длин его ребер; известно, что он равен этому произведению в том и только в том случае, когда его
ребра ортогональны. В случае |xij | � 1 из неравенства Адамара имеем |detX| � mm/2 (матрицы,
для которых достигается равенство, называются матрицами Адамара порядка m). Веществен-
ная матрица H размера m×m является матрицей Адамара тогда и только тогда, когда hij = ±1
и HHt = mI (последнее равенство означает, что строки матрицы H попарно ортогональны). Если
H — вещественная матрица Адамара порядка m � 4, то m делится на 4. До сих пор недоказанная
гипотеза Адамара утверждает, что для любого натурального k существует такая матрица H по-
рядка m = 4k с элементами ±1, что HHt = mI (см., например, [34,35]). Если m, m/12 или m/20
является степенью 2, то матрицы Адамара порядка m могут быть получены в Matlab функцией
hadamard(m). Матрицы Адамара находят широкое применение как в теоретических, так и в при-
кладных задачах (см., например, [71,72]). В частности, они весьма востребованы в теории кодов,
исправляющих ошибки. В [18] жесткие равноугольные фреймы, определяемые по матрицам Ада-
мара, использовались для построения покрытий единичного шара банахова пространства.
Пусть T— единичная окружность комплексной плоскости C. Комплексная матрица H = [hij ]

размера m × m является матрицей Адамара тогда и только тогда, когда hij ∈ T и HH∗ = mI.
Удаление любой строки этой матрицы приводит к матрице Φ размера (m−1)×m, столбцы которой
образуют так называемый унимодулярный симплекс. Если обозначить через h удаленную из H
строку, то говорят (см. [57]), что компоненты строки h образуют дополнение Наймарка столбцов
матрицы Φ.
Напомним, что кронекеровым произведением (m×n)-матрицы A и (p× q)-матрицы B называ-

ется матрица размера mp× nq, определяемая равенством

A⊗B =

⎡

⎢⎢⎣

a11B a11B . . . a1nB
a21B a22B . . . a2nB
. . . . . . . . . . . .

am1B am2B . . . amnB

⎤

⎥⎥⎦ .

В 1867 г. Сильвестр доказал, что если X1 и X2 —матрицы Адамара порядков m1 и m2, то их кро-
некерово произведение X1⊗X2 является матрицей Адамара порядка m1m2. Простейшая матрица
Уолша определяется равенством

H1 =

[
1 1
1 −1

]
,

а матрица Hn = [hlk]
2n−1
l,k=0 совпадает с n-й кронекеровой степенью матрицы H1. Например, для

n = 2 имеем

H2 = H1 ⊗H1 =

⎡

⎢⎢⎣

1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1

⎤

⎥⎥⎦ .

Используемый в Matlab рекурсивный метод Сильвестра генерирования матриц Hn основан на
тождестве

Hn+1 = H1 ⊗Hn.
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Строки матриц Hn называют дискретными функциями Уолша, упорядоченными по Адамару
(см., например, [5, 70, 74]). Матрицы Hn являются хорошо известным примером вещественных
матриц Адамара и имеют многочисленные применения.
Пусть F обозначает R или C. Следующее предложение хорошо известно (см., например, [77]).

Предложение 1. Пусть V = [v1, v2, . . . , vm]—матрица размера d ×m, столбцами которой
являются векторы v1, v2, . . . , vm пространства F

d. Векторы v1, v2, . . . , vm образуют жесткий
фрейм для F

d с константой A тогда и только тогда, когда V V ∗ = AI, где I — единичная мат-
рица порядка d.

Пусть m � d. Согласно предложению 1, если X — унитарная (m×m)-матрица (или пропорци-
ональна такой матрице) с равными по модулю элементами из F, то равномерный жесткий фрейм
для F

d образуется столбцами (d×m)-подматрицы, полученной выбором любых d строк матрицы
X. Например, таким способом из матрицы Фурье

Fm =
1√
m
[ωjk]0�j,k�m−1, ω = e2πi/m,

получаются гармонические жесткие фреймы для C
d (см. [77, гл. 11], [61]). Примеры построения

конечных жестких фреймов с помощью матриц Уолша Hn имеются в [26, 32, 77].
Фрейм {vj}mj=1 в пространстве F

d называется равноугольным, если ‖vj‖ = 1 для всех j и суще-
ствует такая константа γ ∈ [0, 1), что

|〈vi, vj〉| = γ для i �= j.

Для произвольного равноугольного фрейма {vj}mj=1 в F
d верно неравенство

γ �
√

m− d

d(m− 1)
.

Равенство достигается тогда и только тогда, когда фрейм {vj}mj=1 жесткий. В беспроводной связи
и теории кодирования применяются равноугольные фреймы с малыми значениями γ. Для обоб-
щенного фрейма Мерседес-Бенц имеем γ = 1/d.

Cистема Штейнера S(t, k, ν)— это ν-элементное множество S вместе с набором k-элементных
подмножеств множества S (называемых блоками), причем каждое t-элементное подмножество S
содержится только в одном блоке. Классические системы Штейнера соответствуют значению t =
2. В этом случае число блоков r, в которые попадает каждый элемент из S, связано с количеством
блоков b системы S(2, k, ν) равенствами

rν = bk и v − 1 = r(k − 1).

В [60] каждому a ∈ S(2, k, ν) сопоставляется своя (возможно, комплексная) матрица Адамара
Ha порядка 1 + (ν − 1)/(k − 1) и равноугольный жесткий фрейм из m векторов в пространстве
размерности d, где

m = ν

(
1 +

ν − 1

k − 1

)
, d =

ν(ν − 1)

k(k − 1)
,

m

d
= k

(
1 +

k − 1

ν − 1

)
.

В результате из систем Шаудера S(2, k, ν) получаются восемь бесконечных семейств равноуголь-
ных жестких фреймов (см. [60, табл. 1, 2]). Проиллюстрируем этот метод тремя примерами.

Пример 1. Пусть S = {1, 2, 3, 4}. Тогда блоки для S(2, 2, 4)— это 2-элементные множества:

{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}.
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Составим матрицу инцидентности:

C =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 1

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Для каждого a ∈ S существуют три блока, содержащих число a. Положим
β1(1) = {1, 2}, β2(1) = {1, 3}, β3(1) = {1, 4},
β1(2) = {1, 2}, β2(2) = {2, 3}, β3(2) = {2, 4},
β1(3) = {1, 3}, β2(3) = {2, 3}, β3(3) = {3, 4},
β1(4) = {1, 4}, β2(4) = {2, 4}, β3(4) = {3, 4}.

В матрице Уолша H2 выберем три строки, для каждого a ∈ S занумеруем эти строки соответ-
ствующими блоками:

h
(a)
β1(a)

= [1,−1, 1,−1], h
(a)
β2(a)

= [1, 1,−1,−1], h
(a)
β3(a)

= [1,−1,−1, 1]

и заменим ненулевые элементы матрицы C этими строками. В результате получим блочную
матрицу

V =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

h
(1)
{1,2} h

(2)
{1,2} 0 0

h
(1)
{1,3} 0 h

(3)
{1,3} 0

h
(1)
{1,4} 0 0 h

(4)
{1,4}

0 h
(2)
{2,3} h

(3)
{2,3} 0

0 h
(2)
{2,4} 0 h

(4)
{2,4}

0 0 h
(3)
{3,4} h

(4)
{3,4}

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Столбцы этой блочной матрицы, записанной в развернутом виде, образуют равноугольный жест-
кий фрейм из 16 векторов в R

6.

Отметим, что в примере 1 при переходе от матрицы C к V можно использовать любые три
строки матрицы H2. Кроме того, для построения фрейма из 16 векторов в C

6 вместо матрицы
H2 можно взять комплексную матрицу Адамара

⎡

⎢⎢⎣

1 1 1 1
1 i −1 −i
1 −1 1 −1
1 −i −1 i

⎤

⎥⎥⎦ .

Пример 2. В случае k = 3, ν = 7 система Штейнера S(2, 3, 7) известна как плоскость Фано.
Блоками для S(2, 3, 7) являются 3-элементные множества:

{1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {1, 6, 7}, {2, 4, 6}, {2, 5, 7}, {3, 4, 7}, {3, 5, 6}.
Каждая точка множества S = {1, 2, . . . , 7} принадлежит трем из этих семи блоков:

β1(1) = {1, 2, 3}, β2(1) = {1, 4, 5}, β3(1) = {1, 6, 7},
β1(2) = {1, 2, 3}, β2(2) = {2, 4, 6}, β3(2) = {2, 5, 7},
β1(3) = {1, 2, 3}, β2(3) = {3, 4, 7}, β3(3) = {3, 5, 6},
β1(4) = {1, 4, 5}, β2(4) = {2, 4, 6}, β3(4) = {3, 4, 7}.
β1(5) = {1, 4, 5}, β2(5) = {2, 5, 7}, β3(5) = {3, 5, 6},
β1(6) = {1, 6, 7}, β2(6) = {2, 4, 6}, β3(6) = {3, 5, 6},
β1(7) = {1, 6, 7}, β2(7) = {2, 5, 7}, β3(7) = {3, 4, 7}.
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Продолжая далее как в примере 1, получим равноугольный жесткий фрейм из 28 векторов в про-
странстве R

7 (основные свойства этого фрейма приведены в [57]).

Пример 3. Для S = {1, 2, . . . , ν}, ν � 2, блоками для системы Штейнера S(2, 2, ν) являют-
ся всевозможные 2-элементные подмножества в S. В этом случае методом, изложенным в [60],
получается равноугольный жесткий фрейм из m = ν2 векторов в пространстве C

d размерности
d = ν(ν − 1)/2. Для ν = 3 матрица инцидентности записывается в виде

C =

⎡

⎣
1 1 0
1 0 1
0 1 1

⎤

⎦ .

Для каждого a ∈ S существуют два блока, содержащих число a. Выберем в качестве матрицы
Адамара матрицу Фурье

F3 =

⎡

⎣
1 1 1
1 ω ω2

1 ω2 ω

⎤

⎦ , ω = e2πi/3.

В результате получим матрицу

V =

⎡

⎣
1 ω ω2 1 ω ω2 0 0 0
1 ω2 ω 0 0 0 1 ω ω2

0 0 0 1 ω2 ω 1 ω2 ω

⎤

⎦ .

Столбцы этой матрицы образуют равноугольный жесткий фрейм в пространстве C
3 (см. [77,

пример 12.22]).

В [57] с использованием троичных систем Штейнера S(2, 3, ν), дополнений Наймарка и фрей-
ма Тремайн (J. C. Tremain, 2009) построено бесконечное семейство комплексных жестких рав-
ноугольных фреймов для пространств размерностей (ν + 2)(ν + 3)/6. Дальнейшие результаты
о способах построения равноугольных жестких фреймов содержатся в [77, гл. 12], где имеется
подробная библиография; см. также недавние статьи [58,59, 61].

4. Конечномерные усредняющие пространства для равномерно распределенных то-
чечных множеств. Последовательность точек {xj}∞j=1 на единичном интервале U = [0, 1) назы-
вается равномерно распределенной, если последовательность {μN}∞N=1 атомических вероятност-
ных мер, определяемых условиями μN (xj) = 1/N и suppμN = {x1, . . . , xN}, слабо сходится к мере
Лебега на U . Это определение легко обобщается на любое топологическое пространство с соот-
ветствующей вероятностной мерой на борелевских множествах. Понятие равномерного распреде-
ления имеет важные применения в теории чисел (особенно в диофантовых приближениях), ком-
бинаторике, эргодической теории, дискретной геометрии, статистике, численном анализе и дру-
гих разделах математики. Фундаментальное наблюдение в современной теории распределений
состоит в том, что многие равномерно распределенные множества имеют скрытые регулярные
структуры (см. [33, 36, 37, 39, 45]). Существующие способы выявления и анализа этих структур
естественным образом могут быть дополнены разработанными в последние годы методами теории
фреймов.
В этом разделе формулируется доказанное в [15] обобщение теоремы Чена из теории равно-

мерно распределенных точечных множеств и определяются соответствующие оптимальные ко-
нечномерные усредняющие подпространства. Для представления векторов этих усредняющих
пространств могут быть полезны жесткие фреймы, определяемые с помощью дискретных функ-
ций Уолша и их обобщений. Изложение ведется на указанной в конце раздела 2 модели группы
Gp на полупрямой R+ для случая p = 2; соответственно, через ⊕ обозначается двоичное сложение
на R+; обобщения на случай p > 2 даны в [41,73].
Пусть Ud = [0, 1)d, — единичный куб в R

d. Для произвольного N -элементного множества D ⊂
Ud и каждой точки Y = (y1, . . . , yd) ∈ Ud локальное уклонение L[D,Y ] определяется равенством

L[D,Y ] = card{D ∩BY } −N · volBY ,
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где BY = [0, y1)× . . .× [0, yd)—куб в R
d, volBY — объем этого куба и card{D∩BY }—число точек

множества D, попавших в куб BY .
Для произвольного конечного множества D ⊂ Ud определены Lq-уклонения

Lq[D] =

⎛

⎝
∫

Ud

|L[D,Y ]|qdY
⎞

⎠
1/q

, 1 � q < ∞.

Известно, что при 1 < q < ∞ для любого N -элементного множества D ⊂ Ud верна оценка

Lq[D] > cd,q(logN)(d−1)/2

с постоянной cd,q, не зависящей от N . Обратно, для каждого q, 1 � q < ∞, и любого натурального
N существует такое множество DN из N точек в Ud, что

Lq[DN ] < Cd,q(logN)(d−1)/2 (4)

с постоянной Cd,q, не зависящей от N . Оценки вида (4) были получены для размерностей d =
2 и d = 3 Дэвенпортом [43] и Ротом [68] соответственно, а для произвольных размерностей
Фроловым [30] и Ротом [69].
Для каждого s ∈ Z+ положим

Q(2s) = {m2−s m = 0, 1, . . . , 2s − 1},
Q

d(2s) = {(x1, . . . , xd) : xj ∈ Q(2s), j = 1, . . . , d}.
Легко видеть, что card{Qd(2s)} = 2ds. Далее, для любых X = (x1, . . . , xd) и Y = (y1, . . . , yd) из
Q

d(2s) положим
X ⊕ Y = (x1 ⊕ y1, . . . , xd ⊕ yd).

По отношению к так определенному сложению множество Q
d(2s) является векторным простран-

ством над полем F2, причем dim{Qd(2s)} = ds. Отметим также, что для любого множества
D ⊂ Ud и любой точки T ∈ Q

d(2s) определен двоичный сдвиг

D ⊕ T = {X ⊕ T : X ∈ D} ⊂ Ud.

Для любых a,m ∈ Z+ определены элементарные (двоичные) интервалы

Δm
a = [m2−a, (m+ 1)2−a), m = 0, 1, . . . , 2a − 1.

Декартовы произведения таких интервалов образуют элементарные (двоичные) ящики:

ΔM
A = Δm1

a1 × . . .×Δmd
ad

, mj = 0, 1, . . . , 2aj − 1, j = 1, . . . , d,

где A = (a1, . . . , ad), M = (m1, . . . ,md).
Пусть δ и s—целые, 0 � δ � s. Подмножество D ⊂ Ud, состоящее из 2s точек, называется дво-

ичной (δ, s, d)-сеткой с дефектом δ, если каждый элементарный ящик ΔM
A объема 2δ−s содержит

в точности 2δ точек из D. Двоичные (δ, s, d)-сетки применялись для построения многомерных
квадратурных формул в [17] (см. также недавний обзор [14]). Используя методы алгебраиче-
ской геометрии над конечными полями, можно доказать существование (δ, s, d)-сеток с δ = O(d)
(см. [67]). Линейными (δ, s, d)-сетками называют (δ, s, d)-сетки, являющиеся линейными подпро-
странствами в Q

d(2s). Для любых натуральных d и s линейные (δ, s, d)-сетки D размерности s
с δ = O(d log d) могут быть заданы явными конструкциями (см. [16, лемма 2.1]).

Теорема 2. Пусть D ⊂ Ud — двоичная (δ, s, d)-сетка. Тогда для любого q � 2 среднее значение
Lq-уклонений

Ms,q[D] =

⎛

⎝2−ds
∑

T∈Qd(2s)

(Lq[D ⊕ T ])q

⎞

⎠
1/q

(5)

удовлетворяет оценке
Ms,q[D] < γ(q, δ, d)(s + 1)(d−1)/2 (6)

с постоянной γ(q, δ, d) = 4δ+d+1q(d+1)/2.
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Эта теорема доказана в [15] и является обобщением известной теоремы Чена [37,40]. Для фик-
сированных d, δ, q оценка (6) является асимптотически точной при s → ∞.
Для конечных множеств D ⊂ Ud и усредняющих множеств V ⊂ Q

d(2s) определены условные
средние Lq-уклонения

Ms,q[D;V ] =

(
card{V }−1

∑

Z∈V
(Lq[D ⊕ Z])q

)1/q

.

Видно, что в случае V = Q
d(2s) эти средние совпадают с Lq-уклонениями (5). Основной ре-

зультат работы [16] (теорема 2.1) позволяет оценивать условные средние Ms,q[D;V ] двоичных
(δ, s, d)-сеток D через их безусловные Lq-уклонения. Ограничимся здесь формулировками двух
доказанных в [16] предложений.
Напомним, что двоичная энтропия H(λ) определяется так, что H(0) = 0 и

H(λ) = −λ log2 λ− (1− λ) log2(1− λ), 0 < λ � 1/2.

ФункцияH(λ) является возрастающей на отрезке [0, 1/2] и принимает значения от 0 до 1. Для про-
извольного q � 2 через mq обозначается целая часть числа q/2.

Предложение 2. Для любого целого m, 1 � m < s/4, существует линейное подпростран-
ство V (m,d) ⊂ Q

d(2s), удовлетворяющее следующим условиям:
(i) размерность пространства V (m,d) оценивается неравенствами

dim{V (m,d)} � dsH
(
2m

s

)
� 4dm log2(ds);

(ii) для любой линейной (δ, s, d)-сетки D ⊂ Q
d(2s) и любой точки T ∈ Q

d(2s) верно равенство

Ms,2m[D ⊕ T, V (m,d)] = Ms,2m[D] + d2δθ(T ),

где |θ(T )| � 1. Более того, для каждого q � 2 с mq � m имеет место оценка

Ms,q[D ⊕ T, V (m,d)] < β(q, δ, d)(s + 1)(d−1)/2,

где β(q, δ, d) выражается через постоянную в оценке (6) по формуле

β(q, δ, d) = γ(2m, δ, d) + d2δ . (7)

Усредняющие подпространства V (m,d) могут быть явно построены с использованием извест-
ной конструкции BCH-кодов (см. [76]).

Предложение 3. Пусть D ⊂ Q
d(2s)—линейная (δ, s, d)-сетка. Предположим, что вес Хэм-

минга двойственного пространства D⊥ ⊂ Z
d
+(2

s) для некоторого m ∈ N удовлетворяет оценке
κ(D⊥) > 2md. Тогда для всех T ∈ Q

d(2s) имеет место соотношение

L2m[D ⊕ T ] = Ms,2m[D] + d2δθ(T ),

где |θ(T )| � 1. Более того, для всех T ∈ Q
d(2s) и для любого показателя q с mq � m имеет

место оценка

Lq[D ⊕ T ] < β(q, δ, d)(s + 1)(d−1)/2,

с постоянной β(q, δ, d), указанной в (7).

Таким образом, существуют линейные (δ, s, d)-сетки, для которых условные средние Lq-укло-
нения почти не зависят от сдвигов T и фактически совпадают со своими средними. Существуют
также линейные (δ, s, d)-сетки, для которых предельно точные порядки Lq-уклонений достигают-
ся для всех показателей q = O(s); подробности и обобщения см. в [16, 33, 41, 73], [14, § 14].
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