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бесконечномерных уравнений на параллельный перенос, содержащих лапласиан Леви или ассо-
циированную с этим лапласианом дивергенцию. Параллельно рассматривается детерминистский
случай, в котором параллельный перенос — это операторнозначный функционал на пространстве
кривых, и случай так называемого исчисления Маллявэна, в котором (стохастический) парал-
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1. Введение

В 20-е годы прошлого века П. Леви ввел следующий бесконечномерный лапласиан, впо-
следствии названный его именем. Лапласиан Леви действует на функцию f , определенную на
L2([0, 1],R), по формуле

∆Lf(x) = lim
n→∞

1

n

n
∑

k=1

〈

f ′′(x)ek, ek
〉

,

где {en}— ортонормированный базис в L2([0, 1],R). Такое определение существенно зависит от
выбора ортонормированного базиса {en}. Иначе П. Леви определял бесконечномерный лапласиан
как интегральный функционал, порожденный специальным видом второй производной. Диффе-
ренциальными операторами Леви (лапласианом Леви, даламбертианом Леви, дивергенцией Леви)
называют дифференциальные операторы, действующие на функции различных функциональ-
ных пространств, определенные по аналогии с двумя оригинальными определениями лапласиана
Леви на функциях из L2([0, 1],R). Задача о том, как связаны определения дифференциального
оператора Леви с помощью чезаровского усреднения и с помощью интегрального функционала
на одном пространстве функций, может оказаться нетривиальной.
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Работа посвящена связи дифференциальных операторов Леви и калибровочных полей. Урав-
нения Янга—Миллса — это нелинейные дифференциальные уравнения второго порядка на связ-
ность в векторном расслоении. Эти уравнения инвариантны относительно калибровочных пре-
образований. Одна из основных причин интереса к дифференциальным операторам Леви за-
ключается в том, что уравнения Янга—Миллса допускают переформулировки с помощью таких
дифференциальных операторов. С одной стороны, параллельный перенос, порожденный связ-
ностью, будет удовлетворять уравнению, содержащему дивергенцию Леви и являющемуся бес-
конечномерным аналогом уравнения движения кирального поля, тогда и только тогда, когда
соответствующая связность является решением уравнений Янга—Миллса; этот факт впервые
был замечен И. Я. Арефьевой и И. В. Воловичем (см. [4]). С другой стороны, параллельный
перенос является решением уравнения Лапласа для лапласиана Леви тогда и только тогда, ко-
гда соответствующая связность является решением уравнений Янга—Миллса. Таким образом,
система конечномерных нелинейных уравнений является эквивалентной бесконечномерному ли-
нейному дифференциальному уравнению. Теорема об эквивалентности уравнения Лапласа для
лапласиана Леви и параллельного переноса и уравнений Янга—Миллса была доказана Л. Аккар-
ди, П. Гибилиско и И. В. Воловичем (см. [13]) для связности в тривиальном векторном расслоении
над R

d и Р. Леандром и И. В. Воловичем (см. [26]) для связности в векторном расслоении над
римановым многообразием.

В [4, 12, 13, 26] дифференциальные операторы Леви определялись с помощью интегрального
функционала, порожденного специальным видом второй производной. Тот факт, что лапласи-
ан Леви, связанный с уравнениями Янга—Миллса, можно определить с помощью чезаровского
усреднения, было показано в работах автора (см. [7, 9]).

В стохастическом анализе дифференциальные операторы Леви можно определить с помощью
исчисления Маллявэна — теории пространств Соболева над мерами на бесконечномерных про-
странствах. Р. Леандр и И. В. Волович с помощью интегрального функционала перенесли опре-
деление лапласиана Леви на пространство Соболева над мерой Винера (см. [26]). В работе [31]
автора были введены лапласиан и дивергенция Леви на пространстве Соболева над мерой Винера,
определенные с помощью чезаровского усреднения. В [26,31] были получены условия в терминах
дифференциальных операторов Леви и стохастического параллельного переноса, эквивалентные
тому, что ассоциированная связность является решением уравнения Янга—Миллса. В отличие
от детерминистского случая значения лапласианов Леви, введенных в [26,31], на стохастическом
параллельном переносе не совпадают. Критерии в терминах стохастического параллельного пе-
реноса, не использующие дифференциальные операторы Леви, что ассоциированная связность
является решением уравнений Янга—Миллса, были получены в [15,17, 18, 27].

Если связность в векторном расслоении над R
4 является решением уравнений автодуальности,

то она также будет и решением уравнений Янга—Миллса. В 2014 г. автору на семинаре отдела
математической физики МИАН им. В. А. Стеклова была поставлена задача: можно ли с помо-
щью лапласианов Леви переформулировать уравнения автодуальности? Фактически эта задача
была поставлена и в обзоре Л. Аккарди [11]. В работе автора [9] было показано, что уравнения
автодуальности действительно можно сформулировать в терминах параллельного переноса и ла-
пласианов Леви. В этой работе рассматривался только детерминистский случай. Как результаты
работы [9] переносятся на случай исчисления Маллявэна, показано в конце настоящей статьи.

Настоящая работа содержит обзор теорем о связи дифференциальных операторов Леви и урав-
нений Янга—Миллса для связности в тривиальном векторном расслоении над R

d и уравнений
автодуальности для связности в тривиальном векторном расслоении над R

4 в детерминистском
случае и в случае исчисления Маллявэна. Теоремы будут сформулированы в единообразной фор-
ме; при этом дифференциальные операторы Леви будут определены с помощью чезаровского
усреднения.
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Статья устроена следующим образом. В разделе 2 приводятся различные определения лапла-
сиана и дивергенции Леви в терминах следов Леви. Во разделах 3 и 4 приводятся формулиров-
ки теорем о связи дифференциальных операторов Леви соответственно с уравнениями Янга—
Миллса и уравнениями автодуальности в детерминистском случае. В разделах 5 и 6 рассматри-
вается связь дифференциальных операторов Леви соответственно с уравнениями Янга—Миллса
и уравнениями автодуальности в случае исчисления Маллявэна.

2. След Леви и дифференциальные операторы Леви

В этом разделе мы приведем различные определения лапласиана и дивергенции Леви. Опреде-
ления будут даны в единообразной форме, несколько отличной от той, в которой эти определения
были даны изначально. В этом разделе мы частично следуем изложению работы [30].

Пусть E и V — вещественные локально выпуклые пространства. Везде ниже символом C(E,V )
обозначается пространство непрерывных функций из E в V , символом Cn(E,V )— пространство
n раз дифференцируемых по Фреше функций из E в V (подробное изложение теории диф-
ференцирования на линейных топологических пространствах см., например, в [1]), а символом
L(E,V )— пространство линейных непрерывных отображений из E в V . Пусть E∗ — простран-
ство, сопряженное к E. Если f ∈ C2(E,R), то f ′(x) ∈ E∗ и f ′′(x) ∈ L(E,E∗) для каждого x ∈ E.
Если B ∈ C1(E,E∗), то B′(x) ∈ L(E,E∗) для каждого x ∈ E. Пусть F(E,R) — пространство
R-значных функций на E.

Пусть S : domS → R— линейный функционал, причем domS ⊂ L(E,E∗). Функционал S

определяет линейный дифференциальный оператор второго порядка D2,S : domD2,S → F(E,R),
действующий по формуле

D2,Sf(x) = S(f ′′(x)),

где

domD2,S =
{

f ∈ C2(E,R) : f ′′(x) ∈ domS для всех x ∈ E
}

.

Кроме того, функционал S определяет линейный дифференциальный оператор первого порядка
D1,S : domD1,S → F(E,R), действующий по формуле

D1,SB(x) = S(B′(x)),

где

domD1,S =
{

B ∈ C1(E,E∗) : B′(x) ∈ domS для всех x ∈ E
}

(подробное изложение общей схемы определений дифференциальных операторов см. в [2]). Если
выбрать E = R

d и S = tr (след), то D2,tr — это конечномерный лапласиан ∆ и D1,tr — это
конечномерная дивергенция div.

Пусть теперь E ⊂ H ⊂ E∗ — оснащенное гильбертово пространство и {en}— ортонормирован-
ный базис в вещественном сепарабельном гильбертовом пространстве H, состоящий из элемен-

тов E. След Леви tr
{en}
L : dom tr

{en}
L → R определяется формулой

tr
{en}
L R = lim

n→∞

1

n

n
∑

k=1

(Rek, ek), (2.1)

где dom tr
{en}
L состоит из всех отображений из L(E,E∗), для которых правая часть (2.1) су-

ществует. Такое определение существенно зависит от выбора ортонормированного базиса {en}.
Операторы D1,tr

{en}
L и D2,tr

{en}
L — это соответственно лапласиан Леви ∆

{en}
L и дивергенция Леви

div
{en}
L . Заметим, что для f ∈ C2(E,R) выполняется равенство

∆
{en}
L f(x) = div

{en}
L f ′(x).

Если выбрать E = H = L2([0, 1],R), то

∆
{en}
L = D2,tr

{en}
L

— лапласиан, введенный П. Леви в [10].
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Иначе П. Леви определял бесконечномерный лапласиан как интегральный функционал, по-
рожденный специальным видом второй производной. Пусть dom trL — пространство таких били-
нейных функционалов K на L2([0, 1],R)×L2([0, 1],R), что для всех u, v ∈ L2([0, 1],R) выполняется
равенство

K(u, v) =

1
∫

0

1
∫

0

KV (t, s)u(t)v(s) dt ds +

1
∫

0

KL(t)u(t)v(t) dt, (2.2)

где KV ∈ L2([0, 1] × [0, 1],R) и KL ∈ L∞([0, 1],R). Пусть след Леви trL : dom trL → R действует
по формуле

trLK =

1
∫

0

KL(t)dt.

Тогда лапласиан Леви ∆L можно определить как дифференциальный оператор D2,trL .

Определение 2.1 (П. Леви (см. [10])). Ортонормированный базис {en} в L2([0, 1],R) называ-
ется слабо равномерно плотным, если

lim
n→∞

1
∫

0

h(t)

(

1

n

n
∑

k=1

e2k(t)− 1

)

dt = 0

для любой функции h ∈ L∞([0, 1],R).

Пример 2.1. Пусть hn(t) =
√
2 sin(πnt). Ортонормированный базис {hn}∞n=1 является слабо

равномерно плотным.

Очевидно, что, если {en}— слабо равномерно плотный базис, то trL ⊂ tr
{en}
L и, соответственно,

D2,trL ⊂ D2,tr
{en}
L .

И. Я. Арефьева и И. В. Волович в связи с изучением калибровочных полей на физическом
уровне строгости ввели дивергенцию Леви (см. [4], где использовался термин функциональная
дивергенция). Л. Аккарди, П. Гибилиско и И. В. Волович по аналогии с оператором ∆L ввели в
рассмотрение оператор, который также был назван лапласианом Леви (см. [12, 13]. В терминах
следов Леви определения из [4, 12, 13] можно переформулировать следующим образом.

Пусть {p1, p2, . . . , pd}— ортонормированный базис в R
d. Пусть δ = (δµν)— евклидова метрика

на R
d, E = C1([0, 1],Rd), E0 =

{

γ ∈ E : γ(0) = γ(1) = 0
}

, T 2
E — пространство непрерывных

билинейных функционалов на E ×E, ограничения которых на E0 × E0 имеют вид

Q(u, v) =

1
∫

0

1
∫

0

QV
µν(t, s)u

µ(t)vν(s) dt ds+

+

1
∫

0

QL
µν(t)u

µ(t)vν(t) dt+
1

2

1
∫

0

QS
µν(t)

(

u̇µ(t)vν(t) + v̇µ(t)uν(t)
)

dt, (2.3)

где

QV
µν ∈ L1([0, 1] × [0, 1],R), QL

µν ∈ L1([0, 1],R), QS
µν ∈ L∞([0, 1],R),

QL
µν — симметричный тензор, т.е. QL

µν = QL
νµ, и QS

µν — антисимметричный тензор, т.е. QS
µν = −QS

νµ.

Определение 2.2. След Леви trL — это линейный функционал на T 2
E , определенный по фор-

муле

trLQ =

1
∫

0

QL
µν(t)δ

µνdt. (2.4)
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В [12] была поставлена задача: можно ли представить лапласиан Леви, связанный с калибро-
вочными полями, как среднее Чезаро вторых производных по направлению? Это действительно
так.

Предложение 2.1. Пусть {hn}— слабо равномерно плотный базис в L2([0, 1],R), причем

hn ∈ E0 для всех n ∈ N, и пусть en(t) = panhbn(t). Тогда trL ⊂ d tr
{en}
L и соответственно

D1,trL ⊂ dD1,tr
{en}
L , D2,trL ⊂ dD2,tr

{en}
L .

Замечание 2.1. Определения лапласианов Леви без изменения переносятся на функции,
определенные на W 1,2([0, 1],Rd) и W 1,1([0, 1],Rd), и на функции, принимающие значения в ко-
нечномерных векторных пространствах.

Замечание 2.2. Если в определении следа Леви (2.4) заменить евклидову метрику на метрику
Минковского, то след Леви будет порождать даламбертиан Леви (см. [12, 13]). Даламбертиан
Леви и соответствующую дивергенцию можно определить и с помощью чезаровского усреднения
(см. [8, 30]).

3. Дифференциальные операторы Леви и уравнения Янга—Миллса

Ниже греческие индексы пробегают {1, . . . , d}, если не оговорено обратное. Мы будем исполь-
зовать обозначения Эйнштейна для суммирования и осуществлять опускание и подъем индексов
с помощью евклидовой метрики.

Как и в предыдущем разделе, пусть {p1, p2, . . . , pd}— ортонормированный базис в R
d. Ниже

H1
0 = W

1,2
0

(

[0, 1],Rd
)

:=
{

γ ∈ AC([0, 1],Rd) : γ̇ ∈ L2([0, 1],R
d), γ(0) = 0

}

.

Это гильбертово пространство со скалярным произведением

(γ1, γ2)H1

0

=

1
∫

0

(γ̇1(t), γ̇2(t))Rddt.

Мы считаем, что на MN (C) задана гильбертова норма ‖M‖2 = tr(MM∗). Если B —MN (C)-
значный тензор ранга (0, 2) над R

d, то

‖B‖2 =
d
∑

µ=1

d
∑

ν=1

‖Bµν‖2.

Пусть H0 = L2([0, 1],MN (C)) и (·, ·)H0 — скалярное произведение на этом пространстве.
Ниже связность в тривиальном векторном расслоении с базой R

d, слоем C
N и структурной

группой U(N) задана на R
d как u(N)-значная C∞-гладкая 1-форма A(x) = Aµ(x)dx

µ, опреде-

ленная на R
d. Если φ ∈ C1(Rd, u(N)), то ковариантная производная ∇φ, заданная связностью A,

определяется формулой ∇µφ = ∂µφ + [Aµ, φ]. Соответствующая связности кривизна — это u(N)-
значная C∞-гладкая 2-форма

F (x) =
∑

µ<ν

Fµν(x)dx
µ ∧ dxν , где Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ].

Функционал действия Янга—Миллса определяется формулой

S(A) =
1

2

∫

Rd

‖F (x)‖2dx. (3.1)

Уравнения Янга—Миллса — это уравнения на связность A:

∇µFµν =

d
∑

µ=1

(

∂µFµν + [Aµ, Fµν ]
)

= 0. (3.2)
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Эти уравнения являются уравнениями Эйлера—Лагранжа для функционала действия (3.1). Ка-
либровочное преобразование — это отображение g ∈ C∞(Rd, U(N)), которое действует на связ-
ность по формуле

Aµ(x) → A′
µ(x) = g−1(x)Aµ(x)g(x) + g−1(x)∂µg(x),

а на кривизну — по формуле

Fµν(x) → F ′
µν(x) = g−1(x)Fµν(x)g(x).

Таким образом, функция Лагранжа в (3.1) инвариантна относительно действия калибровочных
преобразований.

Параллельный перенос UA
t (γ) вдоль кривой γ ∈ H1

0 , порожденный связностью A, — это решение
дифференциального уравнения, записанного в интегральной форме:

UA
t (γ) = IN −

t
∫

0

Aµ(γ(s))U
A
s (γ)γ̇µ(s)ds. (3.3)

У этого уравнения имеется единственное решение класса AC([0, 1],MN (C)).
Пусть Lµν(γ, t) и Jλµν(γ, t) для всех γ ∈ H1

0 и t ∈ [0, 1] определены следующим образом:

Lµν(γ, t) = UA
t (γ)−1Fµν(γ(t))U

A
t (γ),

Jλµν(γ, t) = UA
t (γ)−1∇λFµν(γ(t))U

A
t (γ).

Предложение 3.1. Функция H1
0 ∋ γ → UA

1 (γ) бесконечно дифференцируема по Фреше, при-

чем для u ∈ H1
0 выполняется соотношение

∂uU
A
1 (γ) = −UA

1 (γ)

1
∫

0

Lµν(γ, t)u
µ(t)γ̇ν(t)dt−Aµ(γ(1))u

µ(1)UA
1 (γ).

Для доказательства см. [21] (см. также [13,20]).

Определение 3.1. Если f ∈ C1(H1
0 ,MN (C)), то α0-градиент gradα0

f отображения f — это

такой элемент из C(H1
0 ,H

0), что
(

gradα0
f(γ), M ⊗ h

)

H0

=
(

∂hf(γ), M
)

MN (C)

для всех γ ∈ H1
0 , всех таких h ∈ H1

0 , что h(1) = 0, и всех M ∈ MN (C).

Конечно, у отображения f ∈ C1(H1
0 ,MN (C)) может не существовать α0-градиент.

Замечание 3.1. В [23] векторное расслоение над гильбертовым многообразием H1-путей в
конечномерном римановом многообразии M , слоем которого над кривой является пространство
H0-полей над этой кривой, обозначается символом α0. Определение α0-градиента переносится
на пространство функций на гильбертовом многообразии H1-путей, что позволяет перенести
определение лапласиана Леви на случай многообразия (ср. [26]).

Прямым следствием предложения 3.1 является следующее утверждение.

Предложение 3.2. Имеет место соотношение
(

gradα0
UA
1 (γ)

)

µ
(t) = −UA

1 (γ)Lµν(γ, t)γ̇
ν(t). (3.4)

Мы изменим определения дивергенции Леви и лапласиана Леви из предыдущего раздела, так
как измененные определения можно будет перенести на случай риманова многообразия.
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Определение 3.2. Дивергенция Леви div
{en}
L , порожденная ортонормированным базисом

{en} в L2([0, 1],R
d), состоящим из элементов H1

0 , — это линейное отображение из domdiv
{en}
L в

пространство всех MN (C)-значных функций на H1
0 , определенное формулой

div
{en}
L B(γ) = lim

n→∞

1

n

n
∑

k=1

dekB(γ)(ek), (3.5)

где domdiv
{en}
L состоит из всех B ∈ C1(H1

0 ,H
0), для которых правая часть (3.5) существует для

всех γ ∈ H1
0 .

Определение 3.3. Лапласиан Леви ∆
{en}
L , порожденный ортонормированным базисом {en}

в L2([0, 1],R
d), состоящим из элементов H1

0 , — это линейное отображение из dom∆
{en}
L в про-

странство всех MN (C)-значных функций на H1
0 , действующее по формуле

∆
{en}
L f(γ) = div

{en}
L gradα0

f(γ), (3.6)

где dom∆
{en}
L состоит из всех f ∈ C2(H1

0 ,MN (C)), для которых правая часть (3.6) существует.

Пусть BA ∈ C1(H1
0 ,H

0) определена формулой

BA(γ) = (UA
1 (γ))−1 gradα0

UA
1 (γ). (3.7)

Предложение 3.3. Для всех u, v ∈ H1
0 , удовлетворяющих условию u(1) = v(1) = 0, выпол-

няются соотношения

∂uB
A(γ)v =

1
∫

0



Lµλ(γ, t)u
µ(t)γ̇λ(t),

t
∫

0

Lνκ(γ, s)v
ν(s)γ̇κ(s)ds



 dt+

+

1
∫

0



Lνκ(γ, t)v
ν(t)γ̇κ(t),

t
∫

0

Lµλ(γ, s)u
µ(s)γ̇λ(s)ds



 dt−

− 1

2

1
∫

0

(

Jνµλ(γ, t) + Jµνλ(γ, t)
)

uµ(t)vν(t)γ̇λ(t)dt−

− 1

2

1
∫

0

Lµν(γ, t)
(

vµ(t)u̇ν(t) + uµ(t)v̇ν(t)
)

dt, (3.8)

∂v∂uU
A
1 (γ) = UA

1 (γ)

1
∫

0

Lµλ(γ, t)u
µ(t)γ̇λ(t)





t
∫

0

Lνκ(γ, s)v
ν(s)γ̇κ(s)ds



 dt+

+ UA
1 (γ)

1
∫

0

Lνκ(γ, t)v
ν(t)γ̇κ(t)





t
∫

0

Lµλ(γ, s)u
µ(s)γ̇λ(s)ds



 dt−

− UA
1 (γ)

(

1

2

1
∫

0

(

Jx
νµλ(γ, t) + Jx

µνλ(γ, t)
)

uµ(t)vν(t)γ̇λ(t)dt+

+
1

2

1
∫

0

Lx
µν(γ, t)

(

vµ(t)u̇ν(t) + uµ(t)v̇ν(t)
)

dt

)

. (3.9)

Формула (3.9) была доказана в [13] (см. также [9]). Формула (3.8) является следствием фор-
мулы (3.9).
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Теорема 3.1. Пусть в L2([0, 1],R
d) выбран ортонормированный базис en(t) = panhbn(t), где

an = n− d

⌊

n− 1

d

⌋

, bn =

⌊

n+ d− 1

d

⌋

,

{hn}— слабо равномерно плотный базис в L2([0, 1],R), причем hn ∈ W
1,2
0 ([0, 1],R) и hn(1) = 0

для всех n ∈ N. Выполняются следующие равенства:

div
{en}
L BA(γ) = −1

d

1
∫

0

Jµ
µν(γ, t)γ̇

ν(t)dt,

∆
{en}
L UA

1 (γ) = −1

d
UA
1 (γ)

1
∫

0

Jµ
µν(γ, t)γ̇

ν(t)dt.

(3.10)

Теорема 3.1 является прямым следствием предложения 3.3.

Теорема 3.2. Пусть базис {en} определен, как в формулировке предыдущей теоремы. Следу-

ющие условия равносильны:

(1) связность A на R
d является решением уравнений Янга—Миллса (3.2);

(2) BA является решением уравнения

div
{en}
L BA = 0; (3.11)

(3) параллельный перенос UA
1 является решением уравнения Лапласа для лапласиана ∆

{en}
L :

∆
{en}
L UA

1 = 0.

Теорема 3.2 является следствием предыдущей теоремы 3.1. Эквивалентность условий (1)
и (3) — это теорема Аккарди—Гибилиско—Воловича, которая была изначально доказана для ла-
пласиана Леви, определенного с помощью интегрального функционала (см. [12, 13]).

Замечание 3.2. Теорема 3.2 переносится без изменений для даламбертиана Леви и соответ-
ствующей дивергенции и для уравнений Янга—Миллса на пространстве Минковского (см. [13,30]).
О связи даламбертиана Леви и соответствующей дивергенции с уравнениями Янга—Миллса—
Дирака (уравнениями квантовой хромодинамики) см. [8, 30]. О связи этих операторов с уравне-
ниями Янга—Миллса—Хиггса см. [30].

Замечание 3.3. Поле g : R
d → U(N) называется главным киральным полем (см., напри-

мер, [5, 6]). Его интеграл Дирихле имеет вид

1

2

∫

Rd

tr
(

∂µg(x)∂
µg−1(x)

)

dx = −1

2

∫

Rd

tr(Zµ(x)Z
µ(x))dx, (3.12)

где Zµ = g−1(x)∂µg(x). Уравнения движения кирального поля имеют вид
{

divZ = 0,

∂µZν − ∂νZµ + [Zµ, Zν ] = 0,
(3.13)

где Z = (Z1, . . . , Zd). Параллельный перенос можно рассматривать как киральное поле на беско-
нечномерном пространстве H1

0 . Уравнение (3.11) является бесконечномерным аналогом первого
уравнения системы (3.13). В [4] на физическом уровне строгости рассматривались законы сохра-
нения для теории Янга—Миллса на R

3 (см. также [29]). Было показано, что, если связность A

является решением уравнений Янга—Миллса, то можно построить семейство сохраняющихся то-
ков, первым элементом которого является BA. Сохранение тока понималось в смысле (3.11).

Связь между киральными полями и полями Янга—Миллса заключается в том числе в сле-
дующем. Из некоммутативной леммы Пуанкаре, доказанной в [21], следует, что, при некоторых
дополнительных условиях, если B ∈ C1(H1

0 ,H
0) удовлетворяет бесконечномерным аналогам урав-

нений (3.13), то существует такая связность A, что B = BA и A является решением уравнений
Янга—Миллса (см. [30]).
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Замечание 3.4. Определение лапласиана Леви как интегрального функционала было перене-
сено на случай риманова многообразия в работе [26] Р. Леандра и И. В. Воловича. В этой статье
было показано, что теорема об эквивалентности уравнений Янга—Миллса и уравнения Лапласа
для лапласиана Леви верна и в этом случае. Определение лапласиана Леви с помощью чеза-
ровского усреднения вторых производных по направлению было перенесено на случай риманова
многообразия в работе [3] Л. Аккарди и О. Г. Смолянова. Теорема об эквивалентности уравне-
ний Янга—Миллса и уравнения Лапласа—Леви для такого определения была доказана напрямую
(см. [7]), при этом связь определений из [3, 26] не исследовалась. В нашей следующей статье мы
покажем, что второе определение лапласиана Леви на многообразии является расширением пер-
вого.

4. Дифференциальные операторы Леви и инстантоны

В этом разделе d = 4. Оказывается, что если специальным образом выбрать ортонормирован-
ный базис {en} в L2([0, 1],R

4), то уравнения Лапласа для параллельного переноса будут эквива-
лентны уравнениям автодуальности Янга—Миллса.

Пусть ǫµναβ — полностью антисимметричный единичный тензор на R
4, а ∗— оператор Ходжа.

Тогда

(∗F )µν =
1

2
ǫµναβF

αβ .

Введем обозначения F+ = 1
2(F + ∗F ) и F− = 1

2(F − ∗F ). Функционал действия Янга—Миллса
имеет тогда вид

S(A) =
1

2

∫

R4

‖F (x)‖2dx =
1

2

∫

R4

(

‖F+(x)‖2 + ‖F−(x)‖2
)

dx. (4.1)

Из тождеств Бьянки следует, что если связность A является решением уравнений автодуальности

F = ∗F (4.2)

или антиавдоуальности

F = − ∗ F, (4.3)

то связность A будет решением уравнений Янга—Миллса. Если связность A— решение уравнений
автодуальности (4.2) (уравнений антиавтодуальности (4.3)) и при этом интеграл (4.1) конечен,
то A называется инстантоном (антиинстантоном). Если A— инстантон, то функционал действия
Янга—Миллса достигает на A своего минимума среди связностей с одинаковым топологическим
зарядом

k(A) =
1

8π2

∫

R4

(

− ‖F+(x)‖2 + ‖F−(x)‖2
)

dx

(см., например, [5,6]). Пространство модулей инстантонов (классов эквивалентности относительно
калибровочных преобразований) было описано в знаменитой работе [16].

Пусть B —MN (C)-значный антисимметричный тензор ранга (0, 2) над R
4, B — антисимметрич-

ная матрица 4× 4, элементами которой являются матрицы из MN (C), определенная по формуле

Bµν = B 〈pµ, pν〉 .

Теорема 4.1. Пусть T ∈ C1([0, 1], SO(4)) и пусть в L2([0, 1],R
4) выбран ортонормированный

базис eTn (t) = (T (t)pan)hbn(t), где

an = n− 4

⌊

n− 1

4

⌋

, bn =

⌊

n+ 3

4

⌋

,
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{hn}— слабо равномерно плотный базис в L2([0, 1],R), причем hn ∈ H1
0 и hn(1) = 0 для всех

n ∈ N. Выполняются следующие равенства:

div
{eTn }
L BA(γ) =

1

4



−
1
∫

0

Jµ
µν(γ, t)γ̇

ν(t)dt−
1
∫

0

tr
(

Ṫ (t)T−1(t)L(γ, t)
)

dt



 , (4.4)

∆
{eTn}
L UA

1 (γ) =
1

4
UA
1 (γ)



−
1
∫

0

Jµ
µν(γ, t)γ̇

ν(t)dt−
1
∫

0

tr
(

Ṫ (t)T−1(t)L(γ, t)
)

dt



 . (4.5)

Формула (4.5) доказана в [9] для ортонормированного базиса {hn}, где hn(t) =
√
2 sinπnt.

Доказательство без изменений переносится на случай теоремы 4.1. Формулу (4.4) можно получить
как следствие (4.5).

Группы S3
L и S3

R — нормальные подгруппы группы SO(4), состоящие из вещественных матриц,
имеющих вид соответственно









a −b −c −d

b a −d c

c d a −b

d −c b a









,









a −b −c −d

b a d −c

c −d a b

d c −b a









,

где a2 + b2 + c2 + d2 = 1.

Теорема 4.2. Пусть S(A) < ∞. Пусть T ∈ C1([0, 1], S3
R) (T ∈ C1([0, 1], S3

L)), причем

dim span
{

Ṫ (t)T−1(t)
}

t∈[0,1]
> 2.

Пусть базис {eTn} определен, как в формулировке теоремы 4.1. Тогда следующие три условия

равносильны:

(1) связность A на R
4 является инстантоном (антиинстантоном);

(2) параллельный перенос UA
1 является решением уравнения Лапласа для лапласиана ∆

{eTn }
L :

∆
{eTn}
L UA

1 = 0;

(3) BA является решением уравнения

div
{eTn }
L BA = 0.

Эквивалентность условий (1) и (2) доказана в [9]. Как следствие можно получить эквивалент-
ность условий (1) и (3).

5. Дифференциальные операторы Леви в исчислении Маллявэна

В этом и следующем разделах hn(t) =
√
2 sinπnt.

Пусть (Ω,F , P ) — стандартное вероятностное пространство, ассоциированное с d-мерным бро-
уновским движением bt = (b1t , . . . , b

d
t ) на отрезке [0, 1], т.е.

Ω = C0([0, 1],R
d) :=

{

γ ∈ C([0, 1],Rd) : γ(0) = 0
}

,

F — σ-алгебра, порожденная bt, и P — мера Винера. Стохастические дифференциалы Ито и Стра-
тоновича будем обозначать символами db и ◦db соответственно.

Пусть H — вещественное или комплексное пространство. Пусть FC∞(H)— пространство H-
значных C∞-гладких цилиндрических функций с компактным носителем на C0([0, 1],R

d). Пусть
{gn}— произвольный ортонормированный базис в H1

0 . Соболевская норма ‖ · ‖r,p на FC∞(H)
определяется следующим образом:

‖f‖r,p =
r
∑

k=0






E





∞
∑

i1...ik=1

∥

∥

∥∂gi1 . . . ∂gikf
∥

∥

∥

2

H





p/2






1/p

.
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Такое определение не зависит от выбора базиса {gn}. Пространство Соболева W r,p(P,H)— это
замыкание FC∞(H) с помощью нормы ‖·‖r,p. Символ W r,∞(P,H) обозначает проективный предел
proj lim
p→+∞

W r,p(P,H).

Пусть p > 1. Если h ∈ H1
0 , то оператор ∂h можно продолжить по непрерывности до линей-

ного оператора из W 1,p(P,H) в Lp(P,H ⊗ H1
0 ). Это продолжение мы будем обозначать тем же

символом ∂h. Если f ∈ W 1,p(P,H), то существует Df ∈ L2(P,H ⊗H1
0 ), причем (Df, h)H1

0

= ∂hF .

Если f ∈ W 2,p(P,H), то Df ∈ W 1,p(P,H ⊗ H1
0 ) и вторые производные f можно определить

по аналогии. (О различных способах определения пространств Соболева на мерой Винера см.,
например, [19]). 8 Для каждого x ∈ R

d стохастический параллельный перенос Ux(b, t), порож-
денный связностью A, — это решение стохастического дифференциального уравнения в смысле
Стратоновича

Ux(b, t) = IN −
t
∫

0

Aµ(x+ bs)U
x(b, s) ◦ dbµs . (5.1)

Если связность A и все ее производные первого и второго порядка ограничены, у уравнения (5.1)
существует единственное сильное решение.

Пусть стохастические процессы Lx
µν(b, t) и Jx

λµν(b, t), принимающие значения в пространстве
тензоров, определены следующим образом:

Lx
µν(b, t) = Ux(b, t)−1Fµν(x+ bt)U

x(b, t),

Jx
λµν(b, t) = Ux(b, t)−1∇λFµν(x+ bt)U

x(b, t).

Предложение 5.1. Пусть связность A и все ее производные первого и второго порядка огра-

ничены. Тогда Ux(b, 1) ∈ W 1,∞(P,MN (C)). Если u ∈ H1
0 , то

∂uU
x(b, 1) = −Ux(b, 1)

1
∫

0

Lx
µν(b, s)u

µ(t) ◦ dbνt −Aµ(x+ b1)u
µ(1)Ux(b, 1).

Для случая исчисления Маллявэна понятия α0-градиента, дивергенции Леви и лапласиана
Леви можно перенести следующим образом.

Определение 5.1. Если f ∈ W 1,2
(

P,MN (C)
)

, то запись

gradα0
f ∈ L

(

L2

(

[0, 1],Rd
)

, L2

(

P,MN (C)
)

)

означает, что gradα0
f(γ)h = ∂hf для всех h ∈ H1

0 , удовлетворяющих условию h(1) = 0.

Прямым следствием предложения 5.1 является следующее утверждение.

Предложение 5.2. Для h ∈ L2([0, 1],R
d) выполняется соотношение

(

gradα0
Ux(b, 1)

)

h = −Ux(b, 1)

1
∫

0

Lµν(b, t)h
µ(t) ◦ dbνt .

Определение 5.2. Дивергенция Леви div
{en}
L , порожденная ортонормированным базисом

{en} в L2

(

[0, 1],Rd
)

, состоящим из элементов H1
0 , — это линейное отображение из domdiv

{en}
L

в L2(P,MN (C)), определенное следующим образом:

div
{en}
L B(b) = lim

n→∞

1

n

n
∑

k=1

d
∑

µ=1

∂ekB(b)(ek), (5.2)

где последовательность в правой части (5.2) сходится сильно в L2

(

P,MN (C)
)

и область опреде-

ления domdiv
{en}
L состоит из всех B ∈ L

(

L2

(

[0, 1],Rd
)

, W 1,2
(

P,MN (C)
))

, для которых правая
часть (5.2) существует.
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Определение 5.3. Лапласиан Леви ∆
{en}
L , порожденный ортонормированным базисом {en}

в L2

(

[0, 1],Rd
)

, состоящим из элементов H1
0 , — это линейное отображение из dom∆

{en}
L в про-

странство L2

(

P,MN (C)
)

, действующее по формуле

∆
{en}
L f = div

{en}
L gradα0

f, (5.3)

где dom∆
{en}
L состоит из всех f ∈ W 2,2

(

P,MN (C)
)

, для которых правая часть (5.3) существует.

Замечание 5.1. Теория Соболева—Шварца над бесконечномерной гауссовской мерой — это
исчисление Хиды (white noise analysis). В стохастическом анализе наиболее изучен лапласиан Ле-
ви, действующий на обобщенных функционалах Хиды (см. [24,25]). Можно показать, что лапла-
сиан, заданный определением 5.3, не совпадает с таким лапласианом при естественном вложении
пространства Соболева в пространство обобщенных функционалов Хиды.

Пусть

BA,x ∈ L
(

L2

(

[0, 1],Rd
)

, L2

(

P,MN (C)
)

)

определена по формуле

BA,x(b)u = Ux(b, 1)−1
(

gradα0
Ux(b, 1)u

)

= −
1
∫

0

Lx
µν(b, t)u

µ(t) ◦ dbνt .

Замечание 5.2. Пусть χt — индикатор отрезка [0, t]. Рассмотрим случайный процесс

Rx
µ(b, t) := BA,x

µ (b)(pµχt) = −
t
∫

0

Lx
µν(b, s) ◦ dbνs = −

t
∫

0

Lx
µν(b, s)db

ν
s −

1

2

t
∫

0

Jx
νµ

ν(b, s)ds.

Процесс Rx(b, t) =
(

Rx
1(b, t), . . . , R

x
d(b, t)

)

является мартингалом тогда и только тогда, когда связ-

ность A является решением уравнений Янга—Миллса (ср. [14, 15, 17]).

В настоящей статье лапласиан и дивергенция Леви определяются с небольшими отличиями от
статьи автора [31]. Тем не менее, доказательства из [31] переносится практически без изменений
для утверждений, приведенных ниже в этом разделе.

Предложение 5.3. Пусть связность A и все ее частные производные до третье-

го порядка включительно ограничены. Тогда Ux(b, 1) ∈ W 2,∞
(

P,MN (C)
)

и BA,x ∈
L
(

L2

(

[0, 1],Rd
)

, W 1,2
(

P,MN (C)
)

)

. Если u, v ∈ H1
0 и u(1) = v(1) = 0, то

∂uB
A,x(b)v =

1
∫

0



Lx
µλ(b, t)u

µ(t),

t
∫

0

Lx
νκ(b, s)v

ν(s) ◦ dbκs



 ◦ dbλt+

+

1
∫

0



Lx
νκ(b, t)v

ν(t),

t
∫

0

Lx
µλ(b, s)u

µ(s) ◦ dbλs



 ◦ dbκt−

− 1

2

1
∫

0

(

Jx
νµλ(b, t) + Jx

µνλ(b, t)
)

uµ(t)vν(t) ◦ dbλt −

− 1

2

1
∫

0

Lx
µν(b, t)

(

vµ(t)u̇ν(t) + uµ(t)v̇ν(t)
)

dt, (5.4)
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∂v∂uU
x(b, 1) = Ux(b, 1)

1
∫

0

Lx
µλ(b, t)u

µ(t)





t
∫

0

Lx
νκ(b, s)v

ν(s) ◦ dbκs



 ◦ dbλt +

+ Ux(b, 1)

1
∫

0

Lx
νκ(b, t)v

ν(t)





t
∫

0

Lx
µλ(b, s)u

µ(s) ◦ dbλs



 ◦ dbκt−

− Ux(b, 1)

(

1

2

1
∫

0

(

Jx
νµλ(b, t) + Jx

µνλ(b, t)
)

uµ(t)vν(t) ◦ dbλt+

+
1

2

1
∫

0

Lx
µν(b, t)

(

vµ(t)u̇ν(t) + uµ(t)v̇ν(t)
)

dt

)

. (5.5)

Теорема 5.1. Пусть связность A и все ее частные производные до третьего порядка вклю-

чительно ограничены. Пусть в L2

(

[0, 1],Rd
)

выбран ортонормированный базис en(t) = panhbn(t),
где

an = n− d

⌊

n− 1

d

⌋

, bn =

⌊

n+ d− 1

d

⌋

.

Выполняются следующие равенства:

div
{en}
L BA,x(b) = −1

d

1
∫

0

Jxµ
µν(b, s)db

ν
s , (5.6)

∆
{en}
L Ux(b, 1) =

1

d
Ux(b, 1)





1
∫

0

Lx
µν(b, t)L

xµν(b, t)dt −
1
∫

0

Jxµ
µν(b, s)db

ν
t



 . (5.7)

Теорема 5.2. Пусть связность A и все ее частные производные до третьего порядка вклю-

чительно ограничены. Пусть базис {en} определен, как в формулировке предыдущей теоремы.

Следующие условия равносильны:

(1) связность A на R
d является решением уравнений Янга—Миллса (3.2);

(2) для стохастического параллельного переноса Ux(b, 1) выполняется соотношение

∆
{en}
L Ux(b, 1) =

1

d
Ux(b, 1)

1
∫

0

Lx
µν(b, t)L

xµν(b, t)dt; (5.8)

(3) BA,x является решением уравнения

div
{en}
L BA,x = 0.

Замечание 5.3. В [31] рассматривался только случай связности в тривиальном расслоении
над R

d. Лапласиан Леви на пространстве Соболева над мерой Винера на компактном римано-
вом многообразии и его связь с уравнениями Янга—Миллса в векторном расслоении над этим
многообразием рассматривались в работе [26] Р. Леандра и И. В. Воловича. При этом лапласиан
Леви в этой работе определялся как интегральный функционал, заданный специальным видом
второй производной. В отличие от детерминистского случая в стохастическом случае лапласиан
Леви, определенный как среднее Чезаро вторых производных по направлению, не является рас-
ширением лапласиана Леви, определенного как интегральный функционал, так как у значения
лапласиана Леви из [26] на стохастическом параллельном переносе нет первого слагаемого из
правой части (5.7). На данный момент связь между лапласианом, заданным определением 5.3, и
лапласианом, введенным в [26], не исследована.
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Функционал действия Янга—Миллса можно выразить как аналог интеграла Дирихле, где сто-
хастический параллельный перенос является киральным полем, суммирование заменено на усред-
нение по Чезаре, а мера Лебега замена на произведение меры Лебега и меры Винера.

Теорема 5.3. Если S(A) < ∞ и

−
∫

Rd

tr
(

∇µF
µ
ν(x)∇λF

λν(x))dx < ∞,

то

lim
n→∞

1

n

n
∑

k=1

d
∑

µ=1

1

2

∫

Rd

E
(

tr
(

∂pµhk
Ux(b, 1)−1∂pµhk

Ux(b, 1)
)

)

dx = S(A). (5.9)

Функционал действия Янга—Миллса выражался с помощью стохастического параллельного
переноса при d = 4 другим способом в [14,15, 17].

6. Дифференциальные операторы Леви в исчислении Маллявэна и инстантоны

В этом разделе снова d = 4.

Теорема 6.1. Пусть T ∈ C1([0, 1], SO(4)) и пусть в L2([0, 1],R
4) выбран ортонормированный

базис eTn (t) = (T (t)pan)hbn(t), где

an = n− 4

⌊

n− 1

4

⌋

, bn =

⌊

n+ 3

4

⌋

.

Пусть связность A и все ее частные производные до третьего порядка включительно ограни-

чены. Для всех x ∈ R
d выполняются равенства

div
{eTn}
L BA,x(b) =

1

4



−
1
∫

0

Jxµ
µν(b, t)db

ν
t −

1
∫

0

tr
(

Ṫ (t)T−1(t)Lx(b, t)
)

dt



 ,

∆
{eTn }
L Ux(b, 1) =

1

4
Ux(b, 1)

( 1
∫

0

Lx
µν(b, t)L

xµν(b, t)dt−

−
1
∫

0

Jxµ
µν(b, t)db

ν
t −

1
∫

0

tr
(

Ṫ (t)T−1(t)Lx(b, t)
)

dt

)

.

Теорема 6.1 является прямым следствием предложения 5.3.

Теорема 6.2. Пусть T ∈ C1
(

[0, 1], S3
R

)

(T ∈ C1
(

[0, 1], S3
L

)

), причем

dim span
{

Ṫ (t)T−1(t)
}

t∈[0,1]
> 2.

Пусть базис {eTn} определен, как в формулировке теоремы 6.1. Пусть S(A) < ∞. Пусть связ-

ность A и все ее частные производные до третьего порядка включительно ограничены. Пусть

x ∈ R
d. Тогда следующие три условия равносильны:

(1) связность A на R
4 является инстантоном (антиинстантоном);

(2) для стохастического параллельного переноса Ux(b, 1) выполняется:

∆
{eTn}
L Ux(b, 1) =

1

4
Ux(b, 1)

1
∫

0

Lx
µν(b, t)L

xµν(b, t)dt;

(3) BA,x является решением уравнения

div
{eTn }
L BA,x = 0.
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Доказательство. Докажем нетривиальную часть теоремы. Пусть для простоты x = 0. Будем
обозначать L0(b, t) и J0(b, t) символами L(b, t) и J(b, t). Если выполняется условие (2) или (3)
теоремы 6.2, то

1
∫

0

Jµ
µν(b, t)db

ν
t +

1
∫

0

tr
(

Ṫ (t)T−1(t)L(b, t)
)

dt = 0.

Из теоремы Струка—Варадана о носителе диффузионного процесса (см. [22, 28]) следует, что

1
∫

0

Jµ
µν(γ, t)γ̇

ν(t)dt+

1
∫

0

tr
(

Ṫ (t)T−1(t)L(γ, t)
)

dt = 0

для всех γ ∈ H1
0 . Таким образом, теорема 6.2 является следствием теоремы 4.2. �

Автор благодарит О. Г. Смолянова и И. В. Воловича за полезные обсуждения.
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11. Accardi L. Yang–Mills equations and Lévy–Laplacians// в кн.: Dirichlet Forms and Stochastic Processes

(Beijing, 1993). — Berlin: de Gruyter, 1995. — С. 1–24.
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