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УДК 512-543+512.544 
БЕСКОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ 

Г. А. Носков, В, Н. Ремесленников, В. А. Романьков 

Абстрактной теории групп как самостоятельной области ма­
тематики немногим более 50 лет. В настоящее время ее можно 
охарактеризовать как интенсивно развивающуюся и в то же вре­
мя зрелую область научного знания, оказывающую все более 
возрастающее влияние на развитие математики и естествозна­
ния в целом. 

Говоря о современном состоянии теории групп, нельзя не 
упомянуть имени выдающегося математика М. И. Каргаполова 
(1928—1976 гг.). Ему принадлежит ряд глубоких результатов 
ПО различным направлениям теории групп. Многие важные ис­
следования, проведенные советскими специалистами по теории 
групп в последние 20 лет, вызваны к жизни проблемами, под­
держкой, вдохновляющим вниманием и энергичным участием 
M. И. Каргаполова. 

Наша цель — дать представление о развитии теории беско­
нечных групп за 70-е годы и о современном ее состоянии. Обзор 
написан в основном по материалам работ, прореферированных 
в Реферативном журнале «Математика» в 1971—1977 гг. При 
отборе материала мы руководствовались не только нашим поня­
тием о его важности и нашим вкусом, «о также и наличием до­
статочно полных обзорных статей и монографий по некоторым 
разделам теории бесконечных групп, Именно по этой причине 
мы не затрагиваем здесь такие области, как линейные, абелевы, 
упорядоченные, топологические группы; решетки, радикалы, 
представления групп, групповые кольца и т, д. 

В обозреваемый период прошло несколько международных и 
всесоюзных конференций по теории групп. Дважды в 1973 и 
1976 гг. издавалась Коуровская тетрадь (Коур. тетр.) —сборник 
нерешенных задач в теории групп. Появился ряд монографий и 
учебников, в частности, «Основы теории групп» (Основы) 
М. И. Каргаполова и 10. И. Мерзлякова. 

Авторы благодарят всех, кто оказывал им помощь в напи­
сании данного обзора. 
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§ 1. СВОБОДНЫЕ КОНСТРУКЦИИ 

Исследования групп, заданных порождающими и определяю­
щими соотношениями, составляют самостоятельную обширную 
область, традиционно именуемую как комбинаторная теория 
групп. Теория характеризуется специфическим кругом задач, 
многие из которых имеют свои аналоги в алгебраической топо­
логии. Упомянутый метод задания группы также происходит из 
топологии — так задаются фундаментальные группы топологи­
ческих пространств. Он фигурирует в классических работах Пу­
анкаре, Дена, Нильсена, а впервые явно определен Диком в 
1882—1883 ГГ. 

Своим 'Названием теория обязана комбинаторному методу 
исследования, заключающемуся в рассмотрении формальных 
слов в заданном алфавите, канонических форм их записи, опе­
рировании с длинами этих слов и т. п. 

За последнее время теория существенно обогатилась новыми. 
подходами к решению задач. Среди них, возрожденный Линдо-
ном и его учениками, геометрический метод, идущий от Пуанка­
ре и Дена,— ему посвящена часть монографии [697]. Усилиями 
Басса и Серра приобрел большое значение язык действия груп­
пы на графе (ом. [203, 308]). Отметим также свободное диффе­
ренцирование Фокса (см. [119]), когомологические методы (см. 
§ 9) и т. д. 

Основы«*омбинаторной теории групп излагаются в учебнике 
Магнуса, Карраса, Солитера [138], монографии Линдома, Шуп-
на [697]. См. также'лекции Козна [431], Йонсона [620]. 

Свободные конструкции. Основными конструкциями, изучае­
мыми в комбинаторной теории групп, являются свободное про­
изведение, свободное произведение с объединением и его обоб­
щение— древесное произведение, а также, так 'называемое, 
Я-МУ-расширение. Дадим им определения и впредь, для крат­
кости, будем их называть свободными конструкциями. 

Если Ai, Ш,— группы с непересекающимися множествами 
порождающих, то их свободным произведением G —ig; Ai на­
зывается группа, задаваемая объединением всех порождающих 
и определяющих соотношений сомножителей. 

Пусть Г—-связный граф без циклов (дерево), вершинами 
которого являются группы Ah iQl, а каждому его ребру ебЕг 
соединяющему вершины Л-(1), Ae(2), сопоставлена группа Не, 
вложенная в эти вершины мономорфизмами фе(1), <рв(2., соответ­
ственно. Древесным произведением групп A;, ig/ , с объедине­
ниями Не, ев£, называется группа G со следующим заданием: 

G - < .*7А; %{1)не=%{2)не, ееЕ >. 
Известно, что подгруппы А„ Ш, вложены в О относительно 
естественных отображений, причем Л-(1)ПЛ<.(2,--=#- для всех 
66 



е£Е. В частном случае, когда Г—дерево с двумя вершинами 
получаем свободное произведение с объединением G — Ai*A% 

Пусть в группе G выделены попарно изоморфные подгруппы 
Ь^щЬ!, iQl. Группа G* с заданием 

G*=-= <G,t.; tT'Lttt^vA, ie/> 
называется ЯА^А -̂расширением с базой G и сопрягаемыми под­
группами Li, qpiL.. Изобретатели этой конструкции Хигман, 
Б, Нейман и X. Нейман (HNN) доказали, что группа G естест­
венно вложена в группу G*. 

Свободные конструкции допускают ясную топологическую 
интерпретацию. Пусть Хи Х2 — ЛИНЕЙНО связные топологические 
пространства с непустым линейно связным пересечением X0. 
Обозначим через Gi фундаментальную группу пространства Xi, 
i = 0, 1, 2. Допустим, естественные гомоморфизмы G0->-Gi, i==1, 2, 
являются вложениями. Тогда фундаментальная группа G про­
странства Х=Х]\]Х2 представляется в виде G=Gioo G2. Приве­
денное утверждение — частный случай теоремы Зейферта — 
Ван — Кампена (см. [142]), из которой также извлекается ин­
терпретация для ЯЛ^-расширений. Пусть X1, Х2 — открытые 
гомеоморфные линейно связные подпространства линейно связ­
ного пространства X, фундаментальные группы которых G., G2 
изоморфно вложены в фундаментальную группу G пространства 
X. Приклеивая пространство XiX[0, 1] в качестве «ручки» к X, 
т. е. отождествляя X.X{0} с Xi, а Я\хШ с X2> получим про­
странство X*, фундаментальная группа которого G* является 
tfNN-расширением с базой G и сопрягаемыми подгруппами 
G1. G2. 

Известны правила орфографии для канонических слов 
представляющих элементы свободных конструкций. Элемент 
свободного произведения с объединением G=-Л*5 однозначно 
записывается в виде g = ha0braib2.. .ап^Ьп, где A6H, d^b^ 
представители смежных классов групп А, В, соответственно, 
по подгруппе H, причем представителем тривиального смежного 
класса выбирается 1 и ah bt=£\ при i=f=0,n. Элемент HNN-
расширения G*~ (G, t; t~lLt^=yL} однозначно представим 
в виде g = g0tetgite3g2...ts"gn, где g-0GG; если .--= — 1 , то gt — 
представитель смежного класса по подгруппе L в G; если 
ег = 1, то gt — представитель смежного класса по подгруппе cpZ 
в G, и в приведенной записи нет подслова вида t8lt_E. 

Чтобы еще раз подчеркнуть связь комбинаторной теории 
групп с топологией, приведем перевод на алгебраический язык 
знаменитой гипотезы Пуанкаре: каждое компактное связное 
односвязное З-многообразие гомеоморфно 3-сфере. Эта гипотеза 
лежит камнем преткновения на пути к классификации компакт-
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иых З-многообразий (случай 2-многообразий полнрстью исчерпан 
(см. [142])). Известно, что компактная связная ориентируемая 
поверхность рода т, имеет фундаментальную группу Фт с за-

т 
данием Ф т = < аи Ьи..., ат Ьт; П[-*-|А1в=-- ) .СТОЛЛИНГС(1962Г.) 

г—! 
и Жако (1962 г.) установили, что утверждение гипЬтезы Пуан­
каре верно в том и ТОЛЬКО в том случае, если любой эпиморфизм 
<p:<J>,„{to}EmXEm> гДе Em—свободная группа ранга т фактори-
зуется через свободное произведение, т. е. представляется 
в виде суперпозиции эпиморфизмов "ф:Фт-*-Л»..5, A, E - £ l , 
%:A*B^FmXFn. 

Структурные теоремы. По известной теореме А. Г. Куроша 
произвольная подгруппа свободного произведения групп также 
является свободным произведением сомножителей определенно­
го вида, Для подгрупп свободного произведения групп с объеди­
нением аналогичное утверждение несправедливо. Первый шаг 
к их описанию сделала X. Нейман, определившая понятие обоб­
щенного свободного произведения. Однако это понятие не позво­
лило удовлетворительно исследовать свойства таких подгрупп. 
Поэтому предпринимались поиски новых подходов, которые да­
ли хорошие результаты. 

Kappac и Солитер [631] доказали следующую свою основ­
ную структурную теорему. Пусть //—произвольная подгруппа 
свободного произведения с объединением G = A*UB. Тогда 
существуют системы представителей {ta}, {sp} группы О 
по двойным модулям (Я, А), (//, .5), соответственно, и множе­
ство элементов г ь г 2 , . . . такие, что: 1) Я порождается эле­
ментами г1 ,г 2 , . . . , и всевозможными подгруппами Я а = 
— HntaAta\ Hft^^HClSpBsJ1; 2) подгруппыНа, Яр порождают 
в Я древесное произведение Т с объединениями U—ЯП taPt^1 

U^=Hf\SpUs-1; 3) Я является некоторым ЯТУТУ-расширением 
с базой Т. Обобщение приведенной теоремы на древесные 
произведения — в работе Фишера [485]. 

В следующей своей работе [632] Каррас и Солитер получили 
аналогичную теорему для подгрупп /ШУ-расширения. Произ­
вольная подгруппа Я в Я.Щ/-расширении G* с базой G сама 
является ЯЖм-расширением, базой которого служит древесное 
произведение подгрупп вида gGg-lf\H, а сопрягаемые подгруп­
пы лежат в вершинах базы и либо совпадают с ними, либо име­
ют вид gLig-ЩН, где Li — сопрягаемые подгруппы группы G*. 

Подгруппам Я/УМ-расширений посвящена также работа 
Шуппа [869]. Уточнения теорем Карраса и Солитера содержат­
ся в их совместной работе с Пиотровски [637]. Свободные кон­
струкции, как видно из приведенных теорем, удобно рассматри­
вать совместно. При некоторых подходах они являются частны­
ми случаями более широких понятий. 
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Теория групп, действующих на деревьях, существенно раз­
витая Бассом и Серром, дала новые эффективные методы иссле­
дования для комбинаторной теории групп. Она изложена в лек­
циях Серра [203] и работах [308, 878]. 

Свободные группы, как показал Серр,— это в точности те 
группы G, которые допускают такое действие на некотором де­
реве, при котором каждый элемент g&G, g=>*= 1, не стабилизиру­
ет ни одной вершины дерева. Отсюда, в частности, автоматичес­
ки следует, что произвольная подгруппа свободной группы так­
же свободна. 

Графом групп (@, Г) называется связный граф Г, в котором 
а) каждой вершине v&V(T), и каждому ребру е£Е(Т) сопостав­
лены группы G,j, Ge, соответственно; б) для любого еб£(Г) 
указаны вложения группы Ge в группы G-,, Gw, где вершины 
v, w соединяются ребром е (если v — w, TO вложения, вообще го­
воря, разные). Серр ввел понятие фундаментальной группы 
я(@, Г, Т) графа групп (©, Г) относительно максимального под­
дерева Т графа Г. Обозначим через G(T) древесное произведе­
ние относительно Т. Для каждого ребра е из Г \ Г группа G(T) 
содержит пару подгрупп, изоморфных G-, так что можно скон­
струировать ЯМУ-расширение. После того, как будут проделаны 
все такие ЯЛ/ЛЛ-расширения, получится группа п(®, Г, Т). 

Основная структурная теорема, доказанная Серром в [203], 
утверждает, что представление группы G как л(<8, Г, Т) экви­
валентно определению действия G на дереве X («универсальной 
накрывающей (@, Г, Г)»). Отсюда в качестве следствия полу­
чаем теорему о подгруппах: если Н .подгруппа G=.rt(©, Г, Т)„ 
то Я также действует на X, поэтому Я = я(© /, Г', Т) для фак-
торграфа групп (<3', Г'). 

Столлинге (1968 г.) ввел понятие биполярной структуры на 
группе (разбиения на непересекающиеся множества с опреде­
ленными свойствами) и доказал, что группа обладает ею тогда 
и ТОЛЬКО тогда, когда она представима в виде нетривиальной 
свободной конструкции. В качестве следствия из этой теоремы 
вытекает ряд утверждений о строении подгрупп свободных кон­
струкций. 

Топологические методы и формализм теории группоидов для 
обобщения теорем Карраса и Солитера использовали Кроуэлл и 
Смайт [446]. Топологический подход к описанию подгрупп сво­
бодных конструкций содержится также в работе Шипмана 
[419]. 

Ордман [775, 776], приводит общую теорему о строении под­
групп свободных произведений, из которой, в частности, следу­
ют теоремы Куроша и Грушко. Теоремы Куроша и Грушко до­
казываются новыми методами также в работах Бойдрона [366] 
(используется понятие прогрессивности Петреско) и Чизуэлла 
[424] (на основе теорем Басса—Серра). 

Характеризации свободных конструкций. Серр рассмотрел в 
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[878] группы ей свойством (FA): всякое дерево, на котором дей­
ствует G, имеет неподвижную точку. Он доказал, что счетная 
группа G тогда и только тогда обладает свойством (FA), когда: 
a) G не имеет бесконечной циклической факторгруппы, б) G не 
Представляется в виде G=AH*B, Н¥=А, В, в) G конечно по­
рождена. Если не накладывать условие счетности на группу G, 
то; приведенное утверждение также верно, только условие 
в) нужно заменить на условие в') G не является объединением 
возрастающей последовательности G i < G 2 < . . . < G n < • •. 
собственных подгрупп, Как показали Коппельберг и Тите [649], 
бесконечная степень неабелевой конечной простой группы яв­
ляется (FA) -группой. 

Басе [308] конкретизировал утверждение Серра в терминах 
фундаментальных групп. Условия а), б) эквивалентны свойству 
(FA'): если группа б действует без инверсий (ребер) на дереве 
Т, то каждый элемент gGG оставляет неподвижной некоторую 
вершину v&V(T). При выполнении условия (FA0 либо группа G 
оставляет неподвижной некоторую вершину v&V(T), либо яв­
ляется объединением возрастающей последовательности стаби­
лизаторов вершин из V(T). Как показал Басе, каждая проко-
нечная группа удовлетворяет условию (FA')-

, Группы автоморфизмов деревьев исследовали Тите [917] и 
Д; В. Знойно [91]. 

Уоткинс [943] обозревает работы по проблеме графического 
регулярного представления группы, т. е. представления группы 
G как группы Aut r для некоторого графа Г, на вершинах кото­
рого группа G действует как регулярная группа подстановок. 
Существует гипотеза, что все группы разбиваются на два оче­
видным образом непересекающихся класса: группы, допускаю­
щие указанное представление, и группы, в которых каждому 
порождающему множеству элементов Н=Н~1 соответствует не­
тождественный автоморфизм" а такой, что На — Н. См. также его 
работу [944]. . . 

Пытаясь аксиоматизировать комбинаторный метод исследо­
вания, ЛИНДОН (1963 г.) ввел понятие функции длины на груп­
пе. Пусть К — упорядоченная абелева группа. Функцией длины 
на группе G хо значениями в группе К называется отображение 
| \ : G-+-K, отвечающее следующим условиям: a) | x | > 0 •.« 
|х|=-0 тогда и только тогда, когда х—1, б) |лг-| = |х | , 
в) d(x, y)~\{\x\ + \y\ — \xtrl\)>Q, г) d(x,y)>d(x,z) влечет 
d(y,z)=d(x,z), д) d(x,y)+d(x-i,y-i)>\x\<=\y\ влечет х=у. 
Очевидно, что этим аксиомам удовлетворяет обычная функция 
длины в свободной группе. Линдон доказал, что при дополни­
тельном условии | - - | < | x 2 | , если x=?--i, группа с целозначной 
функцией длиньг свободна, более того, она вложима в свобод­
ную группу таким образом, что значения ее функции длины 
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совпадают с длиной относительно некоторого базиса этой сво­
бодной группы. Группа с целозначной функцией длины может 
быть вложена в свободное произведение таким образом, что зна­
чения функции | . | совпадают с естественными длинами эле­
ментов этого произведения. Отсюда следуют теоремы Куроша и 
Грушко. 

Чизуэлл [423] показал, что если на группе G задана цело-
значная функция длины, причем d(x,y) также целозначная 
функция, отвечающая условиям а), б), г), тогда G действует на 
дереве Т с выделенной вершиной Р0» причем для любого x вели­
чина |x| совпадает с длиной редуцированного пути в Г е нача­
лом Р.0 и концом хР0. Он установил ряд свойств таких групп. 
В общем случае, когда функция длины вещественнозначна, кон­
струкция Чизуэлла дает метрическое односвязное линейно связ­
ное пространство, на котором группа G действует в качестве 
группы изометрий. 

Изучению групп с вещественнозначной «функцией длины по­
священа также работа Харисон [545]. О действиях групп на гра­
фах см. также [804]. 

Рассмотрению различных представлений группы в виде сво­
бодного произведения с объединением посвящена работа [777]. 

Свойства подгрупп свободных конструкций. Для свободных 
Конструкций рассматривались следующие утверждения и их 
обобщения: а) конечно порожденная нормальная подгруппа име­
ет конечный индекс, б) конечно порожденная подгруппа конеч­
но определена, в) пересечение конечно порожденных подгрупп 
конечно порождено. Этим вопросам посвящены работы Карраса, 
Солитера, Коэна, Горюшкина, Бернса и др. (см. библиографию). 

Коэн [428] доказал, что почти свободная группа является 
T/N/V-pacroipeHHeM древесного произведения конечных групп, в 
котором сопрягаемые подгруппы лежат в одной вершине-

Ряд утверждений (в основном, известных) о подгруппах 
свободных конструкций доказал топологическими методами 
Третков [923]. 

Подгруппы Фраттини свободных конструкций исследовали 
Ta«r, Алленби (см. библиографию). 

Группы с одним определяющим соотношением. Основным 
стимулом для исследования групп с одним соотношением яв­
ляется тот факт, что в этот класс входят фундаментальные груп­
пы 2-многообразий. Большинство важнейших утверждений о та­
ких группах давно известны (см. [138, 697]). Методы исследо­
ваний групп с одним соотношением основаны на том, что они, 
как правило, представляются в виде свободных конструкций. 

Ряд проблем о группах с одним соотношением сформулиро­
вал Баумслаг [324], Из них решены проблемы 5,9 [486]. 

Структура групп с одним соотношением, имеющих кручение, 
исследовалась Фишером, Каррасом и Солитером [487]. 

Вейнбаум [957], используя геометрические соображения, 
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доказал, что собственное подслово определяющего слова (цик­
лически редуцированного) группы с одним соотношением не 
определяет 1 в этой группе. 

Подгруппы с тождеством в группе с одним соотношением 
описаны А- А. Чеботарем [230]. Имеются также и другие рабо­
ты, относящиеся к данному разделу (см- библиографию). 

Другие вопросы. Хигман предпринял попытку неаксиомати­
ческой характеризации групп без кручения. Он предположил, 
что любая группа без кручения может быть получена из беско­
нечных циклических групп путем построения свободных конст­
рукций, взятия подгрупп и объединений возрастающих последо­
вательностей групп. Баумслаг, Каррас и Солитер [330] показа­
ли, что существует континуум конечно порожденных групп без 
кручения, не получающихся указанным способом. Тем не менее, 
остается открытым 

Вопрос 1. Как неаксиоматически определить класс групп без 
кручения? • 

Класс К групп, получающихся из свободных групп путем 
построения свободных конструкций с условием, что объединяе­
мые и сопрягаемые подгруппы всякий раз свободны, изучали 
Косей и Смайт [445]. Заметим, что в К входят все группы с од­
ним соотношением без кручения и все группы узлов. 

Левин [678] доказал, что группа G=Fn*j?hFm свободна тогда 
и только тогда, когда минимальное число г ee порождающих 
удовлетворяет равенству r = n-\-m—k. 

Базы для коммутантов свободных произведений абелевых 
групп вычисляются в [284, 490, 936—938]. 

§ 2. ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ ОТНОШЕНИЯ 

Построение примеров. Пусть Vn, n>2 — многообразие уни­
версальных алгебр, сигнатура которых СОСТОИТ ИЗ одноместных 
операций а., а г , . . . , ап> и n-местной операции %, связанных 
тождествами: а) (аи а2,... ,ап)Х(ц = аи б) (ааи «а . , . . . 
. . . . аап)Х-а. Через Ап,г обозначим группу автоморфизмов сво-
свободной алгебры ранга г в многообразии Vn- Хигман [581],. 
используя идеи Р. Томспсона, доказал, что при нечетном пгруппа 
An. г. а при четном п ее подгруппа индекса 2, бесконечны, ко­
нечно определены и просты. Поскольку эти группы при различ­
ных п попарно «еизоморфны, тем самым построена бесконечная 
серия групп с указанными свойствами. 

В. Н. Ремесленникову принадлежит следующий простой 
пример конечно определенной про-р-группы G, центр которой 
не конечно порожден. Группа G задается порождающими а, Ь, 
Х\, xs. xi', x2', Ф и определяющими соотношениями: 

1) [xhx'k}~\, i,k = \,2; 
2) aft^a*1, bx'l^b, i = l , 2 ; 
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3) а ф =а&, [а, &] = [&, Ф1 = [*„ф1=1, i = 1 , 2 ; 
4) а 1- .»1 -л+^ . =- a i^ 2 j r , + *- = 1. 

Обозначим через С подгруппу группы О, порожденную элемен-
тами сп = Ь 2 , «eZ. Тогда С —свободная абелева npo-p-
группа счетного ранга, лежащая в центре группы G. 

Если в примере В. Н. Ремесленникова заменить слова «про-
p-группа» на слова «группа», получается пример абстрактной 
конечно определенной группы, центр которой содержит свобод­
ную абелеву группу счетного ранга, т. е. не конечно порожден. 
Более ранний « более СЛОЖНЫЙ такой пример, также принадле­
жащий В. Н. Ремесленникову, содержится в его работе [179]. 

А. Ю. Ольшанский в своем выступлении на 6-м Всесоюз­
ном симпозиуме по теории групп в г. Черкассы (сентябрь 
1978 г.) анонсировал построение примеров: 1) бесконечной не-
абелевой группы без кручения, любая собственная подгруппа 
которой циклична, причем любые две максимальные ее подгруп­
пы имеют тривиальное пересечение; 2) бесконечной группы, лю­
бая собственная подгруппа которой имеет простой порядок, при­
чем любые две подгруппы одинаковых порядков сопряжены 
между собой. 

Тем самым даются контрпримеры к известным гипотезам: 
1) О. Ю. Шмидта — о конечности неабелевой группы, все соб­
ственные подгруппы которой конечны; 2) С. Н. Черникова —О' 
существовании абелевой подгруппы конечного индекса в груп­
пе с условием минимальности; 3) Бэра — о почти полициклич­
ности групп с условием максимальности. 

Результаты А. Ю. Ольшанского изложены в его работе 
«Бесконечные группы с циклическими подгруппами», сданной в 
печать в сентябре 1978 г. Доказательства ведутся на языке 
диаграмм (в смысле книги {697])*. 

Теоремы вложения. Теорема Хигмана о вложении произволь­
ной рекурсивно определенной группы в конечно определенную 
группу доказана новым апособом Аандера [266]. Ее уточнения 
приводятся в работах [42, 356]. 

Ряд теорем вложения в конечно определенные группы дока­
зали Баумслаг, Каннонито, Миллер [329]. В частности, такие 
вложения установлены ими для счетных локально почти поли­
циклических групп и счетных линейных групп. 

ПО теореме Хигмана, Б. Неймана и X. Нейман (1949 г.) произ­
вольная счетная группа G вложима в 2-порожденную группу Я . 
Дальнейшие исследования в этом направлении можно классифи­
цировать следующим образом. 

1) Вложения с сохранением определенных свойств группы G. 
Основные результаты здесь относятся к сохранению свойств 

* Примечание три корректуре. Работа вышла в журнале «Докл. АН 
СССР» ,1979, № 4, 785—788 

73. 



-разрешимости, нильпотентности (ем. по этому поводу § 4) и 
периодичности. ХИКЙН [572] доказал, что счетная я-группа, по­
рожденная элементами ограниченных порядков, вложима в 3-по-
рожденную jt-группу (при этом вложении группа ограниченной 
экспоненты вкладывается в группу ограниченной экспоненты). 
Филипс [793] уточнил утверждение Хикина, доказав вложи-
мость счетной .п-группы в 2-порожденную я-группу. См. также 
[872]. 

2) Вложения с определенным требованием на группу Н. 
Наиболее интересен результат A. П. Горюшкина [58]: произ­
вольная счетная группа G вложима в 2-порожденную простую 
группу Н. Шупп [870] уточняет, что в качестве группы Н мож­
но выбрать подходящую факторгруппу свободного произведения 
H = Zm*Zn, \tn\>2, | n | > 2 . Вложениям в хопфовы и нехопфо-
вы группы посвящены работы [745, 450], соответственно. 

3) Описание SQ-групп. Группа называется SQ-группой, если 
любая счетная группа может быть вложена в подходящую ее 
факторгруппу. Отысканию новых примеров SQ-групп посвяще­
ны работы [717, 754, 854]. Основные результаты в этом направ­
лении изложены в обзоре Шуппа [867]. 

Ряд интересных теорем вложения получен Холлом [539]. 
Группы с малым сокращением. Пусть F—свободная группа 

с базой X, /? —(г*1, r * \ . . . , г!"1}---множество циклически не 
сократимых слов из F, содержащее вместе с кЬждым свои 
элементом все его циклические перестановки. Группа Q с зам 
данием Q= (X;R) имеет меру сокращения X (является 
^-группой), если длина сокращающегося подслова в произведе­
нии любой пары элементов r^rV (r*-.-£r78-/) из R строго мень-
ше, чем Х-min{] гг |, | г ; | } . Группой с малым сокращением, как 
правило, называется группа, допускающая задание с мерой 
сокращения А,<1/5. Изучение таких групп идет от работ Дена, 
рассматривавшего разрешимость в них алгоритмических про­
блем. Ряд важных результатов в этой области принадлежит 
М. Д. Гриндлингеру. 

В обзоре Шуппа [868] о группах с малым сокращением 
формулируются нерешенные вопросы, определяющие в послед­
нее время следующие направления исследований в этой теории. 

1) Равенство элементов и извлечение корней. Шупп [865], 
используя метод диаграмм, дает геометрическое доказательство 
теоремы М. Д. Гриндлингера о том, что произвольное слово, 
определяющее l в J/6-группе, содержит большую часть «екото-
рого определяющего соотношения этой группы. Теорема 
М. Д. Гриндлингера дает алгоритм, решающий проблему слов в 
1/6-группе. Наиболее сильное утверждение — разрешимость 
проблемы равенства в 1/5-группах — получено Линдоном 
(1966 г.) 

Пусть в группе G с мерой сокращения А; — 1/8 относительно 
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задания G=- <x, xi, x2,. . ., xm\ ru r2,.. ., rh> среди определяющих 
соотношений нет слов вида Xх. Тогда, как показал Гоуди [499], 
если для некоторого элемента g£G выполнено равенство gn — xs 

в труппе G, то п делит s и g — xs/n. Липщущ [683] приводит ал­
горитм, решающий вопрос, извлекается ли нетривиальный корень 
из элемента 1/6-грушш. Его результат уточняется в [438]. 

2) Сопряженность элементов и их централизаторы. В рабо­
тах Липшуца [684, 686, 687] доказано, что различные степени 
элемента бесконечного порядка в 1/6-группе не сопряжены. 
Близкие результаты, а также цикличность централизатора не­
единичного элемента в 1/6-группе получил Труффаль [925— 
927]. Алгоритмическая разрешимость проблемы сопряженности 
в 1/5-группах доказана Шуппом (1968 т.). 

Используя геометрические методы, Комерфорд [437] описал 
вещественные (т. е. сопряженные своему обратному) элементы 
1/6-групп. Частные результаты по этому вопросу содержались в 
более ранних работах М. Д. Гриндлингера, Гоуди и др. 

Копредставления групп. Конечное задание группы через по­
рождающие и определяющие соотношения назовем ее копред-
ставлением. Рядом авторов рассматривались связи между раз­
личными копредставлениями групп. Грюнберг [512] отметил 
следующие интересные вопросы в теории копредставлений. 

1).Пусть F/Ri, F/R2 — различные копредставления конечной 
группы G. Будут ли совпадать ранги соотношений R\, i?2? (Ран­
гом соотношений представления F/R называется минимальное 
число порождающих R как нормальной подгруппы в F). 

13 классе всех конечно определенных групп этот вопрос ре­
шился отрицательно. Данвуди [455] указал копредставление 
грушш трилистника G = <a, b; а2Ь~3У от двух порождающих, 
имеющее ранг соотношений 2. 

2) Пусть r(G) —минимальное число соотношений среди всех 
копредставлений конечной группы G. Существует ли среди ми­
нимальных (по числу порождающих) копредставлений группы 
G копредставление, имеющее ранг соотношений r(G)? 

Приведенные вопросы решаются положительно, если спра­
ведливо утверждение 

3) Разность между числом порождающих и рангом соотно­
шений в различных копредставлениях конечной группы являет­
ся инвариантом этой группы. 

Пусть F/R — копредставление группы G, На группе H.—R/R' 
естественным образом задается структура G-модуля, который 
называется модулем соотношений копредставления F/R группы 
G. Утверждение 3) в переложении на модуль R имеет положи­
тельный ответ, т. е. разность между числом порождающих ко­
представления F/R группы G и числом порождающих модуля R 
является инвариантом группы G, если она конечна. Следова­
тельно, положительно решаются и вопросы 1), 2) относительно 
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R, опять же, если группа G конечна. Эти результаты принадле­
жат Грюнбергу (1970 г.) и содержатся в его лекциях [512], спе­
циально посвященных модулям соотношений-

Выделим основные результаты относительно модулей соот­
ношений конечной группы (см. [512]). 

1) Если FlRx, F/R2 — различные копредст'авления группы G, 
то Ru R2 локально изоморфны как G-модули, т. е. для всех 
простых р Ri®l(p)^R2®'l{p)- _Если число порождающих груп­
пы F не минимально, то Ri—R2. Неизвестно, справедливо ли 
это для минимальных копредставлений. 

2) Пусть R = A®P, где Р — ZG-проективный модуль и А 
не имеет проективных прямых слагаемых. Тогда А в некотором 
смысле единственен и называется ядром модуля соотношений. 

По теореме Суона P®Q-=-QGm. В частности, для минималь­
ных копредставлений F/R число т не зависит от выбора R 
и называется рангом копредставлений т — ртО. Для всех раз­
решимых групп G p r G = 0 . _ 

3) Минимальное число порождающих R (ранг R) может быть 
вычислено в подходящем конечном образе. Более_точно, суще­
ствует простое р, делящее | О | такое, что ранг R равен рангу 
RlpR. 

Уже упоминавшийся пример Данвуди [455] показывает, что 
в случае бесконечной группы аналоги утверждений 1), 2), 3) не­
верны и для модулей соотношений. Линдон (1962 г.) доказал, 
что для любых модулей соотношений Ru R2 существуют такие 
свободные ZC-модули Ри Р2, что R-SPi--^-©/5:-. В примере Д&н-
вуди Rl^ZQ,R2®ZG^Ri®ZO~ZQ&ZG. Отсюда получаем, что 
модуль R2 проективен. Однако он не свободен и даже не может 
быть представлен в виде R2~ZQ®M ни для какого модуля М. 

По теореме Ауслендера—Линдона (1955 г.)_ естественное 
представление группы G=F/R в группе A==AutR является точ­
ным. Пасси [784] усилил это утверждение, доказав, что аннуля-
тор модуля R в кольце ZG тривиален. О модулях соотношений 
см. также [118, 748]. 

Открытая проблема Эндруза и Кертиса (1965 г.): если G = 
= <;*;•, x2, • • •. хп\ ri, r2, . . . , r„> тривиальная группа, то можно 
ли последовательностью преобразований Нильсена и сопряже­
ниями одного из элементов перевести набор соотношений в на­
бор порождающих, изучалась Рапапорт. Близка к упомянутой 
следующая проблема Вальдхаузена. 

2. Пусть G=Fn\R—(n—1) —торожденная группа. Верно ли, 
что нормальная подгруппа R содержит элемент некоторой базы 
группы Fn? 

Другие вопросы. Бирман [356] на языке свободного диффе­
ренцирования Фокса дала условие дополняемости данного на-
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бора элементов до базы в свободной группе конечного ранга. 
Дифференцирования со значениями в кольце Z(F/R) использо­
вались А. Ф. Красниковым [118] для установления необходи­
мых и достаточных условий порождаемое™ данным набором п 
элементов группы Fn/R'. 

Данвуди [454] доказал, что из хопфовости группы G=Fn/R 
следует хопфовость группы Fn/R'. 

Фоксовы подгруппы свободных групп изучаются в [527, 614]. 
Центры некоторых групп вычисляются в [440, 522]. 

§ 3. МНОГООБРАЗИЯ 

Книга X. Нейман, «Многообразия групп» (1967 г., русск. 
пер. 1969 г.) подвела итоги предыдущего развития этой сравни­
тельно молодой области теории групп и, как оказалось, послу­
жила сборником проблем на будущее. Большинство из них вско­
ре были решены — это отмечено в специальном обзоре Ковача и 
Ньюмена [651]. 

Обозначим через A, An, Bm, Nh многообразия абелевых, абе-
левых периода п, бернсайдовых периода т, й-нильпотентных 
групп, соответственно. 

Базы тождеств, A. Ю. Ольшанский (1969 г.) установил су­
ществование многообразий, не являющихся конечнобазируемы-
ми, т. е. многообразии, тождества которых не следует ни из од­
ного своего конечного подмножества. Бесконечные неприводи­
мые системы тождеств указали С. И. Адян [2] и Вон-Ли [929], 
причем тождества, приведенные в [929], определяют неконечно-
базируемое подмногообразие в {B4/\N2)2. Таким образом уста­
новлено, что мощность множества всех различных многообра­
зий — континуум. 

Простейшим примером неконечнобазируемого многообразия 
служит -б4-б2 — это независимо и одновременно установили 
Ю. Г. Клейман [112] и Брайнт [393]. Интересно отметить, что 
неконечнобазируемые многообразия могут составлять целый 
бесконечный интервал в решетке многообразий [393]. 

После открытия неконечнобазируемых многообразий получи­
ла дополнительный стимул задача описания многообразий с ко­
нечными базами тождеств. Исследования велись, в основном, 
по двум направлениям: либо устанавливалась конечная базируе-
мость всех многообразий, отвечающих данному тождеству (на­
следственная конечная базируемость), либо выяснялся вопрос о 
существовании конечной базы для тождеств, истинных на дан­
ной группе. Отправными пунктами здесь служат известные тео­
ремы: Линдона (1952 г.) —о конечной базируемое™ нильпотент-
ных многообразий, Коэна (1967 г.)—об условии минимально­
сти для метабелевых многообразий и Оутс—Пауэлла (1964 г.) — 
о существовании конечной базы для тождеств, выполненных 
на конечной группе. 
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Обобщениям теоремы Коэна посвящены работы: [243, 396, 
731,931,932]. 

Хигман (1959 г.) заметил, что любое нильпотентное много­
образие N обладает свойством более сильным, чем конечная ба-
зируемость: для произвольного конечнобазируемого многообра­
зия D произведение ND также обладает конечной базой тож­
деств. В [383] этот результат обобщен на подмногообразия из 
Л-V/Vft. Б общем случае свойство конечной базируемости со­
множителей не переносится на произведение — первый пример 
такого рода указал Вон-Ли [933], причем правым множителем 
в нем являлось многообразие А. Более того, как показано в 
[112], для любого нетривиального конечнобазируемого много­
образия С найдется такое натуральное число k, что произведе­
ние BkC наконечнобазируемо. Отметим, что вопрос о сохранении 
конечной базируемости при операции объединения остается пока 
без ответа, имеются лишь частные результаты [390, 392]*. 

Базы тождеств конкретных многообразий описаны в работэх 
[376, 377, 416, 497, 676, 892]. Обобщения теоремы Коэна на мно­
гообразия, близкие к метабелевым, получены в [94—96]. Теоре­
ма бутс—Пауэлла усиливается в [441]. См. также [372, 391, 
400, 768]. 

Работы [41, 99, 166] посвящены квазимногообразиям групп. 
А. И. Будкин [41] доказал, что система квазитождеств, истин­
ных в свободной неабелевой группе, не имеет базы от ограни­
ченного числа переменных. А. Ю. Ольшанский [166] установил, 
что квазитождества конечной группы обладают конечной базой 
тогда и только тогда, когда все силовские подгруппы этой груп­
пы абелевы. 

Разрешимые многообразия. М. И. Каргаполов и В. А. Чур-
кин [103] доказали, что любое разрешимое многообразие групп, 
не содержащее А2, является подмногообразием в BhNcBm при 
некоторых k, с, т. В частности, конечно порожденные группы 
без кручения в таком многообразии почти нильпотентны. Гроувз 
[503] обобщил это утверждение-на подмногообразия произве­
дений конечного числа разрешимых и локально конечных много­
образий. Все это — итог длительных исследований, к которым в 
обозреваемый период относятся работы {504—506, 520]. Первый 
результат в этом направлении получил А. Л. Шмелыкин 
(1968 г.), доказавший аналогичное утверждение для подмного­
образий из NcA. Остается добавить, что для многообразий, со­
держащих A2, как .показывает пример ZwrZ, оно несправедливо. 

Решетка метабелевых многообразий изучалась детальным 
образом: во-первых, описывались ее элементы, неразложимые в 
объединение собственных подмногообразий, во-вторых, исследо­
вались соотношения дистрибутивности. Правомерность такого 
подхода основывается на теореме Коэна, по которой каждое ме-

* Примечание при корректуре. Контрпример приведен в работе 
Ю. Г. Клеймана «Докл. АН СССР», 1979, 244, № 4, 814—818 
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табелево многообразие является объединением конечного числа 
неразложимых многообразий, а также тем, что единственность. 
такого разложения нарушается при недистрибутивности. 

Неразложимые метабелевы многообразия изучались в рабо­
тах [37, 381, 397, 399, 400, 974, 975]. Их описание в ненильпо-
тентном случае доведено до конца Брайсом [399]. Недистрибу­
тивность решетки нильпотентных многообразий установил 
Хигман, явный пример для подмногообразий из N6 дал В. A. Ро-
маньков [192]. Минимальная граница достигнута Ю. A. Бело­
вым [36], установившим недистрибутивность решетки подмно­
гообразий в A2 ЛN4» поскольку решетка З-нильпотентных много­
образий, описанная ранее в работах В. Н. Ремесленникова и 
Ю. А. Белова, дистрибутивна. Дистрибутивность решетки под­
многообразий из Ap

nAv доказана Ковачем и Ньюменом [650]. 
С другой стороны, в более поздних работах [37, 382, 779] стро­
ятся достаточно узкие недистрибутивные решетки нильпотент­
ных многообразий, в частности, такова решетка подмногообра­
зий в A2A4AN6- Некоторые дистрибутивные решетки описаны в 
[37, ИЗ]. 

Локально конечные многообразия. Кроссовым называется 
многообразие, порожденное конечной группой. Минимальные 
некроссовы многоообразия названы Ковачем и Ньюменом почти 
кроссовыми. Ими же доказано, что таковыми ЯВЛЯЮТСЯ следую­
щие многообразия: 

А, А2
р, Ap(N2/\BQ), p, qФ2 — различные простые, 

Ар(Ыч/\В^, рф2, ApAqAr, р, <7, г —различные простые. 
A. Ю. Ольшанский [162] доказал, что приведенным списком 
исчерпываются все разрешимые почти кроссовы многообразия. 
Это утверждение для частных случаев подтверждалось в рабо­
тах [371, 444, 650]. 

Ю. П. Размыслов [176] впервые построил серию неразреши­
мых почти кроссовых многообразий Ср, р > 3 , причем Ср при­
надлежит кострикинскому многообразию КР локально конечных 
групп простого периода р, является локально разрешимым, но 
неразрешимым многообразием. Построение осуществлено таким 
образом: конструируется в явном виде ненильпотентное много­
образие алгебр Ли Lp_2,p над полем характеристики р>3 с 
(р—2)-энгелевым тождеством, всякое подмногообразие которо­
го нильпотентно. Доказывается, что на алгебрах из LP-2,p МОЖ­
НО ввести операцию по формуле Кэмпбелла-Хаусдорфа и что 
получающиеся группы порождают почти кроссово многообра­
зие Ср. 

Локально конечные многообразия изучаются также в рабо­
тах [164, 291, 508, 699, 971]. 

Свободные группы. Б. Нейман (1966г.) высказал следующую 
г ипотезу: любая автоморфно допустимая подгруппа свободной 
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группы бесконечного ранга является эндоморфио допустимой. 
Коэн (1968 г.) доказал справедливость аналогичного утвержде­
ния для свободных групп бесконечных рангов в многообразиях 
нилыютентных-над-абелевыми групп. В общем случае гипотеза 
Неймана неверна—это установлено в независимых работах 
Брайнта [394] и А. Ю. Ольшанского [165]. Брайнт построил 
контрпример в многообразии (-94A.-V2)A2AG. гДе многообразие 
С определяется тождеством [[хи х2], \х3, хА], x s . х6]\. 
А. Ю. Ольшанский доказал несовпадение автоморфного и эндо-
морфного замыканий элемента 1}) — \х\, x\Xi, х\х>\ в свободной 
группе с базой x1, x2, x3> 

Новое доказательство теоремы Магнуса о свободе содержит­
ся в работе [406], ее усиление —в [871]. 

Уточнения оценки для ранга пересечения конечно порожден­
ных подгруш! свободной группы, получены в [416, 618]. 

Пример эндоморфно допустимой подполугруппы свободной 
группы, не являющейся подгруппой, дан в [652]. В [700] ука­
зывается свойство, характеризующее все возможные контрпри­
меры (первый из них указан Данвуди) к ослабленной формули­
ровке теоремы Ауслендера—Линдона: если .S<Fn, R>Fn, 
S'^R', n>2, то £ < # (в теореме S4Fn). 

Автоморфизмы свободных групп. Хиггинс и Линдой [579] 
указали новый метод исследования группы автоморфизмов сво­
бодной группы. Этот метод позволил им получить достаточно 
простое алгебраическое доказательство известной теоремы 
Уайтхеда (1963 г.) об автоморфной сопряженности элементов сво­
бодной группы, доказанной им топологическими методами. От­
личное от нильсенова задание группы автоморфизмов свободной 
группы через порождающие и определяющие соотношения по­
лучено в работе Маккула [719], в основе которой также лежит 
идеи Хипгинса и Линдона. См. также его работу [721]. 

Изучение группы автоморфизмов свободной группы с исполь­
зованием понятия функции длины — в работе [600]. 

Пусть U = {«i, и2, ..., ит} — набор циклически несократимых 
слов свободной группы Fn. Маккул [720] рассматривает группу 
Av автоморфизмов Fni стабилизирующих U с точностью до цик­
лического сокращения. Основной его результат — конечная 
определенность группы Аи. Доказательство осуществляется по­
строением конечного связного 2-комплекса, фундаментальная 
группа которого изоморфна Ac?. Отмечается, что тот же резуль­
тат получается и для обычных стабилизаторов. Стабилизаторы 
некоторых коммутаторов свободной группы вычислены в [407]. 

Работы Дайер и Форманека посвящены доказательствам со­
вершенности некоторых групп автоморфизмов. В [463] это 
установлено для группы Aut Fn, в [464] — для группы автомор­
физмов свободной 2-нильпот.ентной группы ранга m{ne}l, 3. В ра­
боте [462] доказан наиболее общий результат о совершенности 
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группы автоморфизмов Aut F/R' при выполнении некоторых 
условий на R. 

В работе Дайер и Скотта [465] получены некоторые струк­
турные теоремы, связанные с действием на свободной группе 
конечной группы автоморфизмов. Периодические автоморфизмы 
свободной группы F2 изучает Мескин [737]. 

Другие вопросы. Ступени нильпотентности свободных групп 
конечного ранга в произведениях многообразий примарных экс­
понент вычисляются в [242]. Сплетения абелевых групп иссле­
дуются в [102, 210]. В. И. Сущанский в работе [209] вычислил 
знгелеву длину е многообразия A™, доказав, что е строго мень­
ше ступени нильпотентности свободной группы ранга 2 в этом 
многообразии. См. также [886., 941]. 

Минимальные ранги свободных групп, порождающих неко­
торые многообразия, вычисляются в [525, 526, 532, 778, 930]. 
Классы групп, связанные с многообразиями, рассматриваются в 
[395, 542, 544, 576]. 

Разложения в нетривиальные прямые произведения конеч­
ных свободных в некоторых многообразиях групп приводит 
Хаутон [604]. Критические группы многообразий изучает 
Брайнт [388, 389]. 

Вербальные подгруппы групп рассматриваются в [19, 20, 
970]. 

В работе О. Н. Головина и М. A. Бронштейна [44] система­
тизируется накопленный материал по точным операциям. 
В. В. Лиманский [135] доказывает аналог теоремы Ремака— 
Шмидта для случая нильпотентного произведения. Г. A. Иовак 
[157, 158] изучает разрешимые произведения. 

§ 4. РАЗРЕШИМЫЕ ГРУППЫ 

Круг работ ло разрешимым группам и их обобщениям чрез­
вычайно широк. Мы имеем возможность рассмотреть здесь лишь 
некоторые основные магистрали, проложенные исследователями 
в этой области. Относительно других направлений, ОТНОСЯЩИХ­
СЯ в ОСНОВНОМ К различным обобщениям понятия разрешимости, 
см. монографию Робинсона [832]. См. также лекции Баумслага 
[312] и Уорфилда [942] о нильпотентных группах. 

Важное значение имеет короткий, но удивительно емкий, до­
клад М. И. Каргалолова на 2-ой международной конференции 
по теории групп в 1973 г. [629]. В нем приведены результаты 
Новосибирской теоретико-групповой школы, создателем которой 
является М. И. Каргаполов- Кроме того, там же были отмечены 
интересные проблемы в теории разрешимых групп, большинство 
из которых не решены до сих пор. Этот доклад служит прекрасным 
примером того, как М. И. Каргаполов умел концентрировать вни­
мание на актуальных, важных задачах, и как он мог не только 
вдохновляться сам, но и воодушевлять других на их решение. 
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Условия конечности. Содержателен обзор Робинсона [838]., 
включающий в себя исторические замечания по развитию тео­
рии групп с условиями конечности на абелевы подгруппы, а 
также обрисовывающий современное состояние этой теории. 

Исследования по разрешимым группам c различными усло­
виями конечности начались в 40-е годы работами О. Ю. Шмид­
та и C. Н. Черникова. О. Ю. Шмидт (1945 г.) под влиянием 
известной теоремы С. H. Черникова доказал, что разрешимая 
группа с условием минимальности на абелевы подгруппы 
является конечным расширением прямой суммы конечного чис­
ла квазициклических групп (черниковской группой). С. Н- Чер­
ников (1951 г.) обобщил это утверждение на локально разре.-
шимые группы. 

A. И. Мальцев (1951 г.) доказал, что разрешимые группы с 
условием максимальности на абелевы подгруппы полициклич-
ны. М. И. Каргаполов (1962 г.) установил, что разрешимые 
группы с абелевыми подгруппами конечных рангов сами имеют 
конечный ранг. Наконец, в 1963 году М. И. Каргаполов доказал,. 
что локально конечная группа, все абелевы подгруппы которой 
конечны, сама конечна. Этот результат независимо получен 
Холлом и Кулатилакой (1963 г.). 

Локально разрешимые группы рассматривали Ю. М. Горча­
ков (1964 г.), установивший конечность ранга периодической 
группы с абелевыми подгруппами конечного ранга, и Ю. И. Мер­
зляков (1964 г.), доказавший, что если ранги абелевых подгрупп 
локально разрешимой группы ограничены сверху числом п, то 
сама группа имеет ранг не выше, чем /(я.) для некоторой нату-
ральнозиачной функции f. Для локально разрешимых групп без 
кручения конечная порожденность абелевых подгрупп не влечет 
конечности ранга всей группы, — соответствующий пример так­
же построен Ю. И. Мерзляковым (1969 г.). 

Отметим, что теорема М. И. Каргаполова 1962 г. названа 
в обзоре [838] «наиболее глубоким результатом в разрешимых 
группах». 

Близки к этой тематике работы С. И. Адяна и В. П. Шунко-
ва (ом. § 5). 

В дальнейшем теория групп с различными условиями на 
подгруппы развивалась школой С. Н. Черникова. В работах 
С. Н. Черникова и его учеников рассматривались не только 
группы, в которых наложены те или иные условия конечности 
на подгруппы, но и различные условия дополняемости под­
групп — здесь много интересных результатов получил Д. И. Зай­
цев, условия нормальности подгрупп и т. п. Установлено, напри­
мер, что бесконечная локально разрешимая группа с условием 
минимальности для неинвариантных абелевых подгрупп содер­
жит бесконечную абелеву нормальную подгруппу конечного ин­
декса. Большая часть этих работ, в том числе обзорного харак-
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тер а, опубликованы в сборниках [64—66, 100, 101, 156]. См.. 
также обзорные статьи [81, 235, 237]. 

Грюнберг [511] обсуждает идеи Холла в связи с рассмотре­
нием разрешимых групп, групповые кольца которых нётеровы. 
Методы теории колец применяются для исследования групп 
A. Л. Шмелькиным [247], ем. также [11, 12]. 

Бэр (1965 г.) доказал, что разрешимая группа с условием 
минимальности для нормальных подгрупп периодична. В работе 
[570] установлено существование неразрешимой локально 
разрешимой группы без кручения, не удовлетворяющей условию 
минимальности для нормальных подгрупп. Аналогичный пример 
в периодическом случае построил Маклейн (1956 г.). Группы с 
условием минимальности для нормальных подгрупп исследуют­
ся также в работах Силкока (см. библиографию), Обзор по 
этой теме — в работе Уилсона [972]. 

В 1969 г. Хейнекен и Мохамед построили пример группы с 
нормализаторным условием и тривиальным центром. Различ­
ные обобщения этого результата содержатся в работах [223, 
565, 568, 569, 664]. См. также [554]. 

Д. И. Зайцев [79] доказал, что для локально, разрешимых 
групп условия минимальности для подгрупп и для «разрешимых 
подгрупп данной ступени разрешимости» эквивалентны. 

Группы, близкие к свободным. Хорошо известна классиче­
ская теорема Магнуса о свободе для групп с одним определяю­
щим соотношением. Н. С. Романовский [190] установил теоре­
мы о свободе для групп, заданных одним определяющим соот­
ношением в многообразиях разрешимых и нильпотентных групп 
данной ступени. Сформулируем один из его результатов. Пусть 
FH) обозначает t-ый коммутант свободной разрешимой группы 
F с базой х, у\, . . . , ут, т^2. Пусть г — элемент из F{k~1)\Fih\ 
взятый в некоторой записи через базисные элементы, а г полу­
чается вычеркиванием х в этой записи. Если (и только если) г 
не сопряжен с г по модулю Fm, то элементы уи •. •, Ут порож­
дают по модулю соотношения г—1 свободную разрешимую груп­
пу той же ступени, что и F. 

Аналогичную теорему о свободе в многообразиях N-A, с ^ 2 , 
доказал Г. Г. Ябанжи [262]. 

Линдон поставил следующую проблему: пусть группа G за­
дана порождающими x b .. . , хт и п определяющими соотноше­
ниями, .причем т>п. Можно ли из хи . .., хт выбрать такие 
т—п элементов, которые порождали бы в G свободную под­
группу и составляли бы ее базу. Н. C. Романовский [191] дает 
положительный ответ на вопрос Линдона в многообразии всех 
групп и в многообразиях Ап, /гГ5-1. Остается открытым 

Вопрос 3. Верно ли предположение Линдона в многообразии 
Nc, с ^ 2 ? 

Дополняемая подгруппа свободной группы многообразия V 
называется проективной в многообразии У. ХОЛЛ (1954 г.) .вы-
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сказал гипотезу о том, что все проективные группы в многооб­
разиях нулевой экспоненты являются свободными, и установил 
ее для нильпотентных многообразий. В общем случае гипотеза 
Холла оказалась неверной, что следует из результатов П. Ней-
.мана (1967 г.) и A. Ю. Ольшанского (1968 г.). Однако интере­
сен вопрос о ее справедливости для различных «естественных» 
многообразий групп. Опираясь на положительное решение про­
блемы Серра о свободе конечно порожденных проективных мо­
дулей над кольцом многочленов, .В. А. Артамонов [17] подтвер­
дил гипотезу Холла для проективных метабелевых групп конеч­
ного ранга. Ситуация иная в многообразиях AAn> где для любого 
п>2 найдены примеры несвободных проективных групп [288, 
730]. Структура не конечно порожденных проективных метабе-
левых групп пока не исследована. Не получен ответ и на 

Вопрос 4. Верна ли гипотеза Холла в многообразиях A", 
«S--3, ANC, N-A, с ^ 2 ? 

В [827] Ремтулла показал, что для любой конечно порож­
денной З-разрешимой группы G существует число d такое, что 
всякий элемент коммутанта G есть произведение не более чем 
d коммутаторов (число d называется шириной коммутанта G). 
Так как этот результат полезен при изучении коммутанта в 
топологических пополнениях G, то определенный интерес пред­
ставляет 

Вопрос 5. Конечна ли ширина коммутанта произвольной 
конечно порожденной разрешимой группы? 

Пополнения метабелевых групп подробно изучал Ю. В. Кузь­
мин [120, 121]; см. также [655]. Вне класса метабелевых групп 
пополнения разрешимых групп исследованы мало. 

Теоремы вложения. Большинство теорем предыдущего пунк­
та доказаны при помощи вложения Магнуса свободной разре­
шимой группы, суть которого в следующем. 
• Пусть Fn(Ak) —свободная разрешимая группа ступени k и 
ранга п, Г-—левый свободный модуль ранга п над кольцом 
•Z(Fn(AA)). Тогда свободная разрешимая группа Fn(Aft+1) вкла-

f t дывается в группу М матриц вида ( о 1 ). ГДе feFn(Aft), t&T. 
Группу М по другому можно понимать как сплетение свободной 
дбелевой группы ранга п и группы Fn(Ah). Группа Fn(Ah+l) 
«хорошо вложена» в М, так как ее элементы выделяются в М 
.простым линейным уравнением; подробнее об этом в [183]. 
'...',' Благодаря вложению Магнуса, многие вопросы, касающиеся 
разрешимых групп, сводятся к соответствующим вопросам для 
модулей над групповыми кольцами групп меньшей ступени раз­
решимости. В частности, ряд алгоритмических задач для мета­
белевых групп сводятся к задачам для свободных модулей над 
кольцом Z\_X\±X, ..., xn*1]-
" С помощью нового метода Баумслаг [315, 320] и В. Н. Ре­
месленников [180, 182] доказали аналог теоремы Хигмана в 
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многообразии метабелевых групп: любую конечно порожденную 
метабелеву группу можно вложить в конечно определенную 
метабелеву группу. Болер [358] уточнил этот результат для 
метабелевых групп конечного ранга, показав, что большую 
группу также можно выбрать метабелевой конечного ранга. 
В работе Томпсона [916] показано, что конечно порожденную 
разрешимую линейную группу можно вложить в конечно опре­
деленную разрешимую линейную группу- Там же отмечено, что 
группа, построенная в [181], удовлетворяет условию макси­
мальности для нормальных подгрупп, так что .проблема Холла о 
существовании конечно определенных разрешимых групп без 
условия максимальности для нормальных подгрупп остается 
открытой*. В работе [449] построена конечно порожденная раз­
решимая группа, не удовлетворяющая условию максимальности 
для нормальных подгрупп, все центральные факторы которой 
конечно порождены — решение другой проблемы Ф. Холла; 
Остаются открытыми вопросы: 

6. Любую ли конечно порожденную нильпотентную-над-абе-' 
левой группу можно вложить в конечно определенную нильпо-
тентную-над-абелевой группу? 

7. Любую ли конечно определенную в An группу можно вло­
жить в конечно определенную разрешимую группу? 

Холл (1954 г.) доказал ВЛОЖИМОСТЬ произвольной счетной 
абелевой группы в 2-порожденную З-разрешимую группу. 
Б. Нейман и X. Нейман (1959 г.), используя конструкцию 
сплетения, установили, что счетная d-разрешимая группа вло-
жима в 2-порожденную (d + 2)-разрешимую группу. Подобные 
теоремы вложения полезны при решении различных вопросов 
теории групп. В. А. Романьков [193, 194] получил утверждения 
того же типа: 1) конечно порожденная нильпотентная группа 
вложима в 2-порожденную нильпотентную группу; 2) поли­
циклическая группа вложима в 2-порожденную полицикличе­
скую группу. Его методы доказательств отличны от применен­
ных ранее. Они основаны на представлении изучаемых групп 
матрицами. 

Известно, что в классе всех счетных групп не существует 
универсальной группы, т. е. группы, в которую вложима любая 
группа данного класса. М. И. Каргаполов [104] доказал ана­
логичный результат для многообразий N A c^s2, и для счетных 
упорядочиваемых групп. 

Автоморфизмы. С каждой группой G можно связать после­
довательность групп автоморфизмов A1G=AutG, A-G=AutA'G, 

* Примечание при корректуре. Абельс (препринт) доказал, что таким 
1 * 

свойством обладает группа матриц вида ( * ) яад кольцом Z(II/р), 
0 1 
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. . . Ai+1G=AutAiG. Если О — группа без центра, то A'G вкла­
дывается в Ai+IG. Можно определить естественным образом 
AaG для любого порядкового ординала а — получим башню 
групп автоморфизмов. По теореме Виландта последовательность 
групп автоморфизмов конечной группы стабилизируется на ко­
нечном шаге. В работе [825] эта теорема обобщена на черни-
ковские группы. Хале [609] доказал, что башня групп автомор­
физмов полициклической группы стабилизируется на счетном 
ординале. Он же перенес этот результат на разрешимые A3-
группы по классификации A. И. Мальцева. 

Известная гипотеза Баумслага о периодичности, начиная с 
некоторого шага, последовательности групп автоморфизмов 
любой конечно порожденной нильпотентной группы, в какой-то 
мере подтверждается упоминавшимся в § 3 результатом Дайер 
и Форманека о том, что группа автоморфизмов свободной 
2-нильпотентной группы конечного ранга (=5— 1, 3) совершенна 
(для группы ранга 3 совершенна вторая группа последователь­
ности групп автоморфизмов). В связи с этим сформулируем 
открытый 

Вопрос 8. Будет ли совершенной группа автоморфизмов 
произвольной свободной с-нильпотентной группы достаточно 
большого ранга (например, ранга большего с + 1)? 

A. В. Горяга [60] показал, что группа автоморфизмов сво­
бодной с-нильпотентной группы ранга п^3-2с~2 + с, c ^ 2 , 
^-порождена. 

Бахмут и Мочизуки [300] высказали предположение, что для 
любой конечно порожденной группы автоморфизмов конечно 
порожденной разрешимой группы справедливо заключение из­
вестной теоремы Титса о линейных группах: она либо содержит 
свободную неабелеву подгруппу, либо почти разрешима. 
В. А. Романьков [195] установил вложение конечно порожден­
ных групп определенного типа G„ в группы автоморфизмов 
конечно порожденных разрешимых групп #<-. Среди групп Ga 
есть сплетения Г- любой конечной группы Q с бесконечной 
циклической группой. Если в этом сплетении конечная группа С--
неразрешима, то заключение теоремы Титса для него невер­
но— контрпример к предположению Бахмута и Мочизуки. 
Другой такой пример независимо построен ,в работе Хартли 
[561]. Из примера В. А. Романькова извлекается большее: 
во-первых, разрешимую группу На можно выбрать без круче­
ния, во-вторых, если конечная группа С- проста (и неабелева), 
то сплетение Т$ не обладает конечным субнормальным рядом, 
факторы которого либо абелевы, либо представимы матрицами 
над нетеровым коммутативным кольцом — ответ на другой во­
прос из [300]. Остается открытой проблема: какие счетные 
группы иложимы в группы автоморфизмов конечно порожден­
ные разрешимых групп? Примеры невложимых групп пока не 
построены. 
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Часто возникают вопросы о перенесении известных СВОЙСТВ 
линейных групп на матричные группы над телом. Так, Бахмут 
на 2-ой международной конференции по теории групп задавал 
подобный вопрос относительно теоремы Титса. Б. И. Плоткин 
(Коур, тетр., 2.64) — относительно совпадения множества энге-
левых элементов матричной группы с ее локально нильпотент-
ным радикалом. В связи сэтим приведем небольшое замечание, 
сделанное В. А. Романьковым. Можно так модифицировать 
известную конструкцию Е. С. Голода (относительно нее см. на­
пример, Основы), что в результате получится 2-порожденная 
энгелева ненильпотентная упорядочиваемая группа G без кру­
чения. Как известно, групповое кольцо упорядочиваемой группы 
вложимо в тело, поэтому G — матричная группа над телом. 
Легко видеть, что для нее предположения, высказанные в нача­
ле абзаца, несправедливы. 

Группы G, Н соизмеримы, если в них есть изоморфные под-
труппы конечного индекса G0-—#-• Баумслаг [312] показал, что 
соизмеримые конечно порожденные нильпотентные группы 
имеют соизмеримые группы автоморфизмов. Обратное невер­
но,— см. по этому поводу [160]. 

В работе [296] Бахмут, Форманек, Мочизуки доказали, что 
любой тождественный по модулю коммутанта автоморфизм сво­
бодной разрешимой группы ранга 2 (или группы типа F/R' при 
определенных условиях на R) является внутренним.' Эта теоре­
ма, да еще несколько отрывочных фактов, — вот все, что извест­
но в настоящее время о группах автоморфизмов свободных 
разрешимых групп, 

Хейнекен и Либек [567] установили, что любая конечная 
группа G представляется в виде G=Aut#/Aut c#, где Н — 
2-нильпотентная группа периода р2, AutcH — группа автомор­
физмов Я, тождественных по модулю ее центра. Либек [682] 
•обобщил эту теорему, доказав, что irpymny Н с тем .же условием 
можно выбрать в классе 2-нильпотентных групп без кручения. 

Известная теорема Гашюца о существовании внешнего авто­
морфизма у конечной нециклической р-группы обобщена 
А. Е. Залесоким [83] на нильпотентные р-группы. См. также 
{908]. В то же время для произвольных нильпотентных групп 
без кручения теорема неверна [84]. 

Нильпотентные группы, в которых автоморфизмы (эндомор­
физмы) любой подгруппы продолжаются на всю группу, иссле­
дованы А. В. Киркинским [109]. 

Структурные теоремы. В теории конечных групп известен 
результат Гашюца: дополняемость силовских подгрупп абеле-
зой нормальной подгруппы A группы G в силовских подгруп­
пах группы G влечет дополняемость A IB G. Обобщение этого 
результата на бесконечный случай приведено в работе 
Д. И. Зайцева [80]. Вопросы о дополняемости подгрупп рас­
сматривал Ньювел (см. библиографию). В частности, в работе 

87 



[766] им доказано, что если A <1G, A — абелева, G/A — ниль-
потентна и А удовлетворяет условию минимальности, то A 
обладает в G нильпотентньш дополнением N, имеющим конеч­
ный индекс в своем нормализаторе. Для любого другого такого 
дополнения М существует конечная нормальная в G подгруппа 
В из А такая, что BN, ВМ сопряжены.* 

В ряде работ [205, 662, 664, 665, 673] рассматриваются под­
группы и ряды Фраттини. Н. А. Ерзакова и В. А. Чуркин [74] 
построили 2-порожденную 4-разрешимую группу без кручения,, 
подгруппа Фраттини которой ненильпотентна. Пример периоди­
ческой разрешимой группы с таким условием принадлежит 
Холлу. 

Н. Ф. Сесекин [204] доказал, что в группе G — AB, где со­
множители абелевы и хотя бы один из них конечно порожден,, 
найдется нетривиальная нормальная подгруппа N, содержащая­
ся в A или В. Недавно Д. И. Зайцев получил аналогичное 
утверждение для локально циклических подгрупп А, В без кру­
чения. См. также [275, 276, 648], Перестановочные подгруппы 
изучает Леннокс [669, 674]. 

Другие вопросы. Робинсон [831] доказал, что конечно 
порожденная группа, обладающая возрастающим нормальным 
рядом с абелевыми или конечными факторами либо сама ниль-
потентна, либо обладает ненильпотентным конечным гомоморф­
ным образом. 

Леннокс [663] установил, что в классе конечно порожден­
ных групп, обладающих возрастающими нормальными рядами, 
все факторы которых почти абелевы, если все 2-порожденные 
подгруппы группы G полицикличны (почти нильпотентны, сверх­
разрешимы, нильпотентны-над-конечной, нильпотентны, конеч­
ны), то такова и сама группа G. В частном случае этот ре­
зультат содержится в [907], Для свойства метабелевости ана­
логичное утверждение неверно [516]. Об энгелевых группах 
см. [564, 627, 762,913]. 

Б, В. Яковлев [263, 264] рассматривает решеточные изомор­
физмы разрешимых групп, доказывая, что свойство разрешимо­
сти сохраняется при решеточном изоморфизме, однако разре­
шимая группа без кручения, вообще говоря, не определяется 
решеткой своих подгрупп. 

Пусть группа G имеет множество порождающих элементов-
Х~{1, xfj, . . . , я*1 }. Тогда можно определить функцию роста 
Чх{т) = |Xm | . В 1968 г. Милнор поставил проблему: верно ли, 
что каждая конечно порожденная группа имеет либо степенной, 
либо показательный рост? Известно, что почти нильпотентная 
группа имеет степенной рост, в то время как все остальные 
почти разрешимые группы — показательный. См. по этому по­
воду работы [308, 807, 846]. 

* (Примечание при корректуре, См. также работу Д. И. Зайцева -«Алгеб­
ра и логика», 1977, 16, № 3, 303—312 
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§ 5. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ГРУППЫ 

Бернсайдовы группы. В 1968 г. П. С. Новиков и С. И. Адян 
доказали существование бесконечной группы с двумя порожда­
ющими элементами и тождественным соотношением хп—1 при 
любых нечетных показателях n ^ 4 3 8 1 , решив тем самым из­
вестную проблему Бернсайда. 

Обозначим через Вт(п) свободную группу ранга т в берн-
сайдовом многообразии периода п. В монографии С. И. Адяна 
[6] приводится упрощенное доказательство бесконечности груп­
пы Вт(п), т~^2, которое позволило снизить первоначальную 
границу нечетного периода п до п ^ 6 6 5 . Там же получен ряд 
более тонких свойств групп Вт(п) при тех же ограничениях: 
1) централизатор любого неединичного элемента цикличен,— 
решение проблемы М. И. Каргаполова о существовании беско­
нечной группы, все абелевы подгруппы которой конечны; 
2) группа Вг(п) вложима в группу В2(п); 3) при составных п 
группа Вт(п) не удовлетворяет условиям максимальности и 
минимальности для нормальных подгрупп; 4) группа Вт(п) 
имеет показательный рост (определение см. в § 4). В работе 
[245] В. Л. Ширванян обобщил утверждение 2), установив вло­
жение fi<x>(n) {to}52(n). 

Метод, развитый при решении проблемы Бернсайда, позво­
лил ответить на ряд других вопросов в теории групп, в том чис­
ле и вопросов о непериодических группах. Так, в [4] построен 
пример конечно порожденной группы без кручения, в которой 
любые две циклические подгруппы пересекаются нетривиальным 
образом (некоммутативный аналог аддитивной группы рацио­
нальных чисел). Эта группа является центральным расшире­
нием бесконечной циклической группы с помощью группы 
Вт(п). Независимая система соотношений для Вт(п) указана 
В. Л. Ширваняном [246]. Еще одно приложение метода — в ра­
боте С. И. Адяна [7], в которой введено понятие п-периодиче-
ского произведения групп при п ^ 6 6 5 . В классе групп без инво­
люций это произведение оказывается ассоциативной ТОЧНОЙ 
операцией, обладающей свойством наследственности по под­
группам. Тем самым получен частичный положительный ответ 
на вопрос о существовании таких операций, отличных от прямо­
го и свобдоного произведений. 

В 1973 году Бриттон [379] также опубликовал доказатель­
ство теоремы о бесконечности группы Вт(п), т^2, при доста­
точно больших нечетных п. Однако в его доказательстве обна­
ружены пробелы, — см. [6, стр. 6] . 

Для периода 2h, k^3, проблема Бернсайда остается откры­
той. В связи с этим интересен следующий вопрос В. П. Шуико-
ва (Коур. тетр., 4.74): 

9. Существует ли бесконечная простая 2-группа? 
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Новые примеры бесконечных периодических конечно порож­
денных групп построил С. В. Алешин [9]. 

Энгелевы группы. Группа G называется т-энгелевой, если 
на ней выполнено тождество [х, у, у,..., у] — 1. Легко видеть, 

т 
что 2-энгелевы группы З-нильпотентиы. Хейнекен (1961 г.) до­
казал, что 3-энгелевы группы локально нильпотентны. В общем 
случае представляется весьма трудным ответить на 

Вопрос 10. Будет ли произвольная /n-энгелева группа ло­
кально нильпотентной? 

Хейнекен также доказал, что 3-энгелева группа без элемен­
тов порядков 2 и 5 нильпотентна. Ограничение на порядки су­
щественно, как как существует ненильпотентная 3-энгелева 
группа периода 4 (см., например, Основы, стр. 167). C другой 
стороны, Гупта доказал, что любая 3-энгелева 2-группа раз­
решима [521]. 

СИЛЬНЫЙ результат получен Ю. П. Размысловым [177]: сво­
бодная в многообразии Кострикина (р—2)-энгелева группа К 
(р, р—2) периода р ^ 5 и бесконечного ранга не является ниль­
потентной. Известно, что свойства разрешимости и нильпотент­
ности для групп простого периода эквивалентны, поэтому груп­
па К (р, р—2), р ^ 5 , неразрешима. Приведенный результат 
для случая р = 5 независимо получен также Бахмутом и Мочи-
зуки [301]. 

В начале 50-х годов Хигман и Холл высказали предположе­
ние о разрешимости группы Бернсайда 5-.-(4). Райт (1961 г.) до­
казал, что ступень нильпотентности группы Вп{4) не превышает 
3n—1. В действительности, как показали Гупта и Ньюмен [529], 
ступень нильпотентности группы Вп(4) ДЛЯ любого n ^ 2 He 
превышает Зп—2. Из результатов серии работ [528, 533, 529] 
Гупты и других следует, что неразрешимость группы 5-с(4) 
эквивалентна тому, что ступень нильпотентности любой группы 
•5п(4), п.^2, в точности равна 3n—2. По проблеме Холла — 
Хигмана было опубликовано много работ разных авторов (см. 
библиографию), однако существенных продвижений 'в ее ре­
шении они не содержали. 

Окончательный ответ дал Ю. П. Размыслов [178]: группа 
£-0(4) неразрешима. Как уже отмечалось, отсюда следует, что 
ступень нильпотентности группы Вп(4), п ^ 2 , равна 3n—2. 
В работе [178] содержится также короткое доказательство не­
разрешимости групп Boa(ph) для k=2, если р>2 и & = 3, если 
р = 2. 

Локально конечные группы. Самым ярким достижением в 
этой области является положительное решение проблемы мини­
мальности для локально конечных групп: всякая локально ко­
нечная группа с условием минимальности для абелевых под­
групп является черниковской группой. Этот результат [250] 
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.завершает большой цикл работ В. П. Шункова. Модифициро­
ванное изложение имеется в книге Кегеля и Верфрица [641]. 

Существенную роль в доказательстве играет принадлежа­
щая В. П. Шункову харажтеризация группы PSL2(&) над 'бес­
конечным локально конечным полем k нечетной характеристики. 
Если k квадратично замкнуто, то PSL2 (k) содержит бесконеч­
ные 2-подгруппы и характеризуется свойством вложения одной 
единственной подгруппы. Бесконечная собственная подгруппа 
Н группы G называется 2-бесконечно изолированной в G, если 
она содержит, по крайней мере, одну инволюцию и для всякой 
инволюции i£H с бесконечным централизатором имеем CH(i) — 
— CG(i). Пусть G—простая локально конечная группа, содер­
жащая 2-бесконечно изолированную подгруппу Н с бесконеч­
ной 2-подгруппой, причем в Н имеется инволюция с конечным 
централизатором. Тогда существует такое локально конечное 
квадратично замкнутое поле k, что G-=~-PSL2(&) и Н является 
централизатором инволюции в G. Если же поле k не является 
квадратично замкнутым, то группа PSL2(k) не содержит беско­
нечных 2-подгрупп и характеризуется свойством вложения це­
лого семейства подгрупп. А именно, пусть G — простая локаль­
но конечная группа с конечной силовской 2-подгруппой, причем 
для любой инволюции: индекс максимальной нормальной 2'-под-
группы O C G ( 0 в CG(i) конечен. Пусть далее имеется непустое 
множество В бесконечных абелевых подгрупп группы G, такое, 
что: 

(а) Xs&S при всех XgS, gQG, 
(б) если i—инволюция из No{X), X6.3 и Ca(i)&N0{X), то 

централизатор Сх (i) конечен, 
(в) для всякой инволюции i из О существует такая группа 

Х&Е, что C0(i)gNa(X). 
Тогда G=-PSL2(k) для некоторого локального конечного 

поля k нечетной характеристики, не являющегося квадратично 
замкнутым. 

С использованием этой характеризации доказывается сле­
дующая теорема. Пусть G — локально конечная группа, удов­
летворяющая условию минимальности для р-подгрупп, при всех 
простых р. Если централизатор любой инволюции из G являет­
ся черииковской группой, то G почти локально разрешима. 
Изложим схему доказательства. По теореме Черникова любая 
силовокая р-подгруппа Р группы G является черииковской 
группой. Если А — минимальная подгруппа конечного индекса 
в Р, то пара (rank A, |F".A|) называется р-размером группы G, 
p-размеры различных групп лексикографически упорядочены. 
Рассмотрим все примеры G, противоречащие теореме и имею­
щие минимальный 2-размер. Оказывается, среди них обязатель­
но существует простая группа G. Обозначим через 3 множество 
всех максимальных делимых абелевых подгрупп группы G. Мно­
жество В удовлетворяет всем условиям сформулированной вы-

91 



ще хара.ктеризационной теоремы, так что если силовские 2-под-
группы группы G конечны, то G=-PSL2 для некоторого локаль­
но конечного поля нечетной характеристики р. Но тогда G, 
очевидно, не удовлетворяет условию минимальности для абеле-
вых р-подгрупп. Поэтому G должна содержать бесконечные 
2-подгруппы. Если 5 — силовская 2-подгруппа группы G, то 
центр группы'S нетривиален. Если г — центральная инволюция 
из S, то существует X6S такая, что S^CG(z)^.NG(X)=H. 
Подгруппа Я оказывается 2-бесконечно изолированной. Кроме 
того, в Я существует инволюция i с конечным централизатором 
CH(i). Таким образом, применима характеризационная теорема 
и, значит, G-=--PCL2 для некоторого локально конечного поля 
нечетной характеристики, что снова противоречит условию ми­
нимальности. 

Вернемся к теореме В. П. Шункова. Среди локально конеч­
ных групп минимального 2-размера, с условием минимальности 
для абелевых групп, но не черникоеских, существуют простые 
группы. Обозначим множество таких групп через ЗЙ. Допустим, 
что ЗЛ непусто. Противоречие получается, если доказать, что 
существует группа G6SW, все централизаторы инволюций кото­
рой — черниковские. В каждой группе G62JI строится бесконеч­
ная, строго возрастающая последовательность {Mn}neN совер­
шенных -подгрупп таких, что (a) Mn/Z(Mn) ^СпШ, (б) .̂ .-компо­
ненты Тп центра Z(Mn) группы Мп конечны и строго возрас­
тают. Доказывается, что 2-размеры групп Мп и Gn совпадают 
и значит все равны между собой. Известно, что для любой ло­
кально конечной группы Я, порядок р-компоненты группы 
H'f\Z(H) зависит только от p-размера группы Н. В частности 
порядок 2-компоненты Тп группы Z(Mn) — (Mn)'{]Z(Mn) огра­
ничен, что противоречит построению. 

В ряде работ исследуются свойства периодических групп в 
зависимости от свойств централизаторов ИНВОЛЮЦИЙ. Так в. 
[253] доказано, что периодическая группа, обладающая инво­
люцией с конечным централизатором, локально конечна и почти 
разрешима. Если в бесконечной группе G элемент простого по­
рядка порождает вместе со своими сопряженными конечную 
подгруппу, то в G существует элемент конечного порядка с бес­
конечным централизатором [255]. Пусть Н — периодическая 
почти локально разрешимая группа, содержащая элементарную 
абелеву подгруппу L порядка 4. Если централизатор в Я лю­
бой инволюции из L —- черниковская группа, то Н — также чер-
никовская группа [241]. 

В. П. Шунков доказал [252], что локально конечная группа,, 
абелевы подгруппы которой имеют конечные ранги, является 
конечным расширением локально разрешимой группы, в част­
ности, по теореме Стрункова (1964 г.) она имеет конечный 
ранг. В [254] получено следующее обобщение известной теоре­
мы М. И. Каргаполова — Холла — Кулатилаки: бесконечная 
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сопряженно бипримитивно конечная группа обладает бесконеч­
ной абелевой подгруппой. 

Результат В. П. Шункова обобщался на более широкие клас­
сы групп. Группа G называется (сопряженно) бипримитивно 
конечной, если для любой ее конечной подгруппы К в фактор­
группе NG{K)/K любые два (сопряженных) элемента одинако­
вого простого порядка порождают конечную подгруппу. 

В. П. Шунков [249] поставил вопрос: будет ли локально 
конечной (сопряженно) бипримитивно конечная группа с усло­
вием минимальности для абелевых подгрупп? Утвердительный 
ответ получен им же [249] для р-групп, в частности, для 2-групп, 
a A. Н. Остыловским [168] —для групп без инволюций. 

А. И. Созутов и В. П. Шунко© доказали [207], что бипри­
митивно конечная группа, все собственные бесконечные под­
группы которой абелевы, локально конечна. М. В. Носков [161] 
ослабил условие абелевости до условия 2-нильпотентности. 

Обширная литература посвящена силовской теории и теории 
формаций в локально конечных группах (см. библиографию). 

Локально нормальным группам, т. е. периодическим группам 
с конечными классами сопряженных элементов уделяется мно­
го внимания в недавно вышедшей монографии Ю- М- Горчако­
ва [53]. Сформулируем некоторые результаты. Ю. М. Горчаков 
[50] доказал, что финитно аппроксимируемая локально нор­
мальная группа является гомоморфным образом подпрямого 
произведения конечных групп. Коммутант финитно аппрокси­
мируемой локально нормальной группы — подпрямое произве­
дение конечных групп (Томкинсон, доказательство см. в [53]). 
Факторгруппа по центру финитно аппроксимируемой локально 
нормальной группы также подпрямое произведение конечных 
групп (Ю.М. Горчаков [52], Томкинсон). 

§ 6. ФИНИТНО АППРОКСИМИРУЕМЫЕ ГРУППЫ 

Систематическое изучение финитно аппроксимируемых групп, 
сокращенно ФА-групп, началось в конце 50-х годов. Оказалось, 
что конечно порожденные ФА-группы обладают рядом специ­
фических свойств: хопфовостыо, разрешимостью проблемы ра­
венства для конечно определенных групп, группы автоморфиз­
мов таких групп также являются ФА-группами, Кроме того, на 
любой ФА-группе можно определить лроконечную топологию, 
беря в качестве базиса окрестностей единицы все нормальные 
подгруппы конечного индекса. При исследовании свойств 
ФА-группы G часто приходится рассматривать ее пополнение 
G в троконечной топологии: ,про,конечиая группа G— хороший 
топологический объект; компактная группа. 

Естественные подклассы ФА-групп выделяются следующим 
-образом. Пусть р — некоторый предикат, определенный на про­
извольной группе. Говорят, что группа G финитно аппроксими-
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руется относительно предиката р, сокращенно ФАр-группа, если 
для любого набора элементов, не находящихся в отношении р, 
существует гомоморфизм G на конечную группу такой, что об­
разы рассматриваемых элементов так же не находятся в отно­
шении р. Это понятие следующим образом связано с алгорит­
мическими задачами. Для примера рассмотрим предикат со­
пряженности; ФАС-группы. Пусть G— конечно определенная в 
многообразии V группа. Пусть V задано конечной системой тож­
деств и предположим, что G является ФАС-группой. Заметим, 
что в G И этом случае положительно решается проблема сопря­
женности. Последнее означает, что множество таких пар слов 
(а, Ъ), что а сопряжено с Ь в G, рекурсивно. Очевидно, что это 
множество рекурсивно перечислимо. Поэтому достаточно по­
нять, что и дополнение к нему рекурсивно перечислимо. Дей­
ствительно, в силу финитной аппроксимируемости относительно 
сопряженности, дополнение можно перечислить, перебирая все­
возможные гомоморфизмы G на конечные группы. 

В настоящее время можно выделить четыре основных на­
правления в теории ФА-групп, 1. Доказательство ф. а. относи­
тельно различных предикатов для конкретных групп (классов 
групп). 2. Аппроксимируемость конкретных групп (классов 
групп) подклассами конечных групп (нильпотентными, р-груп-
пами, простыми). 3. Проблема рода. 4. Теория проконечных 
групп. 

ФА-группы. Холл (1959 г.) доказал конечность всех подпря-
мо неразложимых конечно порожденных нильпотентных-над-
абелевыми групп. Отсюда следует, что все конечно порожден­
ные нильпотентные-над-абелевыми группы являются ФА-груп-
пами. Там же Холл высказал гипотезу о том, что его результа­
ты можно перенести и на более широкий класс полицикличе-
ских-над-абелевыми групп. Он указал и на принципиальную 
трудность при обобщении результатов — на доказательство ги­
потезы о конечномерности неприводимых представлений поли-
циклических групп над конечными полями. Эта гипотеза Холла 
была подтверждена Роузблейдом [840]. Опираясь на теорему 
Роузблейда, Джатегаонкар [619] доказал, что любая конечно 
порожденная полициклическая-над-абелевой группа является 
ФА-группой; отмеченные теоремы — наиболее глубокие резуль­
таты в этой области теории групп. 

Пример конечно определенной центрально-метабелевой не 
ФА-группы, построенный Баумслагом [321], ошибочен, так как 
его группа оказалась полициклической-иад-абелевой, а потому 
и ФА-группой. Интересным дополнением к статьям Холла 
(1954 г., 1959 г.) является статья Ч. Гупты, Н. Гупты и Рем-
туллы [519]. Результаты этой статьи проясняют границу меж­
ду разрешимыми многообразиями, в которых все конечно по­
рожденные группы являются ФА-группами, и не таковыми. 

По теореме Грюнберга (1957 г.) дискретное сплетение A wr В 
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ФА-групп является ФА-группой тогда и только тогда, когда 
либо .В —конечна, либо А — абелева. А. Н. Мамучишвили [141] 
обобщил эту теорему на £-ступенно нильпотентные сплетения 
для конечно порожденной группы А. Формулировка его теоремы. 
отличается от теоремы Грюнберга только последними словами 
«либо А — &-нильпотентная группа». 

Частные результаты об аппроксимируемости свободных про­
изведений с объединенной подгруппой и ЯМУ-расширений по­
лучены Баумслагом и Третковым [336], Болером и Эвансом 
[359], Дайер [459], Эвансом [479, 480], Грегорацом [501], 
Третковым [921, 922]. Вопросами финитной аппроксимируемо­
сти групп с одним соотношением занимались Гильденхайз [493], 
Прайд [813, 815], Меокин [735]. Баумслаг [313] показал, 
что конечно порожденная свободная над-циклической группа 
является ФА-группой. Остается открытой проблема ' 

11. Любая ли группа узла является ФА-группой? 
Сведение этой проблемы к группам узлов специального 

вида в [359]. 
Перейдем к ФАС-группам. Новое, более совершенное, дока­

зательство теоремы В. Н. Ремесленникова (1969 г.) о том, что 
любая почти полициклическая группа является ФАС-группой, 
получено Форманеком [488]. Эта теорема обобщена Грюневаль­
дом и Сегалом [514], которые показали, что если образы под­
групп А а В сопряжены во всех конечных факторгруппах для 
G, то A и В сопряжены в G. Основным звеном в доказательстве 
их теоремы является следующий результат. Пусть G — почти 
разрешимая группа и М—G-модуль, аддитивная группа которо­
го конечно порождена. Пусть a:.G{to}M— деривация. Тогда образ 
а замкнут в проконечной топологии М. Отсюда легко получает­
ся утверждение о замкнутости G-орбит М; результат, играющий 
определяющую роль, в доказательствах предшествующих авто­
ров. В работе Грюневальда и Сегала обсуждается действие на 
М и неразрешимых групп. В этом случае G-орбиты не всегда 
замкнуты; но если G — арифметическая подгруппа GL(n, Z), 
действующая естественным образом па Zn, TO замыкание любой 
ее орбиты есть объединение конечного числа орбит. Верно ли 
это для конечно порожденных групп, замкнутых в проконечной 
топологии GL(n, Z)? — открытый вопрос. 

То, что свободные группы являются ФАС-группами, установ­
лено рядом авторов, см. [184, 900, 949]. Сохранение свойства 
быть ФАС-группой при свободных произведениях независимо 
доказано В. Н. Ремесленниковым (1969 г.) и Стибом ![900]. 
В. Н. Ремесленников [184] нашел необходимые и достаточные 
условия, при выполнении которых дискретное сплетение ФАС-
групп остается ФАС-группой. Там же показано, что группы 
SL(n, Z) не являются ФАС-груптаами; независимое доказатель­
ство у Г. В. Матвеева и В. П. Платонова (1970 г.). 

В [183] В. Н. Ремесленников и В. Г. Соколов доказали, что 
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свободные разрешимые группы являются ФАС-группами. 
М. И. Каргаполов, Е. И. Тимошенко [105] и Верфриц [950, 954] 
построили простые примеры конечно порожденных метабелевых 
групп, не являющихся ФАС-группами. 

To, что фуксовы группы являются ФАС-группами, доказано 
Стибом [902]. Работы Стиба [903, 904], касающиеся аппрокси-
мационных свойств конечно порожденных нильпотентных групп, 
интересны методами доказательств. Остается открытой проблема 

12. Всегда ли конечное расширение ФАС-группы будет 
ФАС-группой? 

Аппроксимируемость простыми и нильпотентными группами. 
В небольшом обзоре задач и результатов, связанных с ФА-груп-
лами, Магнус (1969 г.) отметил важность исследований по ап­
проксимируемости свободных групп конечными .простыми груп­
пами. Аппроксимации свободной группы F2 ранга 2 некоторыми 
подклассами групп PSL (2, q) были найдены Пелусо (1966 г.), 
Лессом [812], Кацом и Магнусом (1969 г.). В последней работе 
были поставлены вопросы об аппроксимации F2 классом групп 
PSL (2, р"), где р— фиксированное простое число, и классом 
групп PSL (3,p), где р— пробегает все простые числа. 
Ю. М. Горчаков и В. М. Левчук [54] доказали аппроксимируе­
мость F2 любым бесконечным множеством групп PSL(2,<7), 
отсюда вытекает ответ на первый вопрос. Положительный ответ 
на второй вопрос получен В. М. Левчуком [133]. Результаты 
работ [54, 132, 133] резюмирует теорема В. М. Левчука: сво­
бодная неабелева группа аппроксимируется любым бесконеч­
ным множеством полупростых неабелевых факторов групп 
GL(3, q) и групп Сузуки Sz(<7). Тем самым частично решается 
вопрос Ю. М. Горчакова: аппроксимируется ли группа F2 лю­
бым бесконечным набором конечных простых неабелевых групп? 

Из положительного решения этого вопроса вытекало бы по­
ложительное решение близкого к нему вопроса (Коур. тетр., 
ЗЛО; X. Нейман, Многообразия групп. М., Мир, 1969, проблема 
23): 

13. Порождается ли многообразие всех групп любым беско­
нечным множеством конечных простых групп? 

Хейнекен и П. Нейман (1967 г.) .показали, что последний во­
прос положительно решается в классе групп PSL (2,^) и Sz(q), 
и, следовательно, в классе всех известных конечных простых 
групп. Теорема В. М. Левчука перекрывает этот результат и 
подтверждает предположение, выдвинутое Мескнным: свободная 
группа аппроксимируется любым классом двупорожденных 
групп, который порождает многообразие всех групп. 

Перейдем к группам, аппроксимируемым нильпотентными 
группами и конечными p-группами. Наличие таких аппроксима­
ций для группы позволяет использовать при исследовании ее 
свойств методы колец Ли и, переходя к пополнениям, методы 
локальной алгебры. 
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Несколько работ шосвящены ответу на такой вопрос: в каких 
классах групп из аппроксимируемости группы G конечными 
,р-группами по бесконечному множеству простых р следует ап­
проксимируемость G нильпотентными группами без кручения. 
Ю. В. Кузьмин [125] дал утвердительный ответ в случае ко­
нечно порожденных метабелевых групп. Хартли [557] обобщил 
этот результат на конечно порожденные полициклические-над-
абелевыми группы; см. также [364]. 

Г. А. Носков [159] и Сегал [874, 875], опираясь на резуль­
таты Холла и Джатегаонкара, показали, что конечно порож­
денная полициклическая-над-абелевой группа без кручения поч­
ти для всех простых р аппроксимируется почти ®ся конечными 
р-группами. 

Интересную связь между аппроксимируемостью и упорядо-
чиваемостыо группы обнаружил Ремтулла [828]. Он показал, 
что если группа аппроксимируется конечными p-группами для 
бесконечного множества простых р, то она упорядочиваема. В 
неопубликованной работе М. И. Каргаполов доказал еще 'боль­
ше, построив для такой группы центральную систему с факто­
рами без кручения; доказательство см. в [143]. 

Ю. В. Кузьмин [125] нашел необходимые и достаточные 
условия аппроксимируемости конечно порожденной метабелевой 
группы нильпотентными, нильпотентными 'без кручения, конеч­
ными р-группами. Одни из этих условий формулируются на 
языке модуля над групповым кольцом, другие — на языке одно­
значности решения некоторых уравнений. 

Некоторые замечания об аппроксимируемости групп вида 
Fl[R, R], F — свободная группа, R<\F, нильпотентными группа­
ми в [681,747]. 

Проблема рода. Для группы G символом 5"(G) обозначим 
множество всех ее конечных факторгрупп. Говорят, что конеч­
но порожденные ФА-группы О, Н принадлежат одному роду, 
если f (Q) = f(H). Вопрос о мощности a (G) множества классов 
изоморфизмов в роде и есть проблема рода для G. К понятию 
рода можно подойти и с несколько иной точки зрения: если конеч­
но порожденные ФА-группы G,H, принадлежат одному роду, то 
их пополнения в проконечной топологии (7, Й изоморфны. 
Для доказательства обозначим через Q—{QV; *-]-•&} и Н={Яу, -]•*} 
обратные спектры для Q, Н, соответственно, где Gv, Ну — 
факторгруппы О, Н по вербальным подгруппам, отвечающим 
локально конечному многообразию V; фР, "М —соответствую­
щие канонические гомоморфизмы. Пусть 

Isom(0, H)={1som(GK, Ну); eg.}— 
обратный спектр, где Isom(Cv, Ну)-— конечное множество изо­
морфизмов из Оу в Ну, а. 0Р,—-.оператор индуцирования. Любая 
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• ить из предельного множества для I som (Q, Н) определяет 
изоморфизм между Q и Н. 

Для любой абелевой группы G a(G) — L Для нильпотентных 
групп это не так. Наиболее простые примеры неизоморфных. 
нильпотентных групп G, Н, принадлежащих одному роду, по­
строены Баумслагом [323]; G=(a, b; a26=1, b~lab = aB), H = 
— (с, d; c25 = l, d~lcd = cn). Проблема рода для нильпотентных 
групп была исследована Пиккелем [795—797]. Опираясь на 
теорему Бореля о конечности числа ДВОЙНЫХ классов смежности 
для групп аделей линейной алгебраической группы, определен­
ной над Q, он доказал конечность a(G) для любой конечно по­
рожденной нильпотентной группы G. Отметим алгоритмический 
аспект этого результата; из него легко выводится разрешимость. 
проблемы изоморфизма фиксированной конечно порожденной 
нильпотентной группе. Поведение функции <x(G) для нильпо­
тентных групп исследовалось Харари и Пиккелем [540], Мус-
линым [747], Хилтоном и Мислиньгм [591], Лямуром [660].. 
Теорема Пиккеля подсказывает 

Вопрос 14. Для любой ли почти .полициклической группы G 
число cc(G) конечно?* 

Некоторый подход к решению этой задачи в [799]. 
B противоположность нильпотентному случаю существуют 

конечно определенные метабелевы группы, для которых мощ­
ность a(G) бесконечна [798]. Поэтому проблему изоморфизма 
фиксированной метабелевой группе в общем случае нельзя ре­
шить методом аппроксимаций. 

В СВЯЗИ с проблемой изоморфизма свободной (свободной: 
разрешимой группе) сформулируем 

Вопрос 15. Для любой ли конечно порожденной свободной 
. (свободной разрешимой) группы G a(G) = 1? 

В [800] Пиккель показал, что род любой группы не содер­
жит никакой собственной факторгруппы и что ответ на вопрос. 
положителен для групп свободных в некотором нильпотентной 
многообразии. 

Если мы ограничимся только конечными нильпотентными 
группами, то по аналогии с понятием рода придем к понятию 
нильрода. Нильрод нециклической свободной (свободной раз­
решимой) группы содержит более одной группы; Баумслаг 
(1967 г., 1969 г.). В связи с этим Баумслагом было введено по­
нятие парасвободной группы; эта группа Р, которая аппрокси­
мируется нильпотентными группами, и для которой существует 
свободная группа F и вложение q.:F{to}P, индуцирующее изомор­
физмы rp,.: F/Fir+P/Pi no модулю членов нижнего центрального 
ряда. Свойства парасвободных групп исследовались Баумсла­
гом и Стамбахом в [333, 334]. При попытке решить проблему 

* Примечание при корректуре. Грюневальд, Пиккель и .Сегал (препринт) 
доказали конечность a(G) для любой почти полициклической .группы G. 
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15 полезно сначала выяснить, не будет ли группа, принадлежа­
щая роду свободной (свободной разрешимой) группы, пара-
свободной группой, что не является очевидным фактом. • 

Проконечные группы. Обратный предел конечных групп наг 
зывается проконечной группой. Обратный предел конечных 
р-групп называется про-р-группой. Топологическая характерис­
тика проконечных групп следующая: топологическая группа 
тогда и только тогда является проконечной группой, когда она 
компактна и вполне несвязна. Топологическое пространство про­
конечной группы гомеоморфно обобщенному канторову дисконт 
тиниуму DT при подходящем выборе мощности х. Проконечные 
группы играют определяющую роль в исследованиях по теории 
Галуа бесконечномерных алгебраических расширений, в теории 
компактных аналитических р-групп, в арифметических и гео­
метрических вопросах, связанных с локализациями. 

Большинство известных к настоящему времени результатов 
по проконечным группам касаются про-р-групп: 

1. Результаты о когомологической размерности про-р-групп, 
группы Пуанкаре (см. Ж. П. Серр, Когомологии Галуа, М., 
«Мир», 1968). 

2. Порождающие и соотношения про-р-групп (см. X. Кох, 
Теория Галуа р-расширений, M., «Мир», 1973). 

3. Теория компактных аналитических р-групп (см. 
Ж- П. Серр, Алгебры Ли и группы Ли, M., «Мир», 1969; мемуар 
[385]). 

Результаты по проконечным группам трудно обозревать, 
отрывая их от приложений, и мы отметим только работу 
И. В. Андоского [10] и ответ на вопрос 3.40 из Коур. те:гр., по-

' лученный О. В. Мельниковым [145]. : 

§ 7. АЛГОРИТМИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ 

Классические алгоритмические проблемы: равенства, сопря­
женности, вхождения в подгруппу, изоморфизма пришли в тео­
рию групп из топологии. Впервые они были сформулированы 
Деном в начале века. В середине 50-х годов было показано, что 
в классе всех групп они имеют отрицательные решения. Поэто­
му в настоящее время эти проблемы и некоторые другие ставят, 
и решают для конкретных групп (классов групп). 

Пристальное внимание уделяется, кроме того, более тонко­
му анализу характера разрешимости или неразрешимости дан­
ной алгоритмической задачи. Современное состояние теории до­
вольно полно отражено в трудах Калифорнийской (1973 г.) и 
Оксфордской (1976 г.) международных конференций по алго­
ритмическим вопросам алгебры (в основном теории групп) и в 
книге [742]; см. также [361]. 

Разрешимые группы. В классе разрешимых групп возможны 
два подхода к постановкам задач. Первый состоит в том, что 
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алгоритмические проблемы рассматриваются для конечно опре­
деленной группы (множества групп) при условии, что такая 
группа оказывается разрешимой данной ступени разрешимости, 
т. е. предполагается, что условие разрешимости вытекает из 
определяющих соотношений. При втором подходе изучаются 
группы, конечно определенные в данном многообразии. Под­
черкивая огромное значение теоремы Хигмана о вложении ре­
курсивно определенной группы в конечно определенную при 
решении многих алгоритмических задач, мы начинаем с во­
просов 

16. Верна ли теорема Хигмана в многообразии An, т. е. лю­
бую ли рекурсивно определенную в Ап группу можно вложить 
в конечно определенную в Ап группу? 

17. Любую ли рекурсивно определенную в JV-A группу мож­
но вложить в конечно определенную в N-A группу? 

При п = 2, c=\ эти вопросы решаются положительно, так 
как Баумслаг [320] и В. Н. Ремесленников [182] установили, 
что любая конечно порожденная метабелева группа вклады­
вается в конечно определенную метабелеву группу. 

Перейдем к проблеме равенства в An. В силу теоремы Хол­
ла, конечно порожденная метабелева группа финитно аппрок­
симируема, поэтому проблема равенства для групп, конечно 
определенных в многообразии A2, решается положительно. Пря­
мой алгоритм для проблемы равенства в A2 указал Е. И. Ти­
мошенко [213]. С другой стороны, теорема В. Н. Ремесленни-
кова [185] утверждает, что при n ^ 5 существует конечно опре­
деленная в многообразии A™ группа, проблема равенства и ко­
торой решается отрицательно, точнее показано, каким образом 
для каждого «^5-5 может быть выписано конкретное представ­
ление такой группы- Среди нерешенных задач по проблеме ра­
венства в разрешимых многообразиях нами отмечается 

18. Проблема равенства в многообразиях NCA, c>2. 
Результаты, полученные в самое последнее время Г. П. Куки-

ным то проблеме равенства в разрешимых многообразиях алгебр 
Ли, позволяют надеяться на иостроение конечно определенных 
групп в N-A, с ^ 2 , с неразрешимой проблемой равенства. По­
этому границу между разрешимостью и неразрешимостью проб­
лемы равенства следует искать где-то около центрально-мета-
белевых групп. 

19. Проблема равенства в многообразии цеитрально-метабе-
левых групп, 

О проблеме сопряженности в An известно еще меньше. Из 
теоремы В. Н. Ремесленникова следует, что при п ^ 5 сущест­
вуют примеры конечно определенных в многообразии Ап групп, 
для которых она решается отрицательно. С другой стороны, 
Р. А. Саркисян [200] указал алгоритм решения проблемы со­
пряженности для свободных полинильпотентных групп, а Болер 
[•357J —для одного конкретного класса метабелевых групп. 
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По проблеме вхождения имеются два основных результата. 
С одной стороны, Н. С. Романовский [189] доказал, что она 
решается положительно для метабелевых групп. С другой сто­
роны, в [185] указан метод построения конечно определенной 
в многообразии An, п^.4, группы и в ней конечно порожденной 
подгруппы, проблема ©хождения в которую решается отрица­
тельно. По-видимому, теорема Романовского справедлива и для 
конечно порожденных полищшлических-над-абелевьши групп. 
Интересна по постановке задачи и решению ее работа В. М. Ко-
пытова [116]. 

На основе теоремы В. Н. Ремесленникова [185] в [ПО] для 
каждого n ^ 7 построена конечно определенная в A™ группа G 
такая, что не существует алгоритма, выясняющего для любой 
конечно определенной в An группы, изоморфна она G, или нет. 
Здесь интересной нерешенной задачей остается 

20. Проблема изоморфизма для метабелевых групп. 
Напомним, что в классе всех групп отрицательно решается 

проблема изоморфизма единичной группе. В .многообразии An 
аналогичное утверждение неверно, так как там G-H-1 тогда и 
только тогда, когда G/G'¥=\ и, следовательно, проблема сводит­
ся к абелевым группам, где она, .как хорошо известно, решается 
положительно. Можно также доказать индукцией по ступени 
разрешимости, что в An алгоритмически распознаваемы свой­
ства группы быть конечной или нильпотентной. В связи с этим 
представляет интерес нахождение в An границы, разделяющей 
алгоритмически распознаваемые свойства от нераспознаваемых. 
Остаются открытыми и ждут своего решения вопросы M. И. Кар-
гаполова: 

21. Проблема вхождения для свободной разрешимой группы 
ступени п ^ З . 

22. Проблема равенства для групп с одним соотношением в 
многообразии An, n ^ 3 . 

Проблема изоморфизма для нильпотентных групп. Основной 
нерешенной алгоритмической проблемой для нильпотентных 
групп остается проблема изоморфизма. Отметим, что близкая 
к ней по постановке проблема эпиморфизма неразрешима в 
многообразиях N-, сГ5--2 (В. Н. Ремесленников [187]). 

Из ряда серьезных результатов алгоритмического характера 
для линейных алгебраических групп, полученных в последнее 
время Р. А. Саркисяном, следует положительное решение проб­
лемы изоморфизма для конечно порожденных нильпотентных 
групп по модулю выполнимости «принципа Хассе» для одно-
связных полупростых алгебраических групп, определенных над 
полем рациональных чисел. Автор любезно предоставил нам 
рукопись своей статьи, и потому в виду важности результата 
приведем краткую схему доказательства его теоремы. 

Пусть G и Н — изоморфные конечно порожденные НИЛЬПО-
тентные группы. Тогда изоморфны и их мальцевские пополне-
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ния GQ, H Q, что, в силу известной теоремы Мальцева, равно­
сильно изоморфизму соответствующих Q-алгебр Ли L, М. Ре­
шая вопрос об изоморфизме L я М, мы можем считать, что эти 
алгебры изоморфны над полем комплексных чисел, так как эле­
ментарная теория этого поля разрешима. В этом случае можно 
применить теорию неабелевых когомологий (см. Ж. П. Серр, 
Когомологии Галуа, М , «Мир», 1968) и алгебра М изоморфна 
алгебре L тогда и только тогда, когда построенный по М ко­
цикл из множества Я 1 (Gal (Q/Q), AutL) тривиален. В одной 
из своих статей P. A. Саркисян доказал, что тривиальность 
коцикла можно алгоритмически распознать при условии выпол­
нимости «принципа Хассе» для односвязных полупростых ал­
гебраических групп, определенных над Q. Поэтому можно, счи­
тать, что L=M и что G, Я — соизмеримые подгруппы в присо­
единенной группе алгебры Ли L. 

Так как теория поля p-адических чисел Qp с предикатом 
нормирования разрешима, то довольно просто алгоритмически 
проверяется, изоморфны Zp-пополнения групп О и Н, или нет, 
для всех простых чисел р. Из соизмеримости О и Н следует, 
что фактическая проверка нужна только для конечного числа 
простых р. Если для некоторого р ОгфНгр, ТО ОфН, и ал­
горитм заканчивает работу. Если же для всех р Gzp—Hz , то 
в этом случае эффективным способом строится по Я двойной 
смежный класс в группе аделей группы AutL, и вопрос об изо­
морфизме между G и Я сводится к вопросу о тривиальности 
ЭТОГО класса. Последнее, как показал Р. А. Саркисян (снова по 
модулю выполнимости «принципа Хассе»), проверяется алго­
ритмически. В заключение заметим, что выполнимость «прин­
ципа Хассе» доказана для всех односвязных полупростых ал­
гебраических групп, кроме группы Es. 

При любом решении вопроса о тайне группы Ев, остается 
нерешенной 

23. Проблема изоморфизма для полициклических групп. 
Неразрешимые группы. Новое доказательство теоремы Но­

викова— Буна о неразрешимости проблемы равенства слов в 
[730]. Коллинз [433] строит конечно определенную группу, 
проблема равенства для которой имеет произвольно заданную 
рекурсивно перечислимую табличную степень неразрешимости; 
о степенях неразрешимости проблемы равенства в других 
иерархиях см. [360, 982]. В [434] показана несводимость друг 
к другу алгоритмических проблем равенства, степени и поряд­
ка. М. К. Валиев [928] уточняет теорему Хигмана о вложении, 
доказывая, что по рекурсивно определенной группе G можно 
так (выбрать ее объемлющую конечно определенную группу G*, 
что проблема равенства в G* решается с помощью некоторой 
машины Тьюринга с оракулом, причем машина над словом 
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длины k работает не более &7log& тактов и запрашивает оракул 
•о словах G, длина которых не превосходит k. 

• Связи между проблемой равенства слов в полугруппе П и 
группе Г с теми же соотношениями исследованы О. A. Саркисян 
[199]. Оказалось, что из разрешимости проблемы равенства в 
Л не следует разрешимость проблемы равенства в Г даже при 
условии, что П вложима в Г. Однако если система определяю­
щих соотношений П не содержит циклов, то разрешимости проб­
лемы делимости в П достаточно для разрешимости проблемы 
равенства в Г- Мескин [736] строит пример рекурсивно опреде­
ленной финитно аппроксимируемой группы с неразрешимой 
проблемой равенства слов. Основным нерешенным вопросом по 
проблеме равенства остается 

24. Проблема равенства для групп с двумя соотношениями. 
ПО проблеме сопряженности неожиданный результат получили 
A. В. Горяга, A- С. Киркинский [14] и независимо Коллинз и 
Миллер [436]. Они построили конечно определенную группу с 
неразрешимой проблемой сопряженности и указали ив ней под­
группу индекса 2 с разрешимой проблемой сопряженности. Тем 
самым доказано, что в отличие от проблемы равенства, свой­
ство группы иметь разрешимую проблему сопряженности не 
переносится на конечные расширения. 

Проблемой сопряженности для свободных произведений с 
объединением занимались В. Н. Безверхний [24, 29, 30], Лар-
сен [653], Гурвиц [617], Клэрхем [425], Липшуц [690], а для 
.HNN-расширений — Аншель [283], Аншель и Стиб [285]. 
Д . И. Молдаванский [150] указал алгоритм для распознавания 
сопряженности подгрупп в свободном произведении А*В при 
условии, что таковые есть в A и В, я что в А и В разрешима 
проблема вхождения. Проблема сопряженности для некоторых 
классов групп с одним соотношением решена IB [67, 68, 222]. 
•Однако все еще открыта 

25. Проблема сопряженности в группах с одним соотноше-
лием. Также до сих пор не решена 

26. Проблема изоморфизма для групп с одним соотноше­
нием. 

Попытки ее решения в [738, 801, 820, 843, 844] привели 
лишь к частичным успехам. 

Проблема вхождения рассматривалась в основном для сво­
бодных произведений с объединенной подгруппой (см. библио­
графию). О решении алгоритмических проблем в группах с ма­
лым сокращением см. § 2. 

Уравнения в группах. Общий вопрос Тарского о существо-
тзании алгоритма, определяющего разрешимость произвольного 
уравнения в свободной группе, остается открытым. Приведем 
известные факты; 

Линдон (1960 г.) рассмотрел уравнения с одной неизвестной 
я доказал, что все решения таких уравнений можно представить 
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с помощью, так называемых, параметрических слов. А. А. Ло­
ренц (1968 г.) получил окончательный результат. Множество 
решений произвольной системы уравнений от одной неизвест­
ной задается значениями конечного набора слов вида abmc, где 
а, Ь, .- — константы, т — параметр, принимающий натуральные 
значения. Из доказательства приведенного результата вытекает 
алгоритм, определяющий разрешимость таких систем уравне­
ний. Независимое доказательство, содержащее пробел, предло­
жено в работе [287]. 

Из классических результатов Нильсена и Уайтхеда вытекает 
алгоритм, распознающий разрешимость бескоэффициентных 
уравнений, т. е. уравнений вида w(x, у) =а, где левая часть не 
содержит констант, а -элемент группы. Уикс [960, 961] дал 
новое доказательство указанной алгоритмической разрешимо­
сти. Он привел общее решение такого уравнения, параметризо­
ванное элементами некоторой группы автоморфизмов свобод­
ной группы, и исследовал эту группу автоморфизмов. Более 
сильное утверждение получено Ю. И. Хмелевским [224, 225],. 
построившим алгоритм разрешимости в свободной группе си­
стем бескоэффициентных уравнений и уравнений с разделен­
ными переменными вида и (х) — v (у), где слова и, v могут со­
держать константы. 

Заметим, что решения уравнений от двух и более перемен­
ных, вообще говоря, нельзя представить значениями конечного' 
числа параметрических слов. Явный пример такого уравнения 
указан Аппелем (1969 г.). 

О разрешимости произвольных уравнений в свободной груп­
пе см. также [71, 139]. 

Отметим наиболее интересные свойства решений в свобод­
ной группе уравнений определенного вида. Линдон [694] до­
казал, что ранг подгруппы, порожденной решениями уравнения 
вида у£ ...Ут, п>1, не превышает т / 2 . Известный ранее ре­
зультат Баумслага и Стейнберга гласит, что если в уравнении 
w(x\,..., xn)—am, т> |1 , слово да-не является ни нетривиальной 
степенью, ни примитивным элементом в свободной группе с ба­
зой xi,..., хп, то решение уравнения gu..., gn вместе с элемен­
том а, порождают подгруппу, ранг которой не превышает п—1. 
В [698] показано, что решение уравнения вида xi ...xn

k = a1 ... 
• ••аПт, n > l , существует тогда и только тогда, когда m>k. 
Аналогичное утверждение получено для уравнений вида [xi„ 
Х2] • • • [*2п~и Хы~\=а\ •••а2

т [473]: решение существует тогда 
и только тогда, когда m > 2 n + L Как следствия приведенных 
результатов получаются основные утверждения работ [472,696].. 

Квадратичные уравнения, т. е. уравнения, содержащие каж­
дую неизвестную равно два раза, изучались в [474, 802, 803]. 
Ранги подгрупп, порожденных решениями, рассматривались в. 
[69,906]. 
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Рассмотрим свободное произведение T = G*{x), и пусть 
-г (х) = a0xitalxii... xlnan~ произвольный его элемент. Важней­
шей задачей в теории уравнений над произвольной группой 
является определение того, когда уравнение г(х) = 1 имеет 
решение в некоторой надгруппе Н>0. Герстенхабер и Рот-
хауз (1963 г.) показали, что решение всегда существует, если 

п 
G—конечная группа и -(r)--=2 it^0. Левин (1962 г.) доказал 

t—i 
существование решения для случая, когда i f > 0 , t= 1,2, ...,п. 
О. П. Чопенко [239] доказала, что при 1(г)^=0 существует 
такое т>\ (не зависящее от G), что уравнение г(х)т=1 имеет 
решение. Решение уравнений определенного вида с i (г) =-0 дал 
Шик [864]. 

Проблему разрешимости бескоэффициентного уравнения с 
п неизвестными в свободной группе некоторого многообразия 
ранга не меньше, чем n, можно еще трактовать как проблему 
эндоморфной сводимости в этой группе. Неожиданным оказал­
ся результат В. А. Ромапькова [196]: проблема эндоморфной 
СВОДИМОСТИ в свободной нильпотентной группе счетного ранга 
ступени нильпотентности не меньше, чем 9, алгоритмически не­
разрешима. Аналогичное утверждение справедливо и для сво­
бодных разрешимых групп счетного ранга [197]. 

Уравнения в группах рассматривались также в Г16, 238, 408,. 
685,962]. 

§ 8. ТЕОРЕТИКО-МОДЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ 

Алгебраически замкнутые группы. В начале пятидесятых го­
дов Скотт ввел понятие алгебраически замкнутой группы. Груп­
па О называется алгебраически замкнутой, сокращенно а. э. 
(экзистенциально замкнутой, сокращенно э.з.), -если любая ко­
нечная система уравнений (уравнений и неравенств) с парамет­
рами из G, имеющая решение в некотором расширении G, имеет 
решение уже в самой G. Скотт показал, что любая группа вло-
жима в а.з. группу той же мощности. Нейман (1952 г.) доказал,. 
что, во-первых, любая э.з. группа проста, и, во-вторых, для 
неединичных групп понятия а.з. и э.з. группы совпадают. 

Сложность структуры а.з. группы была подчеркнута следую­
щей теоремой Неймана [753]: любая конечно порожденная: 
группа, имеющая разрешимую проблему равенства, вложима в 
любую а.з. группу. Макинтайр [703] доказал обращение тео­
ремы Неймана: если конечно порожденная группа имеет нераз­
решимую проблему равенства, то существует а.з. группа, в ко­
торую она не вложима. 

Таким образом, впервые был получен теоретико-групповой 
критерий разрешимости проблемы равенства. Позже Бун и 
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Хигман [363] получили другой критерий: конечно порожденная 
группа имеет, разрешимую проблему равенства тогда и только 
тогда, когда она вкладывается в простую группу, а та в свою 
очередь в конечно определенную группу. .В связи с этим отметим 
нерешенный 

Вопрос 27. Любая ли конечно порожденная группа с разре­
шимой проблемой равенства вкладывается в конечно определен­
ную простую группу? 

О. В. Белеградек [340, 341] получил алгебраические харак-
теризации рекурсивных отношений на конечно порожденных 
группах; некоторые из них формулируются в терминах а. з. 
групп. 

Общие соображения показывают, что любые две а.з. группы 
удовлетворяют одним и тем же va-предложениям. Берс поста­
вил вопрос: являются ли любые две а.з. группы элементарно 
эквивалентными? Макинтайр [704] дал отрицательный ответ 
на этот вопрос; более того, в работах [35, 597, 981] показано, 
что число элементарных типов а.з. групп равно 2."V 

Во всех работах по проблеме Берса существенную роль 
играло следующее обстоятельство, замеченное Макннтайром 
[704]: некоторые предикаты, не формульные в классе всех 
групп, являются формульными в классе а.з. групп. Например, 
n-местный предикат «подгруппа, порожденная элементами 
Х\, '. . . , хп в G проста» определим в классе а.з. групп. Вопрос 
о том, какие предикаты формульны в классе а..з. групп, изучался 
О. В. Белеградеком [34, 35] и М. Ю. Трофимовым [213]. Окон­
чательное решение вопроса в [38]. 

Миллер (см. [704]) показал, что любая а.з. группа имеет 
конечно порожденную подгруппу с неразрешимой проблемой 
равенства. Так как любая рекурсивно определенная простая 
группа имеет разрешимую проблему равенства, то отсюда сле­
дует, что никакая а.з. группа не может быть задана рекурсив­
ным множеством определяющих соотношений. В [704] показа­
но, что любая счетная а.з. группа содержит собственную изо­
морфную копию, и, таким образом, не существует минимальных 
а.з. групп. Тем не менее никакая а.з. группа не может быть 
вложена в свою конечно порожденную подгруппу. 

Холл (1959 г.) ввел следующее понятие: локально конечная 
группа называется универсальной локально конечной (у.л.к.), 
если любая конечная группа вложима в нее и любой изомор­
физм ее конечных подгрупп индуцирован сопряжением. Оказа­
лось, что у.л.к. группы — это в точности группы, а.з. в классе 
локально конечных групп. Холл доказал, что любая бесконеч­
ная локально конечная группа вложима в у.л.к. группу той же 
мощности и что любые две счетные у.л.к. группы изоморфны. 
В связи с этим Кегель и Верфриц [641] поставили следующий 
вопрос: изоморфны ли любые две у.л.к. группы одной и той же 
несчетной мощности? Макинтайр и Шелах [707] ответили на 
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этот вопрос отрицательно. Используя теоретико-модельные ме­
тоды, они показали, что существует 2% типов изоморфизма у.л.к. 
групп любой несчетной мощности К. 

СВЯЗЬ между теорией полей и теорией алгебраически замк­
нутых полей привела к ПОНЯТИЮ модельного компаньона. Пусть 
Т, Т — теории ОДНОГО и ТОГО же языка первой ступени. Говорят, 
что Т' — модельный компаньон Т, если Т' модельно полна, лю­
бая модель Т' вложима в модель Т, любая модель Т вложима 
в модель Т. Теория Т имеет модельный компаньон тогда и толь­
ко тогда, когда класс ее э.з. систем аксиоматизируем (в этом 
случае теория э.з. систем и является модельным компаньоном). 
Например, а.з, поля — модельный компаньон полей; веществен­
но замкнутые поля — модельный компаньон формально вещест­
венных полей; делимые абелевы группы без кручения — модель­
ный компаньон абелевых групп без кручения. 

Эклоф и Шаббах [478] заметили, что класс а.з. групп не 
аксиоматизируем и, следовательно, теория групп не имеет, мо­
дельного компаньона. При изучении э.з, систем теорий работа 
строится по такому плану. Сначала изучается вопрос о наличии 
модельного компаньона. В случае отрицательного ответа изу­
чается вопрос о различии э.з. систем, полученных с помощью 
различных форсинг-конструкций, так называемых конечно гене-
рических и бесконечно генерических систем, введенных Робин­
соном. 

Сарацино предпринял изучение по этой схеме разрешимых и 
нильпотентных групп. В [858, 859] доказано, что для любого 
П.З--2 теории n-ступенно разрешимых, нильпотентных и нильпо­
тентных групп без кручения не имеют модельных компаньонов. 
В [858] показано, что конечно генерическне метабелевы группы 
различаются с бесконечно генерическими с помощью vav-пред-
ложения. В [859] аналогичный результат получен для n-ниль-
потентных групп, n ^ 2 , а в [860]—для 2-нильпотентных групп 
без кручения. 

Баумслаг и Левин [331] изучали а.з. группы в классе 2-
нильпотентных групп без кручения. Оказалось, что для любого 
положительного m<co существует единственная счетная группа, 
центр которой — произведение m 'копий Q. 

Сарацино и Вуд [861, 862] изучают периодические э.з. 
2-нильпотентные группы. Они доказывают, что это в точности 
конечно генерическне 2-нильпотентные группы. При этом счет­
ная периодическая э.з. 2-нильпотентная группа существует 
только одна. Любая периодическая 2-нильпотентная группа 
вложима в периодическую э.з. 2-нильпотентную группу. В лю­
бом бернсайдовом многообразии 2-нильпотентных .групп суще­
ствует одна счетная э.з. группа, а теория этого класса имеет 
счетно категоричный модельный компаньон. В этих многообра­
зиях понятие а.з. группы шире понятия э.з. группы. 
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Насыщенные абелевы группы. В последние годы активно 
изучались полные теории групп. Полные теории абелевых групп 
были описаны с помощью некоторой системы инвариантов 
В. Шмелевой. (1956г). Эклоф и Фишер [477] передоказали эта 
результаты, классифицировав насыщенные абелевы группы. 
Говорят, что модель А насыщена, если для любого подмноже­
ства X из А мощности, меньшей мощности A, модель A реали­
зует произвольный тип Г(д;) формул с константами из X, кото­
рый совместим с теорией обогащенной модели. Напомним, что 
типом T(x) называется всякое максимальное непротиворечивое 
множество формул языка, зависящих от переменной x. 

Оказалось, что редуцированная часть насыщенной абелевой 
группы является пополнением в Z-адической топологии прямой 
суммы некоторого числа примарных циклических групп и адди­
тивных групп целых p-адических чисел. Так как Z-адическое 
пополнение абелевой группы А определяется однозначно (об­
ратный предел групп А/пА, nGN), TO насыщенные абелевы 
группы классифицируются с точностью до изоморфизма с по­
мощью инвариантов, являющихся кардинальными числами. 
Отсюда легко получается и классификация абелевых групп по 
их элементарным свойствам. Так как любая абелева группа 
элементарно эквивалентна насыщенной группе, то из классифи­
кации насыщенных групп получается и классификация всех 
абелевых групп по элементарным свойствам. Приведем элемен­
тарные инварианты из статьи Еклофа и Фишера. 

Пусть А — произвольная абелева группа, A[p] —ее нижний 
p-слой. Так как dim (-£------) —монотонно убывающая функция 
от k, то можно определить первый элементарный инвариант 
для А 

(предельное значение для dim(——--), 
-l/(p> -4)—| е с л и оно конечно, 

1 оо в противном случае. 
Аналогично, 

[предельное значение для dim(p*A[p]), 
D(p, A) = если оно конечно, 

I ОО в противном случае. 
Кроме того, 

и{р,п-\, A)Jdimiim§)>если она конечна-
[ оо в противном случае. 

Р , и \_ /0 . если А — ограниченная группа, 
uxp(Л) |оо в противном случае. 

Теорема Шмелевой [477] формулируется так: абелева группа А 
элементарно эквивалентна абелевой группе В тогда и только 
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тогда, когда элементарные инварианты А равны соответствую­
щим инвариантам В. 

Было бы интересно изучить нильпотентные насыщенные 
группы, а через ЭТО И вопросы их классификации по элементар­
ным свойствам. Пока в этом направлении известно лишь то, 
что из элементарной эквивалентности конечно порожденных 
2-нильпотентных групп не следует их изоморфизм (Б. И. Зиль-
бер [87]). 

Категоричные и стабильные группы. Ряд свойств полных 
теорий, оказавшихся важными в теории моделей при изучении 
категоричности, в последние годы активно применялись для 
классификации полных теорий групп. 

Пусть Я — бесконечная мощность. Теория первой ступени 
называется категоричной в мощности % (или, короче, Я-катего-
ричной), если все ее модели МОЩНОСТИ % изоморфны. Если А — 
алгебраическая система, X — подмножество ее основного мно­
жества, а.\, а2 — ее элементы, то говорят, что аи а2 имеют один 
тип над X, если щ, а2 удовлетворяют в А одним и тем же фор­
мулам с константами из X. Полная теория называется А-ста-
бильной, если для любой ее модели A и любого подмножества 
X мощности <Я в А число типов элементов системы А над 
X не превосходит X. Теория называется стабильной, если она, 
стабильна хотя бы в одной мощности. Морли (1965 г.) доказал, 
что счетная полная теория, категоричная в некоторой несчетной 
мощности, категорична во всех несчетных мощностях и N0 — 
стабильна. Подробное обсуждение приведенных понятий можно 
найти в [107, 198]. 

Говорят, что группа Я-категорична, ^-стабильна, если такова 
ее теория. 

Категоричные в несчетных мощностях, а также .Хо-стабиль-
ные абелевы группы описал Макинтайр [702]. N (.-категорич­
ные абелевы группы описать легко — это группы ограниченной 
экспоненты. Многими авторами, независимо, было замечено, ЧТО 
теория любой абелевой группы стабильна, см., например, [88, 
342]. Основной нерешенный вопрос по проблеме категорично­
сти следующий. 

28. Какова алгебраическая структура Ко-категоричных и 
Ki-категоричных групп? 

Из общей характеризации Хо-жатеторичных теорий следует, 
что счетная группа — Ко-категорична, если и только если для 
любого п число классов автоморфно сопряженных п-ок элемен­
тов конечно. Хо-категоричные группы изучались в работах [483, 
.310, 811]. Б. И. Зильбер [89, 90] изучал Кр категоричные груп­
пы. Им, в частности, доказано, что бесконечная группа с К i-ка-
тегоричной универсальной теорией абелева и что любая беско­
нечная группа, категоричная во всех мощностях, почти нильпо-
тентна. 

Баур, Черлин и Макинтайр [337] и независимо Фелгнер 
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[484] доказали, что любая Ко-категоричная стабильная группа 
почти нильпотентна. В [337] доказано, что любая Ко-категорич-
ная Ko-стабильная группа (в частности, любая группа, катего­
ричная во всех бесконечных мощностях) почти абелева. Все 
такие группы (и даже все N--категоричные почти абелевы груп­
пы) описаны. 

О. В. Белеградек (1972 г.) доказал, что в любом неабелевом 
многообразии имеется нестабильная группа, и, следовательно, 
по теореме Шелаха [880], 2х групп произвольной несчетной 
мощности X (см. также [305, 848, 849]). 

При попытках классификации произвольных категоричных 
теорий в некоторых случаях неожиданно появляются группы 
[1, 90, 171]. Например, оказалось, что открытый вопрос о су­
ществовании конечно аксиоматизируемого Ni-категоричного, но 
не Ко-категоричного квазимногообразия равносилен выполне­
нию одного из двух условий: либо существует бесконечное 
конечно определенное кольцо, являющееся телом, либо суще­
ствует бесконечная конечно определенная группа, в которой 
имеется конечное число неединичных классов сопряженности 
таких, что любая неединичная циклическая группа пересекает­
ся с одним из н е ­

разрешимость элементарных теорий. Основными результа­
тами по проблеме разрешимости элементарных теорий групп 
(классов групп) являются неразрешимость элементарной тео­
рии всех групп (Тарский), неразрешимость элементарной тео­
рии класса всех конечных групп (А. И. Мальцев) и разреши­
мость элементарной теории класса всех абелевых групп 
(Шмелева). Основным нерешенным вопросом остается 

29. Разрешима ли элементарная теория свободной неабеле-
вой группы? 

Теореме Шмелевой о разрешимости элементарной теории 
класса групп любого абелевого многообразия контрастирует ре­
зультат A. П. Замятина [86]: всякое неабелево многообразие 
групп имеет неразрешимую элементарную теорию. Эта теорема 
служит ответом на известный вопрос Тарского — Ершова. Ранее 
Ю. Л. Ершов [75] доказал, что если многообразие групп содер­
жит конечную неабелеву группу, то элементарная теория этого 
многообразия неразрешима. 

Элементарные теории конечно порожденных нильпотентных 
групп изучались Ю. Л. Ершовым [75]. Оказалось, что теория 
такой группы разрешима тогда и только тогда, когда группа 
почти абелева. Используя теорему Робинсона о наследственной 
неразрешимости теории кольца целых алгебраических чисел и 
метод относительной элементарной определимости, предложен­
ный Ершовым (1965 г.), Н. С. Романовский распространил по­
следний результат на почти полициклические группы (доклад 
на 14 Всесоюзной алгебраической конференции, Новосибирск, 
1977). Остается открытой 
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Проблема 30. Будет ли конечно порожденная разрешимая 
группа с разрешимой элементарной теорией почти абелевой? 

В [197] В. A. Романьков построил пример конечно порож­
денной метабелевой 4-нильпотентной группы, универсальная 
теория которой неразрешима. В [853] получены некоторые 
обобщения теоремы Ю. И. Мерзлякова (1966 г.) о совпадении 
позитивных теорий свободных некоммутативных групп. Однако,. 
все еще не решен 

Вопрос 31. Будут ли элементарно эквивалентны свободные 
неабелевы группы разных рангов? 

Мы не обозреваем и не включаем в библиографию много­
численные работы по элементарным теориям абелевых групп с 
дополнительными предикатами, отсылая читателя к обзору 
А. И. Кокорина и A. Г. Пинуса [115]. 

Разное. Есть группа результатов по бесконечным абелевым 
группам, доказываемых при различных теоретико-множествен­
ных предположениях (например, теорема Щелаха о независи­
мости гипотезы Уайтхеда в ZFC). Е. А. Палютин [172] изучает 
явление категоричности теории -в более богатом языке Loo, в , 
чем язык первой ступени. 

Основное неформальное следствие его результатов, примени­
тельно к абелевым группам, таково: нельзя классифицировать 
несчетные р-группы с точностью до изоморфизма при помощи 
разумно определяемых инвариантов. 

§ 9. ГОМОЛОГИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 

При исследовании групп методами гомологической алгебры 
естественно возникают классы групп, выделяемые теми или 
иными ограничениями конечности на резольвенты: группы типа 
(FP) n , группы конечной (ко) гомологической размерности, груп­
пы малых размерностей и т. д. Основная проблема, сопутст­
вующая выделению новых классов, состоит в нахождении их 
алгебраической (не гомологической) характеризации. К настоя­
щему времени удовлетворительное решение этой проблемы 
получено только при очень жестких ограничениях на резоль­
венты. Трудность перевода с гомологического языка на обыч­
ный язык теории групп, без сомнения, существенно ограничи­
вает возможности гомологических методов. 

Конечно порожденные резольвенты. Пусть G — группа, R — 
коммутативное кольцо, А—.RG-модуль. Говорят, что А имеет 
тип (FP)n над R, если существует проективная резольвента 
...—*-Р\—УРО—*-А—--О, в которой модули Pi, t{le}«, конечно 
порождены. Если они конечно порождены для всех i, то гово­
рят, что А имеет тип (FP)-c. Наконец, A имеет тип (FP), если 
существует конечная проективная резольвента 0—*-Рп—»-. • • 
. . . •—*--Р-—*-А—>-0, состоящая из конечно порожденных модулей. 
Очевидно, модуль А имеет тип (FP)o в том и только том случае, 
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когда он конечно порожден, и имеет тип (FP)i в том и только 
том случае, когда он конечно определен. Группа G называется 
группой типа (FP)n над R, где п = оо или целое ^-0, если три­
виальный RG-мокупь R имеет тип (FP)n. Если R = Z, то в этом 
случае G называется просто группой типа (FP)„. 

32. Пусть группа G такова, что G-модуль Z обладает конеч­
ной проективной резольвентой. Можно ли для Z найти конеч­
ную свободную резольвенту? 

Класс (FP)1, как показано в [350], исчерпывается конечно 
порожденными группами. Там же доказано, что группа G имеет 
тип (FP)2 над R в том и только .в том случае, когда она почти 
конечно определена над R, т. е. G=F/N, где модуль R® 
® (N/ [N, N]) конечно порожден. 

33. Очевидно, что конечно определенная группа является 
почти конечно определенной группой над любым кольцом R. 
Верно ли обратное? 

В работах Бири [350] и Броуна [384] приводятся гомологи­
ческие критерии принадлежности группы классу (FP)n: группа 
G в том и только том случае имеет тип (FP)n над R, если она 
конечна порождена и Hh(G, URG)=0 для всех l{le}&{le}n и 

X 

всех прямых произведений •x=niax('J-o, \R\) копий кольца RG. 
Группы типа (FP)oo над R — это в точности те группы, для ко­
торых функтор ff,.(G, —) или Hh(G, —) — коммутирует с пря­
мыми пределами для всех k^O. 

Соизмеримые группы имеют одинаковый тип [350]. Если в 
точной последовательности 1—>N—*-G—>-Q—>-1 группа N имеет 
тип (FP)« над R, то группы G и Q имеют одинаковый тип. 

Используя гомологический критерий и точную последова­
тельность Майера — Виеториса в наиболее общей форме для 
групп, действующих на деревьях, она получена Чизуэллом 
[36]). Бири [350] доказал, что свободное произведение с объе-. 
динением G-=Gi? G2 с сомножителями типа (FP)n над R и 
объединяемой подгруппой типа (FP)„_i над R имеет тип (FP)„ 
над R. Аналогичный результат справедлив для HNN-расшкре-
ний. 

34. Пусть С — наименьший класс групп, содержащий все 
конечные группы, замкнутый относительно расширений, образо­
вания свободных конструкций с соответственными подгруппами 
из С и взятия подгрупп конечного индекса. Существуют ли 
группы типа (FP),», не принадлежащие классу С? Конечна ли 
периодическая часть группы типа (FP)-»? Принадлежат ли 
классу С все арифметические группы SL„(Z) (известно [877], 
что они имеют тип (FP)„!?). Группа SLn(Z) является «амальга­
мой» конечных групп [891]. 

В [350] доказано, что если группа G имеет тип (FP)n, то 
абелевы группы Hh(G, Z) и №(G, Z) при 0{le}k^n конечно 
порождены. 
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Как показал Бири [350], группы типа (FP)-o имеют специ­
фическую особенность: для них существуют спектральные по­
следовательности, аппроксимирующие (ко)ГОМОЛОГИИ С коэффи­
циентами в произвольном .RG-модуле посредством (ко) гомоло­
гии с коэффициентами в RG. 

Гомологические размерности. jRG-резольвента ...—*-К\—*• 
—*-Ко—уС—»-0 по определению имеет длину n, если /Ci-=0 для 
всех i>n. Напомним, что левый RG-моцуль М называется 
плоским, если для любого мономорфизма <р : A—*-В правых 
FG-модулей отображение ф®1:Л®М—>-В®М также является 
мономорфизмом. Наименьшее целое n>0, для которого сущест­
вует плоская (проективная) резольвента модуля С длины п, 
называется плоской (проективной) размерностью модуля С 
над R. Если В качестве С взять тривиальный -RG-модуль R, то 
получаем, соответственно, гомологическую hdBG и когомологи­
ческую размерность cdflG группы G. (Ко)гомологическую раз­
мерность можно также определить как наименьшее п, для ко­
торого существует такой -RG-модуль A, что Hn(G, А)Ф 
Ф0 (Hn(G,A)=£0). 

Из общих фактов о соотношении плоскости и проективности 
следует [350], что hdBG^cdBG, cdHG{le}hdRG + 1, если G счетна, 
и hdRG---cdHG, если G имеет тип (FP)M над R. Пока мало 
известно о зависимости размерностей группы G от кольца. При­
ведем несколько простых замечаний по этому поводу. Если 
hdHG (или cdflG) конечна, то G не имеет R-кручения, т. е. по­
рядок любого элемента из G либо бесконечен, либо обратим в 
R. Далее, cdflG-=0 в том и только том случае, когда G — ко­
нечная группа без 7?-кручения, hdRG-=0 в том и только том 
случае, когда G — локально конечная группа без -R-кручения. 

Из спектральной последовательности Линдоиа — Хохшиль-
да — Серра для расширения групп 1—*-N—*-G—*-Q—>-1 непосред­
ственно следует, что (ко) гомологическая размерность группы G 
не превышает суммы размерностей групп N и Q. Существует 
много примеров групп, для которых неравенство строгое. Одна­
ко в некоторых интересных случаях ОНО превращается в равен­
ство. Г. Л. Фельдман [271] показал, что если N типа (FP) над 
R и .R-модуль Hn(N, RN) свободен при n---cdB-V, то из cd^Q<oo 
следует, что cdHG=cdHjV+cdHQ. Предположение о том, что N 
типа (FP)—существенно (противоречащий пример: G — свобод­
ная группа ранга 2, N=[G, G]). Однако можно показать [347], 
что принадлежность типу (FP) можно заменить гораздо более 
•слабым условием существования проективной резольвенты, 
конечно порожденной в верхней размерности n=cdHN. Анало­
гичное утверждение справедливо и для гомологической раз­
мерности. 

Серр (1965 г.) доказал, что если 5{le}G — подгруппа конеч­
ного индекса и G не имеет Я-кручения, то cdHS-=-cci,-;G. Гомоло­
гический аналог — в [350]. 
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Рассмотрим поведение размерностей при взятии свободных 
произведений и ЯМ-У-расширений. Из последовательности Май-
ера— Виеториса вытекает [348], что если G = G!*SG2, n — 
=max(cdBGi, cdH-.^), T0 n{le}cd~.G{le}n + l. Более того, из равен­
ства cdHG = n + l следует, что cdi-G.=cdflG2==cd.RS = n. Обозна­
чим через G = Gi*s, - ЯЛ/ТУ-расширение с сопрягаемыми под­
группами {5, о(5)}. Если cdRGi=n, то n<cdRG<n-tl, причем 
из равенства cdRG = n + l следует, что cdBGi-=cd;-.S.---n. Анало­
гичные утверждения верны и для гомологической размерности. 
Гилденхайз [494] (вычислял когомологическую размерность 
групп, действующих на деревьях. Пусть группа действует без 
инверсий на дереве X. Обозначим через V(X) множество вер­
шин, Е(Х)—множество ребер дерева X, Gp (соответственно., 
Gx)—стабилизатор вершины р (соответственно, ребра х). 
Основной результат состоит в том, что если n v = sup{cdGp|p& 
6V(X), Пя=sup{cdjr|x.S.E(X)}, то n--<cdG<sup(2, nv) приусло-
вии nE<,nv и ny{le}cdG{le}ny-f-l при условии nE=nv. В качестве-
приложения доказывается неравенство Линдона (1950 г.) 
cdG{le}2 для групп с одним соотношением г, не являющимся 
собственной степенью. Для этого устраивается действие группы 
на некотором дереве X таким образом, что стабилизаторы его-
вершин допускают вложение в другую группу с одним соотно­
шением, имеющим длину меньшую чем длина г. В другой рабо­
те [495] Гилденхайз получил обобщение неравенства Линдона. 
В [328] вычислены размерности «конструируемых» групп. 
В [349 J доказано, что если G — неабелева группа конечной ко­
гомологической размерности и Z(G)—ее центр, то cdZ(G)< 
<cdG. 

Малые размерности. Легко видеть, что группы нулевой кого­
мологической размерности над R— это в точности конечные 
группы без ^-кручения. Проблема классификации групп раз­
мерности ^ 1 остается открытой, но она решена для групп без 
кручения Столлингсом и Суоном (1968—-69 гг.): группа G 
имеет когомологическую размерность {le}l над R в том и только 
том случае, когда она свободна. 

Если группу G можно представить в виде G = Gi*s G2,. 
Gi¥=S=£G2, |S |<oo , то будем говорить, что G обладает «-раз­
ложением, Если же G является Я-Ш-расширением с конечными 
сопрягаемыми подгруппами, то будем говорить, что G обладает 
р-разложением. В основе доказательства теоремы Столлингса — 
Суона лежит следующий фундаментальный результат Столлинг­
са (1968 г.): пусть G —конечно порожденная группа и 
# ' (G , RG)¥=0, тогда G обладает либо а-разложением, либо 
p-разложением. (Легко .видеть, что cdRG{le}1=s>-#1(G, RG)¥=0 
так, что теорема Столлингса — Суона для конечно порожденных 
групп сразу следует из этого результата, и теоремы Грушке 
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Суону принадлежит обобщение теоремы на бесконечно порож­
денные группы). 

Важную роль в доказательстве теоремы Столлингса сыгра­
ла теория концов в группах, Теорию концов топологического' 
пространства создали Хопф и Фрейденталь (1943 г.). Они же 
показали, что если группа хорошо действует на пространстве,, 
то структура концов пространства зависит только от группы,, 
так что концы можно определить и самой группе. Пусть G — 
бесконечная группа. Модуль Z2G-=Homz (ZG, Z2) можно отож­
дествить с множеством всех подмножеств группы G относитель­
но операции симметрической разности; при таком отождествле­
нии Z2G есть множество всех конечных подмножеств группы С 
Пусть #G = Z^G/Z2G. Легко видеть, что dim#°(G, &) = 
= { +dim Hl(G, Z2G) и это число называется числом концов 
группы G. Столлингс (1968 г.) показал, что конечно порожден­
ная группа без кручения, имеющая бесконечно много концов, 
является свободной. Описание бесконечно порожденных групп 
с бесконечным числом концов — проблема, которой посвящены 
работы [605, 606, 608, 780]. Оксли [780] и Хоутон [605] неза­
висимо показали, что если группа не локально конечна, то у 
нее 1, 2 или бесконечно много концов, причем G имеет 2 конца 
в том и только том случае, когда она содержит циклическую 
подгруппу конечного индекса. Сюда же примыкает работа 
Р. А. Саркисяна [201], где вычислена группа Hl(G, ZG) в слу­
чае, когда G — счетная локально конечная ИЛИ разрешимая 
группа. Нетрудно показать, что счетная локально конечная 
группа имеет бесконечно много концов. Есть предположение, 
что произвольная несчетная локально конечная группа имеет 
только 1 конец (Коур. тетр., 5.61). 

Для произвольной группы G и абелевой группы А первая 
группа когомологий Hl(G, A®ZG) определяется числом концов 
группы G, Хоутон [607] показал, что вторая группа когомоло­
гий H2(G, A®ZG) зависит от аналогичного инварианта, а имен­
но, от так называемой «группы в бесконечности группы G». Во 
многих случаях последняя совпадает с фундаментальной груп­
пой группы G (Джонсон [621] Ли и Раймонд i[656]). Работы 
последних авторов имеют аналоги в результатах Фарелла [481], 
Бири [349] о группе Я2 (G, A®ZG). 

Назовем группу G 0-достижимой (или а-р-неразложимой), 
если она не имеет ни «-разложения, ни р-разложения. Назовем 
G n-достижимой, если G имеет а-разложение с {п—1)-достиг 
жимыми сомножителями или является ЯЛГ.У-расширением 
(n—1)-достижимой группы. Достижимость означает п-дости-
жимость для некоторого п. Из теоремы Грушко легко следует, 
что любая конечно порожденная группа без кручения достижи­
ма. Неизвестно, верно ли это для произвольных конечно порож­
денных групп. Очень хороший критерий достижимости для поч-
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ти конечно определенных групп получен Бамфордом и Данвуди 
[350]: почти конечно определенная группа G в том и только 
том случае достижима, когда Я1 (G, ZG) — конечно порожден­
ный G-модуль. Достижимость можно также выразить на языке 
теории групп, действующих на деревьях (см. § 1). 

Из теорем о подгруппах свободных конструкций следует, что 
достижимость произвольной группы G эквивалентна тому, что 
G является фундаментальной группой конечного графа групп с 
ар-неразложимыми вершинами, ребрам которого сопоставлены 
конечные группы. 

Условие cdflG<l равносильно тому, что для конечно 
порожденной группы G условие сс!дС<1 равносильно тому, 
что G является фундаментальной группой конечного графа 
групп, вершинам которого сопоставлены конечные группы без 
R-кручения. Можно показать [350], что класс конечных расши­
рений конечно порожденных свободных групп исчерпывается 
фундаментальными группами конечных графов конечных групп. 

Наиболее известным примером групп когомологической раз­
мерности 2 являются, как показал Линдон (1950 г.), группы 
без кручения с одним соотношением. Из глубоких результатов 
Папакирьякопулоса (1957 г.) следует, что фундаментальная 
группа нетривиального узла имеет когомологическую размер­
ность 2. Неизвестно, однако, всякая ли группа узла имеет пред­
ставление с одним соотношением. Класс групп когомологической 
размерности 2 значительно шире класса всех подгрупп групп 
узлов или групп с одним соотношением, так как он замкнут 
относительно свободных произведений со свободными объеди­
няемыми подгруппами. Есть и более простые примеры—прямое 
произведение двух неабелевых свободных групп имеет когомо­
логическую размерность 2, но не вложимо ни в группу с одним 
соотношением, ни в группу узла. В [350] доказано, что счетная 
локально свободная группа имеет когомологическую размер­
ность 2. Конечно определенная нормальная подгруппа в конеч­
но порожденной группе с cd{le}2 либо свободна, либо имеет ко­
нечный индекс [349]. В этой же работе описаны конечно опре­
деленные группы cd<2, содержащие нетривиальную, конечно 
порожденную свободную нормальную подгруппу. Для группы 
•G = F/N, как показал Суон (1969 г.), cd G<2 в том и только том 
случае, когда M/{N, N] — ZG-проективный модуль. 

Разрешимые н нильпотентные группы. Г. Л. Фельдман, обоб­
щая более ранние результаты Стамбаха, доказал, что гомоло­
гическая размерность разрешимой группы G без кручения сов­
падает с ее числом Хирша h(G), а для когомологической раз­
мерности выполнено неравенство h(G) {le}cd G{le}fr(G) + 1 [221]. 

Обозначим через зФ класс всех разрешимых групп без кру­
чения с условием cd G = /i(G)<oo. Из вышесказанного следует, 
что зФ содержит все разрешимые группы типа (FP) и, значит, 
все полициклические группы без кручения. Грюнберг [510] по-
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казал, что если G — нильпотентная группа без кручения с ко­
нечным ЧИСЛОМ Хирша, то G6.s$ в том и только том случае, 
когда G конечно порождена. Что касается разрешимых групп, 
то здесь справедлив следующий результат, принадлежащий Би-
ри [346]. Предположим, что в короткой точной последователь­
ности 1—*-N—y-G—>-Q—5-1 группа N конечно порождена, ниль-
потентна, без кручения и имеет конечное число Хирша, a Q — 
свободная абелева группа ранга п. Тогда следующие условия 
эквивалентны: (a) Hr+n-l(G, A) =0 для всех Q-модулей А, 
(б) Hn(N, Z)—циклический Q-модуль, (в) #n(iV, Z) — под­
группа аддитивной группы поля рациональных чисел, имеющая 
вполне определенную структуру. В качестве следствия доказы­
вается минимаксность произвольной .^-группы. Структура раз­
решимых групп когомологической размерности ^ 2 в целом 
выяснена, но окончательной классификации пока не получено. 

Робинсон доказал [836], что если G — нильпотентная груп­
па, А — иётеров (артинов) G-модуль и #0(G, A) = 0 (tfo(G, A) = 
==0), то A гомологически (когомологически) тривиален (см.так­
же [458]). 

Группы с двойственностью Пуанкаре. Говорят, что G — груп­
па с двойственностью Пуанкаре (размерности п), если 
Hn-k(G, A)**Hh(G, А) для всех G-модулей А и всех fe6Z, при­
чем эти изоморфизмы естественны по A и коммутируют с гра­
ничными гомоморфизмами длинных точных последовательностей 
для H*(G, —) и #..:(G, —). Такие группы впервые исследова­
лись (в дискретном случае) Бири [345], Джонсоном и Уоллом 
[623]. Единственная группа с двойственностью Пуанкаре раз­
мерности 1—группа Z. Примерами групп с двойственностью 
Пуанкаре размерности 2 ЯВЛЯЮТСЯ фундаментальные группы 
двумерных замкнутых поверхностей рода ^ - 1 . Имеются ли дру­
гие примеры —открытый вопрос. Всякая конечно определенная 
группа Пуанкаре размерности 2 аппроксимируется нильпотент-
ными группами [350]. Произвольная подгруппа 2-мерной груп­
пы Пуанкаре либо локально свободна, либо имеет конечный 
индекс [481, 482]. Разрешимыми группами с двойственностью 
Пуанкаре являются полициклические группы и только они 
[345]. Если в расширении 1—>-N—*-G—*-Q—>-1 группы N, Q — 
с двойственностью Пуанкаре размерности т и п, то G — группа 
Пуанкаре размерности т + п [345]. 

Расширения групп. В [781] приведены условия расщепляе­
мое™ фиксированного расширения G группы N в терминах 
идеалов полугруппы некоммутативных когомологий Я1 (G, N). 
В работе [782] Панди и Берков, используя скрещенные гомомор­
физмы (1-коциклы) вместо 2-КОГОМОЛОГИЙ, дали более простые 
доказательства ряда известных условий существования и сопря­
женности дополнений к абелевым нормальным подгруппам в 
группах с операторами. Узле [959] рассмотрел автоморфизмы 
расширений групп. Если 1-{to}N-{to}G-{to}Q—*1—расширение 
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групп, то пара {a, T)GAutNXAut Q не обязательно индуцируется 
автоморфизмом группы G. Если {x|x6Q}—система представи­
телей смежных классов, то обозначим через « гомоморфизм 
Q—"Out .V, при котором x—+x—+kvA. N—»-Out N для любого д: 
из Q. Пару (ст, т) назовем согласованной, если т оставляет 
инвариантной подгруппу kera, и автоморфизм, индуцированный 
т на a(Q), совпадает с внутренним автоморфизмом, индуциро­
ванным образом ст. Обозначим через С группу согласованных 
пар, через Aut(G, N) —группу автоморфизмов группы G, остав­
ляющих подгруппу N инвариантной. Основной результат работы 
[112] заключается в построении точной последовательности 
l-+Z\{Q, Z(N))-+Aut(G, A/){to}-C-{to}//̂  (Q, Z(N)). Расшире­
ниям посвящены также работы [151, 152, 409, 636, 783, 785, 847, 
856, 910]. В [466—469, 535, 536, 577, 773, 774] строятся различ­
ного рода точные последовательности, ассоциированные с рас­
ширениями групп. Хилл [582] приводит геометрическую интер­
претацию препятствия к существованию расширений. 

Мультипликаторы. Группа #2(G, Ъ) именуется также муль­
типликатором Шура группы G. В случае, когда G совпадает со 
своим коммутантом, мультипликатор можно определить и как 
ядро универсального центрального расширения [F, F]/[R, F]—>-
—*-G группы G, где F — свободная группа и F/R = G, 

Баумслаг [311] построил пример конечно порожденной не 
конечно определенной группы с тривиальным мультипликатором 
(см. также [963]). Затем он же [325] показал, что такие при­
меры существуют в классе конечно порожденных не конечно 
определенных метабелевых групп. Если группа задана т по­
рождающими и п соотношениями в многообразии метабелевых 
групп и т—n>l, то мультипликатор группы не конечно порож­
ден и, значит, она не является конечно определенной [327]. 
В [54] доказано, что если G — расщепляемое расширение груп­
пы N с помощью группы Q, то мультипликатор группы Q выде­
ляется прямым сомножителем в мультипликаторе группы G. 
Изучены также мультипликаторы вербальных сплетении. Муль­
типликаторам, их связям с /(-теорией посвящены работы [65, 
66, 220, 311, 317, 325, 327, 335, 470, 537, 625, 643, 905, 9631. 

Книги. Прежде всего, отметим книгу Грюнберга [510],пред­
ставляющую когомологии как инструмент изучения групп. Го­
мологический аппарат излагается в .минимально необходимом 
объеме. Отличительной особенностью является систематическое 
использование специальной резольвенты (называемой ныне ре­
зольвентой Грюнберга), построенной по порождающим и соот­
ношениям группы. Кроме того, в книге собрано почти все, что 
было известно (к тому времени) о когомологической размерно­
сти дискретных групп. Новые результаты о размерности и груп­
пах Пуанкаре содержатся в книге Бири i[350], посвященной 
общей проблеме классификации дискретных групп по их кого* 
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миологическим свойствам. В заметках 'Коэна [427] дается замк­
нутое изложение результатов Столлингса о группах когомоло­
гической размерности {le}l (см. также книгу [809]). Книга 
•Стамбаха [898] посвящена использованию (ко) гомологии при 
изучении локализаций групп и центральных рядов групп, сво­
бодных © многообразиях. В книге Вейса [958] излагается аппа­
рат теории когомологий групп, .необходимый в теории полей 
классов. В книге Бабаханяна [294] излагается теория когомоло­
гий групп (в основном конечных) и ее приложения в теории 
групп. Одна из глав посвящена спектральной последователь­
ности Хохшильда — Серра. Последние две книги отличаются 
элементарностью и ПОЛНОТОЙ изложения и поэтому могут быть 
рекомендованы для первоначального знакомства с предметом. 

Разное. Ряд работ (в основном Хилтона) посвящен р-адиче-
ским пополнениям и локализациям нильпотентных групп, инте­
рес к которым мотивирован недавними применениями этих идей 
р топологии [585—589, 594—596]. 

В работах Лидхэма — Грина, Стамбаха [657—659, 895, 897, 
898] гомологические методы применяются в теории многообра­
зий групп. Спектральная последовательность Хохшильда — Сер­
ра изучается в [592, 593, 934]. В интересной работе Соула [891] 
вычисляются когомологий группы SL3(Z). 
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