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МОДУЛИ 

Л. А. Скорняков 

В настоящем обзоре рассматриваются работы по теории 
модулей, прореферированные в РЖ Математика в 1963— 
1965 гг. Оставлены без внимания статьи, относящиеся к го
мологической алгебре. Это касается, в частности, исследова
ния фильтрованных модулей. Не упоминаются также статьи, 
в которых модули применяются к изучению радикала в 
ассоциативных кольцах. Относящиеся сюда работы рассмо
трены в обзоре по теории колец. Если не оговорено противное, 
все рассматриваемые в обзоре модули считаются левыми и 
унитарными. Поэтому, как правило, излагаются левосторонние 
варианты результатов вне зависимости от того, какой вари
ант избран автором или референтом. B заключение отметим, 
что в рассматриваемый период ПОЯВИЛИСЬ КНИГИ Маклейна 
[159] и Джанса [128], посвященные гомологической алгебре. 
Здесь же следует назвать заметку Фландерса [193], в ко
торой исправляется доказательство одной из теорем извест
ной книги Картана и Эйленберга (Гомологическая алгебра. 
М., ИЛ, I960). 

1. Радикал. Следуя А. Г. Kypomy [8 — 10], назовем класс 
г модулей радикальным, если: 1) Класс г замкнут относи
тельно эпиморфмых образов; 2) Всякий модуль А обладает 
r-радикалом, т. е. подмодулем г (А) из г, содержащим все 
остальные подмодули, принадлежащие г; 3) Фактормодуль 
всякого модуля по его r-радикалу г-полупрост, т. е. 
г (А/г (А)) == 0. Кручением или наследственным радикалом на
зывается такой радикал г, что г (А) = А для всякого под
модуля А модуля г (В). В работах А. Г. Куроша содержится 
полное описание радикалов периодических абелевых групп, 
полученное, позже Диксоном [75]. Маранда [162] предложил 
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использовать для описания радикалов в модулях язык инъек-
тивных структур. Модуль Q называется инъективным отно
сительно отображения f\A + B, если для любого cp:A-»-Q. 
существует такое отображение ^:B-*Q, что <р — /ф. Пара 
83 = (.3, О,), где В я U — некоторые классы гомоморфизмов 
и модулей, соответственно, называется инъективной структу
рой, если; (С1) & — совокупность всех модулей, инъективных 
относительно всех гомоморфизмов из @; (С2) <3— совокуп
ность всех гомоморфизмов, относительно которых инъективны 
все модули из £..; (C3) Для всякого модуля А найдутся 
модуль Q из й и гомоморфизм f:A-*Q, принадлежащий @. 
Модули из & будем называть ЙЗ-инъэктивньши. Инъективная 
структура 23 называется регулярной, если / и Q в свойстве 
СЗ) всегда можно выбрать так, что для всякого гомомор
физма cp:A-i-Q', где Q'GU, существует один и только один 
гомоморфизм ty;Q-*Q' такой, что <р =/ty. Всякая инъективная 
структура 23 определяет радикал 31, где 31(A) — наибольшее 
среди ядер гомоморфизмов из @, определенных на А. Наобо
рот, если St-радикал, то класс всех 3?-полупростых модулей 
является классом инъективных объектов наибольшей инъек
тивной структуры, определяющей радикал -К. Для любой 
инъективной структуры 93 описана наименьшая регулярная 
структура, содержащая S3 и определяющая тот же самый 
радикал. Если 3t - кручение, то совокупность 3 левых идеа
лов кольца Л, фактормодули по которым SR-радикальны, 
обладает следующими свойствами: 1) Если /6 3, / - л е в ы й 
идеал и / с / , то / 6 3 ; 2) Если / , / 6 3, то / П / 6 3 ; 3) Если 
/ 6 3 , то (/:-.)= (VX6A, М.63.63 для всякого -=6А; 4) Если / — 
левый идеал, /£• / , / 6 3 и (/:•,)6 Зчдля всякого . ,6/, то /63. 
Наоборот, для каждой системы / левых идеалов кольца А, 
обладающей свойствами 1) — 4), существует одно и только 
одно кручение 31, при котором /63 равносильно 31-радикаль-
ности фактормодуля А/1. Кручение модуля A, указанное 
выше, определяется равенством 31(A) — {a|a6A, (0:a)63). 
Ю. М, Рябухин [15] доказал, что свойства 2) и 4) могут 
быть заменены свойством .2'): если / и -/--левые идеалы 
кольца А, причем / 6 3 и (/:-.)63 для всех ^А, то /63. Из 
результатов Маранды и Рябухина нетрудно извлечь описание 
всех кручений для случая абелевых. групп. Некоторые общие 
результаты о радикале модуля получил Диксон [74], [75]. 
Далее, легко видеть, что для абелевых групп радикальным 
классом является класс всех периодических групп. Ясно 
также, что дословное перенесение группового определения 
периодичности на произвольные модули не является удачным. 
В обзоре [21] уже упоминалась работа Хаттори [114], где 
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вносились необходимые коррективы. В том же направлении 
пошли Леви [157] и Л. Ш. Иоффе [7]. Элемент а называется 
периодическим в смысле Леви (в смысле Л. Ш. Иоффе), если 
найдется такой X из кольца Л, что Ха — 0 и г (X) или 
I Q,) •-= 0") (г (X) — 0). Модуль, не содержащий ненулевых перио
дических элементов, называется модулем без кручения в со
ответствующем смысле. Проверяется, что классы Э.Д и Э1н мо
дулей, не допускающих ненулевых отображений на модули 
без кручения в смысле Леви и Л. Ш. Иоффе, соответствен
но, оказываются радикальными. Если А— кольцо без дели
телей нуля, то наследственность радикала 91и эквивалентна 
каждому из следующих свойств кольца А: 1) Ша (А) совпа
дает с множеством периодических элементов для каждого 
А-модуля А; 2) совокупность периодических элементов каж
дого А-модуля образует подмодуль; 3) кольцо А обладает 
левым кольцом частных. Заметим, что кольцо допускает 
левое кольцо частных тогда и только тогда, когда во всяком 
модуле над ним периодические в смысле Леви элементы 
образуют подмодуль. Если каждый полупростой в смысле 
Леви конечно-порожденный А-модуль вложим в свободный и 
А обладает двусторонним кольцом частных, то и всякий 
конечно-порожденный A-модуль вложим в свободный [157]. 
Некоторые результаты, связанные с понятием кручения в 
модуле имеются в работе Банашевского [39]: Л. Ш. Иоффе 
[7] отметила, что почти дословное повторение рассуждений 
Ротмана ([214], [21], стр. 82) позволяет перенести его ре
зультат на кольцо А,- в котором из г (X) — 0 вытекает АХ = 
= |ХА. Точнее, обратимость слева всех левых неделителей 
нуля такого кольца А равносильна расщепляемое™ после
довательности 0-+Ша(А)-±А-^-А/$1а(А)-+0 &ЛЯ всякого А-моду-
ля А. С расщепляемостыо этой последовательности связаны 
и исследования Каплаиского [133], предполагавшего, что А 
является коммутативной областью целостности. Периоди
ческий модуль Т он называется [/Т-модулем, если точная 
последовательность 0->r~>A{to}B{to}0 расщепляема для всяко
го модуля В без кручения. В свою очередь модуль В без 
кручения называется UF-модулем, если та же точная после
довательность расщепляема для всякого периодического мо
дуля Т. Оказалось, что всякий UF-модуль является плос
ким, а его проективная размерность < 1 . Инъективная раз
мерность UF-модуля также не превосходит единицы. Дано 
условие, достаточное для того, чтобы модуль оказался UT-
' модулем.. Чейс [64] получил некоторые результаты о моду-

*) Через 1(Х) и г (Я) обозначаются левый и правый аннулятор эле. 
мента X, соответственно. • 
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лях без кручения над кольцом многочленов от двух пере
менных. Восток и Паттерсон [52] исследовали радикал Ди-
винского. ДЛЯ определения этого радикала в модуле А рас
сматривается некоторое множество % эндоморфизмов моду
ля A, замкнутое относительно присоединенного умножения 
f°g = f-\-g — fg- Подгруппа Я из A называется ^-допусти
мой, если для каждого х из Н найдется такое g£%, что 
g (х) = х. Объединение всех ^-допустимых подгрупп оказы
вается ^-допустимым подмодулем, который и называется ра
дикалом Дивинского. Вопрос о том, будет ли радикал Ди-
винского радикалом в смысле A. Г. Куроша, Восток и Пат
терсон, не рассматривают. To же самое можно сказать и о 
радикале Голди [104]. Он положил Z (А) — {а\ сбЛ, Аппдд 
плотен в Л)*'"' и определил радикал Z2 как полный прооб
раз модуля Z(AIZ{A)) в A. Доказано, что Z (Z2 (A)) = Z2 (A) 
и что Z2(A) = Z(A), если Z (А) =0. Большая серия работ свя
зана с терциарным радикалом [95 — 97, 152, 153, 207]. Одна-

'ко полученные здесь результаты настолько тесно примыка
ют к теории разложения идеалов в кольцах, что их целе
сообразнее рассматривать в соответствующем обзоре. 

В заключение остановимся на понятии сердцевины моду
ля, исследованном Лесьёром и Круазо [71,72, 151, 154, 155]. 
Сердцевина С (Q) инъективиого модуля Q определяется как 
пересечение всех плотных в Q ядер эндоморфизмов модуля 
Q. Для произвольного модуля А сердцевина определяется 
равенством С (А) — С(Л)ПА, где А — ш-гьективная оболочка 
модуля А. Заметим, что совокупность J (Q) упомянутых вы
ше эндоморфизмов с плотными ядрами совпадает с радика
лом Джекобсоиа кольца эндоморфизмов <S(Q) модуля Q [89]. 
Если А —- конечномерный А-модуль ([21], стр. 86), то фак-
торкольцо r=(g(Q)/J(Q) оказывается полупростым в класси
ческом смысле. Если, кроме того, Z (А) = 0, то С (А) = А. 
Из конечномерности модуля А вытекает, что А= j ] Qh 

где Qt — неразложимы. Если среди модулей Qt имеется в 
ТОЧНОСТИ р попарно неизоморфных, то скажем, что степень 
неоднородности модуля A равна р. Если p = 1, то модуль 
называется изотипическим. Кольцо Г оказывается простым 
(телом) тогда и только тогда, когда р = 1 (п=1). Сердце-

*) Если А—Л-модуль и SC.A, то полагаем Аппд S = {X\XQA, Xs = 0 
для всех sgS}. Если ТСЛ, то Аппд Т = {а\ а^А, ха=0 для всех xQT}. 

**) Будем говорить, что подмодуль А модуля В плотен в В, если А 
имеет ненулевое пересечение со всяким ненулевым подмодулем модуля -8. 
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вина С (А) совпадает с пересечением подмодулей X модуля 
А обладающих следующими свойствами: а) X плотно в А; 

6) AIX разлагается в прямую сумму модулей, изоморфных 
каким-либо из Q;. Если кольцо Л-нётерово слева, a A—А-
модуль, все ненулевые подмодули которого плотны в нем, 
то С (А) совпадает с пересечением ненулевых изотипических 
подмодулей модуля А. Заметим еще, что С (А) можно рас
сматривать как правый Г-модуль. Правые идеалы кольца Г, 
содержащие Аппг С (А), образуют дедекиндову структуру L с 
дополнениями длины < n. Равенство имеет место тогда и 
только тогда, когда АппГС (А) = 0. Структура Lантиизоморф-
на структуре замкнутых подмодулей Г-модуля С (А) (подмо
дуль М называется замкнутым, если АппС(^.АппгМ = М), а 
также С (А). Правые идеалы / из L характеризуются свойст
вом АппгАпп,-,^/ = /. Замкнутые подмодули Г-модуля С (А) 
характеризуются тем, что фактормодули по ним имеют 
инъективные оболочки, разлагающиеся в прямую сумму мо
дулей, изоморфных каким-либо из Qt. К рассматриваемому 
кругу вопросов относится и результат Ренольта [203], пока
завшего, что сердцевина любого ненулевого модуля над 
С-кольцом отлична от нуля. Под С-кольцом понимается та
кое кольцо А, что отличен от нуля цоколь всякого ненуле
вого фактормодуля любого А-модуля А по плотному в нем 
подмодулю. Ренольт же [200] опубликовал статью, посвя
щенную изотопическим модулям. В его работе, а также в 
статье Феллера [91] получен ряд результатов об указанном 
выше разложении инъективной оболочки в прямую сумму. 

2. Проективность, инъективность и т. п. Начнем ЭТОТ 
пункт с рассмотрения результатов Исикавы [124]. Функтор Т 
категории А-модулей в себя называется вполне точным, если 
последовательности А-*В^-С и Т(А)-+Т (В)^-Т [С] точны 
одновременно. Модуль А называется вполне проективным, 
вполне плоским ИЛИ вполне инъективным, если, соответст
венно, вполне точны функторы Т (X) = Нот (А, X), U (X) = 
— Х®А или V(X) — Hom(X, A). Само кольцо А является 
вполне проективным модулем. Всякий вполне проективный 
модуль оказывается вполне плоским. Вполне инъективным 
модулем является инъективная оболочка Е прямой суммы 
">]Л/59га, где 3&а пробегает все максимальные левые идеалы 
а 1 

кольца /. Всякий проективный вполне плоский модуль над 
коммутативным кольцом вполне проективен. Доказана равно-
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сильность следующих свойств проективного Л-модуля Р: 
1) Р — вполне проективен; 2) Существует такое натуральное п, 
что Р+... + Р содержит прямое слагаемое, изоморфное Л; 

п 
3) Прямая сумма некоторого бесконечного набора модулей Р 
является свободным Л-модулем. Для инъективного Л-модуля 
Q оказываются равносильными следующие свойства: (1) Q — 
вполне инъективен; (2) Q содержит изоморфный образ всякого 
простого Л-модуля; (3) Q имеет прямое слагаемое, изоморф
ное Е. В случае коммутативности кольца к этому списку 
можно присоединить: (4) АппД Ann,- / — / для всякого идеала 
/ из Л; (5) АопЛ Ann,-, -Ж = Ш для всякого максимального идеа
ла -0J из Л. Если все ненулевые инъективные модули над 
коммутативным кольцом Л вполне инъективны, то Л вполне 
примарно. Если Л—нётерово, то справедливо и обратное. 
Если Л — коммутативное кольцо и Q — вполне инъективный 
Л —модуль, то модуль А является (вполне) плоским тогда и 
только тогда, когда модуль НотЛ (Л, Q) (вполне) инъективен. 
Далее отметим несколько общих результатов об инъективных 
и проективных модулях, полученных Банашевским [38]: 1) Если 
А и В —-проективные Л-модули, /—-левый идеал кольца Л, 
1тА = 1тВ = 0 для некоторого т и А/1А = В/1В, то А&В; 
2) Если Л — нётерово слева, то проективность/(инъективность) 
Л-модуля в категории Л-модулей конечного происхождения 
равносильна его проективности (инъективности) в категории 
всех Л-модулей; 3) Если модуль удовлетворяет условию 
минимальности для подмодулей, то его инъективная оболочка 
удовлетворяет условию минимальности для всех инъективных 
подмодулей; 4) Если кольцо Л удовлетворяет условию мини-
мальности для левых идеалов, то всякий инъективный Л-мо-
дуль разлагается в прямую сумму неразложимых модулей 
(см. также п. 1). Заметим, что конечной целью этих иссле
дований является новое доказательство теоремы Нагао и На-
каямы [181] о строении инъективного модуля над конечно
мерной алгеброй. Хинохара [118, 120] доказал, что над ком
мутативным слабо иётеровым кольцом (т. е. кольцом, в кото
ром пространство максимальных идеалов удовлетворяет 
условию минимальности для замкнутых подмножеств) всякий 
проективный модуль разлагается в прямую сумму конечно-
порожденных модулей. Феллер [91] установил, что (нётеров) 
инъективный модуль над нётеровым слева кольцом разла
гается в прямую сумму (конечного числа) модулей, в которых 
плотен каждый ненулевой подмодуль. Интересный критерий 
проективности модуля над коммутативным кольцом предло 
жили М. Ауслендер и Буксбаум [34], а также Микали [168]" 
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Рейнауд [198] исследовал проективные модули Р над комму
тативным кольцом Л, удовлетворяющие соотношению Р +Л? -= 
-=Л" для всех <jr < я.*). Отметим еще две работы Суоиа, 
относящиеся по существу к гомологической алгебре. В одной 
•из них [220] устанавливается эквивалентность категории 
конечно-порожденных проективных модулей над кольцом не
прерывных функций, отображающих бикомпактное хаусдор-
фово пространство Ж в тело К {К — действительные числа, 
•комплексные числа или кватернионы) с категорией так назы
ваемых /("-векторных расслоений над Ж. Из результатов, по
лученных во второй [222], отметим отрицательное решение 
проблемы: будут ли конечно-порожденные проективные мо
дули Л и £ над целочисленным групповым кольцом Л 
конечной группы изоморфны, если Л + Ла-В + Л. 
Однако в случае дедекиндовых колец такое «сокращение» воз
можно даже, если вместо Л стоит любой конечно-порожденный 
модуль [123]. Сюда же примыкают и некоторые результаты 
Чейса [64]. Ыакаяма (185] доказал, что группа Гротендика ко
нечно-порожденных модулей над яётеровым слева кольцом, 
имеющих конечную проективную размерность, совпадает с 
группой Гротендика конечно-порожденных проективных моду
лей. Отсюда выводится, что группа классов (т. е. факторгруппа 
.группы Гротендика по подгруппе, порожденной свободными мо
дулями) проективных модулей над конечной группой совпадает 
с группой классов конечно-порожденных когомологически три
виальных модулей. Показывается, что последняя группа порож
дается когомологически тривиальными модулями конечного по
рядка. Группа классов проективных модулей над целочислен
ным групповым кольцом абелевой группы порядка pq исследо
валась в диссертации Розена [213]. Суон [222] изучал кольцо 
Гротендика конечной группы над коммутативным кольцом. Об
зорную статью о конечно-порожденных проективных модулях 
над коммутативным кольцом опубликовали Карденас и Вас-
кес [59]. 

Пейнадо [194] предложил прямое доказательство равномощ-
ности всех баз свободного модуля с бесконечной системой обра
зующих (см. также [130]). Для конечно-порожденных модулей 
это не всегда верно. Классификация колец, основанная на этом 
свойстве, была предложена Левиттом ([148]; [21], стр. 82). Ис
следование ЭТОГО вопроса продолжается в работах Пейнадо 
[193] и Левитта [150]. У Вулфеона [233] и Чейса [66] по разным 
поводам появились локально свободные модули. Первый назы
вает Л-модуль А локально свободным, если всякое его конеч
ное подмножество содержится в свободном прямом слагаемом. 

*) Здесь Am-=A-f-.. ,+Л как Л-модуль 
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Если Л-область главных левых идеалов, то всякий локально 
свободный Л-модуль счетного ранга оказывается свободным 
[102]. Чейс, рассматривавший модули над коммутативным коль
цом главных идеалов, назвал модуль локально свободным, если 
всякий его чистый подмодуль конечного ранга является свобод
ным прямым слагаемым. Локально свободные абелевы группы 
возникают при решении проблемы Уайтхеда, состоящей в опи
сании всех абелевых групп A, для которых Ext1 (A,Z)=0, где 
Z — кольцо целых чисел. С проблемой Уайтхеда связаны рабо
ты Вильена [228] и Чейса [62]. Последний рассматривал моду
ли над коммутативной областью главных идеалов. Ряд СВОЙСТВ 
модулей, локально свободных в смысле Чейса, рассмотрен 
в п. 4. 

Хорошо известно понятие ниъективной оболочки модуля 
(см., в частности, [199]). Фейт и Уцуми [89] доказали ее 
существование, не предполагая, что модули унитарны. Для 
этого же общего случая доказано, что инъективность моду
ля А равносильна как расщепляемости всякой точной после
довательности 0->-4->В—>С-^0, так и отсутствию у А истин
ных существенных расширений (т. е. AczB, где A плотно в 
В, влечет А=В). Установлено также, что инъективность от
носительно вложений левых идеалов в кольцо (см. п. 1), в от
личие от унитарного случая, не влечет инъективности модуля. 

Басе [42] ввел понятие, двойственное инъективиой обо
лочке. Он назвал подмодуль А модуля С тонким, если 
А + В = С возможно лишь при В=С. Проективный модуль 
Р называется проективным покрытием модуля А, если А •= 
= Р/К, где К.— тонкий подмодуль в Р. Проективное покры
тие существует не всегда. Для того чтобы оно существо
вало для всех Л-модулей, необходимо и достаточно, чтобы 
кольцо А удовлетворяло условию минимальности для глав
ных правых идеалов (см. [21], стр. 81). Модуль, имеющий 
проективное покрытие, называется совершенным. Шукла 
[218] доказал, что совершенными являются все модули ка
тегории g, обладающие следующими свойствами: 1) Если 
A, Bgg и f\A-+B, то /gg; 2) Если 5 g g И ACB, TO Agg; 
3) Если -4g<x, TO существуют проективный модуль Pgg и 
эпиморфизм h:P->A (ввиду 1), Agg; 4) Если #—эндоморфизм 
модуля В, не являющийся автоморфизмом, Img—Б и g'gg, то 
существует собственный подмодуль А модуля В такой, что 
A + g~i(A)=B\ 5) Если /:A->B— эпиморфизм из g, то Л 
обладает подмодулем 5, минимальным относительно свойст
ва / ( 5 ) = В . Для конечно-порожденного модуля А над нёте-
ровым слева кольцом свойство 5) равносильно совершенно
сти. И. И. Сахаев [17] показал, что плоский совершенный 
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модуль проективен. Проективный модуль называется полу
совершенным, если все его фактормодули совершенны. Ряд 
результатоз о полусовершенных модулях получила Марес 
[163]. В частности, она доказала, что каждый проективный 
модуль над кольцом с условием минимальности полусоверше
нен. Модуль А полусовершенен тогда и только тогда, когда 
пересечение J (А) всех максимальных подмодулей модуля А 
тонко в A, J (A/J (А))— 0 и всякая ортогональная систе
ма идемпотентов кольца Нотл (А//(А), АЦ (А)) индуцирует
ся ортогональной системой идемпотентов кольца HomK(A, А). 
Енохе [86], рассматривавший модули над коммутативной 
областью целостности Л, назвал свободным от кручения по
крытием Л-модуля А такую пару (Г, х), где 7—Л-модуль 
без кручения, а х—гомоморфизм Т в А, что ker -/ не содер
жит нетривиальных чистых подмодулей модуля Т и <р—Фх 
для всякого <p:U{to}A, где U—А-модуль без кручения. Доказа
на единственность свободного от кручения покрьугия. Сво
бодным от кручения покрытием циклической группы поряд
ка р оказывается группа целых р-адических чисел. 

Уже в обзоре [21] упоминалось понятие квазиинъективности. 
Довольно специальный класс квазиинъективных модулей ис
следовал Уонг [234]. Фейт и Уцуми i[89, 90] установили, что 
любой подмодуль квазиинъективного модуля обладает в нем 
максимальным квазиинъективным расширением, а подмодуль 
квазиинъективного модуля, не допускающий квазиинъективных 
расширений, квазиинъективен и выделяется прямым слагаемым. 
Прямая сумма квазиинъективных модулей не всегда квазиинъ-
ективна. Однако квазиинъективность прямой суммы влечет 
квазиинъективность слагаемых. Конечно-мерный ([21], стр. 86) 
квазиинъективный модуль разлагается в прямую сумму конеч
ного числа квазиинъективных модулей, в которых плотен каж

дый ненулевой подмодуль [170]. То же самое справедливо для 
всякого квазиинъективного модуля над нетеровым слева коль
цом. Всякий мономорфизм конечномерного подмодуля квази
инъективного модуля A B A может быть продолжен до авто
морфизма модуля А [170]. Дополнительный подмодуль (см. 
п. 6) квазиинъективного модуля всегда выделяется прямым 
слагаемым [170]. Мияшита [170] и Феллер [91] получили ряд 
результатов о кольце эндоморфизмов квазиинъективного моду
ля (см. п. 5). 

Естественное обобщение квазиинъективности предложил 
В. Е. Говоров [5]: модуль А называется малоинъективным, 
•если произвольный эндоморфизм любого его подмодуля ин
дуцируется эндоморфизмом модуля А. Малопроективность 
.модуля определяется двойственным образом. Заметим, что 
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еще раньше А. П. Мишина [13] доказала, чтовб елева груп
па малоинъективна тогда и только тогда, когда она или 
полна, или является периодической группой, каждая непол
ная примарная компонента которой есть прямая сумма цик
лических групп одного и того же порядка, или разлагается 
в прямую сумму полной периодической группы (возможно, 
нулевой) и группы без кручения ранга 1. В, Е. Говоров 
установил, в частности, что все подмодули малоинъективно-
го малопроективного модуля малопроективны тогда и толь
ко тогда, когда все его фактормодули малоинъективны. Иа 
других его результатов отметим: 1) Кольцо Л без делите
лей нуля малоинъективно как Л-модуль в том и только в 
том случае, когда оно обладает кольцом двусторонних 
частных Q и целозамкнуто в Q слева (т. е. если «6Q, 0=£ 
т<-ХеА и Xw"GA для п—1, 2, ...,. то wGA); 2) Полная прямая 
сумма Л=2*Аа колец Аа является малоинъективным А-мо-
дулем тогда и только тогда, когда все Аа—малоинъектив-
ные А0-модули. Упомянем, наконец, серию работ [134, 183, 
190], относящихся к гомологической алгебре, в которых 
важную роль играют понятия слабой инъективности и сла
бой проективности. 

Наряду с инъективностыо естественно рассматривать де
лимость (как известно, в случае абелевых групп эти понятия 
совпадают). В обзоре [21] по этому поводу уже упоминалась 
работа Хаттори [114]. Позже Леви [157] предложил назвать. 
А-модуль А делимым, если \А=А для всякого X из А, не 
являющегося ни правым, ни левым делителем нуля. Инъек-
тивный модуль всегда делим. Ответ на вопрос об обратном 
соотношении Леви дал для случая, когда кольцо А обладает 
левым кольцом частных Q. Он показал, что для инъектив
ности каждого делимого А-модуля необходимы и достаточ
ны классическая полупростота кольца Q и левая наследст
венность кольца А. Кольцо А при этих условиях оказывает
ся иётеровым слева. Классическая полупростота Q равно
сильна инъективности всякого делимого А-модуля, не содер
жащего ненулевых элементов, периодических в смысле Леви 
(см. п. 1) В. А. Андрунакиевич и Ю. М. Рябухин [1] назва
ли А-модуль Л делимым, если \А=А для всякого Хиз А, для. 
которого 1А¥=0. Заметим, что они не предполагали, что 
рассматриваемое кольцо имеет единицу. Пусть А—такое 
кольцо без делителей нуля, р—его характеристика, Ср—по
ле частных кольца вычетов по модулю р (р илиО, или прос
тое число), А—А-модуль без делителей нуля (т. е. Ха=0 и-
а=г0 влечетХА-—0) и АА¥=0. В, А. Андрунакиевич и Ю.М.Ря-
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бухин доказали, что такой модуль А можно вложить в неко
торый первичный ([20], стр. 69) делимый точный Л-модуль, 
являющийся, кроме того, делимым точным Ср-модулем. Ра
зумеется, всякий инъективный модуль делим в смысле 
В. А. Андрунакиевича и Ю. М. Рябухина. Еще одно опре
деление делимости принадлежит Банашевскому [39]. Он 
рассматривал модули над коммутативным кольцом. Если А— 
такой Л-модуль, то положим S(A)—{а|а6Л, (aa—Q&aQA)^ 
-->а==0)}. Модуль А называется относительно делимым, если 
ЪА=А для всякого X из S (А). Используя это определение, 
Банашевский доказывает, что для всякого Л-модуля А су
ществует такое минимальное относительно делимое расши
рение В, что S(A)=S(B). Это расширение определяется 
однозначно с точностью до изоморфизма и называется дроб-
НО-ПОЛНЫМ расширением модуля А. 

Коснемся теперь работ, посвященных плоским модулям. 
Лазар [147] доказал, что для того, чтобы модуль А был 
плоским, необходимо и достаточно, чтобы для всякого 
конечно-порожденного модуля В и гомоморфизма <?:В->А 
существовали конечно-порожденный свободный модуль F и 
гомоморфизмы ty:B->F и y/.F~+A такие, что -p=-=fx- Д л я т о г о 

чтобы модуль был плоским, необходимо и достаточно также, 
чтобы он являлся индуктивным пределом фильтрованного 
множества некоторой индуктивной системы конечно-порож
денных свободных модулей (ср. [4, 6, 17]). Заметим, что 
В. Е. Говоров [6] дал пример, показывающий, что модуль, 
имеющий слабую гомологическую размерность k>0, не 
обязан быть пределом модулей проективной размерности k. 
Из приведенных Лазаром следствий отметим следующие: 
1) Конечно-порожденный плоский модуль проективен (ср. [61, 
84]); 2) Всякий функтор категории модулей в себя, перево
дящий конечно-порожденные свободные модули в плоские и 
перестановочный с индуктивным пределом, переводит пло
ские модули в плоские. 

Обобщение проективности и инъективности в категориях, 
полезное и для модулей, предложили Батлер и Хоррокс [58]. 
Они рассмотрели функтор 0 от двух переменных, значе
ниями которого являются подгруппы групп расширений. 
Модуль А называется б-инъективным [6-проективным], если 
6 (X, А)—0 (Q(A, Х)=0) для всякого модуля X. Эти рас
смотрения обобщают, в частности, относительную гомоло
гическую алгебру Хокшилда [121]. Несколько иное направ
ление обобщения проективности и инъективности имеется в 
работах Маранды [162] (см. п. 1) и Эйленберга [83]. Здесь 
же уместно упомянуть заметку Сато [216]. 

191 



Переходя к рассмотрению результатов, касающихся но-
мологической размерности, укажем на работы Дика [76] и 
И. И. Сахаева [16], предложивших новые доказательства 
некоторых известных результатов о резольвентах. Серию 
колец четной проективной размерности построил Райнхарт 
[208]. Мохицуки [171, 172] указал несколько условий, 
обеспечивающих конечность некоторых гомологических раз
мерностей полупримарного кольца. Капланский [132] пред
ложил способ определения проективной размерности некото
рых циклических модулей над коммутативным кольцом. 
Макрай [160] доказал, что проективная размерность идеала 
коммутативной области целостности, порожденного двумя 
элементами, или бесконечна, или <1 . Многочисленные соот
ношения между размерностями модулей установлены в рабо
тах Накаямы и Цудзуку [186, 187], посвященных фробеш-
усовым расширениям. Пусть, далее, Л—групповое кольцо 
абелевой группы <S над кольцом К- Дуглас [78] установил, 
что w. gl. dim A < со в том и только в том случае, когда 
выполняются следующие три условия: а) если в © имеется эле-
мент порядка и, то пК=К; б) w. gl. dim. /C<oo; в) ранг ©<оо. Бо
лее того, при выполнении этих условий w. gl. dim. A = w. gl. 
dim/C+ (ранг ©). Бальцежик [37] доказал: 1) Если К—кольцо 
целых чисел, а © не порождается конечным подмножеством, 
то gl.dim/C — dimA©=-(paHr ©) + 2, где С—произвольная не
тривиальная конечная циклическая группа, на которой © 
действует тривиально. 2) Если ©—конечно-порожденная и не 
имеет кручения, 1. dim/-A — 1. ghdim/Си© действует на 
А тривиалы-ю,то 1. gl. dim. А—1. dim^A—• ранг© +1. gl. dim. К. 
Ряд результатов об абелевых группах, рассматриваемых как 
модуль над своим кольцом эндоморфизмов, получили Рич-
ман и Уокер [205] и Дуглас и Фарат [79]. 

3. Гомологическая классификация колец. Как и в пре
дыдущем обзоре [21] (стр. 80—.81), начнем этот пункт c 
рассмотрения вопроса о свободе проективных модулей. Басе 
[43, 44], Басе и Шамуэль [45], В, Е. Говоров [5], Хинохара 
[117, 119], Хоррокс [122] и Эндо [85] указали новые классы 
колец, над которыми те или иные проективные модули свобод
ны. Сюда же примыкает результат Муртхи [180], показав
шего, что при некоторых условиях конечно-порожденный 
проективный А-модуль разлагается в прямую сумму свобод
ного модуля и идеала кольца А. Самюэль [217] установил 
некоторую связь между свободой конечно-порожденных, 
проективных модулей над коммутативным нетеровым коль
цом с однозначным разложением на множители и сохране
нием последнего свойства для кольца многочленов над А 
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Остановимся теперь на классификации колец, предложен
ной Л. А. Скорняковым [22]. В этой классификации исполь
зуются следующие классы модулей: 1. Свободные. II. Проек
тивные. III. Инъективные. IV. Плоские. V. Конечносвязные 
[21] (стр. 81). VI. Полусвободные, т. е. разлагающиеся в пря
мую сумму циклических. При этом рассматриваются такие 
семейства модулей над данным кольцом А: о—все Л-модули; 
к—Л-модули конечного происхождения; ц—циклические А-мо-
дули; /—левые идеалы кольца A; L—левые идеалы кольца 
А, имеющие конечное происхождение: /—-главные идеалы 
кольца А. Будем говорить, что кольцо А относится к классу 
St (S-I, II, III, IV, V. VI; t = c , к, ц, /, /К! /г), если все 
Л-модули семейства t принадлежат классу 5. Так возникают 
36 логически мыслимых классов колец. Заметим, однако, 
что класс Vc пуст, а классы IVn и VIr содержат все кольца. 
Некоторые из полученных классов совпадают между собой, 
некоторые—с уже рассматривающимися классами колец. Учи
тывая и более поздние работы [19, 192], эти связи можно 
выразить следующей таблицей: 

Отрицание некоторых связей между классами установил 
В. И. Геминтерн [2]. Он же и показал, что класс VI/K замк
нут относительно перехода к кольцам матриц, а классы VIr, 
П/г и IV/r этими свойствами не обладают. Далее оказалось, 
что полупростыми в классическом смысле являются даже 
кольца, над которыми все модули конечного происхождения 
малоинъективны (малопроективны) [5], Л. А. Скорняков [23] 
построил пример кольца с делителями пуля, принадлежа-
щего^ классу I/. Более того, в построенном кольце всякий 
левый идеал конечного происхождения изоморфен самому 
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кольцу как левый модуль. В той же--, работе установлена 
эквивалентность следующих свойств кольца Л, принадлежа
щего классу 1/г: 1) Л. не содержит делителей нуля', 2) Вся
кий правый (левый) делитель нуля в кольце Л является ле
вым (правым) делителем нуля; 3) Если X, [igA и Хц—1, то 
•лХ=1;' 4) Л не содержит идемпотентов, отличных от 0 и 1. 
Отсюда вытекает, что кольцо из класса I/г, над которым 
все конечно порожденные свободные модули измеримы [21] 
(стр. 82), не имеет делителей нуля. К этому следствию тес
но примыкает работа Гуаццоне [105], установившего эквива
лентность следующих свойств кольца Л: 1) Л—-кольцо глав
ных левых идеалов без делителей нуля; 2) Все левые идеалы 
кольца Л главные и свободны как А-модули; 3) Существует 
такой свободный Л-модуль конечного ранга и, что все его 
подмодули свободны и имеют ранг < я; 4) Каковы бы ни 
были свободный левый Л-модуль F и его подмодуль А, мо
дуль А свободен и его ранг не превосходит ранга модуля F. 
Кольца из классов I/ и 1/к, над которым измеримы все ко
нечно-порожденные свободные модули, исследовал Кон [68] 
(см.' также [23]). 

В исследовании наследственных колец основное внимание 
было сосредоточено на исследовании наследственных поряд
ков [55—57, 108—112, 178, 229, 230]. Кроме того, Норткотт 
[189] доказал, что центр наследственного слева локального 
кольца является либо полем, либо одномерным регулярным 
локальным кольцом. Басе [44] доказал, что проективный пра
вый модуль над полунаследственным слева кольцом являет
ся прямой суммой конечно-порожденных модулей, каждый из 
которых изоморфен модулю, двойственному конечно-порож
денному идеалу кольца. 

Вопрос об описании колец класса VIo был поставлен 1<ёте 
еще в 1935 г. В 1951 г. Коэн и Капланский [67] установили, что 
в классе коммутативных колец такие кольца совпадают с клас
сом артиновых колец главных идеалов.-А. И. УЗКОЕ [26] пока
зал, что коммутативные нётеровы кольца из класса V I K являют
ся кольцами главных идеалов. Попутно он устанехвил, что ком
мутативная область целостности, все собственные факторкольца 
которой являются кольцами главных идеалов,— дедекиндова. 
Результат Коэна и Каплансиого не может быть распространен на 
некоммутативные кольца [182]. Тем не менее, Чейс [61] доказал, 
что если каждый Л-модуль разлагается в прямую сумму конеч
но-порожденных модулей, то А — артиново слева, а каждый 
неразложимый инъективный Л-модуль имеет конечный компо
зиционный ряд. Таким образом, решение проблемы Кёте сле
дует искать в классе артиновых колец. С другой стороны, ясно, 
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что каждый неразложимый модуль над КОЛЬЦОМ ИЗ класса VIo 
цикличен. Именно такие артиновы кольца исследовал Кавада 
[135—139]. Некоторые результаты, связанные с проблемой Кёте, 
содержит серия работ Марасэ [175—177]. Капланский [131] до
казал, что любой модуль без кручения ранга 2 над коммутатив
ной нётеровой областью целостности (Л разложим в прямую 
сумму модулей ранга 1 тогда и только тогда, когда Л локаль
на, полна и ее размерность в смысле Круля < 1. 

К кольцам, входящим в рассматриваемую классификацию, 
тесно примыкают и самоинъективные слева кольца. Фел-
лер [91] доказал, что нётерово слева и самоинъективное 
слева кольцо А разлагается в прямую сумму А = / - + . . .+ / „ 
своих однородных левых идеалов (т. е., если О-^/Q/,, где 
/—левый идеал, то / плотен в / г ) . Разумеется, /• = Ле /, где 
sf = el. Оказалось, что егАег — локальное кольцо, максималь
ный идеал которого является нильидеалом, а нильпотентные 
элементы кольца 11 образуют идеал, факторкольцо кольца 
/ ( по которому — тело. Ко [143] показал, что самоинъектив
ное слева первичное кольцо, удовлетворяющее условию мак
симальности, д л я аинуляторных левых идеалов, является 
простым артиновым кольцом. Чейс и Фейт [66] доказали, что 
кольцо А изоморфно полной прямой сумме полных колец 
линейных преобразований правых векторных пространств 
над телами тогда и только тогда, когда оно самоинъектив-
но слева, не содержит нильпотентных идеалов и каждый его 
ненулевой левый идеал содержит минимальный левый идеал. 
T. С. Тольская [25] установила, что кольцами, над которыми 
всякий инъективный модуль свободен, являются локальные 
квазифробениусовы кольца и только они. В этой же работе 
охарактеризованы кольца, над которыми всякий свободный 
модуль инъективеи. Однако вопрос о существовании в по
следнем классе не квазифробениусовых колец остается от
крытым. Конечномерные алгебры, над которыми классы ко
нечно-порожденных. проективных и инъективных модулей 
совпадают, рассматривались Хеллером [116]. Коинелл [69] 
доказал, что самоииъективность группового кольца группы 
<S над кольцом А влечет периодичность группы © и самоииъ
ективность кольца А. Если же кольцо А—самоииъективно , 
а группа (5 — конечна, то. соответственно групповое коль
цо — самоииъективно. Один из способов построения самоинъ-
ективных алгебр можно извлечь из результатов Гаррисона 
[113]. Фейт и Уцум'и [90] рассматривали, кольца, не обяза
тельно обладающие единицей. Оказалось, что в этом случае 
квазиинъективное слева кольцо с правой единицей не обяза
но быть самоинъективным слева. Однако для алгебр с пра-
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вой единицей над полем характеристики 0 эти ПОНЯТИЯ сов
падают. Установлено, что кольцо с правой единицей е само-
инъективно слева тогда и только тогда, когда оно квазиинъ-
ектИвно слева и е является двусторонней единицей. По
строен пример самоинъективного слева кольца, содержащего 
правую, но не двустороннюю единицу. В ряде работ иссле
довалась адъективная оболочка Л кольца Л. Озофская [191] 
построила пример такого кольца Л, что инъективная оболоч
ка А не может быть превращена в кольцо так, что X-x=Xx, 
где Х6А, xGA и — умножение в кольце А. Если же такое 
превращение возможно, то кольцо НотЛ (Л, Л) оказывается 
адъективным Л-модулем. Последний результат имеется и в 
работе Ламбека [144]. Для того чтобы указанное превраще
ние модуля А в кольцо было возможно, достаточно обра
щения в нуль сингулярного идеала Z (А) = {X/XGA, I (X) ПЛО. 
тен в А} [100] (ср. п. 1). Возникающее при этом кольцо 
оказывается регулярным (см. также [20], стр. 66). Если А — 
нётерово слева, то А — полупросто в классическом смысле 
(см. также [71 ]). Если А — без делителей нуля, то А являет
ся телом тогда и только тогда, когда AnnAx = 0 для всех 
xGA. Для того чтобы левое тело частных кольца Л совпада
ло с А, необходимо и достаточно, чтобы Л-модуль А был 
плоским. Если А — полунаследственное слева кольцо без де
лителей нуля, то А — плоский правый А-модуль. Если коль
цо А полунаследственно слева, то А®А оказывается инъек-
тивной оболочкой правого Л-модуля А. Некоторые теоремы 
•о разложении модуля А. в прямые и подпрямые суммы имеют
ся в работе Леви [156]. 

Несколько работ примыкают к начатым Бассом [21] 
(стр. 81) исследованиям совершенных слева колец (т. е. ко
лец, над которыми всякий левый плоский молудль проекти-
вен). Во-первых, назовем две работы Васкоса [226, 227]. Он 
говорит, что правый А-модуль А является пределом правого 
спектра (определение правого спектра дословно повторяет 
определение обратного спектра с той лишь разницей, что 
множество индексов не предполагается направленным), если 
существует такой набор гомоморфизмов pi.A-+At, что 
Kl]pi = pJ при i < / и для всякого правого А-м'одуля В и 
любого набора гомоморфизмов q^.B-t-Ai, удовлетворяющих 
условиям ntjqi = qp существует единственный гомоморфизм 
g:B-*A, для которого имеет место p\g = qi для всех i. 
Установлена эквивалентность следующих свойств кольца А: 
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1) Л связано слева (т. е. принадлежит классу V/к) и правая 
w. gl. dimX<2; 2) Предел правого предела плоских правых 
Л-модулей — плоский правый Л-модуль; 3) Л связано слева и 
пересечение двух (любого семейства) плоских подмодулей 
плоского правого Л-модуля является плоским модулем. Ока
зываются эквивалентными и следующие свойства кольца Л: 
1) Л— совершенно, связано слева и правая w. gl. dimA < 2; 
2) Предел правого спектра проективных правых Л-модулей — 
проективен; 3) Предел правого спектра любого множества 
экземпляров кольца Л является проективным правым Л-мо-
дулем; 4) Л—совершенно и пересечение любого множества 
проективных подмодулей проективного правого Л-модуля 
проективно; 5) А—-совершенно, связано слева и пересечение 
двух проективных подмодулей проективного правого А-мо-
дуля проективно. Если в перечисленных свойствах слова 
«Л — совершенно» и «проективный» заменить на «всякий пра
вый плоский Л-модуль свободен» и «свободный» соответст
венно, то полученные свойства также эквивалентны между 
собой. Далее остановимся на результатах И. И. Сахаева [16]. 
Он назвал кольцо Л левополусовершенным, если всякая воз
растающая цепочка AX.QAX-E... главных левых идеалов, где 
X. — ХД.-1-! обрывается. Оказалось, что левополусовершенные 
кольца характеризуются тем, что всякий циклический пло
ский модуль над ними проективен. Для проективности вся
кого конечно-порожденного плоского модуля необходимо и 
достаточно, чтобы левополусовершениыми были все матрич
ные кольца над А. Аналогичную задачу для модулей над 
коммутативным кольцом решает Эидо [84]. Он установил, 
что всякий конечно-порожденный плоский модуль над таким 
кольцом проективен, если кольцо частных As кольца А, по 
некоторой мультипликативно замкнутой системе, не содер
жащей делителей нуля, полулокально. Упомянем, наконец, 
работу Марес [163], рассмотренную в п. 2. 

Серия работ Дютхейла [80 — 82] посвящена V-кольцам, 
т. е. коммутативным кольцам, в которых каждый проектив
ный идеал выделяется прямым слагаемым. Каждое коммута
тивное артиново кольцо — V-кольцо. Коммутативное нётеро-
во кольцо является V-кольцом тогда и только тогда, когда 
в нем обратимы все неделители нуля. Изучение V-колец по
зволяет установить эквивалентность следующих утверждений 
о коммутативном нетеровом кольце А: 1) каждый идеал из 
А имеет проективную размерность 0 или °°; 2) каждый 
А-модуль имеет проективную размерность 0 или °°; 3) А-мо-
дуль проективен тогда и только тогда, когда проективен 
двойственный ему модуль. Кертис и Джонс [73] доказали, 
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что если алгебра Л над алгебраически замкнутым полем та
кова, что цоколь каждого неразложимого Л-модуля есть 
прямая сумма попарно неизоморфных простых подмодулей, 
то существует лишь конечное число неизоморфных нераз
ложимых Л-модулей. 

Накаяма [184] предложил классифицировать конечномер
ные алгебры Л с единицей по длине точной последователь
ности — Л — Л — гомоморфизмов 0-->A{to}P1{to}P2{to}... {to}/-„, где 
P.— А — Л-проективные модули. Татикава [223] доказал, 
что наличие такой последовательности с п = 1 равносильно 
тому, ЧТО Л является QF — 3 алгеброй, т. е. алгеброй с 
единственным минимальным точным представлением. 

4. Двойственность. Пусти А— Л-модуль. Полагаем А* = 
Нотд(А, А), рассматривая эту группу как правый модуль. 
Естественным назовем такой гомоморфизм ОнА-г-А**, чт° 
(х1л)? — x?1 гд е ^6А, tp6A*. Если 1А —изоморфизм (мономор
физм), то модуль А назовем рефлексивным (модулем без 
кручения). Модулем без кручения оказывается всякий мо
дуль, локально свободный в смысле Чейса [62] (см. п. 2). 
Обратное неверно. Для того чтобы модуль А над комму
тативной областью главных идеалов был локально свободным, 
необходимо и достаточно, чтобы Imt,4 являлся чистым под
модулем в А**. Для каждого Л-модуля А строится локаль
но свободный Л-модуль А* и гомоморфизм /VA{to}A*, при
чем модуль А локально свободен тогда и только тогда, 
когда ]А — изоморфизм. Всякий локально свободный модуль 
инъективен относительно JA. Енохе [87] показал, что все 
свободные Л-модули счетного происхождения рефлексивны, 
если А — коммутативная область целостности с простым 
идеалом П и кольцо дискретного нормирования Ап не полно. Ес
ли А—-нетерово наследственное кольцо, то рефлексивность 
А-модуля равносильна его полноте в топологии, фундаменталь
ная система окрестностей нуля которой состоит из конечных 
пересечений ядер линейных форм. Если эти линейные 
формы выбираются из некоторого фиксированного под
модуля В модуля А*, то возникающая топология 
называется В -топологией. Свойства этой топологии 
ДЛЯ случая модулей над кольцом главных идеалов ис
следовал Чейс [65]. Он показал, в частности, что каждый 
подмодуль модуля А*, замкнутый в 1А (А)-топологии, изо
морфен модулю С* для некоторого С. Сравнительно легко 
устанавливается [146], что модуль А является плоским тог
да и только тогда, когда правый модуль А*-инъективен. 

Пусть теперь А нетерово слева и справа кольцо и рас
сматриваются только конечно-порожденные модули. Джаис 
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[125, 127] доказал, что для всякого А-модуля А без круче
ния найдется такой правый А-модуль В, что последователь
ности 

0{to}A{to}A**{to}Extlv (В, А)-*0 
и 0{to}B->B**{to}Exti (A,A)->0 
точны. В качестве В можно взять, например, модуль F*/A*, 
где F — свободный модуль, допускающий эпиморфизм на A. 
Отсюда вытекает, что всякий А-модуль А без кручения яв
ляется рефлексивным тогда и только тогда, когда правая 
инъективная размерность кольца А не превосходит 1. Кроме 
того, если А —А-модуль без кручения, то А***=А* + 
4-[Ех-л (-3, А)]*. Отсюда выводится, что А* рефлексивен для 
всякого А-модуля А тогда и только тогда, когда 
IExti(C, А)]* = 0 для всякого правого А-модуля С. Если 
А*=0 , то A=Exti(D, А) для некоторого А-модуля D. Мо
номорфизм А-модуля X называется двойным дуальным вло
жением (д. д. в.), если он дуален эпиморфизму P->X*, где 
Р—правый проективный А-модуль. Пусть 31 = {А | Exti(A, A) — 
—О}. Оказывается, что фактормодули без кручения из к и 
только они являются коядрами д. д. в. Далее обозначается 
через %11 класс модулей Тп, для которых существует комплекс 

О = Р0^Рг-+Р2-» ... _J.pB_1_»..riI-*0) 
где все Рг—-проективные модули, а отображения Р^Р^ 
являются композициями Рг->-Тг+-->Г£*+1->Рг+1 (здесь среднее 
отображение—естественное вложение, последнее—д. д. в., 
а последовательность 0-^T**-^Pi->-Tl+1 точная). Охарактери
зованы также модули, дуальные к модулям из класса 31,.. 
Даны достаточные условия на кольцо А, при которых 
ExtiC-", А) = 0, l < t < « , для любого левого модуля Г6-Мл. 
Изучаются зависимости между различными размерностями 
кольца А и свойствами классов кп его модулей. Например, 
показано: 1) gl. dim A<n + 1 тогда и только тогда, когда мо
дули, дуальные модулям из 31п, являются проективными; 
2) Верхняя грань проективных размерностей конечно-порож
денных А-модулей конечной проективной размерности не пре
восходит п тогда и только тогда, когда все модули Тп из 
Шп, для которых правый А-модуль Т*п проективен, сами яв
ляются проективными; 3) Правая инъективная размерность 
кольца А не превосходит п тогда и только тогда, когда 
каждый левый модуль из -#„—рефлексивный. М, Аусландер 
[33] доказал, что рефлексивный модуль А над регулярным 
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локальным кольцом является свободным, если Ногпл(А,А) 
не разлагается в прямую сумму модулей, изоморфных А. 
Рефлексивные модули для случая, когда А— целозамкнутая 
нётерова область, исследовала Б. Р. Л. Ауслендер [32J. Од
но достаточное условие рефлексивности модуля над регу
лярной областью получается из результатов Муртхи [179]. 
Ферранд [93] изучал такие модули А, что модуль А* реф
лексивен. А. В. Ройтер [14] рассматривал двойственность, 
являющуюся, по-видимому, частным случаем двойственности 
Мориты [173, 21, стр. 84], и использовал ее для представле
ния колец. 

5. Кольцо эндоморфизмов. Кольцо эндоморфизмов А-мо-
дуля А будем обозначать через ©л. (А). Пусть Ах и А2— 
два модуля над кольцами At иА2, соответственно. Естествен
но спросить, всегда ли изоморфизм колец -5л, (Ai) и @л.(Л2) 
индуцируется некоторым полулинейным отображением мо
дуля А1 на модуль А2, т. е. а (а)==т,~-—, где а—изоморфизм 
®А, (Aj) на @л2(А2). o6®A,(Ai) и т.—полулинейное отображе
ние А1 на А2. Положительный ответ для линейных про
странств дается в известной книге Бэра*'. Однако для 
всякого кардинального числа с существуют иеизоморфные 
вполне разложимые абелевы группы ранга с, обладающие 
изоморфными кольцами эндоморфизмов. Такими будут, напри
мер, свободная группа ранга с и прямое . произведение с 
экземпляров аддитивной группы рациональных чисел со 
свободными от квадратов знаменателями [233]. Серия работ 
Вулфсона [231 —233] посвященна исследованию этого вопроса. 
Он дает положительный ответ для следующих случаев: 
1) А,. —полные кольца дискретных нормирований, А- — моду
ли без кручения;, 2) A.i — области главных левых идеалов,. 
А;— локально свободны, т. е. всякое конечное подмножество 
из А; содержится в свободном прямом слагаемом. Попутно 
установлено, что для свободного модуля А над областью 
главных левых идеалов всякий автоморфизм кольца -5(A), 
тождественный на подкольце всех эндоморфизмов конечного 
ранга, является тождественным, а также, что полулинейные 
отображения а и -. модуля Ах на А2, где AL — модули без. 
кручения над областью главных левых идеалов, обладающие 
циклическими прямыми слагаемыми, и ранг At s>2, индуциру
ют один и тот же изоморфизм кольца Ч{АХ) на @ (А2) тогда 
и только тогда, когда их> образы отличаются ПОСТОЯННЫМ 
обратимым множителем (т. е. a(x) == X-. (x) для всех XQAX, 
где I — обратимый элемент из Х2). Если в условиях случая 

* Бэр Р. Линейная алгебра и проективная геометрия. М., ИЛ, 1955 
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1) хотя бы один из модулей делим, то таков же и другой,, 
оба они являются линейными пространствами над полем 
частных колец Аг и вышеуказанное полулинейное отображе
ние является полулинейным отображением этих пространств. 
ЭТИ исследования были продолжены Гевиртцманом [102, 103]. 
Предполагая, что At — области главных левых идеалов, а 
A; — свободны и AJ имеет конечный ранг, он показал, что 
всякое антиполулинейное отображение правого А1-модуля 
А\ — Нотпд., (Ai-A-j) на А2 индуцирует однозначно определен
ный антиизоморфизм кольца (§л. (Ai) на С5л, (A2)- Наоборот, из 
существования такого антиизоморфизма а выводится конеч
ность ранга модулей Аг и А$, а также существование анти-
полулинейного отображения, индуцирующего а. Эти резуль
таты сохраняют свою силу и в случае, когда один из моду
лей свободен, а другой — локально свободен. Конечно,. 
последний модуль автоматически оказывается свободным. 
Результаты, сходные с перечисленными, получают и в случае,, 
"когда At — модули без кручения над полными кольцами 
дискретных нормирований. 

Ряд работ посвящен исследованию свойств кольца <£(А)., 
Так, Фейт и Уцуми [89] показали, что радикал Джекобсона 
кольца @ (А), где А— квазиинъективный модуль, совпадает, с 
множеством эндоморфизмов, ядро которых плотно в А. При этом 
факторкольцо S (Л)/./ оказывается регулярным в смысле Нейма
на. Если . 7 = 0 , то .2 (А) — самоинъективно слева. Если каж
дое прямое слагаемое инъективного А-модуля Q содержит не
разложимое прямое слагаемое, и кольцо (@л)<3 —регулярно, то 
@л (Q)^^*4Ka(^a), где La—правое векторное пространство над 
те лом Ка, a 2* — символ полной прямой суммы колец. Если 
•Эл (Л) -s2*ei(a(Ia), то каждое прямое слагаемое А-модуля 
А содержит неразложимое прямое слагаемое. Последние два 
результата принадлежат Чейсу и Фейту [66]. Они же пока
зали, что кольцо <2л (A), где А — инъективная оболочка 
А-модуля А, регулярно, если Z(A) = 0 (см. п. 1). Феллер. 
[91] доказал, что квазиинъективность модуля A равносильна 
изоморфизму @л (А) s- -Зд. '(A)/Н, где И = {a | а£<2д. (A), 
о(А)== 0}, а однородность модуля А (т. е. плотность в нем. 
всех ненулевых подмодулей) — локальности кольца @л(А). 
Мияшита [170] рассматривал квазиинъективный модуль. А,. 
в котором для каждого подмодуля В дополнение дополнения 
модуля В (см. п. 6), содержащее В, определяется одно
значно. Оказалось, что в этом случае кольцо S (А) разла
гается в прямую сумму <£(А) = Кх +/С2 + Къ, где /<\ — прямая 
сумма пЬлных колец линейных преобразований линейных. 
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пространств над телами, /Qj —прямая сумма первичных ко
лец без однородных левых идеалов, К3 не содержит ни 
левых, ни двусторонних однородных идеалов. Ламбек [144] 
рассматривал рационально полный А-модуль А (модуль А 
называется рационально полным, если он не допускает тако
го истинного расширения С, что всякий гомоморфизм А в С 
может быть продолжен до частичного гомоморфизма С в С, 
не допускающего расширения своей области определения), 
структура £ подмодулей которого обладает дополнениями. 
Оказалось, что в этом случае кольцо @л (A) — регулярно в 
смысле Неймана и самоинъективно слева, а структура 2 
изоморфна структуре главных левых идеалов кольца €л.(А). 
Фейт [88] установил, что простое кольцо с единицей 
изоморфно кольцу @ (Л), если оно нётерово справа или 
содержит минимальный однородный правый идеал (см. п. 2). 
В обоих случаях А — модуль без кручения над коммутатив
ной областью целостности, но в первом случае — конечно-по
рожденный. Феллер и Своковский [92], допустив, что А — 
конечно-порожденный модуль без кручения над областью 

' целостности Л, являющейся как правым, так и левым коль
цом Оре, доказали, что <£Q (Q ® А), где Q — кольцо частных 
кольца Л, является кольцом частных кольца @.л.(А). При 
этом кольцо €л.(А) оказывается простым кольцом с услови
ем максимальности для правых и левых аннуляторов и для 
прямых сумм. Отметим еще работы Коуртера [70], изучав
шего максимальные коммутативные подалгебры алгебры 
линейных преобразований, и Маурера [167], занимавшегося 
топологизацией кольца S (А), где А — абелева группа. 
Йозефиак [129] дал обобщение теоремы о когомологической 
размерности алгебры матриц над коммутативным кольцом Л 
на алгебру эндоморфизмов конечно-порожденного проектив
ного Л-модуля. Герстен [101] рассматривал свободный 
Л-модуль F ранга п, где А — свободная ассоциативная 
алгебра над коммутативной областью главных идеалов Ф. 
Он доказал, что для всякой нильпотентной подалгебры N 
Ф-алгебры <SA.(F) можно так выбрать базу в F, что каждо
му элементу из N будет соответствовать верхняя треуголь
ная матрица. Г. М. Цукерман [27] обобщила «треугольную 
теорию Галуа для линейных пространств над телами 
(см. книгу Бэра*)) на случай свободного модуля над про
извольным кольцом. Некоторые результаты о свойствах 
отдельных эндоморфизмов из @(А) получили Гальперин [107] 
и Рибенбойм [204]. Упомянем, наконец, работы Клингенберга 

* Примечание на стр. 200. 

202 



{142] и Рима [206], 'посвященные симплектическим линейным 
группам свободных модулей над локальными кольцами. 
Линейную группу свободного модуля над коммутативным 
кольцом рассматривали Басе и Щануель [45], а также 
Герстен [101]. 

6. Другие вопросы. Во-первых, отметим работы Фукса 
[98] и Кертеса [HI], исследовавших модули ранга 1 в смыс
ле, аналогичном соответствующему понятию теорий абеле-
вых групп. Примыкающие сюда результаты имеются и в 
статье Голди, [104]. С весьма широких позиций понятие за
висимости в модулях рассмотрел Длаб [77]. К понятию ранга 
модуля тесно примыкает также понятие ширины, рассмотрен
ное Брамре [54]. Хед [115], рассматривавший модули над 
КОЛЬЦОМ дискретных нормирований, назвал подмодуль В мо
дуля А плотным, если фактор-модуль А/В делим. Он ука
зал условия, при которых всякий плотный подмодуль данно
го модуля содержит его базисный подмодуль. Becteppe [47] 
показала, что для идеала / коммутативного кольца Л, А-мо-
дуля В и его подмодуля А соотношение 1ВГ\А = IA выте
кает из справедливости соотношения 1тВпГ\Ат = 1тАт для 
всех максимальных идеалов т кольца Л. Если А-модули А и 
В проективны, то отсюда выводится, что множество простых 

/идеалов Р кольца А, удовлетворяющих условию -рВПА — рА, 
открыто в топологии Зарисского. В работе Бессерре и Мика-
ли [48] показано, что функторы, сопоставляющие каждому 
А-модулю тензорную, симметрическую или внешнюю алгебру, 
сохраняют соотношение 1ВГ\А — IA, если А и В—конечно-
порожденные проективные А-модули. Пусть, далее, имеется 
точная последовательность 0 -> К {to} F ->А -> 0, где F—конеч
но-порожденный свободный модуль с базой с1, . . . , с„ над 

коммутативным кольцом А. Если | 2 likek, i&l\ — система 

образующих подмодуля К, то обозначим через F(A) идеал 
кольца А, порожденный минорами порядка п бесконечно-
строчной матрицы (X-ft). Этот идеал не зависит от выбора 
модуля F и системы образующих в соответствующем ядре 
К- Он исследуется Моуитом [174] и Макраем [161]. Среди 
полученных результатов отметим теорему: модули A и F (А) 
являются плоскими (проективными) одновременно. Идеал 
F(A) использует также Бергер [46], исследовавший модули 
дифференциалов одномерных локальных колец. Джунс [126], 
рассматривавший модули над кольцами, артиновыми справа 
и слева, назвал класс модулей классом конечного типа, если 
для всякого натурального п в этом классе существует 
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лишь конечное число модулей с композиционным рядом дли
ны п ИЛИ меньше. Он показал, что некоторые, вообще гово
ря, различные классы модулей оказываются классами ко
нечного типа для одних и тех же колец. 

Пусть теперь 8, (А) означает структуру подмодулей мо
дуля A. Подмодуль В модуля А назовем дополнительным к: 
подмодулю С, если БПС = 0 и В является максимальным! 
среди подмодулей с таким свойством. Ренольт [201] устано
вил эквивалентность следующих свойств Л-модуля А: а) Пе
ресечение любых двух дополнительных подмодулей из - З а 
является дополнительным подмодулем; б) Подмодуль X из-
Q(А) является дополнительным тогда и только тогда, ког
да для всякого у$Х найдется такой элемент Х.ЗЛ, что' 
Ху =?-- 0 и А1уГ\Х — 0; в) Пересечение любого множества до
полнительных подмодулей из .8(A) является дополнительным. 
подмодулем; г) Для всякого подмодуля X H3_Q(A) суще
ствует наименьший дополнительный подмодуль X, содержа
щий X, причем операция Х-+Х является операцией замыка
ния; д) В модуле A невозможно найти такую пару ненуле
вых элементов х и у, что АхОАу — 0 и А/АппА_(х-\-у) яв
ляются существенным расширением модуля Ann.vx/AnnA(x+t/).. 
В той же работе дано условие, эквивалентное тому, что 
пересечение двух инъективных подмодулей инъектнвного 
модуля инъективно. Для того чтобы подмодуль X из ,8 (A> 
был минимальным среди дополнительных, необходимо и до
статочно, чтобы 0 был П-неприводим в X. Последний ре
зультат, а также и некоторые другие имеются и в работе 
Круазо [71]. Мияшита [170] установил, что условия мини
мальности и максимальности для дополнительных подмоду
лей модуля А равносильны. Более того, каждое из них. 
эквивалентно конечномерности модуля А [21] (стр. 86). 
Там же показано, что для кольца Л с относительно атом
ной структурой левых идеалов подмодуль А Л-модуля В 
является дополнительным тогда и только тогда, когда 
тВПА - тА для всякого максимального левого идеала т 
кольца Л. Ламбек [144] указал условия, необходимые н до
статочные для того, чтобы структура 8 (А) являлась струк
турой с дополнениями. Ренольт [202] изучал модули, в ко
торых пересечение любых двух дополнительных подмодулей' 
является дополнительным подмодулем. Чейс и Фейт [66] ис
следовали частично упорядоченное множество .55(A), состоя
щее из таких подмодулей X модуля A, что, если 1а6Х 
возможно лишь при X = 0, то a6X. Структуру подмодулей, 
бимодуля строк над простым кольцом рассматривала. 
3. С. Липкина [11] (см. также [24]). 
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Пусть, далее, О. = {А,} -— семейство колец. Кертес [140] 
назвал абелеву группу А правым й-мультимодулем, если 
А является правым Агмодудем для каждого i и (ада) (3 = 
== (а-р)а для любых а£А, абА,, рбЛ;- при i=fcj. Кольцо К на
зовем расширением семейств-а (X, если К содержит подколь-
ца, изоморфные каждому из колец А,. Скажем, что расши
рение К обладает свойством Ф, если: а) /( содержит едини
цу, б) всякий правый &-мультимодуль можно рассматривать 
как унитарный правый К-модуль; в) всякий унитарный пра
вый К-модуль можно рассматривать как правый •О.-мульти-
.модуль, Г) как в б), так и в в) элементы каждого из колец 
А1 действуют в обоих случаях одинаково. Доказывается, что 
для любого семейства колец существует единственное (с 
точностью ДО изоморфизма над А,) максимальное расшире
ние, обладающее свойством Ф. Описывается построение это
го максимального расширения. Родеха ]212] доказал, что 
образ биьинейного отображения пары модулей над коммута
тивным кольцом является идеалом. Полулинейные формы 
изучал Бкуш [49, 50]. Некоторое обобщение тензорного про
изведения модулей рассматривал Бандлер [40]. Обзорные 
•статьи, посвященные тензорному произведению модулей, при
надлежат Байену [35] и Бремеру [53].Роби [209—211] применил 
к исследованию модулей над коммутативным кольцом так на
зываемые формальные и полиномиальные законы. В работах 
Баника и Попеску [41], Попеску [95, 196], Удреску [225], 
Раду иСтэнэшила [197] изучаются последовательные обобще
ния понятия дифференциала в модуле. Нёбелинг [188] рас
сматривал прямые и обратные пределы спектра модулей, а 
также производные функторы от этих пределов. 

Остановимся теперь на работах, посвященных топологиче
ским и упорядоченным модулям. Маскар [164—166] перенес не
которые понятия теории топологических векторных пространств 
на топологические модули. Кроме того, он описал один из спо
собов топологизации множества непрерывных линейных ото
бражений одного топологического модуля в другой и указал 
условия, при которых такое отображение оказывается откры
тым. Аналогичная конструкция для случая топологических ли
нейных пространств над телом имеется и в работе А. В. Миха-

. лева [12]. Танака [224] доказал, что редуцированный модуль 
без кручения над кольцом целых p-адических чисел полон в 
р-адической топологии тогда и только тогда, когда он изомор
фен р-ади'ческому полонению любого из своих базисных подмо
дулей. Бейкер [36] получила некоторые результаты о системах 
линейных уравнений над топологическими модулями. У [235] 
использовал топологические модули для получения топологиче-

..ского обобщения квазифробениусовых колец. Топологические 
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методы для изучения дискретных модулей использовали Чейс 
[63, 65] и Судзуки [219]. Герендон [106] изучал топологию, базой 
окрестностей 'нуля которой служат все такие, подмодули, что 
фактор модули по ним артиновы. Упорядоченным модулям по
священа работа Блейхера и Шнейдера [51]. 

Из теоретико-категорных работ назовем большую статью 
Габриэля [99], содержащую целую главу, посвященную прило
жению полученнйх результатов к теории модулей. Далее отме
тим- работу Ру [215], показавшего, что абелева категория с точ
ными пределами и образующим U изоморфна некоторой полной 
подкатегории всех Нот (U, U) -модулей. Тот же результат по
лучил Митчелл [169], предполагая, что категория имеет проек
тивный образующий U. Отсюда выведена эквивалентность кате
горий Л- и Лп-модулей. Отмечено, что соответствующий функ
тор не обязан сохранять свободу модулей. В заключение упо
мянем работы Б. Чаканя [28—30] и Ф. Гечега [3], в которых 
описываются универсальные алгебры, в некотором смысле сов
падающие с алгеброй модулей над теми или иными кольцами. 
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