
Math-Net.Ru
Общероссийский математический портал

А. А. Виноградов, Упорядоченные алгебраические
системы, Итоги науки. Сер. Мат. Алгебра. Топол.
Геом. 1965, 1967, 83–131

Использование Общероссийского математического портала Math-Net.Ru

подразумевает, что вы прочитали и согласны с пользовательским согла-

шением

http://www.mathnet.ru/rus/agreement

Параметры загрузки:

IP: 3.133.120.10

8 ноября 2024 г., 02:26:30



УПОРЯДОЧЕННЫЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 
А. А, Виноградов 

Первые фундаментальные исследования по упорядоченным 
алгебраическим системам появились в начале текущего сто­
летия.''С историей развития теории таких систем можно по­
знакомиться по книгам Г. Биркгофа [1] и Л. Фукса [60]. 
В обзорах Л. A. Скорнякова [54] и Л. М. Глускина [12] от­
ражены новые результаты по упорядоченным кольцам и по­
лугруппам, полученные в течение I960— 62 гг. В серии 
«Итоги науки» еще не было статей, посвященных упорядо­
ченным группам. Мы приведем краткий обзор тех, работ по 
упорядоченным группам, кольцам и полугруппам, которые 
прореферированы в Реферативном журнале «Математика» с 
1963 по 1965 г., а также более ранних результатов по тео­
рии упорядоченных групп, которые совсем не отражены в 
книге Л. Фукса [60]. 

§ 1. Линейно упорядоченные группы 
1. Архимедовы группы. Каждая архимедова группа удов­

летворяет следующей записанной в' терминах' математической 
ЛОГИКИ аксиоме (А): 

ЪхН{х)/\Ъх~Н {x)/\Vx, у(Н(х)ЛУ<х)-*-Н(у)-+ 
{to} Vc [с > .0 {to} Ы (Н (d) Л ~ Н (й + с))], 

Содержательный смысл символа Н(х) таков: «Элемент х при­
надлежит подмножеству Н». Раутенберг [209] отметил, что су­
ществуют неархимедовы группы, для которых выполняется ак­
сиома (А), и линейно упорядоченные группы, удовлетворяю-, 
щие аксиоме (А), являются коммутативными. 
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Понятие линейно упорядоченной абелевой группы может 
быть формализовано в узком исчислении предикатов посредст­
вом трех предикатов и основанной на них системе аксиом. 
Обозначим через Е(х, у) двухместный предикат: «Элемент х 
эквивалентен элементу у», через Q(x, у) — предикат: «элемент х 
меньше, чем элемент у или эквивалентен ему» и через S(x, у, z) 
трехместный предикат: «г есть сумма элементов х и у». Пра­
вильно образованная формула узкого исчисления предикатов 
называется элементарной формулой теории групп, если она 
не содержит других предикатов, отличных от предикатов Е, Q 
и 5- Две линейно упорядоченные группы называются элемен­
тарно эквивалентными, если элементарные свойства одной яв­
ляются элементарными свойствами другой и наоборот. 

Будем говорить,что два элемента х, у абелевой группы G 
ЯВЛЯЮТСЯ конгруэнтными по модулю целого положительного 
числа /г,если существует элемент z&G такой, что х — у + т. 
Обозначим через [п] G число, равное максимальному числу 
попарно конгруэнтных по модулю п элеменгоз из G. Линей­
но упорядоченная группа G называется регулярно дискрет­
ной, если она дискретная и такая, что [p]G— р для каждо­
го простого числа р; G — регулярно плотна, если для всяко­
го положительного целого числа и и любых элементов 
a, b&G(a < b) существует элемент x&G (а < х < Ь) такой, что 
x — iiz для некоторого z&G; группа G — регулярна, если она 
регулярно дискретна или регулярно плотна. Это определение 
регулярной группы, введенное Робинсоном и Закон [216], 
оказалось эквивалентным следующему определению (Закон 
[262]): Линейно упорядоченная группа G тогда и только тог­
да регулярна, если для каждого выпуклого подмножества 
ScG и каждого положительного целого числа п существует 
элемент g6G такой, что ngQS. Каждая полная линейно упо­
рядоченная абелева группа является регулярной. 

Конрад [114] ввел понятие /-регулярной группы, как та­
кой линейно упорядоченной группы G, что для каждого бесконеч­
ного интервала (а, Ь) в G и каждого положительного целого 
числа п существует элемент g&G такой, что ng(±(a, b). Если 
группа G является регулярной, то она /-регулярна. Сущест­
вуют такие линейно упорядоченные абелевы группы, которые 
являются /-регулярными, но не регулярными. Изучались регу­
лярные и /-регулярные группы без условия коммутативности. 
Каждая линейно упорядоченная аба-лева регулярная груп­
па элементарно эквивалентна некоторой архимедовой группе 
(Робинсон и Закон [215]), а все архимедовы группы являются 
регулярными (Закон [262]), и следовательно, /-регулярными.' 
Таким образом, абелевы регулярные и /-регулярные группы 
можно считать обобщенно архимедовыми группами. 
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Предположим, что ри р2, . .., рп— возрастающая после­
довательность всех простых чисел и ть щ, ..., тп — произ­
вольная последовательность, где каждое тп есть или неотри­
цательное целое число или со. Всегда существует такая 
плотная архимедова группа G, что [pn]G — р%п (Закон [262]). 
Все абелевы регулярные дискретные группы являются эле­
ментарно эквивалентными. Две абелевы регулярные плотные 
группы G1 и G2 ЯВЛЯЮТСЯ элементарно эквивалентными тогда 
и только тогда, когда \р] Qx = [р] G2 для каждого простого 
числа р. 

М. И. Зайцева [16] и Гревизан [245] нашли независимо 
друг от друга все способы линейного упорядочения свобод­
ной абелевой группы с конечным числом образующих. При 
этом М. И. Зайцевой указаны все способы архимедовой упо­
рядоченности такой группы. Оказалось, что. мощность мно­
жества всех архимедовых упорядочений (при п > 2) равна 
мощности континуума. Мощность множества всех упорядо­
чений свободной абелевой группы с конечным числом (я > 2) 
образующих также равна мощности континуума. К тому же 
выводу о мощностях пришел Мацусита [196]. Я- В. Хион [63] 
описал все способы архимедовского упорядочения архиме­
довски упорядочиваемой группы и тем обобщил результат 
М, И. Зайцевой и Тревизана об архимедовой упорядочивае­
мое™ группы с конечным числом образующих. Он же пока­
зал, в каком случае двум изоморфизмам архимедовой груп­
пы G с подгруппой аддитивной группы R действительных 
чисел соответствует одна и та же упорядоченность группы G. 

Абелевы группы без кручения ранга 1, и только они, до­
пускают архимедову линейную упорядоченность, но не до­
пускают никакой неархимедовой линейной упорядоченности 
(В. Д. Поддерюгин [52]). 

Крулль [181] изучал сохраняющие или обращающие поря­
док эндоморфизмы архимедовой группы. Все они вместе 
образуют коммутативную полугруппу. 

2. Ча-группы. Пусть Т — линейно упорядоченное множе­
ство и Н, К — его подмножества. Будем писать / / < / < , 
если h < k для любых /гбЯ и /гбК. Предположим, что а — 
порядковое число. Множество Т называется -^-множеством, 
если для любых подмножеств Н, КаТ таких, что 
| Н | + | К | < К а и Я < /(, существует такой элемент t < Т, 
что И < {t} < К (| Н | означает мощность множества И). Ли­
нейно упорядоченная группа1 G называется -/.(-.-группой, если 
она как линейно упорядоченное множество является %-мно-
жеством. Абелевы -̂..-группы изучали Аллинг [74 — 76] и 
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Флейшер [129]. Ими дана характеристика абелевых т^-групп. 
Аллингом, в частности, показано, что при a > 0 любые две 
полные абелевы т|а-группы мощности Ка изоморфны, но су­
ществуют неизоморфные коммутативные %-группы мощ­
ности Я0. 

3. Симметрически линейно упорядоченные группы. Ли­
нейно упорядоченная аддитивная группа целых чисел обла­
дает двумя характеристическими свойствами: 1) как упорядо­
ченное множество она является симметричной в том смысле, 
что каждый начальный интерзал ее антиизоморфен дополни­
тельному конечному интерзалу, и 2) она наследственно ди­
скретна, то есть каждая подгруппа ее также дискретна. 
Санкаран и Венкатараман [218] произвели обобщение упоря­
доченной аддитивной группы целых чисел в двух направле­
ниях, а именно стали рассматризать симметрические абелевы 
группы и линейно упорядоченные абелевы группы, которые 
являются наследственно дискретными. В результате их иссле­
дований оказалось, что эти классы созпадают. 

4. Разрешимые линейно упорядоченные группы. Отме­
тим сначала три теоремы, сформулирозанные Ри [210, 211]: 
1) Линейно упорядоченная разрешимая группа с конечным чи­
слом образующих тогда и только тогда является иильпо-
тентной, когда она удозлетворлет услозшо максимально­
сти для подгрупп: 2) Если линейно упорядоченная группа 
удовлетворяет условию максимальности для подгрупп, то она 
нильпотентна в обобщенном смысле, т. е. является ZD-груп-
пой; 3) Если G —линейно упорядоченная нильпотентная груп­
па без кручения с конечным числом образующих и А —• груп­
па монотонных автоморфизмов группы G, то А — ниль­
потентная группа без кручения с конечным числом образую. 
щих, 

А. А. Виноградов [7] привел пример линейно упорядочен­
ной разрешимой группы с тремя образующими и с услозием 
максимальности для подгрупп, не являющейся нильпотент-
ной. Тем самым показано, что теорема 1) Ри, цитирозанная 
выше, не является верной, Ошечено также, что доказатель­
ство теоргмы 2) неубедительно. Желательно выяснить, верна 
или нет теорема 2). Требует проверки и теорема 3), так как 
она доказана на основе теорем 1) и 2). 

А. И. Кокорин [23] нашел ряд необходимых условий для 
того, чтобы группа была линейно упорядочиваемой един­
ственным способом, причем эти услозия являются достаточ­
ными в классе иильпотеитных групп; им же приведен пример 
такой некоммутативной группы, которая может быть линейно 
упорядочена единственным способом. 
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Назовем подгруппу Н группы G строго изолированной 
если из xgYlxgr ... g-[xgnGH следует x, gplxg, . .. 
. . . , ^ ' х ^ б Я . Двуступенно разрешимая группа тогда и 
только тогда является линейно упорядочиваемой группой, 
когда ее единица строго изолирована (А. И. Кокории [26]). 

Д. М. Смирнов [55] доказал, что в локально нильпотент-
ной упорядоченной группе всякая выпуклая подгруппа инва­
риантна, а Б. И. Плоткин [50] обратил внимание на линейно 
упорядоченные группы, все выпуклые подгруппы которых 
инвариантны. Он установил, что изолятор коммутанта такой 
группы содержит центральную систему и эта группа являет­
ся расширением группы с центральной" системой при ПОМОЩИ 
абелевой- группы без кручения. 

Изоморфизма, отображающий . структуру S(G) полугрупп 
группы G на структуру 5(G*) полугрупп группы G*, назы­
вается полугрупповым структурным изоморфизмом (ПС-изо­
морфизмом). К. М. Кутыев [37] установил, что если G*-o6-
раз линейно упорядоченной локально нильпотентной группы 
G с полугруппой положительных элементов Р при ПС-изо­
морфизме ср, то группа G* локально нильпотентна и ее мож­
но так линейно упорядочить, что <р(.°) будет полугруппой 
положительных элементов группы G*. 

5. Представления (вложения) линейно упорядоченных 
групп. Предположим, что мы имеем вполне упорядоченную 
последовательность линейно упорядоченных множеств 
М0, Мъ . . . , Ма, ... с порядковыми типами £-, -=1, . . . 
- . . , Eia, . . . Произведением £--,,. . . . •.-. . . . этих типов или их 
<»-произведением называют порядковый тип множества ко­
нечных систем (ma,, . . . , та,), mfiM.^ сравниваемых лекси­
кографически по последним различным элементам. В том 
случае, когда !=0 ==. Е.— , . . = £, полагают %£х . . . Sa • • • =— ?р, 
где р — порядковый тип последовательности. Обозначим че­
рез t порядковый тип множества всех целых чисел, через 
Yj—порядковый тип множества рациональных чисел, а через 
i — порядковый тип множества вещественных чисел. 
А. И. Мальцев [44] доказал, что для того чтобы линейно 
упорядоченная абелева группа G была «-прямой суммой X 
циклических групп (X —.порядковое число), необходимо и до­
статочно, чтобы- порядковый тип G имел вид С*-. Аналогично, 
линейно упорядоченная абелева группа G тогда и только 
тогда является ш-прямой суммой X аддитивных групп веще­
ственных чисел, когда она имеет порядковый тип Iх. Поряд­
ковый тип любой счетной линейно упорядоченной группы 
имеет вид Cx"iE, где.Х— порядковое число, 6 = 0,1. Для каж-
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дой счетной линейно упорядоченной группы G существует 
абелева группа, имеющая тот же порядковый тип, что и G. 
Неизвестно, верно ли это для несчетных групп. 

Отметим, что теорема Митиуры [199] о представлении 
линейно упорядоченной группы в виде лексикографической 
суммы копий аддитивной группы вещественных чисел оказа­
лась ошибочной (Флейшер [127]). 

В. М. Копытов [34] показал, что для любой линейно упо­
рядоченной группы G с полугруппой положительных элемен­
тов Р существует такая линейнр упорядоченная группа 
G*, что: l) GQG*\ 2) центр группы G* полный; 3) PS.P* 
и др. 

Обозначим через Г множество всех пар таких выпуклых 
подгрупп Gy, Gv линейно упорядоченной группы G, что 
GyCGv и между ними нельзя вставить выпуклой подгруппы 
группы G. Множество Г линейно упорядочивается по отно­
шению включения подгрупп. Если Г — вполне упорядочивае­
мо, то назовем G группой с вполне упорядоченным рангом. 
Конрад [107, 109] доказал, что если для группы Q с вполне 
упорядоченным рангом каждая факторгруппа G'v/Gy монотон­
но изоморфна подгруппе Dy аддитивной группы R действи­
тельных чисел, причем о-автоморфизмами группы Dy являют­
ся только умножения на некоторые положительные рацио­
нальные числа, то группа о-автоморфизмов группы G может 
быть линейно упорядочена. В последующей работе [ПО] 
Конрад показал, что для каждой группы Q о-автоморфизмов 
линейно упорядоченной группы G, являющейся упорядочивае­
мой, может быть построена новая линейно упорядоченная 
группа Н, содержащая группы Q и G. 

1 Попутно отметим, что о-автоморфизмы линейно упоря­
доченных групп изучал Харви [142]. 

Пусть для линейно упорядоченных G и Н имеем GQH. 
Группу Н назовем: а-расщирением группы G, если для каж­
дого е < hGH существует gGG и положительное целое чис­
ло п такое, что h < g < hn\ 6-расщирением группы G, если 
для каждого е < ШИ существует g£G и положительное 
• целое число п такое, что g<.h*Cgn; с-расширением группы 
G, если для каждого е < /гб// существует g&G такой, что 
(hg~l)n < h для всякого целого числа я; /-расширением груп­
пы G, если для каждых А, Ь!', h"GH, h < h' < h" существует 
gGG такой, что h<g<h". Если x£{a,b, с, t), то группа G 
называется ж-замкнутой, если G не имеет собственного 
я-расширения. Холланд [148] показал, что /-расширение яв­
ляется ^-расширением, каждое с-расширение — ̂ -расширением 
и каждое ^-расширение —-а-'расширением. Он выяснил также 
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другие свойства x-расширений, среди которых — условия 
x-замкнутости. 

Назовем ПС-изоморфизмом изоморфизм структур подполу­
групп двух групп. К. М. Кутыев [38 — 40] показал, что 
ПС-изоморфизм является следствием изоморфизма или анти­
изоморфизма групп, когда одна из них упорядочиваема. 

Мы не будем касаться теоремы Хана [141] о вложении 
абелевых групп. Подробное изложение молено найти в книге 
Л. Фукса [60]. Отметим лишь один примыкающий к этой 
теореме результат Ван-Ши-цзяна [4]: Если линейно упоря­
доченное множество архимедовски эквивалентных классов 
упорядоченной абелевой группы состоит из конечного числа 
(п + 1) элементов: 0<У.-<У.2< .. . <€У.Л, то такая группа изо­
морфна подгруппе упорядоченной аддитивной группы векто­
ров я-мерного действительного пространства. 

6. УСЛОВИЯ упорядочиваемости группы (о-группы). В кни­
ге Л. Фукса [60] подробно рассмотрены результаты, полу­
ченные многими авторами относительно условий, при нали­
чии которых группа может быть линейно упорядочиваемой 
(сокращенно: о-группой). Там, в частности, отмечены фунда­
ментальные теоремы А. И. Мальцева [44, 45] о линейно 
упорядоченных группах. Мы ограничимся лишь дополнитель­
ными указаниями. 

Л. Н. Шеврии [68] дал характеристику о-группы с по­
мощью структуры всех полугрупп этой группы. Тем самым 
решен вопрос Б. И. Плоткина [51] о существовании струк­
турно подполугрупповой характеристики упорядочиваемых 
групп. 

А. И. Кокорин [26] показал, что факторгруппа GjZx о-груп­
пы G по полной подгруппе Z1 центра Z является упорядо­
чиваемой, а В. М. Копытов [34] заметил, что факторгруппа 
о-группы по ее центру также является о-группой. 

Тулли [246] доказал, что для группы G эквивалентны 
следующие условия: 1) G является о-группой; 2) для всяко­
го g£G, g + e существует подмножество SQG такое, что 
g£S, e$S, и для каждых g', /г'6'G или g'Sh'QS или SQg'Sh'; 
3) существует совокупность 2 подмножеств множества G 
такая, что е=DS и для любых g, A6G и S6S или gSliQ^S или 

' SQgSh. 
Шепперд [220] нашел необходимые и достаточные усло­

вия для того, чтобы группа без кручения, содержащая нор­
мальный делитель индекса 2, могла быть о-группой. 

Положим [х, у] =- x~ly~lxy и [х, у, z] — [[х, у], г] для эле­
ментов группы. Несколько отношений для элементов о-груп­
пы установил Нейман [204]; так, например, им показано, 
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что если й, b — элементы о-группы и [а'п, Ь] = е для каждо­
го целого числа тФО, то [а, Ь] — е; или если [ат, Ь, а] — е 
для каждого целого числа тФО, то [а, Ь, а] — е. Чехата 
[98] построил пример о-группы, в которой выполняются сле­
дующие соотношения: [а, Ьт, а, а] — е, т > 1, fa, b, а, а]Фе. 

Для произвольной группы G положим G1=G, G/+1==[G., G]. 
Для любой последовательности натуральных чисел я-, я2, . . . 
..., nt, «(-и, • . . , {iii > 1) введем цепочку нормальных дели­
телей 

<32G 3G _2...DG DG Э . . . , 

г * е G«11...i./,«l+1-=.(G«1.i.1 /« iWr ГРУШ1а а называется поли-
нилыютенгной, если Gn ,, = E. Все нильпотентные и раз­
решимые группы являются полинильпотентаыш. Если F — 
свободная группа, то факторгруппа FIFn •_ „ называется 
свободной полинильпотентной группой. А. Л. Шмелькин 
[70, 71] доказал, что всякая свободная полинильпотентная 
группа является о-группой. 

7. Элементарная теория линейно упорядоченных абеле-
вых групп. Формула узкого исчисления предикатов, не со­
держащая других нелогических символов, кроме •=-, + , < , 
называется V-формулой, если она в пренексной нормальной 
форме' не содержит квантора существования. Две линейно 
упорядоченные абелевы группы Gt и G-.называются v-эквива-
лентньши, если всякая V-формула, истинная в G-, истинна в 
G2 и обратно. Ю. Ш. Гуревич и А. И. Кокорин [15] доказа­
ли, что линейно упорядоченные абелевы группы V-эквивалент-
ны. Ю. Ш. Гуревич [13, 14] установил разрешимость элемен­
тарной теории линейно упорядоченных абелевых групп. Эле­
ментарными свойствами линейно упорядоченных групп назы­
ваются такие свойства, которые можно выразить на языке 
узкого исчисления предикатов, принимая в качестве исход­
ных основные операции и отношения этих групп. Классифи­
кации линейно упорядоченных абелевых групп по элементар­
ным свойствам посвящена работа М. И. Каргаполова [21]. 

8. Другие вопросы теории линейно упорядоченных 
групп. Краитц [179] рассматривал различные свойства линей­
но упорядоченных групп, элементами которых являются клас­
сы эквивалентности (А, Р), определенные на прямом произве­
дении АХР множеств А и Р. 
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§ 2. Структурно упорядоченные группы 
1, Определение /-группы. Изучение /-групп началось 

после появления работы Л. В. Канторовича [1'8] о полу-
упорядоченных пространствах. Систематическое изучение 
некоммутативных /-групп впервые произведено Биркгофом [85]. 
Он указал, что /-группа может быть определена как группа 
с унарной операцией а-з-a*, которая удовлетворяет следую­
щим условиям: 1) О* — 0; 2) с = с*.((с--)*)--; 3) операция 
(аЬ~г)*-Ь ассоциативна, т. е. ([(ab~1)*.&].с--}*.с— {а-ЦЬс-1)* . 
•с]-1}*•[(Ьс~1)*-с]. Митиура [197] заметил, что это определение 
не является полным: к аксиомам 1) — 3) надо добавить еще 
аксиому 4): ах*а-1 -= (аха-1)*. Кроме системы постулатов 
1) —4) Митиура [199] указал на четыре системы, каждая из 
которых эквивалентна системе 1) — 4). Затем Эскардо и 
Бальманья [123] нашли новые пять систем постулатов, 
эквивалентных системе 1)—-4). В статье [80] Бальманья 
привел еще одно множество постулатов. Систему постулатов, 
определяющих /-группу, указал также Вайда [249]. 

Назовем элемент х /-группы G острием элемента а > е, 
если х — минимальный элемент в G со свойством а > х > е, 
ах~х 1\х= г. Элемент xgG называется острием в группе G, 
если он является острием какого-либо элемента этой группы. 
Шик [223] показал, что /-группа является линейно упорядо­
ченной в том и только в том случае, если каждый ее 
элемент, больший нуля, есть острие. 

Те [241] доказал, что /-группа является линейно упоря­
доченной, если выполняется хотя бы одно из следующих 
условий: 1) каждая пара а, Ъ > е имеет нижнюю грань с > е\ 
2) из а, Ь > е следует a /\b =j= е; 3) из а А Ь —е вытекает 
а — е или b == е; 4) а, Ъ > е влечет ab> ay b; 5) существу­
ет такой элемент b > e, что для каждого й > е найдется 
такое целое число я, что ап > Ь; 6) для каждых двух эле­
ментов a, by е существует такое целое число и, что ап > Ь. 

Вайда [248] показал, что для линейной упорядоченности 
/-группы G необходимо и достаточно, чтобы структура ее 
/-идеалов являлась линейно упорядоченным множеством и 
для любых элементов х, tpG выполнялось условие: 
XV (tx-Ч-1) > е. 

2, Архимедовы /-группы. Известно несколько доказа­
тельств теоремы, о коммутативности архимедовой /-группы. 
Еще одно доказательство этой теоремы приведено Гоф-
фманом [139]. 

Якубик [72]. показал, что для каждой данной архимедо­
вой /-группы G существует /-группа действительных функций, 
изоморфная /-группе G. 
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Будем говорить, что /-группа G обладает свойством ([),_. 
если из того, что {x.}gG+ и два любых различных элемента. 
этого множества взаимно дизъюнктны, то в G существует 
элемент \fxt. А. Г. Пинскер [48] доказал, что каждую. 
архимедову /-группу можно ВКЛЮЧИТЬ В полную /-группу G', 
обладающую свойством (/}. Якубик [72] передоказал этот 
результат другим методом. 

В рефератах на статьи Чо [99, 100] Конрад отметил, 
ошибочность многих теорем, указанных в этих работах.. 
Верной является следующая теорема Чо с поправкой Кон­
рада: Если G —архимедова /-группа, в которой существуют 
различные элементы хх,...,хп такие, ЧТО каждый xt следует' 
за нулем и из у > 0 следует у > xL для некоторого i, то G 
есть кардинальное произведение /z. бесконечных циклических. 
групп. 

3. Некоторые другие классы /-групп. Элементы aj,...,aft. 
/-группы G-называются дизъюнктными, если они строго поло­
жительны и at/\aj = Q для всех 1ф'и Конрад и Клиф­
форд [117] выяснили строение /-группы, имеющей ровно два 
дизъюнктных элемента. Такую /-группу можно получить 
следующим образом: берутся две линейно упорядоченные: 
группы А и В, образуется их кардинальная сумма А + Вг 
затем /-группа получается как такая, в которой А + В-
является,,, /-идеалом, а каждый положительный элемент, пе­
со держащийся в А + В, превосходит А + В. Конрад [112] 
выяснил строение /-групп с конечным числом дизъюнктных: 
элементов. Эти группы получаются с ПОМОЩЬЮ конструкции, 
аналогичной для групп с двумя дизъюнктными элементами.. 
Он выяснил также строение такой /-группы, в которой каж­
дый элемент а > 0 превосходит самое большее конечное 
число ДИЗЪЮНКТНЫХ элементов. 

Для каждого g=£0 из /-группы G обозначим через Rs. 
подгруппу группы G, порожденную множеством всех /-идеа­
лов из G, не содержащих элемента g. Подгруппа Rg являет­
ся /-идеалом в G. Радикал R (G) /-группы G определяется. 
равенством: R{G) = f\Rs(e=£ gQG). Конрад [115] изучал. 
/-группы, радикал которых равен 0. 

/-группу с двумя образующими рассматривал Якубик [173].. 
Пусть х есть элемент /-группы G. Если 0 < х и нет такого 
элемента z, что 0 < г < х, то пишем 0_>х; если пх < у для 
каждого целого числа, то x < y . Через А-\-В обозначим 
прямую сумму /-групп А и В, Пусть С — аддитивная группа 
всех целых чисел (при естественном порядке). В работе [173] 
Якубиком были построены примеры /-групп с двумя образую­
щими, которые обозначены Ьт(т = 0, 1, 2,,..). Показано, что 
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•если G — /-группа с двумя образующими х, у, причем 
<0-3x<y. то G монотонно изоморфна одной из групп Gm. 
Если же 0-эх, то G монотонно изоморфна одной из следующих 
i-групп: С, С + С, С + С + С, Gm, Gffl + С (m =•= О, 1, 2, ...), 
Якубик исследовал также /-группы c множеством образую­
щих В = {y.ijA- причём для каждого а^А имеем 0_>а<|;у. 

Для произвольного множества AcG+/-rpynm-i G определим 
множество К'(А) всех элементов J/6G+, для которых х&А=* 
=»хЛУ = 0- Положим К'(К'(А))=К(А). Будем считать, что 
J-группа G удовлетворяет условию (Р), если при AaG+ к лю-
•бому x6G+ найдутся элементы yGK(A), zdK (А) такие, что 
,x<t/Vz, /-группы, обладающие свойством (Р) изучал Якубик 
[164]. Шик [224] показал, что группа с условием (Р) является 
людпрямой суммой линейно упорядоченных групп. Будем го­
ворить, что /-группа G удовлетворяет условию (Q), если из 
того, что AcG+, А-тЦО} следует, что множество К (А) не 
•ограничено сверху. Якубик [167] изучал.группы с условием Q. 
Каждая /-группа, удовлетворяющая условию (Р), удовлетво­
ряет также условию (Q), но обратное не верно. Если /-группа 
•G с условием (Q) удовлетворяет условию обрыва убывающих 
цепей в структуре [G] всех ее /-идеалов, то она может быть 
.представлена в виде прямой кардинальной суммы конечного 
числа линейно упорядоченных групп. Если /-группа G с усло­
вием (Q) удовлетворяет условию обрыва возрастающих цепей 
.в структуре [G], то она или разложима в прямую сумму или 
имеет максимальный /-идеал. 

/-группа G называется компактно-порожденной, если у 
каждого множества AczG, для которого существует V-A в G, 
имеется конечное подмножество 5 с А такое, что V-3= VA. 
Шик [230] доказал, что компактно-порожденная полная 
./-группа, отличная от нулевой, изоморфна прямой сумме ко­
пий линейно упорядоченной группы целых чисел и, обратно, 
.прямая сумма копий линейно упорядоченной аддитивной 
группы целых чисел есть компактно-порожденная /-группа. 

Пусть X обозначает коммутативную /-группу со струк­
турными операциями ^ и "-л Предположим, что Х0 есть 
подгруппа .группы X, которая является /-группой относи­
тельно порядка в X со структурными операциями, обозна­
чаемыми Л и V. Для я6.АГ0 полагаем 

\Ах --- (x^O) + ( ( - х)^0), \х\х. = (xVO) + ( ( - х)V0). 

В работе Л. В. Канторовича, Б. 3. Вулиха и A. Г. Пинскера 
[19] поставлена проблема: найти такие полные /-группы X и 
X-, что для некоторого элемента x6X0 имеет место неравен-
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ство \х\х, > \х\х. Якубик [169] решил эту проблему положи­
тельно. 

Пусть а — бесконечное кардинальное число, 5 — струк­
тура и ACT.S. Дополнительно предположим, что множество А 
является структурой относительно порядка в 5. Назовем 
множество А а — подструктурой структуры 5, если выпол­
няется следующее условие: если ВсА, |Б|<« н существует 
-s — supsB, то одновременно s='supAB. Якубик [169J дока­
зал, что если а — регулярное кардинальное число, то су­
ществует полная /-группа X и подмножество X--X, являю­
щееся /-группой, такие, что Х0 для каждого кардинального 
числа f<* является [-подструктурой, но не а-цодструкту-
рой в X. 

/-группа G называется автометризуемой, или /-простран­
ством, если она обладает таким отображением d-GxG^-G, 
что d(a,b)>0 (причем равенство имеет место лишь в случае, 
когда а=Ь), d(a,b)=d(b,a) и d(a, c)<d(a, b) + d(b,c). 
Свами [238] показал, что коммутативная /-группа G является 
автометризуемой относительно расстояния d (а, Ь) = \а — Ь\. 
Не всякая некоммутативная /-группа автометризуема. Уста­
новлены другие свойства /-пространств. 

Каждая /-группа является дистрибутивной структурой, но 
есть /-группы, которые удовлетворяют более сильному усло­
вию дистрибутивности, /-группу называют вполне дистрибу­
тивной, если для всех gLJ&G (/6/, /6/) справедливо равен­
ство 

iQ?, jQjSij =vptgipU), 

где p6j; и предполагается, что все указанные верхние и 
нижние грани существуют. Вполне дистрибутивные /-группы 
изучали Вейнберг [254,'255] и Конрад [115]. 

4. Выпуклые подгруппы /-группы. Интерес к выпуклым 
подгруппам обусловлен тем, что /-группы могут обладать 
тем или иным свойством в зависимости от наличия в них 
индивидуальных выпуклых подгрупп или от характера неко­
торого множества их. Например, будет ли /-группа G полной 
дистрибутивной структурой, зависит от структуры L всех 
/-идеалов группы G. При доказательстве многих теорем об 
/-группах используются выпуклые подгруппы. Так Холланд 
[149], показывая, что /-группа может быть представлена 
группой сохраняющих упорядочение автоморфизмов линейно 
упорядоченного множества, построил это множество из 
смежных классов выпуклых /-подгрупп группы G. 

Еще Биркгоф [85] отметил, что L является полной дис­
трибутивной структурой. Якубикова [73] и Лоренц [189] по-
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казали, что множество Г всех выпуклых /-подгрупп также 
является дистрибутивной структурой. Изучению структуры 
всех выпуклых /-подгрупп /-группы посвящены работы Кон­
рада [116] и Шика [235]. Ими, в частности, установлено, 
что структура Г является полной. Структуру Д" всех вы­
пуклых подгрупп /-группы изучала Якубикова [73]. Ею по­
казано, что если /-группа не является линейно упорядочен­
ной, то К не дедекиндова структура и не удовлетворяет 
условию обрыва убывающих цепей. Вайда [248] доказал, что 
если структура L удовлетворяет условию обрыва возрастаю­
щих цепей, то представление группы G в виде прямого про­
изведения неразложимых множителей является единственным. 
Если структура L /-группы G удовлетворяет условию обры­
ва возрастающих цепей и в О из й/\х~1ах — е следует а= е, 
то либо G есть прямая кардинальная сумма своих двух 
/-идеалов, либо G содержит максимальный /-идеал,, включаю­
щий в себя все остальные собственные /-идеалы (Лоренц 
[189]). Этим обобщен результат Биркгофа [1] об абелевых 
группах. 

Известно, что абелева /-группа имеет два собственных 
/-идеала, если она не линейно упорядоченная. Якубик [167] 
показал, что собственный /-идеал имеет /-группа, которая не 
является линейно упорядоченной и удовлетворяет условию 
(Q) (см. № 3). Холланд [151] установил, в каком случае 
/-группа G является простой /-группой, т. е. /-группой, не 
имеющей собственных /-идеалов. Биркгоф [85] показал, что 
если каждая цепь, составленная из элементов абелевой 
/-группы, имеет длину не более фиксированного числа г, то 
каждый ее /-идеал является главным. Этот результат обоб­
щен Якубиком [165] для некоммутативных /-групп. Им же 
отрицательно решена 99-я проблема Биркгофа [1]. Теорему 
об /-идеалах /-группы, полезную в теории нормирования, до­
казал Накано [203]. 

' Шик ввел оказавшееся очень полезным понятие компонен­
ты /-группы G как множества А'= {xGG-\x\/\\a\ = 0, абА}, 
где 0 Ф A-CG. Им же [222] показано, что компоненты 
/-группы образуют относительно теоретико-множественного 
включения полную булеву алгебру Г0; компоненты, являю­
щиеся /-идеалами, образуют полную ' подалгебру Г: этой 
алгебры, а те /-идеалы, которые являются прямыми факто­
рами группы G, образуют (не обязательно полную) подалгеб­
ру. Г2 алгебры Г:1. Проблеме изучения структуры компонент 
/-группы посвящена также работа Шика [234]. 

Среди всех /-идеалов выделяются такие /-идеалы / /-груп­
пы G, для которых естественно упорядоченная факторгруппа 
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GH является линейно упорядоченной и для aGG/I имеем 
b > а для всякого 66/ или а>Ь для всякого 66/. Такие /-идеа­
лы называются сильными. Шик [224] показал, что /-идеал 
/-группы является сильным тогда и только тогда, когда он 
содержит все собственные компоненты. 

б. Структура нитей /-группы. Жаффар [159]. нашел необ­
ходимые и достаточные условия, при которых /-группа имеет 
конечное число нитей. Он же [155] поставил вопрос, будет 
ли структура нитей Y абелевой /-группы структурой с отно­
сительными дополнениями, если она удовлетворяет условию 
обрыва убывающих цепей? Якубик [170] дал утвердительный 
ответ для архимедовых /-групп и привел пример, подтверж­
дающий, что ответ для общих абелевых /-групп является 
отрицательным. 

6. Свободные /-группы. Свободную /-группу с одним 
образующим рассматривал Биркгоф [85]. Он показал, что та­
кая группа /-изоморфна кардинальной сумме двух копий ад­
дитивной группы целых чисел. Все способы структурного -
упорядочения свободной абелевой группы с конечным числом 
образующих нашел А. И. Кокорин [25] и тем самым завер­
шил решение 102-й проблемы Биркгофа [1]. 

Пусть [G, Р] обозначает частично упорядоченную группу 
О с множеством положительных элементов Р. Абелева 
/-группа [G(P),G(P)+] называется свободной /-группой над 
[G,P], если выполняются следующие условия: 1) существует 
изоморфизм tji частично упорядоченной группы [G, Р] в 
[G(P),G(P)+]- 2) ^([G,PJ) порождает [G(P),G(P)*]; 3) если 
(fi[G,P]->lL,L+] есть изоморфизм частично упорядоченной 
группы в /-группу, то существует /-гомоморфизм 
cp':[G(P),G(P)+]{to}[L,L+] такой, что <р=<р ... Вейиберг [256] 
показал, что тогда и только тогда существует свободная 
/-группа над частично упорядоченной группой [G,P], когда 
последняя является полузамкнутой (из прбР следует рбР). 
Если G — частично упорядоченная полузамкнутая архимедова 
абелева группа конечного ранга, то свободная /-группа над 
[G,P] является архимедовой. Рассмотрена структура нитей 
свободной /-группы над [G, {0}], где G — абелева группа ран­
га, большего единицы. Пусть 1а обозначает свободную груп­
пу с множеством свободных образующих мощности а. Тогда 
Ла = f-'a({0}),/a({0})+] есть свободная /-груша с множеством 
свободных образующих мощности а. Установлено, что каж­
дая свободная /-группа Аа является архимедовой. В статье 
[255] показано, что при a > 1 Аа не имеет нетривиального 
прямого слагаемого, Аа является подпрямой суммой семей­
ства копий линейно упорядоченных целых чисел. Особым 
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образом определена свободная абелева /-группа над дистри­
бутивной структурой. 

7. Вложение /-групп, Вайда [248] показал, что /-группа 
G тогда и только тогда реализуется в виде подпрямого 
произведения линейно упорядоченных групп, когда для лю­
бых ее элементов х, t выполняется условие: х\/ {tx~lt-1)^ 
>е. Условия вложимости /-группы в прямое произведение 
линейно упорядоченных групп исследовал Банашевский [82]. 
Жаффар [155] установил необходимые и достаточные усло­
вия такого вложения, выраженные в терминах нитей. Лорен-
цен [190] установил, что всякая абелева /-группа /-изоморф­
на собственной подгруппе ПОЛНОГО прямого произведения 
линейно упорядоченных групп. Жаффар [155] уточнил эту 
теорему, установив, что абелева /-группа допускает несо­
кратимую реализацию тогда и только тогда, если группа 
удовлетворяет следующему условию: множество минималь­
ных нитей <x не пусто для всякой нити х Ф 0. Теорема о 
единственности несократимой реализации абелевой /-группы 
доказана топологическим методом (Жаффар [162]). В статье 
[158] рассматриваются /-реализации полных /-групп. 

Назовем реализацию /-группы G полной, если Gz>Gv для 
всех v, где Gv есть множество всех тех элементов 
x( )6nG v (принадлежит полному кардинальному произведе­
нию линейно упорядоченных групп Gv), для которых х (|А) = 
= 0 при jx ф v.. Реализаций называется а- и (..-реализацией, 
•еслиj GnGv¥= <-) или GOGv = е соответственно. Реализация 
Gv 1x6-0 /-группы G называется приведенной, если для лю­
бых [3, тб/, р ф т существует такой элемент х( )6lIGv1 что 

ve/ 
x(P)>e, x ( r )<e . Шик [223, 224] нашел условия, эквива­
лентные существованию у /-группы какой-либо реализации, 
полной реализации, а-реализации. (.-реализации, приведенной 
реализации, приведенной (.-реализации. При характеристике 
различных типов реализаций используются система компо­
нент /-группы и системы /-идеалов с дополнительными свой­
ствами. Проблеме реализации посвящены также работы [227, 
228, 235 и 82]. 

Рибенбойм [212] доказал, что вязкая абелева /-группа 
обладает такой реализацией, которая является хаусдорфовой, 
собственной и вполне регулярной. Свои исследования Рибен­
бойм изложил в систематическом виде в книге [213]. 

Холланд [149] посвятил свою работу проблеме вложения 
/-группы в /-группу автоморфизмов линейно упорядоченного 
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множества. Рассмотрим группу A{S) всех монотонных авто­
морфизмов линейно упорядоченного множества 5 и частично 
упорядочим ее, полагая f < g, если для всех x&S имеем 
xf < xg. При этом упорядочении A(S) будет /-группой. Каж­
дая /-группа /-изоморфна /-подгрупппе /-группы ^4(5) для не­
которого линейно упорядоченного множества 5. Предполо­
жим, что S и Т — линейно упорядоченные множества и что 
данная /-группа G /-изоморфна транзитивной /-подгруппе 
/-группы A(S) и также транзитивной /-подгруппе /-группы 
А{Т); в работе [150] выяснено, каким образом при этом 
должны быть связаны между собой множества S и Т. 

Холланд [149] доказал, что всякая /-группа вложима в 
/-группу с делением (т. е- в такую, в которой уравнение 
nx — g разрешимо). Якубик [72] и Вейнберг [256] установи­
ли возможность такого вложения архимедовой /-группы в 
архимедову же /-группу. 

Биркгоф [85] поставил • проблему расширения одной 
/-группы G1 по другой /-группе G2 в следующем виде: пере­
числить все /-группы G, содержащие G1 в качестве /-идеала 
таким образом, чтобы факторгруппа G/G1 была /-изоморфна /-груп­
пе G2. Он же указал, что эта проблема имеет по крайней мере 
одно решение: достаточно образовать кардинальное произведе­
ние /-групп G1 и G-, а если группа Gj — линейно упорядоченная, 
то возможно еще одно решение: лексикографическое произ­
ведение групп G1 и G2. В работе [160] Жаффаром решалась 
проблема расширения /-групп в указанной постановке. 

Папангелоу [206] ввел различные определения порядковой 
СХОДИМОСТИ направленной сети абелевой /-группы, т. е. се­
мейства (X[)t£i элементов из данной /-группы, область / ин­
дексов которой является направленным частично упорядочен­
ным множеством. Введено понятие фундаментальной после­
довательности, с помощью которого построена /-группа, 
содержащая в себе данную абелеву /-группу в качестве 
/-подгруппы. 

Пусть Г—частично упорядоченное множество и Ну—ча­
стично упорядоченная группа для каждого т€Г. Обозначим 
V= 1/(Г, Ну) следующее подмножество полной прямой сум­
мы групп Ну\ элемент у = (..., vy, ...) принадлежит к V 
.тогда и только тогда, когда Sv= {тбГ.| vv^Q) не содержит 
бесконечной возрастающей последовательности. Подмноже­
ство V образует подгруппу. Определим Г"— {тбГ | ууф0 и 
oY—0 для всех а>"(}. Компоненты vy, -(&YV называются 
максимальными компонентами элемента v. Ненулевой элемент 
vQV является, по определению, положительным, если каждая 
максимальная компонента vy элемента v положительна отно-
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сительио частичного упорядочения на группе Ну. Группа V 
будет при этом частично упорядоченной. Если Г—линейно 
упорядоченное множество и, для каждого ?6Г> 0=^НУ—под­
группа аддитивной группы действительных чисел, упорядо­
ченная естественным способом, то группа V будет линейно 
упорядоченной. Хан [141] показал, что всякая абелева ли­
нейно упорядоченная группа может быть вложена в такую 
группу V. Конрад, Харви и Холланд [118] обобщили теорему 
Хана для абелевых структурно упорядоченных групп. 

8. Топология в /-группе. Если G—Z-rpynna, то интер­
вальной топологией группы G называют топологию, получае­
мую тогда, когда в качестве базы замкнутых множеств бе­
рут множества вида {/6G//>/

f
0}, {g&Gjg<igu} и множество G. 

Линейно упорядоченная группа является топологической 
группой и топологической структурой в своей интервальной 
топологии. Биркгоф [1] поставил вопрос (проблема 104), 
всякая ли /-группа является топологической группой и топо­
логической структурой в своей интервальной топологии. 
Нортхем [205] показал, что существует /-группа, которая не 
является хаусдорфовым пространством в своей интервальной 
топологии, а потому не является топологической группой. 
Якубик [168] доказал, что если в /-группе G существуют 
архимедовы элементы а, с, a/\c—Q, то G не является топо­
логической /-группой в своей интервальной топологии. При­
чем элемент а>0 /-группы G называется архимедовым, если 
для каждого b£G существует такое натуральное число я, 
что а'!<6. Широкие классы /-групп, не являющиеся тополо­
гическими в своих интервальных топологиях, нашел Волк 
[260]. Указаны также такие классы /-групп, что если /-груп­
па этих классов является хаусдорфовым пространством в 
своей интервальной топологии, то она является линейно упо­
рядоченной (см. Чо [100], Волк [260], Конрад [113] и Якубик 
[171]). Холланд [152] привел пример такой /-группы, которая 
не является линейно упорядоченной, но является топологи-
леской группой и топологической структурой в своей интер­
вальной ТОПОЛОГИИ. ТОПОЛОГИЮ в /-группах изучали также Шик 
[222, 235] и Заманский [263]. 

§ 3. Частично упорядоченные группы 

1. Направленные группы. Якубик [166] показал, что если 
С—максимальная и выпуклая цепь в направленной группе G, 
содержащая е, то для того чтобы С была прямым множите­
лем группы G, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
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следующее условие (/): если г€С+ и 2GG+, то в G суще­
ствует элемент r/\z. Известен пример, который показывает, 
что условию (/) удовлетворяют не все направленные группы. 
Указанная теорема является обобщением другой теоремы 
Якубика, приведенной на стр. 120 книги Фукса [60]. 

Предположим, что G—направленная абелева группа с по­
лугруппой положительных элементов G+, удовлетворяющей 
следующим условиям: 1) каждое непустое направленное 
снизу подмножество из G+ имеет, в G+ нижнюю грань; 
2) (свойство разложимости) из х^.а-\-Ь, где х, a, bQG+ сле­
дует существование элементов a', b'6G+ таких, что x = 
=a'+b', a'^ca, />'<й. Бауэр [83] показал, что такая группа 
будет полной /-группой. 

Некоммутативные направленные группы со свойством раз­
ложимости изучались Кристеску. При этом важным являет­
ся понятие компоненты. Пусть G—направленная группа и 
Q—ее подгруппа. Множество Q называется компонентой в G, 
если для любого xGG+ существуют такие x'6G+ и x"6(Q+)*, 
для которых х=х'-х" (через (G+)* обозначается множество 
всех y6G+, для которых inf (x, у)=е при любом xGQ+). 
В работе [119] Кристеску изучал компоненты направленной 
группы, а в работе [120]—компоненты линейно упорядочен­
ной группы. 

Шик [222] указал необходимые и достаточные условия, 
при которых направленная (более общее: частично упорядо­
ченная) группа была /-группой. 

Частично упорядоченная группа G называется у-простой, 
если в G не существует отличных от единицы элементов 
х, у таких, что х/\у=е. Шик [232] нашел необходимые и 
достаточные условия, при которых направленная группа 
изоморфна прямому произведению у-прэ:тых частично упоря­
доченных групп. 

Оберт [791 доказал, что направленная абелева группа 
изоморфна подгруппе аддитивной группы действительных 
чисел тогда и только тогда, когда ее Sp-идеалы (по Лорен-
цену) образуют группу относительно S^-умножения: 
AvOvBv=(AB)v (О—операция умножения). 

2. о*-группы. Tai< называются частично упорядоченные 
группы, каждый частичный порядок которых может быть 
расширен до линейного. Подробно результаты по теории 
о*-групп изложены в книге Фукса [60]. Приведем лишь неко­
торые дополнения. 

Свободная /г-ступенно разрешимая группа с k образую­
щими при / i>3, /г>2 не является о*-группой (М. И. Карга -
полов [22]). 
100 



Будем называть подгруппу Я . группы G строго изолиро­
ванной, если из xgjxxgx ... gnlxgtfiH следует, что x,gTlxgu ... 
• • -, g^1 xgfcH. А. И. Кокорин [25] доказал, что факторгруп­
па GIH о*-группы G тогда и только тогда является о*-груп-
пой, когда Н—инвариантная строго изолированная под­
группа. 

Назовем подгруппу Н группы G относительно выпуклой, 
если существует линейный порядок в G, при котором Я— 
выпуклая подгруппа. Подгруппа Н—инфраинвариантна, если 
yg^.G[{g-^Hg<z}-l)\j{g-xHg-^H)\. Инфраинвариантная строго 
изолированная подгруппа о*-группы является относительно 
выпуклой (А. И. Кокорин [27]). 

Двухступенно разрешимая о-группа является о*-группой 
(А. И. Кокорин [27]). Однако, как указано выше, уже трех-
ступенно разрешимая о-группа не всегда является о*-груп-
пой (М. И. Каргаполов [22]). Двухступенно разрешимая 
группа со строго изолированной единицей является ..^-груп­
пой. 

Пример о*-группы, не являющейся локально иильпотент-
ной, привел Я. Б. Ливчак [41]. А. И. Мальцев [45] доказал, 
что всякая локально нильпотентная группа, не содержащая 
элементов конечного порядка, является о*-группой. Он же 
показал, что если всякая подгруппа с конечным числом 
образующих частично упорядоченной группы является 
о*-группой, то-''о*-группой будет и сама группа. В работе [47] 
А. И. Мальцевым показано, что для того, чтобы в о*-группе 
частичный порядок с полугруппой Р положительных элемен­
тов был пересечением линейных порядков, необходимо и до­
статочно, чтобы имело место следующее условие: PT\S (х)=£ 
-7-=0-=>xe/-" для любого xQG, где 5'(x)—минимальная инвари­
антная полугруппа, содержащая х и P'—PU{1}. 

3. V-группы. Группа называется V-группой (соответствен­
но 1/*-группой), если каждый линейный (соответственно 
частичный) порядок любой ее подгруппы можно продолжить 
до линейного порядка всей группы. Группа называется VN-
группой (соответственно 1Л4-группой), если каждый линейный 
порядок любой (соответственно любой абелевой) ее инва­
риантной подгруппы можно продолжить до линейного по­
рядка всей группы. 

А. А. Терехов [58] доказал, что нильпотентная V-групп а 
обязательно абелева, а локально разрешимая—разрешимая 
длины 2. Им же [59] найдены необходимые и достаточные 
условия для того, чтобы локально разрешимая группа была 
V-rpynnoS. Затем этот результат был обобщен М. И. Карга-
половым [20], показавшим, что произвольная группа G без 
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кручения тогда и только тогда является У-группой, когда 
в G существует такой абелев нормальный делитель A, что 
факторгруппа G/A—абелева и для. абА, 66G\A элемент b~lab 
равен аа при некотором положительном рациональном числе a=f=\. 
Таким образом оказалось, что всякая У-группа является 
двухступенно разрешимой. Как следствие оснозноЗ теоремы 
о строении У-группы получается, ЧТО если У-группа обла­
дает центральной системой с факторами без кручения, то 
она абелева. 

А. И. Кокорин [28] показал, что разрешимая У/V-rpynna яв­
ляется V*-rpynnofi. Если класс У-групп, VW-групп и УАЛ/-групп 
обозначить соответственно (У), (VN) и (VA), то справедли­
вы следующие включения: (y)c:(VN)c:(VA). Прямое произ­
ведение У-групп является о*-группой. Если всякая подгруп­
па с конечным числом образующих группы G является 
VN-группой, то группа G является V-V-группой. Нильпотент-
ная УА-группа является абелевол. Нильпотентныа нормаль­
ный делитель yN-группы абелев. 

А. И. Кокорин. и В. М. Копытов [30] доказали, что 
классы разрешимых У*-групп, У-групп и VA-групп совпа­
дают и группы такого класса являются о*-группами. Груп­
па G тогда и только тогда принадлежит этим совпадающим 
классам, когда она удовлетворяет следующим условиям: 
1) G содержит абелев нормальный делитель А. без кручения; 
2) для любого элемента g=f=A существуют такие различные 
целые числа m, п одного знака, что соэтношение g~1amg==qn 

ВЫПОЛНЯЕТСЯ для всех авА. Свободная группа является 
УА-группой, но не У-группой. Приведен пример двухступен­
но разрешимой ненильпот-ентной У-группы, не являющейся 
УА-группой. 

Всякую К-группу можно вложить в полную У-группу 
(В. М. Копытов [35]). 

4. Разрешимые и нильпотентные группы. А. И. Маль­
цев [46] доказал следующие локальные теоремы: Е<;ли вся­
кая подгруппа Н с конечным числом образующих частично 
упорядоченной группы G обладает центральной (разрешимой) 
системой выпуклых подгрупп (нормальных делителей) в Н, 
то центральной (разрешимой) системой, состоящей из выпук­
лых подгрупп (нормальных делителей), обладает и группа G. 
Установлена также справедливость аналогичных локальных 
теорем для существования центральных (соответственно 
разрешимых) систем, все факторы которых не имеют круче­
ния. Им же [47] показано, что утверждение А. А. Виногра­
дова [6] об условиях вложимости частично упорядоченной 
нильпотентной группы в кардинальное произведение линейно 
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упорядоченных групп, вообще говоря, не является верным, 
а остается верным для метабелевых групп. 

А. А. Виноградов [8] обобщил результаты Шика [225] 
для абелевых частично упорядоченных групп на метабелевы 
частично упорядоченные группы. 

Полугрупу а группы G назовем изолированной, если для 
любого элемента g6G и любого натурального числа и из то­
го, что g"6a, следует g€e. К. М. Кутыев 137] установил, 
что если локально нильпотентная частично упорядоченная 
группа G с изолированной полугруппой положительных эле­
ментов ПС-изоморфна группе G*, то группа G* локально 
нильпотентна и может быть частично упорядочена с ПО­
МОЩЬЮ изолированной полугруппы положительных элементов. 

5. Некоторые другие классы частично упорядоченных 
групп. Назовем ш-рядом частично упорядоченной группы G такую 
счетную последовательность элементов g"i<g"2< ••••, что для 
любого элемента g€G найдется такое натуральное число /г, 
что g<gn. Частично упорядоченная группа G называется 
•̂ -частично упорядоченной, если она имеет ш-ряд. ш-частично 
упорядоченные группы исследовались К. С. Сибирским и 
А. М. Стахи [53]. ш-частично упорядоченная группа яв­
ляется направленной. 

Частично упорядоченные группы без собственных выпук­
лых подгрупп исследовали Митиура [201], ;Е. Габович [9], 
А. А. Виноградов [5], К. С. Сибирский и A. M. Стахи [53] 
и др. Нетривиально частично упорядоченная группа без 
собственных выпуклых подгрупп, удовлетворяющая условию 
полузамкнутости (из х11 > е следует х > е), изоморфна под­
группе аддитивной группы действительных чисел [201]. 
Позднее выяснено [9], что последнее заключение имеет ме­
сто для коммутативных частично упорядоченных групп без. 
условия полузамкнутости. Установлено также [53], что ча­
стично упорядоченная группа без нетривиальных выпуклых 
подгрупп является со-частично упорядоченной, а следователь­
но, направленной. 

Пусть G — частично упорядоченная группа. М (х, у) = 
= {2 | zGG, 2 > х, z > у) и N (х, у) — множество всех мини­
мальных элементов частично упорядоченного множества 
М (х, у). Группа G называется /-группой, если N (x, у)ф 0 
для каждых двух элементов х, yQG. ./-группы изучал Вайда 
[250]. Если для каждой пары элементов х, у&З имеем 
M (x> У) Ф 0 и Для каждого гбМ (х, у) существует элемент 
г-6/V (x, у) такой, что z1 < z, то группа G называется муль-
тиструктурно упорядоченной. Вайда поставил вопрос: су­
ществуют ли /-группы, которые не являются мультиструк-
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турно упорядоченными? Якубик [172] дал положительный 
ответ на этот вопрос, показав, что каждая /-группа может 
быть включена в частично упорядоченную /-группу, не яв­
ляющуюся мультиструктурной. 

Частично упорядоченную группу действительных функ­
ций, определенных на произвольном множестве, изучали 
Крулль [180] и Жаффар [163]. 

Митиура [200] рассматривал сильно архимедову группу. 
Так называется частично упорядоченная группа G, если для 
каждого a-fO в б и каждого x&G имеем па > х для неко­
торого целого числа п.. 

Пусть G— частично упорядоченная группа. Если a, bGG 
имеют верхнюю и нижнюю грани, то обозначим а ~ Ь. Пусть a ~ 6. 
Пересечение всех интервалов, содержащих а и Ь, назовем D-ин-
тервалом и обозначим его (a, b > — < b, a > . Группа G на­
зывается D-дистрибутивной, если из того, что х ~ а, у ~ а 
и < х, а > = < у, а ) , следует х = у. D-дистрибутивные груп­
пы изучал Берджесс [95]. Он показал, в частности, что 
каждая частично упорядоченная архимедова группа являет­
ся D-дистрибутивной. 

'Обозначим х\\у, если элементы х, у абелевой частично 
упорядоченной группы G не являются сравнимыми в задан­
ном порядке. Назовем порядок в G устойчивым, если отно­
шение || является транзитивным. Определим в группе G, 
обладающей устойчивым порядком, ТОПОЛОГИЮ, полагая, что 
окрестности нуля состоят из таких /6G, что —х < t < x, где 
х > 0. Относительно такой топологии группа G становится 
топологической группой. Топологические абелевы группы с 
указанной топологией изучал Лави [185]. Топологические 
частично упорядоченные абелевы группы изучал также 
Бауэр [83]. 

Архимедовские частично упорядоченные Q-группы рас­
сматривал Е. Габович [10]. Изучению 2-групп посвящена ра­
бота [56] Д. М. Смирнова. 

6. Вложение частично упорядоченных групп. Назовем 
частично упорядоченную группу архимедовой, если для 
х > 0 и каждого у существует такое целое число п, что 
пх > у; она называется параархимедовой, если для x«E0 и 
у существует п такое, что nx<y. Жаффар [154], [155] пока­
зал, что нетривиально упорядоченная архимедова группа, в 
которой п > 0 и n x > 0 влечет х > 0, представляется как 
группа вещественных функций тогда и только тогда, когда 
она параархимедова. Указаны необходимые и достаточные 
условия для того, чтобы частично упорядоченная группа бы-
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ла изоморфна подгруппе аддитивной группы действительных 
чисел. 

Жаффар [156] исследовал вопрос о вложении данной ча­
стично упорядоченной абелевой группы в структурно упоря­
доченную группу. Им показано, что для такого вложения 
необходимо и достаточно, • чтобы в данной группе выполня­
лось условие полузамкнутости (из пх > 0 следует х > 0). 

Частично упорядоченная абелева группа G называется 
частично упорядоченным расширением частично упорядочен­
ной группы Q по частично упорядоченной группе Я, если G 
является расширением группы Q по Я в смысле общей тео­
рии групп, частичное упорядочение в G индуцирует на Я 
заданное в ней частичное упорядочение, причем Я является 
выпуклой подгруппой группы G, и частичное упорядочение, 
определенное естественным образом на факторгруппе G/H, 
совпадает с заданным частичным упорядочением на Q. Груп­
пу G можно определить как множество Я X Q с групповой 
операцией (а, х) + (Ь, у) — (а + Ъ +/(x, у), х + у), где/ — не­
которое отображение множества Q X Q в множество Н. Ча­
стично упорядоченное расширение G называется лексикогра­
фическим, если (а, х) > 0 тогда и только тогда, когда 
x > 0 или x-=0 и а > 0. Проблеме построения частично упо­
рядоченного расширения частично упорядоченной абелевой 
группы посвящена работа [157] Жаффара, В частности, выяс­
нено, что лексикографическое расширение G частично упоря­
доченной группы Q по частично упорядоченной группе Я 
тогда и только тогда является /-группой, когда имеет место 
один из следующих двух случаев: 1) Я — /-группа, a Q — 
линейно упорядоченная группа, 2) Я =- {0}, a Q — /-группа. 
Вопросу о вложении частично упорядоченной группы в /-
группу посвящена также'работа Жаффара [161]. В статье 
[160] доказаны -следующие теоремы: Пусть G —частично 
упорядоченное расширение частично упорядоченной 
группы Я с помошыо частично упорядоченной группы Q. 
Чтобы группа G была направленной необходимо и достаточ­
но, чтобы группа Q была направленной. Частично упорядо­
ченное расширение G является линейно упорядоченным в 
том случае (и только в том), когда оно лексикографическое 
и группы Я и Q линейно упорядочены. 

Геллер [242] установил необходимые и достаточные усло­
вия, при которых частично упорядоченное расширение G 
частично упорядоченной абелевой группы Q по частично 
упорядоченной абелевой группе Я является /-расширением, 
т. е., когда G будет /-группой. Им же исследованы /-рас­
ширения абелевой /-группы Q с конечным базисом. Причем 
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элемент g в /-группе Q называется базисным, если 0<г/ и 
множество {xQQ | x<x{le}g) является линейно упорядоченным. 
Подмножество S из Q назовем базисным, если оно является 
максимальным множеством дизъюнктных элементов и каж­
дый элемент g&S является базисным. Аналог шрейеровской 
проблемы расширения для частично упорядоченных групп 
изучался Фуксом [131]. Построенную им теорию расшире­
ний применил Лонстр'а [188] к случаю, когда расширяемая и 
расширяющиеся группы изоморфны линейно упорядоченной 
аддитивной группе целых чисел. 

Якубик [72] и Вейнберг [256] указали, каким образом 
частично упорядоченную абелеву группу без кручения мож­
но вложить в полную (уравнение пх=а разрешимо) частично 
упорядоченную абелеву группу, 

Абелеву частично упорядоченную группу G с полугруп­
пой строго положительных элементов R будем обозначать 
через (G, R). Частичное упорядочение L (соответственно 
расширение L частичного упорядочения R) называется 
квазилинейным, если LU—L3G-0, где Goo есть множество 
всех элементов бесконечного порядка группы G. Через 
(G, R) обозначим множество всех аддитивных и изотопных 
функционалов, заданных на частично упорядоченной группе 
(G, R), т. е. множество всех гомоморфных и изотопных 
отображений частично упорядоченной группы (G, JR) в линей­
но упорядоченную аддитивную группу действительных чи­
сел. Шик [226] указал две конструкции квазилинейных рас­
ширений частичного упорядочения R группы G с помощью 
аддитивных и ИЗОТОННЫХ функционалов на (G, R). Вопросам, 
связанным с продолжением функционалов, посвящена 
статья [233]. 

Коэн и Гоффман [105] ввели понятие системы окрестно­
стей нуля в недискретной линейно упорядоченной абелевой 
груше, относительно которой группа становится топологи­
ческой. Пользуясь определением сходимости счетной после­
довательности, Эверетт [124[ получил расширение абелевой 
/-группы до такой, в которой каждая фундаментальная пос­
ледовательность сходится. При этом применен метод, анало­
гичный канторовскому методу получения действительных 
чисел, трансфинитные последовательности не использова­
лись. Там же установлено взаимоотношение между канто-
ровским и дедекиндовым расширениями абелевой /-группы. 
Эверетт и Улам [125] распространили некоторые из резуль­
татов Эверетта относительно счетных сходящихся последо­
вательностей на некоммутативные /-группы. Обобщающей яви­
лась статья [81] Банашевского. В ней рассмотрены произ-
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вольные частично упорядоченные группы и топологические 
понятия используются в форме, уместной современному 
состоянию теоретико-множественной топологии. Подобно то­
му, как действительные числа могут быть получены из 
рациональных чисел двумя методами (с помощью сечений 
Дедекинда и топологического метода Кантора), исследованы 
•соотношения между дедекиндовыми и топологическими 
.пополнениями частично упорядоченных групп. 

Фань Цюй [126] характеризовал множество всех непре­
рывных вещественных функций, определенных на компактном 
пространстве как частично упорядоченную абелеву группу. 
Иную характеристику привел Клиффорд [104]. Флейшер 
'[128] решил ту же проблему, но с применением структурных 
понятий, отчего решение получается короче и проще, вместе 
•с тем достигается некоторое обоба.,ение результатов Фань-
Цюя. 

7. Некоторые свойства частично упорядоченных групп. 
Лави [186] выяснил, какой должна быть инвариантная под­
группа Н частично упорядоченной группы G, чтобы фактор­
группа G/H при естественном отношении порядка была 
.линейно упорядоченной. Для этой цели определяется под­
группа Ra группы G, порожденная теми элементами x6G, 
которые несравнимы с е, и рассматривается наименьшая 
выпуклая подгруппа /С0, содержащая подгруппу R0. Свой­
ством, указанным выше для подгруппы Н, обладают те и 
•только те подгруппы группы G, которые являются элемен­
тами множества инвариантных выпуклых подгрупп группы G, 
содержащих подгруппу /С-. 

Для элементов х, J/6G+ частично упорядоченной груп­
пы G полагаем хгу, если х/\у=е. Для элементов х, yGG 
пусть хЬу означает, что существуют такие элементы a, &6G+, 
для которых а>х'>а~1, b>y>b~l, a/\b=e. Бинарные отно­
шения е, о называются соответственно е-дизъганктностыо, 
'О-дизъюиктностыо. Пусть Л—непустое подмножество мно­
жества G. Через А8 обозначим совокупность {x6G | хгА]. 
Аналогично определяется A6. Множество .А называется 
s-компонентой (8-компонентой), если A—Д88 (А=АйЬ). Под­
множество Ш частично упорядоченной группы G называется 
-(•-подгруппой, если существует такая е-компонента А в 
труппе G, что 91== А А-1. . Шик 1231] исследовал -(-подгруппы 
и е(3)-компоненты частично упорядоченной группы. Он, 
в частности, показал, что множество всех -f-подгрупп ча­
стично упорядоченной группы G образует полную булеву 
структуру (относительно теоретико-множественного • вклю­
чения). 
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Будем говорить, что частично упорядоченное множество 
Z есть кардинальное произведение своих подмножеств X и 
Y, если каждый элемент zQZ однозначно представим в ви­
де z = a\Jb, авХ, ЬвУ и для z1 = a1V->i. z 2 =-a 2 V <V 
а ;6Х, b/6F (i = 1,2), отношение z1 >z2 имеет место тогда и 
только тогда, когда а^>а2, bi>b2; кроме того, предполагается,. 
что для любой пары элементов а, Ь, где adX, b&Y во мно­
жестве Z существует элемент z такой, что z=a\/ Ъ. Под­
множества X и F называются кардинальными множителями 
множества 2. Как и выше, через G+ обозначим полугруппу 
положительных элементов частично упорядоченной груп­
пы G. Е. П. Шимбирева [69] доказала, что если X —кар­
динальный множитель в частично упорядоченном множестве-
G+, то X является прямым множителем для Частично упо­
рядоченной полугруппы G+. Тем самым обобщен результат 
Якубика для /-групп. Якубик показал, что всякая макси­
мальная выпуклая цепь, содержащая е, в ^-группе является 
прямым множителем, а Е. П. Шимбирева привела пример, 
подтверждающий, что это утверждение не является, вооб­
ще, верным для направленной группы. 

Решением алгоритмических проблем в частично упорядо­
ченных группах занимался В. И. Френкель [61], [62]. Для. 
частично упорядоченных групп, заданных конечным числом 
образующих и конечным числом определяющих неравенств 
(определяющих соотношений) решалась прэблема тождества 
слов и проблема сопряженности. 

§ 4. Обобщения частично упорядоченных групп 

1. Частично упорядоченные с сохранением идеалов 
группы. Будем рассматривать частично упорядоченное мно­
жество Р. Для его непустого подмножества F обозначим 
через F* (соответственно _/%<.) множество всех тех xQP, для 
которых х > / (соответственно х < /) для всех /6F. Непус­
тое подмножество 1аР назовем идеалом (соответственно-
двойственным идеалом), если для каждого конечного непус­
того подмножества Fcl подмножество Z7* (соответственно 
EH.) непусто и (~*)-Nc/ (соответственно (F-..)* с /). Группу 
G назовем частично упорядоченной с сохранением идеалов,, 
если G является частично упорядоченным множеством и 
множество x.I.y есть идеал или двойственный идеал для 
любого идеала или двойственного идеала / с G. Андрус и 
Батсои [78] показали, что всякая, частично упорядоченная с 
сохранением идеалов группа является расширением частично 
упорядоченной группы посредством такой частично упоря-
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доченной группы с сохранением идеалов, длина каждой це­
пи в которой не более двух. Таким образом, класс частично 
упорядоченных с сохранением идеалов групп содержит в се­
бе класс всех частично упорядоченных групп- Элементы 
л, ЬвР назовем связанными, если существует такая конеч­
ная последовательность элементов а = хг, х2,.. . , хп — Ь из 
.Р, что для каждой пары этих элементов хь хь+х имеем од­
но из трех соотношений х1=х1^.1. Группа G называется свя­
занной, если каждая пара ее элементов , является связан­
ной. В той же статье [78] найдены необходимые и достаточ­
ные условия для того, чтобы группу можно было превра­
тить в связанную частично упорядоченную с сохранением 
идеалов группу. 

2. Односторонне частично упорядоченные группы. Ес­
ли в определении частично упорядоченной группы ослабить 
.закон монотонности и выразить его в виде: «из а < Ь следу­
ет ас < Ъс, для каждого элемента с группы», то мы получим 
определение правой частично упорядоченной группы. Анало­
гично определяется левая частично упорядоченная группа. 
Впервые правоупорядоченные группы исследовала М. И. Зай­
цева [17]. Она установила достаточный критерий правого 
линейного упорядочения группы. Ею показано, в частности, 
что всякая группа типа RN с факторами без кручения мо­
жет быть линейно правоупорядочена; приведен пример раз­
решимой линейно правоупорядоченной группы, линейно не-
упорядочиваемой в обычном смысле. С помощью своей тео­
рии М. И. Зайцева нашла порядковый тип счетного одно­
родного множества, т. е. линейно упорядоченного множест­
ва с транзитивной группой автоморфизмов. 

Назовем подмножество R группы G стабильным, если оно 
замкнуто относительно группового умножения. Через 
Н* обозначим наименьшее стабильное подмножество на G, 
содержащее подмножество Н. Обозначим [Н]:{Т-: сущест­
вует KczH такое, что r — ZCU//— К], где H — К означает 
теоретико-множественную разность, а / / - / С е с т ь множест-. 
во всех элементов группы G, обратных элементам множества 
Н — К- Обозначим Н* = {а \а£Т# для каждого TQ[H]}. 
Подмножество Н группы G названо подмножеством конеч­
ного порядка, если Н* содержит единицу е группы G. 
Чиампа [103] установил необходимые и достаточные условия 
односторонней линейной упорядочиваемое™ групп, выражен­
ных в терминах стабильности и порядка множеств, а также 
yi-сазал условия, при которых одностороннюю частичную 
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упорядоченность можно продолжить до односторонней ли­
нейной упорядоченности. 

Односторонние частично упорядоченные группы изучал 
Конрад [111]. Им установлены необходимые и достаточные 
условия для одностороннего частичного упорядочения. Ука­
зан достаточный признак продолжения односторонней час­
тичной упорядоченности до линейной. Перенесены некоторые 
теоремы об упорядоченных группах на односторонне упоря­
доченные группы. 

Необходимые и достаточные условия одностороннего ли­
нейного упорядочения группы указал Тулли [246]. 

Д. М. Смирнов исследовал группу автоморфизмов груп­
повых колец правоупорядочиваемых групп. 

3. Полуоднородно частично упорядоченные группы. 
Монотонный закон в определении частично упорядоченной 
группы может быть ослаблен и в другом отношении. Вместо 
него будем предполагать, что каждый элемент х группы , 
обладает одним и только одним из свойств: (А) из а <. b 
следует ха < xb, ах < Ьх\ (Б) из а < Ь следует ха > xb, 
ах > Ьх. Частично упорядоченные группы с таким ослаблен­
ным законом монотонности исследовались П. Г. Конторови-
чем и А. И. Кокориным [32] и были названы ими полуодно­
родно частично упорядоченными (соответственно структурна 
упорядоченными, линейно упорядоченными) группами. Они 
установили необходимые и достаточные условия для того,. 
чтобы группа G была полуоднородно частично упорядочен­
ной (соответственно полуоднородно структурно упорядочен­
ной, полуоднородно линейно упорядоченной). Выяснено строе­
ние полуоднородно структурно упорядоченной группы с од­
ним образующим, а также рассмотрены некоторые свойства 
таких групп с конечным числом образующих. 

4. Почти частично упорядоченные группы. Снова осла­
бим монотонный закон, теперь в следующем направлении: 
если а < Ь, то ga < gb для «большинства» элементов g в 
группе G и ah < bh для «большинства» элементов h в груп­
пе. При этом фраза «для «большинства» элементов в груп­
пе Gir должна пониматься так, что множество 5 с «боль­
шинством» элементов из G удовлетворяет следующим усло­
виям: 1) если Sx и iS2 содержат «большинство» элементов из 
G, то SX[\S2 не пусто; 2) если S содержит «большинство» 
элементов из G, то такими же ЯВЛЯЮТСЯ множества gS и Sg 
для каждого gGG и 3) если Sx содержит «большинство» эле­
ментов из G и SlcS2, то S2 содержит «большинство» элемен­
тов из G. Почти частично упорядоченные группы исследо­
вались Бриттоном и Шеппердом [94]. 
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5. Квазичастично упорядоченные группы. К обобще­
нию частично упорядоченных групп мы придем путем исклю­
чения закона антисимметричности из списка их определяю­
щих постулатов. Такие обобщенные группы называются ква­
зичастично упорядоченными, их также называют переупоря­
доченными (см., например, Бурбаки [3]). Их изучал Лорен-
цен [191], выяснивший условия вложения в /-группы, и Чо 
[101], перенесший некоторые свойства частично упорядочен­
ных групп на квазичастично упорядоченные группы. 

6. Обобщенно частично упорядоченные группы. Пусть 
G—некоммутативная группа, а G+-—непустая ее полугруппа. 
Отметим следующие аксиомы: 1) e6G+; 2) (x6G+)=Kx-i6G+); 
3) (x-?-e)-->(xGG+ или r~16G+); 4) x-1G+xcG+ для каждого 
xBG. Рассмотрим группу G(l, 2), удовлетворяющую аксиомам 
1) и 2); В ней введем два частичных порядка: l) (x-1yQG+)& 
Щх <sy) и И) (ух-1ев+Щх<ау). Положим (a <sb, a <db)& 
&(а < Ь). Если для у > е и всякого целого числа п имеем 
хп <isy или х11 <С.ау, то элемент х назовем актуально беско­
нечно малым слева (соответственно, справа) относительно у, 
в обозначениях х <лу, х 4idy. Аксиома 5): совокупность 
несравнимых элементов группы G [1, 2] есть собственная ин­
вариантная подгруппа; 6) (е <^sa)^( e<t,da). Бузулини [97] 
выяснил простейшие свойства групп G(l,2), G (1,2,3), 
G(l, 2, 5) и G(l, 2, 6). Отмечено, что в геометрических при­
ложениях встречаются группы (3(1, 2, 5). 

7. Промежуточные группы. Понятие группы с таким 
названием ввел Шепперд [220]. Промежуточной группой на­
зывается группа, в которой определено тернарное отноше­
ние (а, Ь, с), удовлетворяющее аксиомам: 1) для любых а, Ь,с 
либо (а, Ь, с), либо (Ь, с, а), либо (с, а, Ь); 2) (а, Ь, с) и (а, с, Ь) 
выполняются одновременно тогда и только тогда, когда 
Ь = с; 3) (а, Ь, с) влечет (с, Ь, а); 4) (а, 6, с) и (а, с, d) влекут 
(Ь, с, d); 5) (а, Ь, с) влечет (gah, gbk, gch) при любых g, h из 
группы. Согласно этому определению промежуточная группа 
является обобщением линейно упорядоченной группы: отно­
шение «между» индуцируется линейной упорядоченностью, 
если положить (а, Ь, с) тогда и только тогда, если а < b < с 
или с < 6 < а. Промежуточные группы могут быть как ко­
нечными, так и бесконечными. Первый класс исчерпывается 
группами четвертого порядка. Найдены условия, при кото­
рых бесконечная группа может быть превращена в проме­
жуточную, установлена связь между линейно упорядочен­
ными и промежуточными группами, 

Греве [140] изучал частично промежуточные группы. 
Множество G = {а, Ь, с, ...} называется частично промежу-
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точным, если на нем определено тернарное отношение (а, Ь, с), 
удовлетворяющее следующим аксиомам: 1) (а, Ь, с)=*(с, Ь, а); 
2) (а, Ь, с)А{а, с, Ь) ^Ь=с; 3) (а, Ь, с) /\ (a, d, b) =» (d, b, с); 
4) (a, b, с) л (b, с, d) /\b=f= c=>(a, b, d). Символ Л обозначает 
логическую операцию конъюнкции. Частично промежуточной 
группой G называется частично промежуточное множество 
G относительно тернарного отношения (а, Ь, с), являющееся 
группой относительно сложения и такое, что: а) (—а, 0, а) 
для всех a6G; р) (а, Ь, с) влечет (х + а + у, х + b + у, х+с + 
+ у) для всех х, z/6G; т) (—а, х, а) влечет (—a, х, 0) или 
(0, х, а). Отметим, что частично промежуточные векторные 
пространства изучал Береид [84] 

Близким к понятию промежуточной группы находится 
понятие циклической группы, введенное Регером [214]. 
Циклически упорядоченные группы рассматривал 1 Сверч-
ковский [240]. В книге Фукса [60] подробно описаны свойства 
таких групп. 

8. Разделительные группы. Понятие разделительной 
группы ввел также Шепперд [221]. Так называется группа, 
в которой определено кватернариое отношение (а, Ь, с, d), 
удовлетворяющее аксиомам: 1) для любых a, b, с, d либо 
(а. Ь, с, d), либо (а, с, b, d), либо (a, b, d, с); 2) (а, Ь, с, d) и 
(a, b, d, с) выполняются одновременно тогда и только тогда, 
когда а — Ь или с =• d; 3) (a, b, с, d) влечет (d, с, b, a); 
4) (a, b, с, d) влечет (b, с, d, a); 5) (a, b, с, d), (a, e, b, с) и Ьфс 
влекут (a, e, b, d); 6) (a, b, c, d) влечет (gah, gbh, gch, gdh) для 
любых g, h из группы. Отношение (a, b, с, d) получается из 
линейной упорядоченности, если положить (а, Ь, с, d) тогда и 
только тогда, когда имеет место одно из отношений или 
отношений, отличающихся от написанных, циклической пере­
становкой элементов a < 6 < c < d или d < c < 6 < a . Раздели­
тельные группы могут иметь элементы конечного порядка. 
Найдены необходимые и достаточные условия, при которых 
группа может быть превращена в разделительную, установ­
лена связь между линейно упорядоченными и разделитель­
ными группами. 

9. Локально частично упорядоченные группы. Так назы­
ваются те группы, которые удовлетворяют всем постулатам, 
определяющим частично упорядоченную группу, кроме 
постулата транзитивности, который заменен следующим 
ослабленным постулатом: если а < Л Ь<с, c<d и a<d, TO 
а<с. Локально частично упорядоченные группы изучал 
А. Г. Пиискер [49], он подметил их значение в теории 
/С-пространств. 
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10. Абелевы Г-группы. Пусть Г—некоторое частично 
упорядоченное множество. Коммутативная операторная 
.R-группа G называется Г-группой, если каждому элементу 
из чбГ соответствует пара допустимых подгрупп GY, Gy груп­
пы G, удовлетворяющих условиям: 1) GYcGv для всех *[6.Г". 
2) из а < р следует CtGp; 3) для каждого элемента agG 
существует по крайней мере одно -; такое, что agG7, u$G-.,; 
4) если a$G7, то существует р > т, для которого a^G® и 
a$Gp. Всякую абелеву частично упорядоченную группу со 
свойством: из n a > 0 следует а > 0, можно рассматривать 
как Г-группу. Теория Г-групп построена Конрадом [106]. 
В случае, когда Г—линейно упорядоченное множество, иссле­
дования Г-групп приведены в его же работе [108]. 

§ 5. Упорядоченные кольца и алгебры 
1. Частично упорядоченные кольца. Если для элемента 

а кольца Л существуют элементы аь .. /, a;JgA такие, что 
элемент а равен произведению 2/г элементов аь .. ., ап, 
«1, . . . , ап, взятых в некотором порядке, то будем писать 
с== а(аъ ..., ап). Идеал М кольца А назовем E-идеалом, если 
отношение 

a(ah а2, ..., ат) + Ь{Ьх, Ь2, .. ., Ьп) + ... 
... +d(d1,d2l ь . . . dr)e-M 

влечет 
аха%... атеМ, bxb2... bnQM, . . . , d1d2. . . dr$M. 

Если идеал {0} является /•'-идеалом, то кольцо А назовем 
/•"-кольцом. Такие кольца изучал Тьеррен [244]; он, в част­
ности, показал, что частично упорядоченное кольцо А = {0} 
тогда и только тогда изоморфно подпрямои сумме линейно 
упорядоченных колец без делителей нуля, когда A является 
/•"-кольцом. 

Теории представления частично упорядоченных колец 
ОДНОГО класса посвящена работа Хейса [144]. 

Об алгебраическом замыкании некоторых полей со специ­
фическим определением на них частичного порядка проведено 
исследование в статье [237] Стродта. 

Некоторое отношение к теории упорядоченных тел имеет 
работа Шерка [219]. 

Метод, с помощью которого порядок на целых числах 
.распространяется на рациональные числа, использован для 
расширения порядка кольца на кольцо частных. Пусть S— 
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кольцо, содержащее кольцо R. Предположим, что для каж­
дого a6.S\R существуют такие элементы a, bGR, что а(Ь) не 
является левым (правым) делителем нуля в S и аа, ab^R. 
Такое кольцо S называется кольцом частных кольца R.. 
Фукс [132] доказал, что всякий линейный порядок ассоциа­
тивного кольца R можно единственным образом продолжить. 
до линейного порядка кольца 5 частных кольца R. 

2. Структурно упорядоченные кольца, f-кольца. Струк­
турно упорядоченное кольцо называется /-кольцом, если из. 
аЛЬ — Ь и с > 0 следует саЛЬ— 0 = ас/\Ь. Хейс [144] дока­
зал,, что частично упорядоченное кольцо R без нильпотент-
ных элементов является /-кольцом тогда и только тогда,. 
когда для каждого a^R найдутся b, cgR такие, что b > 0., 
с > 0, а = b —- с и be = cb = 0. 

Джонсрн [175] и Кист [177] доказали теорему о вложении 
архимедовых /-колец без ненулевых нильпотемтных элемен­
тов в кольца вещественных непрерывных функций, опреде­
ленных на топологических пространствах. 

Брейиерд [93] исследовал проблему о вложении /-кольца 
R без ненулевых левых и правых аннулят'оров в особое 
/-кольцо, состоящее из эндоморфизмов аддитивной группы 
кольца R. 

Андерсон [77] указал необходимые и достаточные усло­
вия, при которых /-кольцо может быть изоморфно подпрямой 
сумме конечного числа линейно упорядоченных колец. 

Назовем /-кольцо унитабельным, если оно включаемо в 
/-кольцо с мультипликативной единицей. Хенриксен и Исбелл 
[147] показали, что класс унитабельных /-колец является 
примитивным классом. Каждое линейно упорядоченное, кольца 
разложимо в лексикографическую прямую сумму двух сла­
гаемых, из которых одно содержит все идемпотенты кольца,, 
а ' другое является нулевым кольцом.. Они положительно ре­
шили проблему 107 Биркгофа [1]. 

Структурно упорядоченное кольцо называется d-кольцом,. 
если а(х\/у)=.ах\/ау и (x\J у) а = хау уа для всякого а > 0 
и. любых х, у. d-кольца изучал Кудлачек [183]. Он, в част­
ности, показал, что всякое f-кольцо является d-кольцом, на 
не обратно. 

Брейнерд [92] привел характеристику, кольца С (X) непре­
рывных вещественных функций на вполне регулярных про­
странствах X как архимедовой структурно упорядоченной. 
алгебры над полем действительных чисел. 

3. Теория нормирования. Линейно упорядоченные поля 
в • связи с нормированием рассмотрены Джеминьяни .[137]. 
Ион [153] доказал, что всякая линейно упорядоченная комму-
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тативная группа является группой нормирования для некото­
рого тела. Структурно упорядоченные группы использованы 
для, полунормирования тел. 

4. Промежуточные и разделительные кольца. 
А. И. Черемисин [65], [66] ввел понятия промежуточных и 
разделительных колец и описал их структуру. Кольцо R на­
звано промежуточным, если его аддитивная группа является 
промежуточной относительно тернарного отношения (а, Ь, с) 
(см. §4, №7) и для любых а, Ь, с, х^р ИЗ (а, Ъ, с) следует 
(ах, Ьх, сх) и (ха, хЬ, хс). Указана полная таблица всех ко­
нечных промежуточных колец и показано, что класс всех 
промежуточных колец в основном исчерпывается такими коль­
цами, которые являются линейно упорядоченными и в кото­
рых отношение (а, Ъ, с) промежуточности определяется через 
отношение упорядочения. 

Кольцо R названо разделительным, если его аддитивная 
группа является разделительной (см. §4, №8) относительно 
отношения (а, Ь, с, d) и для любых а, Ь, с, d, XQR ИЗ (a, b, c, d) 
следует (ах, bx, ex, dx) и (ха, xb, хс, xd). Указаны случаи, в 
которых бесконечные кольца могут быть превращены в раз­
делительные, намечена связь между разделительными кольцами 
и выпуклыми максимальными линейно упорядоченными идеала­
ми этих колец. 

5. Упорядоченные полукольца. Назовем линейно упоря­
доченным полукольцом множество Р с двумя алгебраически­
ми операциями (сложение и умножение), относительно каж­
дой из которых оно является полугруппой; эти операции 
связаны между собой (двусторонним) дистрибутивным зако­
ном; кроме того, в множестве Р определено отношение по­
рядка, при котором оно является линейно упорядоченным 
множеством, обладающим свойствами: 1) из а < Ь следует 
a + c<b + c,c + a<.c + b для всех с&Р; 2) из а < Ъ сле­
дует ас < be, са < cb для положительных сбР и ас > be, 
са > cb для отрицательных c6P. При этом положительным 
(отрицательным) называется такой элемент с&Р, что с < с + 
+ с (с -\-с<с). Луговский [192] изучал линейно упорядочен­
ные полукольца, удовлетворяющие следующей аксиоме: Для 
aQP и ЬвР с a<6 существует х&Р с а + х=Ь. Рассмот­
рена проблема о пополнении таких полуколец. 

Вопросу вложения частично упорядоченных полуколец в 
частично упорядоченные кольца посвящена работа [87} 
Блейхера и Бонз. . 

Назовем полутелом такое полукольцо, ненулевые элемен­
ты которого образуют группу относительно умножения. Вей-
нерт [257].показал, что если хотя бы один элемент полутела 
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идемпотентен (т. e. a + а = а), то это. имеет место для всех 
его элементов; любое полутело без нулевого элемента с 
коммутативным и идемпотентным сложением может быть 
рассмотрено как структурно упорядоченная группа и обратно. 

Архимедовы полукольца изучал Эндлер [122]. 
6. Линейно упорядоченные модули над линейно упоря­

доченными кольцами. Пусть А — линейно упорядоченное 
кольцо, £ —унитарный левый модуль над А. Будем назы­
вать модуль Е линейно упорядоченным, если Е — линейно 
упорядоченная группа и из того, , что х > 0, хВЕ, a > О, 
аЯА, следует ах>0. Подмножество Р называется конусом, 
если: 1) Ое.Р; 2) Р + P g P ; 3 ) а Р с Р при всех а > 0 . Блейхгр 
и Шнейдер [88] посвятили свою работу проблеме разло­
жения конусов в модуле Е. 

7. Структурно упорядоченные алгебры. Назовем вектор­
ное пространство V с вещественными скалярами частично упо­
рядоченным векторным пространством, если оно является ча­
стично упорядоченной группой по сложению и в нем для любого 
положительного скаляра X соответствие x{to}Xx есть автоморфизм. 
Если частично упорядоченное пространство V есть структура, 
то оно называется векторной структурой. Если структурно 
упорядоченное кольцо А является векторной структурой, то 
оно называется структурно упорядоченной алгеброй. Если 
/-КОЛЬЦО В является также векторной структурой, то В назы­
вается /-алгеброй. Структурно упорядоченное кольцо А назы­
вается архимедовым, если для каждого a6A, отличного от О, 
множество {па :п~ ± 1, ± 2, . . . } не имеет верхней грани в A. 
/-алгебра, являющаяся архимедовым кольцом, называется архи­
медовой /-алгеброй. Ф-алгеброй называется архимедова /-алгеб­
ра с единицей 1. Изучению Ф-алгебр посвящены работы Хенрик-
сена и Джонсона [147] и Хенриксена, Исбелла и Джонсона [146]. 

Линейно упорядоченные нормированные алгебры изучал 
Урбаник [247]. 

§ 6. Упорядоченные полугруппы 

1. Линейно упорядоченные полугруппы. Если элементы 
полугруппы 5 связаны соотношениями aba — a, bab = b, то 
они называются регулярно сопряженными. Пусть S — линей­
но упорядоченная полугруппа. Множество Е всех идемпо-
тецтов из S, если оно не пусто, является подполугруппой S. 
С-.1ЙТ0 [217] классифицировал подполугруппы полугруппы S, 
порожденные парами регулярно сопряженных цеидемпотент-
ных элементов, а в работе [216] он рассматривал произволь­
ные линейно упорядоченные полугруппы S идемпотентов. 
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Выяснению закона распределения образующих элементов 
в линейно упорядоченных полугруппах посвящена работа [2] 
Б. М. Бредихина. 

Донедду [121] указал необходимые и достаточные усло­
вия для того, чтобы линейно упорядоченная полугруппа бы­
ла монотонно изоморфной аддитивной полугруппе положи­
тельных действительных чисел. 

Монотонные эндоморфизмы линейно упорядоченных полу--
групп рассматривал Е. Габович [11]. Им, в частности, 
найдены все монотонные эндоморфизмы аддитивной полугруп­
пы положительных чисел. 

Линейно упорядоченным полугруппам посвящены две 
статьи Луговского. [193, 194]. В них рассматриваются полу­
группы S, удовлетворяющие следующей аксиоме: Для «65, 
b&S и а < 6 существуют x6S, r/6S такие, что а + х— у + 
+ а = Ъ. 

Аналогом кольца частных является понятие полугруппы 
частных. Пусть S — полугруппа. Элемент aQS называется 
сократимым слева (справа), если из ах = ау(ха = уа) следует 
х — у. Предположим., что Т — полугруппа, содержащая полу­
группу S, такая, что, для каждого a£T\S существуют в 5 
такие элементы а и Ъ, что а[Ь) сократим слева (справа) в Т 
и аа, a.bQS. В этом случае полугруппа Т называется полу­
группой частных полугруппы S. Фукс [132] показал, что. 
линейный порядок полугруппы S может быть единственным 
способом продолжен до линейного порядка ее полугруппы 
частных Т. 

Коммутативная полугруппа Р называется архимедовой, 
если выполняются следующие условия: 1) из s + г = t + г 
всегда следует s — t(r, s, t&P)\ 2) г > s тогда и только тог­
да, когда г — s + t для некоторого /GF; 3) для каждой пары 
r,s, гФз следует г > s или s > г; А) для каждой пары г, s6P 
существует такое натуральное число п., что nr > s. Архиме­
довы полугруппы изучал Эндлер [122]. Он выяснил условия 
включения таких полугрупп в полугруппы, названные им 
эвдоксовыми. Эвдоксова полугруппа в общих чертах может 
быть охарактеризована так, что в ней для каждой тройки 
элементов существует «четвертый пропорциональный элемент». 
В работе [182] Крулль охарактеризовал эвдоксову полугруп­
пу как архимедову полугруппу, для каждой пары элементов 
a, b которой существует зеркальное отображение Р такое, 
что Ра = Ы- Причем под зеркальным отображением Р архи­
медовой полугруппы понимается такое отображение, которое 
удовлетворяет следующим условиям: 1) Ра = п(Р (па)) для 
каждого натурального числа щ 2) Ра < РЬ, если а > Ь. 
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2. Структурно упорядоченные полугруппы. Биркгоф [86] 
указал на их приложения в алгебраической теории чисел, ал­
гебраической геометрии, теории полупростых алгебр, алгебре 
бинарных отношений, брауэровской логике и общей топологии. 

Обозначим единичный и нулевой элементы /-полугруппы 
L соответственно е и 0; Элемент xGL называется целым, 
если х < е. Множество С всех целых элементов /-полугруп­
пы L образует /-полугруппу. Если все элементы /-полугруп­
пы L целые, то L называется целой /-полугруппой. Пусть 
/ (а) — множество всех элементов xGL, для которых аха < а. 
Если множество / (а) непусто и в нем имеется наибольший 
элемент, то этот элемент называется обратимым к элементу 
а и обозначается а - 1 . Элемент aBL называется квазиделите­
лем элемента b£.L, если a~1-^.b~l. Квазиделимость в целых 
/-полугруппах изучал Козальский [178]. Он указал на при­
менения к теории идеалов, в частности, установлена связь с 
отношением квазиделимости, введенной Ван-дер-Варденом в 
теории идеалов-. Поставлены некоторые проблемы. 

П. Д. Круминг [36] рассматривал структурно упорядо­
ченные полугруппы S, удовлетворяющие усдозиям: 1) 5—• 
полная структура; 2) для каждого элемента а и подмноже­
ства А из 5 sup (aA) = a sup A, inf (aA) ~ a inf A, sup (Aa) = 
= (sup A) a, inf {Aa) = (inf A) а. Проведенные им исследования 
касаются главным образом интервальной топологии в таких 
полугруппах. 

Систему A. = (А,+ , < , —) назовем дуально структурно 
упорядоченной полугруппой с вычитанием, если: 1 ) (Д + , < ) 
является коммутативной структурно упорядоченной полугруп­
пой с нулевым элементом 0; 2) для данных а, Ь&А сущест­
вует наименьший элемент х такой, что 6 + x > a , и этот эле­
мент обозначается а — b (он определяется однозначно); 
3) (а — b)\J0 + Ь < aUb и 4) (а — а)> 0, Такие системы опре­
делил и изучал их свойства Свами [239]. Дуально структур­
ная упорядоченная полугруппа с вычитанием является общим 
абстрактным образованием, включающим в себя в качестве 
частных случаев алгебру Брауэра, абелеву /-группу и буле­
во кольцо. Тем самым частично решена 105-я проблема Бирк-
гофа [1]. 

3. Частично упорядоченные полугруппы. Подполугруппа 
А частично упорядоченной полугруппы Р называется выпук­
лой, если из а > т > [-, а, [B6A, тбР всегда следует ?GA. По­
лугруппа Р называется /-полугруппой, если Р есть одновре­
менно структура и соотношения (djp) т = ат1фт, Т (aUP) = 
-=та1)т|-, (аПР) т — атПРт. Т («Пр) == уаПтР выполняются для лю­
бых а, р, тбР. Подполугруппа А /-группы Р называется 
118 



•/-подполугруппой, если А является подструктурой в Р и вы­
пукла в Р. Я. В. Хион [64] установил, что любая частично 
упорядоченная полугруппа (/-полугруппа) без собственных 
выпуклых подполугрупп (/-подполугрупп) состоит только из 
•одного элемента. Всякая, частично упорядоченная полугруп­
па, в которой никакие две различные ее собственные выпук­
лые подполугруппы не пересекаются, либо имеет не больше 
двух элементов, либо является тривиально упорядоченной 
циклической группой простого порядка. 

Рассмотрим полугруппу 5 и множество всех ее отноше­
ний частичного порядка обозначим Г = Г (5). Множество Г 
частично упорядочим отношением включения: о < р, если из 
{а, 6)6а всегда следует (а, 6)бр. Для любого частичного по­
рядка -;6Г в Г существует максимальный элемент абГ такой, 
что - .< а. Характеристике максимальных элементов множе­
ства Г посвящена работа [42] Е. С. Ляпина. В статье [43] 
Е. С. Ляпин изучал частичные упорядоченности на полугруп­
пах линейных преобразований. 

Берджесс и Макфадден [96] изучали вопрос о возможно­
сти вложения частично упорядоченной полугруппы в /-полу­
группу с сохранением объединений,пересечений, левых и пра­
вых частных во всех случаях, когда эти, частичные опера­
ции определены в первоначальной частично упорядоченной 
полугруппе. 

Будем иметь в виду частично упорядоченную полугруппу 
£ с единственной левой единицей, являющейся максимальным 
элементом, и, возможно, с нулем 0, являющимся минималь­
ным элементом. Элемент p&S, 0 < p < e называется простым, 
•если из ab < р следует а < р или & < p . Фукс и Штейн-
.фельд [136] показали, что в S при определенных условиях 
любой элемент aGS, 0 < а < е, однозначно записывается, в 
виде а— р\1.. .рк/, где pt—различные простые элементы. 

Стабильная эквивалентность 0 на частично упорядоченной 
полугруппе S с левой единицей называется конгруэнтностью 
Дюбрей — Жакотен, если все ее классы 0(a) являются вы­
пуклыми подмножествами S и для любого a€S из 0 (а) < 0 (е) 
следует а < е. Конгруэнтности Дюбрей — Жакотен на полу­
группе S рассматривал. Фукс [134]. В статье [135] Фуксом 
исследуется проблема о том, каковы те отношения эквива­
лентности в частично упорядоченных полугруппах, фак-
торполугруппы по которым являются упорядоченны­
ми группами. 

Вопросам представления частично квазиупорядоченных 
полугрупп в виде подполугрупп полугрупп преобразований 
множества посвящена статья [67] Б. М. Шайна. 
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П. Г. Конторэвич и Л. А. Пруткина [33] исследовали 
строение идеалов полугруппа G+, являющейся полугруппой 
положительных элементов частично упорядоченной группы G 
без кручения. 

4. Упорядоченные группоиды. Блайт [89] рассматривал 
частично упорядоченные группоиды (группоиды с частны­
ми), в которых любые два элемента имеют правое и левое 
частное. 

Леви —Бруль [187] распространил теорему Жордана — 
Гёлдера на частично упорядоченные группоиды в следую­
щем виде: если в частично упорядоченном группоиде G вы­
полняются следующие условия: 1)ху*сх; 2) ху = х^х < у; 
3) х (с) у=^хг (с) yz, где а (с) b означает, что а — b или b по­
крывает а, то существует максимальная цепь конечной дли­
ны между двумя элементами a, 66G, причем все максималь­
ные цепи между а и Ь имеют одну и ту же конечную длину. 
Указано также соответствие между элементами максималь­
ных цепей между одной и той же парой элементов. 

Упорядоченные группоиды изучались в диссертации Блай-
та [90]. В статье [91] определен /-группоид как такой ча­
стично упорядоченный группоид, который является структу­
рой. В множестве М (G) матриц га-й степени с элементами из 
/-группоида G особым образом определяется отношение ча­
стичного порядка, выяснено, когда при этом М (G) будет 
группоидом с делением и решены некоторые другие вопросы 
о множестве М (G) при других условиях, наложенных на по­
рядок в группоиде G. 

5. Промежуточные полугруппы. Отношение «между» 
на группах рассматривал Шепперд, на кольцах — А. И. Чере-
МИСИН. Гилдер [138] ввел отношение «между» на полугруппы. 
Полугруппу S назовем промежуточной, если на множестве 
ее элементов определено тернарное отношение «между» 
(а, Ъ, с) с теми же аксиомами, которыми определена проме­
жуточная группа. Если отношение «между» индуцируется в 
полугруппе линейным отношением порядка, то полугруппа 
называется линейной промежуточной полугруппой, а если от­
ношение «между» является циклическим, то и полугруппа 
называется промежуточно циклической. Найдены все цикли­
ческие промежуточные полугруппы. Он изучал также линей­
ные промежуточные полугруппы. 
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