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КОЛЬЦА ЭНДОМОРФИЗМОВ МОДУЛЕЙ 
И СТРУКТУРЫ ПОДМОДУЛЕЙ 

В. Т. Марков, А. В. Михалев, Д. А. Скорняков, 
А. А. Туганбаев 

Настоящий обзор составлен по материалам реферативного 
журнала «Математика» за 1973—1982 гг. и является продолже­
нием аналогичного обзора А. В. Михалева [89]. Он тесно при­
мыкает к обзорам по теории колец [119, 4, 17, 18, 3], теории 
модулей [120, 121, 90, 91, 122, 79] и теории абелевых групп [93, 
95, 96]. Отметим, что авторы не преследовали целей полноты 
изложения результатов, касающихся абелевых групп. 

За этот период различные разделы теории колец, связанные 
•с кольцами эндоморфизмов модулей и структурами подмодулей, 
были отражены в обширной монографической литературе. 
В первую очередь отметим книги по теории колец: Л. А. Бо-
куть [16]; Ю. Д. Дрозд, В. В. Кириченко [43]; переводы книг 
Каша [55] и Фейса [158]; Кон [65] и [252]; Андерсон и 
Фуллер [184]; Беренс [212]; Коззенс и Фейс [577]; Шарп и 
Вамош [609]. Далее, кольца частных систематически изучаются 
в книгах Штенштрема [623] и Ламбека [453]. Вопросы, отно­
сящиеся к линейным группам над кольцами, затронуты в кни­
гах Д. А. Супруненко [127], Верфритца [661], Ю. И. Мерзли-
кова [87], Макдональда [503] и двух сборников переводов 
статей [1, 52], а также в последнем обзоре [49] А. Е. Залесско-
го, помещенного в этом томе. Полугруппы эндоморфизмов рас­
сматриваются в книге Петрича [562]. 

Если не оговорено противное, то всюду далее основное коль­
цо обозначается через R, все рассматриваемые кольца предпо­
лагаются ассоциативными и имеющими единицу, а модули — 
левыми и унитарными. Слово «идеал» всегда означает двусто­
ронний идеал. Как и в предыдущих обзорах, широко исполь­
зуются следующие обозначения: Мп(Я) — кольцо (nX")-мат­
риц над R, R-Mod — категория всех левых R-модулей; 

J (R)—радикал Джекобсона кольца R; 

183 



ПМа(.-Ша)—прямое произведение (прямая сумма) моду­
лей Ма; 

SocM—цоколь модуля М; 
Z(M)— сингулярный подмодуль модуля М; 
Е(М) — инъективиая оболочка модуля М; 
EndR(M) — кольцо эндоморфизмов ^-модуля М (иногда 

End ЛГ); 
LR(M) —структура подмодулей ^-модуля М (иногда L(M)); 
AutH(-W)—группа автоморфизмов ^-модуля М (иногда. 

AutM); 
|X|—мощность множества X; 
Z, Q, R—кольца целых, рациональных и действительных 

чисел, соответственно. 

§ 1. Кольца эндоморфизмов различных классов модулей 

В раде статей с различных точек зрения рассматриваются 
эндоморфизмы векторных пространств над телами. 

Стюарт [625] описал структуру идеалов алгебры Ли линей­
ных преобразовании бесконечномерного векторного пространст­
ва. В. П. Солтан [125] привел необходимые и достаточные 
условия того, что два линейных оператора в конечномерном 
комплексном пространстве имеют одни и те же инвариантные 
подпространства. Густафсон [337] передоказал с помощью 
теории модулей над коммутативными артиновыми кольцами не­
равенство Шура dimF(i?){le}g(n)---[n2/4]+l для размерности 
максимальной коммутативной подалгебры R в алгебре Endf(V) 
линейных преобразований n-мерного векторного пространства 
•У над полем F. Там же изучается строение таких подалгебр R 
размерности g(n). В этом случае алгебра R локальна, P(R)=0-
и R/J(R)^F. Новотны [540] описывает перестановочные линей­
ные операторы в конечномерных векторных пространствах. Кур­
ка [452] отметил, что кольцо эндоморфизмов счетномерного век­
торного пространства является эквационально компактным мо­
дулем над собой с двумя свободными образующими. Хак [341] 
применяет теорию колец эндоморфизмов векторных про­
странств и соответствующие слабые топологии для изучения 
однородных компонент цоколя кольца. Доулингс [269] иссле­
дует множества идемпотентов, которые порождают полугруппу 
сингулярных эндоморфизмов конечномерного векторного про­
странства- Хансен и Робинсон [351] рассматривают такой ли­
нейный, оператор f действительных векторных пространств Е, V 
с внутренним произведением, что E = Ker(f)©Ker (/)--, F = 
=fE®(fE)±. Э. A. Бабаев и A. А. Махмудов [6] изучают во­
прос о строгости изоморфизма между полугрудами пар линей­
ных отображений векторных пространств. Л. Г. Мустафаев. 
[97, 98] исследует свойства мультипликативной полугруппы 
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S(X) кольца K(X) всех линейных непрерывных преобразова­
ний нормированного пространства X размерности, большей 
чем 1, над полем действительных или комплексных чисел.. 
Б частности, он доказал, что подполугруппа Н(Х) полугруппы 
S(X), состоящая из всех преобразований, переводящих X в; 
свои одномерные подпространства, и нулевого преобразования, 
является вполне простой, причем полугруппы Н(Х) и S(X) 
определяют пространство X с точностью до топологического 
изоморфизма. Махала [486] доказал, что каждое обобщенное-
полулинейное преобразование векторного пространства инду­
цирует гомоморфизм соответствующего проективного простран­
ства и каждый гомоморфизм проективного пространства может 
быть индуцирован обобщенным полулинейным преобразовани­
ем. Он же обобщил этот результат в [488]. В. M. Усенко [153] 
рассматривает полугруппы полулинейных преобразований. 
B [534] отмечено, что структура левых аннуляторов кольца эн­
доморфизмов векторного пространства является подструктурой 
структуры его левых идеалов. 

Полное кольцо матриц над R можно рассматривать как 
кольцо эндоморфизмов свободного i^-модуля. В связи с этим 
отметим некоторые результаты о кольцах матриц, интересные с-
этой точки зрения. Ряд свойств левых идеалов кольца Rn уста­
новил Стоун [627]. В частности, для локального кольца R ока­
залось, что все максимальные левые идеалы кольца Rn сопря­
жены. Гарднер [318] отметил, что кольцо матриц наследует 
свойство Т-нильпотентности. Напомним, что кольцо R с инво­
люцией называется бэровским ^-кольцом, если для любого 
подмножества A s / ? имеем AnnR(A)—Re, где е = е2 = е*. Хан-
дельман [345] исследовал, когда это свойство •наследуется' 
кольцом матриц. В случае коммутативности кольца R это име­
ет место тогда и только тогда, когда R—'Полунаследственный 
порядок в самоинъективном кольце, М=М* для любого макси­
мального идеала из R и инволюция, естественным образом воз­
никающая на поле R/M, положительна. Некоторые условия' 
(в терминах кольца эндоморфизмов), обеспечивающие свободу 
модуля, приведены в [422]. 

В следующих работах затронуты кольца эндоморфизмов про­
ективных и близких к ним модулей. 

Миллер [512] изучает свойства конечно порожденного про­
ективного модуля РА над кольцом A и его кольца эндоморфиз­
мов В. Модуль Р называется инъектором, совершенным интьек-
тором, проектором, совершенным проектором, флетъектором, 
если соответственно функтор ВР®А(—) сохраняет инъективные 
модули, инъективные оболочки, проективные модули, проектив­
ные накрытия, плоские модули. Приводятся характеризации 
указанных классов модулей. Например, РА — флетъектор тогда 
и только тогда, когда модуль БР — плоский. Ю. A. Дрозд [282] 
исследует такие свойства Е кольца R, что кольцо JR обладает 
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•свойством Е тогда и только тогда, когда этим свойством обла­
дают все кольца End (P) для любого конечно порожденного 
проективного ^-модуля Р, являющегося прямой суммой не бо­
лее чем N неразложимых модулей для некоторого фиксирован­
ного числа N. Нита [537] рассматривает некоторые свойства 
кольца R, переносящиеся на кольца эндоморфизмов проектив­
ных образующих. Хилл [378] доказал, что кольцо эндоморфиз­
мов конечно порожденного проективного левого модуля, в ко­
тором все подмодули проективны, является наследственным 
слева кольцом. Алмквист [178, 179] изучает свойства эндомор­
физмов конечно порожденных проективных модулей над комму­
тативными кольцами. Пусть F — конечно порожденный свобод­
ный ^-модуль,, {Ni} — система его конечно порожденных под­
модулей, D — подкольцо в Епёд (F), состоящее из эндоморфизмов, 
переводящих каждый из модулей Ni в себя. М. Я. Фин-
кельщтейн [159] доказал, что если кольцо R совершенно (спра­
ва или слева) или полупримарно, то кольцо D обладает тем же 
свойством. 

Пусть D — неразложимый проективный A-модуль, где А — 
конечномерная алгебра над полем, M&L(D). Брандт [225] рас-

• сматривает взаимоотношение следующих свойств: (1) включе­
ние M{to}D индуцирует изоморфизм End(M)^Hom(.W,D); 
(2) М — характеристический подмодуль; (3) М — вполне инва­
риантный подмодуль. 

Эллигер [287] установил, что если М — квазипроективный 
модуль, каждый ненулевой подмодуль которого обладает мак­

симальным подмодулем, то аналогичным свойством обладает 
кольцо End(M) как левый модуль над собой. Тивари и Кумар 
[636] показали, что кольцо End (.M)/./(End (M)) регулярно, ес­
ли М — псевдопроективный модуль, удовлетворяющий некото­
рым дополнительным ограничениям (модуль М называется 
псевдопроективным, если для любых эпиморфизмов g,h:M-*-M 
найдется такой гомоморфизм f : М-+М, что g = hf). Фуджита 
[308] при выполнении некоторых дополнительных требований 
находит условия для конечномерного рефлексивного модуля М 
над круллевым порядком R в полупростом артиновом кольце, 
влекущие неравенство gLdim(En^(.M)) {le}2. Конечномер­
ный модуль Т над конечномерной алгеброй А называется 
наклоняющим модулем, если: 1) proj.dim(T) {le}l; 2) Ext(Г, Г) = 
= 0; 3) r-codim(AA){le}l. Хаппель и Рингель [352] изучают ал­
гебры вида End (Г), где Т—наклоняющий модуль над конеч­
номерной наследственной алгеброй А. Модуль М называется 
d-иепрерывньш, если: 1) для любого A6L(vH) верно, что М.= 
— MiQM2, где МхС=А и А(]М2—малый подмодуль в М2; 2) ес­
ли фактормодуль M/N изоморфен прямому слагаемому модуля 

-М, то N—прямое слагаемое модуля М. Мохаммед и Сингх 
[516] установили следующие свойства кольца эндоморфизмов 
Е d-непрерывного модуля М: 1) E/J(E) — регулярное кольцо: 
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2) J(E) = {feE\ f(yW) — малый подмодуль в М); 3) в кольце 
Е идемпотенты можно поднимать по модулю радикала / ( E ) ; 
4) если модуль М неразложим, то кольцо Е локально. Сюда 
примыкает также работа [515]. 

Ряд работ посвящен кольцам эндоморфизмов инъективных 
и близких к ним модулей-

Ниши [535] описал строение кольца эндоморфизмов нераз­
ложимого инъективного модуля над прюферовой областью и 
определил его центр. Миллер и Тёрнидж [514] выяснили, когда 
кольцо эндоморфизмов инъективного кообразующего является 
полунаследственным справа кольцом, а также кольцом, в кото­
ром все главные правые идеалы проективны. Хансен [350] опи­
сал строение колец эндоморфизмов инъективных модулей над 
полупримарным кольцом R с условием g\A\m.{R/J2{R)) < o o . 
Онодера [548] доказал, что если RM—инъективный проектив­
ный модуль с существенным конечно порожденным цоколем 
и каждый его простой фактормодуль изоморфен подмодулю 
из М, то кольцо Endn(M) является инъективным кообразующим 
как модуль над собой. Модуль М называется линейно ком­
пактным, если в нем разрешима любая конечно разрешимая 
система конгруэнции xs=xa(mod(Ma)), где {Ма}—семейство 
подмодулей модуля М. Кольцо R называется левым кольцом 
Мориты, если модуль „R и все инъективные оболочки простых 
левых -R-модулей линейно компактны. Онодера [551] устано­
вил, что если R — левое кольцо Мориты, то все кольца эндо­
морфизмов инъективных левых R-модулей с существенным ко­
нечно порожденным цоколем являются правыми кольцами Мо­
риты. Там же показано, что если кольцо R линейно компактно 
слева, М — линейно компактный инъективный модуль с сущест­
венным конечно порожденным цоколем, то М — линейно ком­
пактный кообразующий категории правых EndR(M) -модулей! 
О кольцах эндоморфизмов линейно компактных модулей см. 
также [549]. 

Харада и Ишии [356] нашли достаточные условия левой 
•артиновости кольца эндоморфизмов нётерова квазиинъектив-
ного правого модуля. Они же исследовали кольца эндоморфиз­
мов квазиинъективных объектов абелевых категорий. Эллигер 
[287] доказал, что кольцо эндоморфизмов квазиинъективного' 
полуартинова модуля является полунётеровым справа кольцом. 
Деспанде [272] установил, что если М — квазиинъективный 
модуль с существенным цоколем над полулокальным кольцом 

R, ТО: 1) П /n(End(M))-=0; 2) если, к тому же, М — инъек­
тивный артинов кообразующий, то кольцо End(M) полно в то­
пологии, определяемой степенями Jr(End(M)). Кольца эндомор­
физмов квазиинъективных модулей затрагивал А.схан [172]. 
Модуль М называется непрерывным, если каждый его под-
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модуль является существенным подмодулем некоторого пря­
мого слагаемого модуля М и любой подмодуль модуля М, изо­
морфный прямому слагаемому модуля М, сам является прямым: 
слагаемым. Свойства кольца эндоморфизмов непрерывного мо­
дуля,' аналогичные свойствам кольца эндоморфизмов квазиинъ-
ективного модуля, указал Бишо [217]. Деспанде и Феллер. 
[273] доказали, что если рациональное пополнение нетерова 
модуля М содержит квазиинъективную оболочку модуля М, то> 
/™уИ = 0, где / = /(End(F(M))) , Муссон [524] касался свойств 
колец эндоморфизмов инъективных оболочек конечно порож­
денных модулей над групповыми кольцами полициклических' 
групп. С Т. Главацкий ([25], с. 163; [27], с. 36) привел ряд, 
результатов о кольцах эндоморфизмов топологических инъек­
тивных модулей. Кольца эндоморфизмов квазифробениусовых 
модулей затрагивали Хаугер и Циммерман [360]. 

Пусть пМ—модуль, у которого размерность Голди конечна 
и равна п, N(M) —идеал кольца EndH(-M), образованный все­
ми f, у которых ядра являются существенными подмодулями,. 
D = End(M)/N(M). Шок [611] доказал: 1) кольцо D вклады­
вается во вполне приводимое кольцо размерности Голди п; 
2) цепочка правых (левых) аннуляторов в кольце D состоит не* 
более чем из п членов; 3) все нильподкольца кольца D нильпо-
тентны и их индекс нильпотентности не превосходит п + 1 . 

Голдсмит [322] охарактеризовал кольца эндоморфизмов 
редуцированных модулей без кручения над коммутативными' 
полными кольцами дискретного нормирования. Нита [336] за­
трагивает кольца эндоморфизмов модулей над кольцами, у ко­
торых каждый простой левый модуль изоморфен левому идеа­
лу. Фаркаш и Снайдер [297] показали, что любая конечномер­
ная алгебра с делением над полем F характеристики 
ноль изоморфна кольцу эндоморфизмов некоторого простого 
модуля над алгеброй Вейля A(F). Йондруп [420] доказал, что 
регулярность коммутативного кольца R равносильна тому, что 
все R-модули с локальными кольцами эндоморфизмов просты. 

Махала [480] исследует связь между свойствами структур 
главных левых идеалов колец эндоморфизмов некоторых одно­
родных вполне приводимых модулей и автоморфизмами этих 
колец. Он же [481] изучает свойства эндоморфизмов аддитив­
ной группы кольца эндоморфизмов вполне приводимого моду­
ля. К, В. Агапитов [2] выяснил строение кольца биэндоморфиз-
мов точного примерного модуля над ограниченным наследст­
венным нётеровым первичным кольцом. Циммерман — Хьюзген 
[684] исследует вопрос, когда функтор HomR(M,—) переводит 
инъективные оболочки R-модулей в инъективные оболочки 
End (М) -модулей. Е. Щ. Керер [58] изучает эндоморфизмы ко­
нечно порождённых модулей над областями главных идеалов. 

Укажем некоторые из работ, посвященных кольцам эндо­
морфизмов абелевых групп. 
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Абелева группа G называется эндожесткой, если для 
любого h6End(G) найдется такое целое число п, что h(g) — ng 
для всех g6G. Шелах [610] при предположении, что 2̂ -*° < 2 ^ - , 
доказал существование эндожесткой сильно Несвободной абе­
левой группы мощности Хп 

П. А. Крылов [72] описал строение кольца эндоморфизмов 
неразложимой абелевой группы без кручения, у которой все 
p-базисные подгруппы цикличны. С. Ф. Кожухов [64] охарак­
теризовал абелевы группы без кручения конечного ранга с 
кольцами эндоморфизмов, являющимися подкольцами поля 
рациональных чисел. Там же описаны абелевы группы G без 
кручения конечного ранга, у которых каждый нетождествен­
ный автоморфизм регулярен и pG~G хотя бы для одного про­
стого числа р. 

Хубер и Уорфилд [381] рассматривают ядра и коядра го­
моморфизмов A ->-Ay, где А — редуцированная абелева груп­
па без кручения конечного ранга, особо выделяя случай, когда 
кольцо End(A) наследственно. Кольца эндоморфизмов и ква-
зиэндоморфизмов абелевых групп без кручения изучали Кор-
нелиус [256] и Леувен [465]. Свойства колец эндоморфизмов 
•сепарабельных абелевых групп без кручения исследовали Уэбб 
[659, 660] и Баззони и Метелли [205]. Бреннер [226] исполь­
зует свойства разложения некоторых малых диаграмм модулей 
для изучения кольца эндоморфизмов абелевой группы без кру-
-чения. Кольца эндоморфизмов счетных абелевых групп без 
кручения затрагиваются, в частности, в обзоре Орсатти [554]. 

И. X. Беккер и С. К. Россошек [10] исследуют абелевы 
труппы без кручения А, которые с помощью действия своего 
фиксированного эндоморфизма превращаются в периодический 
модуль над кольцом Z[x]. Арнольд и Лэди [193] для случая, 
когда A — абелева группа без кручения конечного ранга, выяс­
няют, когда кольцо End (A) является областью главных пра­
вых идеалов или наследственным справа кольцом, а также об­
ладает тем свойством, что ВАфА для любого правого идеала 
5 i . s E n d ( A ) . 

Кольца эндоморфизмов примарных периодических абелевых 
групп исследовали Монк [517], Корнер [257], Хаузен и Джон-' 
сон [372], Ричман и Уокер [582]. Кольца эндоморфизмов сер-
вантных подгрупп вполне разложимых абелевых групп без кру­
чения конечного ранга изучает Арнольд [191]. Ряд результа­
тов о кольцах эндоморфизмов абелевых групп без кручения 
приведен П. А. Крыловым [75]. 

Шульц [607] получил ряд следствий из существования 
изоморфизма кольца и кольца эндоморфизмов его аддитивной 
группы. Топологические аспекты колец эндоморфизмов абеле-
вых групп рассматривались в работах [276, 274, 277, 423, 194, 
.346, 430]. 
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A. Г. Григорян [36] изучал кольца эндоморфизмов модулей 
над малыми преаддитивньтми категориями. Бергман [215] ис­
следовал действие на модуле булева кольца с помощью идем-
потентных эндоморфизмов модуля. Карлсон [243] изучает ко­
нечно порожденные модули над групповой алгеброй конечной 
p-группы с коэффициентами из поля F характеристики р, у ко­
торых кольца E-эндоморфизмов изоморфны прямой сумме од­
номерного тривиального FG-модуля и некоторого свободного 
модуля. 

§ 2. Свойства отдельных эндоморфизмов 

Саббах [593] доказал, что каждый сюрьективный или ииъ-
ективный эндоморфизм конечно представимого левого модуля 
над совершенным справа кольцом является автоморфизмом. 
Кокс и Раш [259] установили, что трансфинитная нильпотент­
ность первичного радикала коммутативного кольца R равно­
сильна тому, что все сюрьективные эндоморфизмы любых пло­
ских ^-модулей конечного локального ранга являются автомор­
физмами, и привели пример плоского модуля конечного 
внешнего ранга, обладающего неинъективным сюрьективным эн­
доморфизмом. Стефенсон [624] доказал, что если М-модуль с 
дистрибутивной структурой подмодулей и каждый ненулевой 
подфактор модуля М обладает максимальным (минимальным) 
подмодулем, то любой сюрьективный (инъективный) эндомор­
физм модуля М является автоморфизмом. Армендариц, Фишер 
и Снайдер [190] рассматривают вопрос, когда инъективные или 
сюрьективные эндоморфизмы конечно порожденных модулей 
являются автоморфизмами, передоказывая при этом известные 
результаты и приводя примеры. 

Такеути [634] доказал, что любой эндоморфизм неразло­
жимого модуля, обладающего артиновым проективным накры­
тием, является либо автоморфизмом, либо нильпотентиьш эн­
доморфизмом. Шарп [608] исследует свойства модулей над , 
коммутативным нётеровым кольцом R, являющихся конечными 
прямыми суммами модулей, у которых умножение на любой 
элемент кольца R является либо нильпотентным, либо сюрь­
ективным эндоморфизмом. Бальцержик [199] вычисляет следы 
р-тых внешних степеней суммы двух эндоморфизмов конечно 
порожденных проективных модулей над коммутативным коль­
цом. Дэвисон [266] называет гомоморфизм / : vW{to}N модулей 
над коммутативным кольцом обратно дистрибутивным, если 
f~l(A+B)=:f-i(A)+f-l(B) для всех A, BeL(N). Он также до­
казывает, что свойство обратной дистрибутивности локально, и 
выясняет, какие ограничения на кольцевое расширение А^В 
коммутативных колец накладывает обратная дистрибутивность 
вложения. 

Модули, у которых все эндоморфизмы подмодулей продол-
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жаются на весь модуль, изучал Ь. Е- Говоров [28] и A. А. Ту-
ганбаев [130, 131, 132, 136, 140, 144, 145, 147, 149, 150, 151,. 
152]. Он же [131, 135] исследовал модули, в которых все авто­
морфизмы подмодулей продолжаются до автоморфизмов 
(эндоморфизмов) самого модуля, а также модули, у которых 
все эндоморфизмы фактормодулей поднимаются на весь -мо­
дуль [133, 134, 136, 137, 141, 142]. Модули, у которых все 
идемпотентные эндоморфизмы подмодулей продолжаются до 
эндоморфизмов самого модуля, рассматривали Джереми [418], 
Гоэл и Джейн [320] и Ахсан [173], 

A. П. Мишина [92] описала абелевы группы, у которых все 
эндоморфизмы (автоморфизмы) подгрупп продолжаются до 
эндоморфизмов (автоморфизмов) самой группы. Она же [94] 
описала абелевы группы со свойством подъема всех эндомор­
физмов (автоморфизмов) факторгрупп на саму группу. 
Ю. M. Фирсов [160] сформулировал на матричном языке усло­
вия продолжения автоморфизма (эндоморфизма) подгруппы 
свободной абелевой группы до автоморфизма (эндоморфизма) 
всей группы. Михель [511] рассматривает системы инвариан­
тов для нильпотентных эндоморфизмов конечно порожденных 
свободных абелевых групп. 

§ 3. Кольцевые свойства колец эндоморфизмов 

В данном параграфе предполагается, что эндоморфизмы 
действуют на левых модулях справа, а на правых модулях, 
когда они встречаются, — слева. Начнем с работ, в которых 
описаны свойства основного кольца R и ^-модуля М, связан­
ные, в первую очередь, с первичностью и полупервичностью 
кольца Endi,(M). Для абелевой группы G эти свойства иссле­
довал П. А. Крылов [74]. Пусть V — делимая оболочка группы 
G без кручения, K(V) =End Q (V), % {G)— кольцо квазиэндо­
морфизмов группы G, т. е. делимая оболочка подгруппы 
End (G) в K(V). Доказана эквивалентность следующих 
свойств: 1) d?(G)—тело; 2) G — сильно неразложимая труппа, 
совпадающая со своим псевдоцоколем (т. е. сервантной под­
группой, порожденной всеми вполне инвариантными сервант-
ными подгруппами). Доказана также эквивалентность следую­
щих условий: 1) <5 {G)—простое кольцо; 2) Endz(G)—-пер­
вичное кольцо; 3) группа G квазиизоморфна прямой сумме 
сильно неразложимых попарно квазиизоморфных групп, совпа­
дающих со своими псевдоцоколями. Аналогичный результат 
связывает полупервичность кольца Endz(G) с классической 
полупростой кольца ё> {G): каждое из этих условий эквива­
лентно совпадению группы G со своим псевдоцоколем. Он же 
[69] привел достаточное условие полупростоты кольца 
End (G) для случая, когда G совпадает со своим псевдоцо-
колем. Хатчинсон и Зельманович [393] отметили, что если 
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.'R — существенная подпрямая сумма первичных колец Ra, т. е. 
R — существенный подмодуль в H-Ra и М — модуль без круче-

га 
ния над R, то Endjj(M) —существенная подпрямая сумма пер­
вичных колец. Реско [578], рассматривая вопрос о примитив­
ности тензорного произведения примитивной алгебры А над 
коммутативной областью целостности К на плоскую Л'-алгеб-
ру В, доказал, что если существует такой простой точный 
A-модуль U, что алгебра EndA(U)®B примитивна, то и алгеб-, 
ра А®В примитивна. Фейс [293] показал, что кольцо EndB(E) 

к 
^является телом для любого неразложимого инъективного мо­
дуля Е в том и только в том случае, когда любой конепрвво­
димый левый идеал кольца R является критическим. Здесь же 
отметим работу [600]. 

Перейдем к результатам, касающимся выполнения различ­
ных условий конечности в кольцах эндоморфизмов. Арнольд и 
Лэди [193] нашли условия, при которых кольцо эндоморфиз­
мов абелевой группы без кручения конечного ранга является 
кольцом главных правых идеалов без делителей нуля, соответ­
ственно, наследственным кольцом, кольцом, над которым каж­
дый проективный модуль свободен. Хилл [378] показал, что 
если любой подмодуль конечно порожденного проективного 
jR-модуля Р проективен, то EndP— наследственное слева 
кольцо. Гупта и Варадараджан [336] установили правую нёте-
ровость кольца эндоморфизмов квазиинъективного артинова 
модуля. Харада и Ишии [356] указали некоторые достаточные 
условия левой артиновости кольца эндоморфизмов квазиинъ­
ективного нётерова модуля, а Рангасвами [574]—то же для 
артинова модуля. Голди и Смолл [321] показали, что если 
R — нетерово слева кольцо и М — конечно порожденный R-MO-
дуль, то кольцо 1 = [м R) —левое кольцо Голди, и все 

нильподкольца кольца EndM нильпотентны. Фишер [300] и 
Гордон. [327] доказали нильпотентность нильподколец кольца 
эндоморфизмов артинова модуля, а также модуля, имеющего 
конечную размерность Крулля. Аналогичный результат для 
рационального пополнения нётерова модуля получен в [273]. 
Смало [616] показал, что если М — модуль конечной длины 
и п — максимальное число изоморфных между собой факторов 
его композиционного ряда, то 7(ЕпсШ)п = 0. 

Вопрос об алгебраичности тел эндоморфизмов простых мо­
дулей, на который указала Смит [617], исследовал Ирвинг 
[395, 396, 397]. Он называет алгебру A над полем k удовлет­
воряющей теореме Гильберта о нулях, если тело эндоморфиз­
мов любого простого A-модуля алгебраично над k. Среди про­
чих результатов отметим построение примеров алгебр и полу­
групп, имеющих подэкспоненциальныи, но не степенной рост 
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размерности подпространств, порожденных словами от обра­
зующих не более чем заданной длины, а также нётеровых при­
митивных алгебр, не удовлетворяющих теореме Гильберта о 
нулях. С другой стороны, Кошон [245] доказал, что если R — 
фильтрованная алгебра над полем k, причем R0 = k, и gr R— 
конечно порожденная коммутативная ^-алгебра, то EndM®k' — 

k 
алгебраическая ^'-алгебра для любого расширения k' поля к и 
любого модуля М конечной длины. 

Керр [436] привел пример коммутативного кольца Голди, 
кольцо матриц над которым уже не является кольцом Голди, а 
Гордон и Робсон [329] отметили существование примера кри­
тического левого идеала L в нетеровом первичном кольце R 
такого, что кольцо EncL(L) не имеет левой размерности Крул-
ля. Джатегаонкар [410] построил пример артинова (нетерова 
первичного) кольца R, содержащего такой левый идеал L, что 
кольцо EndH(L) не артиново (не нётерово) ни слева, ни справа. 

Ософская [555] приводит оценки для слабой глобальной раз­
мерности колец эндоморфизмов свободных модулей. Смало [615] 
показал, что если /? —артинова алгебра с радикалом / 
и /"==0, но J"-l=£0, то gLdim [End,-1 © A / / 4 J < n , причем эта 
оценка неулучшаема. Глобальную размерность некоторых колец 
эндоморфизмов рефлексивных модулей исследовал Роггенкамп 
]586]. 

Сальче и Менегаццо [594] описали абелевы группы, кольца 
эндоморфизмов которых линейно компактны в конечной топо­
логии. Настасеску [525] доказал полуартиновость кольца эн­
доморфизмов конечно порожденного полуартинова квазипро-
ективного модуля. Некоторые условия конечности для колец 
эндоморфизмов квазипроективных и ивазиинъективных модулей 
встречаются у Эллигера [286, 287]. 

Рангасвами [572] нашел необходимое условие самоинъек-
тивности слева ' кольца эндоморфизмов абелевой группы. 
A. В. Иванов [51] указал необходимые и достаточные условия 
самоинъективности слева и самоинъективности справа этого 
кольца, а также выполнения в нем аннуляторного условия. 
Например, кольцо Endz (G) самоинъективно справа тогда и 
только тогда, когда G=D®A, где D — делимая группа, А — 
редуцированная вполне инвариантная сервантная подгруппа в 
ПГр, где п — множество всех простых чисел, а ГР — прямая 

сумма изоморфных циклических р-групп, причем при D{ne}0, 
А—периодическая группа. Ряд результатов о самоинъектив­
ности колец эндоморфизмов различных классов ^-модулей и ее 
связи со свойствами самого кольца R и категории .R-Mod по­
лучили Г, М. Бродский [20], Г. М. Бродский и А. Г. Григорян 
£22]. Обобщение многих результатов на модули над малыми 
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категориями содержится в работах A. Г. Григоряна [35, 36]. 
Гудёрл и Бойль [32.6] использовали кольца эндоморфизмов не­
сингулярных инъективных модулей для изучения строения са-
моинъективных регулярных колец. 

Г. М. Бродский и A. Г. Григорян ([25], 2, с. 18) изуча­
ли кольца эндоморфизмов методами теории кручений. Среди 
полученных результатов: коммутативное кольцо R полупросто 
и артиново (регулярно и полуартиново) тогда и только тогда, 
когда кольцо эндоморфизмов любого инъективного ^-модуля 
регулярно (удовлетворяет условию: правый аннулятор любого 
собственного конечно порожденного левого идеала содержит 
ненулевой идемпотент). Эрлих [285] показал, что регулярное 
кольцо S = EndM является обратимо регулярным, т. е. для лю­
бого a£S существует обратимый элемент ыб5 такой, что аиа=-
— а, тогда и только тогда, когда в модуле М дополнения изо­
морфных прямых слагаемых изоморфны. Найден также класс 
модулей, для которых обратимая регулярность кольца эндо­
морфизмов эквивалентна его регулярности и конечности в 
смысле Неймана (т. е. из ху=\ следует ух=\ для х, y&S). 
Условие конечности в смысле Неймана в кольцах эндомор­
физмов рассматривал также Петерсон [560]. 

Армендариц [189] доказал, что если R— коммутативное 
кольцо или регулярное V-кольцо, а М — модуль с артиновыми 
первичными факторами (т. е. М/РМ — артинов модуль для лю­
бого первичного идеала Р кольца R), то кольцо S = End-(M) 
сильно л-регулярно (т. е. для любого аб5 существует такое це­
лое п^1, что a"6a"+1S). Джереми .[417, 418] указал ряд усло­
вий, при которых кольцо эндоморфизмов модуля порождено 
СВОИМИ идемпотентами. Бэровские кольца эндоморфизмов мо­
дулей изучал Кхури [440, 442, 443]. Например, если М — не­
сингулярный модуль и Нотл(Л., U)=£Q для любого ненулевого 
подмодуля U^M, то кольцо Endfl(M) является бэровским тог­
да и только тогда, когда любое дополнение в М — прямое сла­
гаемое. Никольсон [528] доказал, что кольцо эндоморфизмов 
регулярного модуля над /--кольцом является полупростым-
/о-кольцом (кольцо R называется /0-кольцом, если любой од­
носторонний идеал, не лежащий' в J(R), содержит ненулевой 
идемпотент, модуль М называется регулярным, если для любо­
го х&М существует гомоморфизм a : M-+R такой, что х = 
= а{х)х). 

Метелли и.Сальче [510] охарактеризовали в терминах ми­
нимальных идемпотентов и топологии, порожденной их аннуля-
торами, кольца эндоморфизмов абелевых групп без кручения, 
удовлетворяющих двум условиям: любые две сервантные под­
группы ранга 1 изоморфны, и любое конечное подмножество 
содержится в прямом слагаемом, разлагающемся в прямую 
сумму групп ранга 1. В [685] показано, что если М — алгебра­
ически компактный модуль и S==EndM, то S/J(S) — самоинъ-
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ективное справа регулярное кольцо. Вагонер [653] переносит 
свойство кольца быть кообразующим, а Берджесс и Рафаэль 
[232] — свойства ортогональной полноты и полноты кольца на 
кольцо эндоморфизмов проективного модуля Р конечного типа 
(Вагонер дополнительно требует, чтобы все простые эпиморф-
ные образы модуля Р вкладывались в Р), Хирано [380] пока­
зал, что конечно порожденный модуль М является У-модулем 
(т. е. каждый подмодуль в М — пересечение максимальных 
подмодулей) тогда и ТОЛЬКО тогда, когда М — самообразую-
щий и EndM является V-кольцом. Кастанья [244] отметил, 
что любой эндоморфизм абелевой р-группы, являющейся счет-
пой прямой суммой периодически полных групп, представляется 
в виде суммы двух автоморфизмов. 

Г. М. Бродский [19, 21] показал, что RR — кообразующий 
(R — квазифробениусово кольцо) тогда и только тогда, когда 
для любого свободного модуля М (любого проективного обра­
зующего любого инъективного кообразующего М) в кольце 
Endj-(-W) выполняется аннуляторное условие l(r(J))—J для 
любого конечно порожденного левого идеала I (l(r(J))=J и 
/•(/(/))=/ для любых конечно порожденных правого идеала / 
и левого идеала / . Чаттерс и Кхури [248] использовали ана­
логичный подход для характеризации несингулярных cs-колец 
(т. е. колец, в которых каждый дополняемый левый идеал яв­
ляется прямым слагаемым). Грин [332] установил, что если U 
является р-подгруппой конечной группы G, и представление У 
группы G, индуцированное тривиальным представлением груп­
пы U, имеет фробениусову алгебру в качестве кольца эндо-
морфизмов, то Soc У и YfJ(Y)—простые модули. Китамура 
[447] отметил, что если BczA — расширение колец, причем 
„А и An — конечно порожденные проективные модули и МА — 
образующий, являющийся конечно порожденным проективным 
Л-модулем, то A — фробениусово (квазифробениусово, левое 
квазифробениусово) расширение кольца В тогда и только тог­
да, когда расширение Er\dB(M)^>EndA(M) обладает соответ­
ствующим свойством. 

Циммерман [683] установил полупримарность кольца End M 
в том случае, когда счетная прямая сумма копий конечно по­
рожденного модуля М выделяется прямым слагаемым из их 
прямого произведения. 

Гордон и Грин [328], развивая теорию представлений не-
теровых колец, аналогичную теории представлений артиновых 
колец, называют модуль М строго неразложимым, если он нё-
теров, и Kd\mM/(A+B)=KdimM для любых ненулевых под­
модулей A, В модуля М с нулевым пересечением, и «-неразло­
жимым, если он строго неразложим, KdimM = a и М — модуль 
Макколея, т. е. К dim N — а для любого ненулевого подмодуля 
N<=:M (здесь /CdimM обозначает размерность Крулля модуля 
М). Доказано, что кольцо эндоморфизмов а-неразложимого мо-
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дуля обладает многими свойствами коммутативных примарных 
колец. 

Флёри [301] и Харада [355] указали ряд условий, при ко­
торых кольцо эндоморфизмов пустотелого модуля локально 
(модуль называется пустотелым, если все его собственные под­
модули малы). Например, это верно, если основное кольцо 
совершенно слева или справа (Харада). А. Г. Завадский и 
В. В. Кириченко [47] описали нётеровы кольца R, для которых 
Endn(M) — кольцо дискретного нормирования для любого не­
разложимого модуля М без кручения в смысле Басса. 
П. А- Крылов [73] исследовал кольца эндоморфизмов сервант-
ных подгрупп группы целых p-адических чисел. В частности, 
он показал, что если такая подгруппа А совпадает со своим 
псевдоцоколем, то Endz (A)—кольцо дискретного нормирова­
ния. Хаузен [364] отметила, что абелева p-rpynna A при 
(/0.5=5) имеет (единственную) максимальную вполне инвариант­
ную подгруппу тогда и только тогда, когда кольцо Endz (A) 
имеет (единственный) минимальный ненулевой идеал. Шоре и 
Льюис [612] доказали, что кольцо эндоморфизмов цепного мо­
дуля М является кольцом нормирования, если М — точный мо­
дуль над областью целостности (в общем случае это не так). 
Макино [491] указал необходимые и достаточные условия 
(в терминах подфакторов неразложимых прямых слагаемых мо­
дуля М над обобщенно однорядным кольцом) того, что кольцо 
EndM обобщенно однорядно. Вамош [642] называет модуль Т 
тестовым, если для любого ненулевого ^-модуля М, Homn(-Vf, 
Т)Ф0, а кольцо R называет ГС-кольцом, если каждый тесто­
вый R-модуль является кообразующим. Доказано, что если 
М — простой модуль над ГС-кольцом R, то Endn(F(-M))—ло­
кальное кольцо, конечно порожденные односторонние идеалы 
которого свободны как модули над ним. 

Хаугер [359] указал условия совершенности справа кольца 
эндоморфизмов конечно порожденного самопроективиого мо­
дуля. Ру [591] называет кольцо R кольцом Накаямы, если 
каждый конечно порожденный ^-модуль разлагается в прямую 
сумму локальных модулей (т. е. модулей, содержащих наиболь­
ший собственный подмодуль), и доказывает, что если Р — ми­
нимальный кообразующий над кольцом Накаямы R, то 
Endj-(R). —полусовершенное цепное справа кольцо. 

Кольцо R называется iyc-кольцом, если любой циклический 
R-модуль квазиинъективен. Ахсан [172] показал, что если R 
является дс-кольцом, то EndR(M) является <7с-кольцом для цик­
лического и полусовершенным кольцом для конечно порожден­
ного проективного модуля М. Пусть a [M] — полная подкатего­
рия в категории R-M.od, порожденная всеми подфакторами пря­
мых сумм копий /^-модуля М. Модуль М называется сг-полусо-
вершенным, если любой фактормодуль модуля М обладает 
проективным накрытием в а[М]. Висбауер [670] доказал экви-
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валентность а-полусовершенноетя модуля М и полусовершен-
ности кольца End М. Он же [671] исследовал кольцо эндомор­
физмов инъективной оболочки модуля М в категории в[М] и 
указал, в частности, достаточные условия его регулярности и 
классической полупростоты. Рангасвамн [574] отметил, что 
если М — квазипроективный кообразующий и End-M — совер­
шенное кольцо, то М — конечно порожденный проективный мо­
дуль. 

В ряде работ рассматривались коммутативные кольца эндо­
морфизмов. Вопрос о коммутативности кольца эндоморфизмов 
смешанных абелевых групп исследовали Шульц [606] и Лоувер 

,[459]. Критерии коммутативности колец эндоморфизмов и ква-
зиэндоморфизмов абелевых групп без кручения указали Леувен 
[463], T. М. Флешер ([26], с. 109) и В. X. Фарукшин [154]. 
Последний изучал также кольца эндоморфизмов и квазиэндо-
морфизмов модулей без кручения конечного ранга над лока­
лизациями Zp, указал достаточные условия включения 
Endz,, (jW)sQ ([25], ч. 1; с. 164), необходимое и достаточное 
условие совпадения &{M) — Q. [26, с. 107] для редуцированного 
неразложимого модуля М (где ^(М)—кольцо квазиэндомор­
физмов), в ряде случаев описал тензорное произведение р-ади-
ческого пополнения кольца Endzp (Щ на Q ([27], с. 137). 
Близкие вопросы рассматривали ранее С. Ф. Кожухов [64] 
и Батлер [234]. Фаччини [289] для некоторого класса колец R 
указал критерии коммутативности кольца Ends(/?D/R), где 
RD — инъективная оболочка R относительно кручения Диксона. 

Бенабдаллах и Бирц [214] построили пример суперразло-
жимой (т. е. не имеющей неразложимых ненулевых прямых 
слагаемых) группы G без кручения такой, что Endz (G) —ком­
мутативное кольцо, аддитивная группа которого изоморфна 
группе G, а К. И. Бейдар [7] — пример коммутативного полу-
первичного кольца R и точного конечно представимого .^-моду­
ля М такого, что Endn(.W) —коммутативное кольцо, но М не 
изоморфен никакому идеалу кольца R. Кокс [258], напротив, 
привел некоторые достаточные условия наличия такого изо­
морфизма, а также независимо получил один результат Аламе-
лю [174, 175] о коммутативности кольца эндоморфизмов идеа­
ла. Фукс [307] доказал, что для любого измеримого карди­
нала m существует абелева группа A мощности ю такая, что 
Endz (A)=Z. Сюда же относятся и некоторые замечания из 
[462]. 

Е. A. Дементьева и Л. E. Загорин ([25], ч. 2, с. 42) иссле­
довали Z-подалгебры некоторого подкольца в End.-(JW), где 
Z — центр локального кольца R, а М — свободный ^-модуль, 
Джозеф [421] показал, что если R — алгебра с фильтрацией 
над полем k и gr R — коммутативная конечно порожденная 
^-алгебра, то размерность коммутативных подалгебр в кольце 
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эндоморфизмов конечно порожденного /?-модуля М не пре­
восходит размерности Крулля модуля М. 

Паско [559] получил частичное обращение известной тео­
ремы Прочези, доказав, что если Р — проективный модуль над 
первичным нётеровым /'/-кольцом R, причем EndB(P) является 
/"/-кольцом, то Р — конечно порожденный модуль. Кроме того, 
для коммутативного нётерова (дедекиндова) кольца R найдены 
критерии того, что Endj-(-M) является /Y-кольцом, если М — 
инъективный (периодический) Р-модуль. К. И. Бейдар ([27], 
с. 18), отвечая на вопрос Бергмана, показал, что если М — ко­
нечно порожденный /?-модуль и R — нётерова коммутативная 
алгебра над полем k, то кольцо End^M) изоморфно подкольду 
кольца матриц конечного порядка над некоторым полем K^k. 

Арибо [188] явно указал максимальный идеал кольца эндо­
морфизмов линейного пространства над телом, содержащий все 
эндоморфизмы конечного ранга. Ауслендер [196] исследовал 
локально матричные центральные сепарабельные алгебры. 
Харт [358] показал, что если G — делимая абелева р-группа, 
Я — произвольная абелева р-группа и кольца эндоморфизмов 
групп С и Я как объектов факторкатегории категории р-групп 
no классу Серра, образованному ограниченными р-группами, 
изоморфны, то группы G и Я изоморфны как объекты указан­
ной факторкатегории. Связь между свойством сокращения мо­
дуля М и стабильным рангом кольца. EndAf исследовал Уор-
филд [657], между нормами и конормами на периодически пол­
ной абелевой группе и односторонними идеалами ее кольца 
эндоморфизмов — Либерт [475]. Джиннах [419] установил, что 
при некоторых дополнительных условиях проективность /^-мо­
дуля Endfi(M) влечет проективность модуля М (R — коммута­
тивное нётерово кольцо). Рефлексивные модули М над локаль­
ной нормальной областью R, для которых Endn(M) — проек­
тивный Я-модуль, исследовал Трегер [639]. 

Макссон и Смит [496] изучали почтикольцо C(R, M) таких 
отображений / : M{to}M. что f(av)=af(v) для любых aGR и 
vBM. Описаны кольца R такие, что для любого модуля М 
C(R, M)—кольцо (оно совпадает в этом случае с EndR(M)). 
Почтикольца. порожденные эндоморфизмами некоторой неабе-
левой группы, исследовал К. К. Каарли [54]. 

§ 4. Радикалы колец эндоморфизмов 

Начнем с работ, в которых исследовалось строение ради­
кала Джекобсрна (и некоторых других радикалов) колец эндо­
морфизмов абелевых групп. П. А. Крылов описал строение 
радикала Джекобсона кольца эндоморфизмов для различных 
классов абелевых групп без кручения [67, 68, 71], а также 
строение фак^оркольца Endz(G)//(End--(G)). Более давние 
результаты о кольцах эндоморфизмов абелевых групп без 
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кручения отражены в обзорной статье Орсатти [553]. Хаузен 
[366, 367] описала У(Endz(G)) для вполне проективной при­
мерной группы G и для вполне проективной редуцированной 
группы О. Хаузен и Джонсон [371] решили аналогичный вопрос 
для достаточно проективной группы (т. е. группы, любое счет­
ное подмножество которой содержится во вполне проективном 
прямом слагаемом). Хаузен [369] охарактеризовала сумму 
N (Endz (О)) всех нильпотентных идеалов кольца Endz (Q) как 
множество таких эндоморфизмов ф, что существует цепочка 
вполне инвариантных подгрупп (?•= GQZDGX ... :nGm+1 = 0 такая, 
что 0 ;фСОг+1 при Z—-0, ...,т. П. А. Крылов [68] описал ниль­
радикал кольца Endz(G) для достаточно широкого класса 
абелевых групп О без кручения (включающего все группы 
конечного ранга), а в [70] указал критерий нильпотентности 
J(Endz(G)) для сепарабельной группы О без кручения. Хаузен 
и Джонсон [370] доказали эквивалентность следующих свойств 
p-примарной группы Q: 1) для любого элемента a6G сущест­
вует целое п такое, что a/(Endz(G))n==0; 2) существует целое 
т такое, что pmG— делимая группа. К этой работе примыкает 
статья Хаузен [368], в которой доказано, что идеал J кольца 
Endz(Q) квазирегулярен тогда и только тогда, когда индуци­
руемое им подколъцо кольца Endz (G \р]) оказывается нильколь­
цом (здесь О—вполне проективная p-группа, G[p] — te. 
цоколь). Радикалы колец эндоморфизмов абелевых групп встре­
чаются также в [462]. 

Либерт [472] описал /(EndiW) для прямой суммы М цикли­
ческих модулей над областью главных идеалов. Такеути [633] 
показал, что если М — прямой псевдоинъективный модуль, то 
/(EndiW) совпадает с множеством эндоморфизмов, имеющих 
существенное ядро (модуль М называется прямым, если любой 
его подмодуль существенен в некотором прямом слагаемом). 
Ряд результатов о различных радикалах колец эндоморфизмов 
проективных модулей получил Ягерман [405]. Мотозе [521] до­
казал, что если квазипроективный модуль Р удовлетворяет 
условию обрыва убывающих цепочек малых подмодулей (возра­
стающих цепочек существенных подмодулей), то / (EndP) яв­
ляется Г-нильпотентным справа (слева) идеалом. Ягерман [403] 
и Сэнде [599] рассматривают связь между радикалами колец,, 
участвующих в ситуации Мориты. 

§ 5. Кольца частных колец эндоморфизмов 
и порядки в кольцах эндоморфизмов 

В данном параграфе отражены работы, в которых изучаются 
кольца частных колец эндоморфизмов и порядки в некоторых 
кольцах эндоморфизмов. Гордон и Грин [328] показали, что 
если кольцо R — конечно порожденный модуль над своим цент-
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ром, то модуль Макколея М строго неразложим тогда 
и только тогда, когда Endn(-Vf) —левый порядок в артииовой 
локальной алгебре. Пусть М — E(i?)-полупростой образу­
ющий в .R-Mod. Идзава [402] приводит условия, при которых 
полное кольцо частных кольца End М является, •соот­
ветственно, полусовершенным самоинъективным, квазифробени-
усовым, регулярным, классически полупростым. Хатчинсон 
[389] показал, что левое полное кольцо частных кольца R изо­
морфно прямому произведению колец линейных преобразований 
векторных пространств над телами (в дальнейшем для кратко­
сти кольца линейных преобразований будем называть FL-коль-
цами) тогда и только тогда, когда Z-(i?) =-~0 и решетка замкну­
тых левых идеалов кольца R атомна. Хатчинсон и Зельманович 
[392] рассмотрели ситуацию Мориты (R, M, N, S) с точным мо­
дулем Ms и условием невырожденности: иэ [N, т] = 0 для т&М 
следует, что m = 0 . Оказалось, что левое полное кольцо частных 
кольца 5 является прямым произведением FL-колец, если и 
только если модуль' М несингулярен, и решетка его замкнутых 
.^-подмодулей атомна. Указаны также критерии классической 
полупростоты кольца S. 

П. А. Крылов ([27], с. 82) показал, что если М — образую­
щий категории R-ЖоА, то кольцо EndR(M) —левый порядок в 
классически полупростом кольце тогда и только тогда, когда 
R — левый порядок в классически-полупростом кольце, и М — 
конечномерный модуль без кручения в смысле Басса; при этом 
оказывается, что EndR(M)—левый порядок в Endfl(_(Л1)). 

Каннингэм, Раттер и Тернидж [262] показали, что если 
Р— конечно порожденный проективный модуль и S = End# (Я), 
то существует соответствие t^t между кручениями t и t в 
категориях S-Mod и Я-Mod, соответственно, и при этом 
Qr(S)^P®Qi(P), где Qt(#) — кольцо частных относительно 
кручения t. В [469] при некоторых условиях на ситуацию 
Мориты {R, M, N, S) установлен изоморфизм Q-(S)sn 
s End.? (Л!-., Ма), где а —кручение в категории /?-Mod, a — 
соответствующее ему кручение в S-Mod, и Ма обозначает 
а-инъективную оболочку модуля М. Локализации кольца эндо­
морфизмов объекта абелевой категории с прямыми пределами 
рассматривал Ульмер [640]. 

Блэр [219] показал, что если Р — конечно порожденный про­
ективный модуль над коммутативным кольцом R, то кольцо 
EndB(P) имеет классическое двустороннее кольцо частных, ко­
торое можно получить обращением регулярных элементов коль­
ца R, действующих как умножения на модуле Р. Джатегаонкар 
[410] передоказывает и уточняет известную теорему Зельмано-
вича: пусть R — левый (двусторонний, ограниченный) порядок в 
классически полупростом кольце, М — конечномерный ^-модуль 
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без кручения в смысле Басса. Тогда кольцо EndR(£(M)) клас­
сически полупросто, и EndH(M) —левый (двусторонний, ограни­
ченный) порядок в кольце EndR(E(M)). Близкие вопросы для 
полного кольца частных исследовал Кхури [444]. Масайке [494,. 
495], используя теорию кручений, нашел необходимые и доста­
точные условия того, что кольцо эндоморфизмов модуля являет­
ся максимальным порядком. Некоторые достаточные условия 
этого получил ранее Коззенс [260]. 

В ряде работ исследовались кольца Джонсона, т. е. кольца,. 
левые полные кольца частных которых являются jFL-кольдами. 
Так, в уже упоминавшейся работе Хатчинсона [389] доказано,. 
что R — кольцо Джонсона в том и только в том случае, когда 
Zi(R)=0, решетка замкнутых левых идеалов кольца R атомна, 
и в любых двух атомах этой решетки найдутся изоморфные не­
нулевые подмодули. Удри [382] охарактеризовал кольца Джон­
сона как несингулярные кольца, примарные как модуль над со­
бой. Другое описание колец Джонсона дал О'Мир а [542], он лее 
доказал [544], что если -FL-кольцо Q — полное левое кольцо 
частных кольца R, то RR — существенный подмодуль в QR. Роуен 
'[592] охарактеризовал первичные кольца Джонсона как кольца, 
имеющие такой главный левый идеал V, что V/r(V)—область 
Оре, а Мюллер [522] исследовал их с точки зрения ситуаций 
Мориты. 

Известная проблема Фейса об описании классических поряд­
ков в FL-кольцах была решена независимо Удри [383] и 
О'Мирой [522]. Последний показал также, что если V — линей­
ное пространство над телом D, то все правые порядки в кольце 
EndD(V) первичны тогда и только тогда, когда dimDV^S/So 
[543]. Ханнах [348] показал, что первичная групповая алгебра 
либо является кольцом Джонсона, либо её полное левое кольцо 
частных — простое кольцо, не конечное в смысле Неймана. 

Блэр [218] привел пример конечно порожденного модуля над 
коммутативным кольцом, кольцо эндоморфизмов которого не 
удовлетворяет левому условию Оре. Чаттерс [247] показал, что 
кольцо матриц порядка 2 над нётеровым слева кольцом, имею­
щим левое классическое кольцо частных, может уже не иметь 
левого классического кольца частных. Штенштрем [622] пол­
ностью описал полное кольцо частных кольца треугольных мат­
риц специального вида. 

§ 6. Представление колец кольцами эндоморфизмов 

Рангасвами описал бэровские регулярные кольца, изоморф­
ные полным кольцам эндоморфизмов абелевых групп [571]. 
Батлер [235] указал представление конечномерной Q-алгебры 
в виде алгебры квазиэндоморфизмов редуцированного Zp-моду-
ля. Абстрактную характеризацию колец эндоморфизмов реду-
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дарованных модулей без кручения над полным кольцом дис­
кретного нормирования дал Либерт [470, 471]. Он также полу­
чил описание колец эндоморфизмов свободных модулей над 
•областью главных идеалов [473], включающее некоторые то­
пологические условия, и показал [474], что структура всех ле­
вых идеалов кольца эндоморфизмов полного редуцированного 
.модуля без кручения М над полным кольцом дискретного нор­
мирования изоморфна структуре всех идеалов структуры пол­
ных подмодулей в М. Имеются также двойственные результаты 
для делимых периодических модулей. Описание кольца эндо-
.морфизмов неразложимого инъективного модуля в терминах 
топологии, заданной степенями ассоциированного с этим моду­
лем простого идеала, дал Ниши [535]. Представления колец в 
•виде колец эндоморфизмов модулей над некоторыми кольцами 
изучили также Сю [672] и Гёбель [319]. 

Зельманович [679], обобщая теорему Фейеа—Утуми, дока­
зал, что если R — левый порядок в простом артиновом кольце 
•Q, то существуют матричные единицы eijGQ и элемент rGD та­
кие, что r-RrsEDeij и 2rDeii---i? (где D — пересечение центра­
лизатора С элементов eij c R). При этом, если R— подпрямо 
неразложимый, наследственный или максимальный порядок, 
то существует порядок С в С, наследующий соответствующее 
свойство порядка R и такой, что порядок R эквивалентен поряд-
'ку SC'eij. 

Куеббеманн [570] показал, что для любого тела D харак­
теристики 0, конечномерного над своим центром k, существует 
такой простой модуль V над алгеброй Вейля A(k), что 
EndA(ft)(V)£--D. Фейс [292] исследовал вопрос об изоморфизме 
.простого кольца кольцу эндоморфизмов конечно порожденного 
проективного модуля над простым кольцом без делителей ну­
ля. Боушелл и Шульц ; [224] изучали такие кольца R, что их 
.регулярные представления в кольцах эндоморфизмов их адди­
тивных групп оказываются изоморфизмами. 

Грэйвс и Молнар [330] для любой алгебры инцидентности А 
•над локально конечным частично упорядоченным множеством 
Р построили пучок топологических групп над Р такой, что А 
изоморфна кольцу эндоморфизмов этого пучка. Максвелл [497] 
рассматривал представления алгебр с инволюцией в кольцах 
эндоморфизмов эрмитовых пространств. 

Ряд работ содержит различные обобщения теоремы плот­
ности Джекобсона. Модуль М называется полупервичным 
.(первичным), • если для любого Офт£М (любых ненулевых 
тъ т£М) существует гомоморфизм /еНот* (М, /?) такой, что 
{т/)тф0 ((ШгЛщфО). Зельманович [678] получил обобщение 
теоремы плотности на кольца, обладающие точным конечно­
мерным полупервичным модулем. Именно, пусть {У/, iQl}— 
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семейство правых линейных пространств над телами A;, iG/, 
V*=JIVh Л = П Д ь тогда Епйд(1/).-ПЕгк1дг(Кг). 

Размерность подмодуля .U в А-модуле V определяется pa-
венством dimA L/' — maxdiniA, яг(£А), где n,:V->V,—-естествен-

iQr ' 
ная проекция. Автор называет подкольцо R кольца EndA (V) 
плотным, если для любого tGEndA (V) и для любого подмодуля 
UczV такого, что dimAL/< со, существуют такие г, sQR, ЧТО 
TrT--=s, rVcU и r|U —автоморфизм Д-модуля U. Доказана 
эквивалентность следующих условий: 1) R— (полу) первичное 
кольцо, Z-(R)----0 и R имеет точной конечномерный левый 
идеал; 2) R имеет точный несингулярный конечномерный 
(полу) первичный модуль; 3) существуют пространства Vu ... 
...,V„ над телами Д..... Дя такие, что £> плотно в EndA (К) 
(причем п = \). 

Другой аналог теоремы плотности исследуется Зельманови-
чем в [680, 681, 682]. Определены слабо примитивные (слева) 
кольца, как кольца, имеющие точный модуль М, который вкла­
дывается в любой свой ненулевой подмодуль, но не вклады­
вается ни в какой свой собственный фактормодуль. Доказана 
эквивалентность следующих условий: 1) R— слабо примитив­
ное КОЛЬЦО; 2) существует тело А и правое Д-пространство V, 
являющееся левым ^-модулем и содержащее такой точный 
^-подмодуль М, что MA = V и для любых тп\,... , т.бМ, линей­
но независимых над Д, и любого эндоморфизма T6EndA(V) су­
ществуют r,s£R такие, что rt(mi) ==smi и 0{ne}rm*GmiA для всех 
г = 1 , ...,t. К этой серии работ примыкает и заметка [532]. 

Для любого модуля М пусть Bic(M) -=Ends(M), где 5 = 
= EndR(M), и ц>м • R->-Bic (M)—естественный гомоморфизм. 
Ламбек [454] называет инъективный модуль / приятным, если 
любой /-полупростой фактормодуль кольца частных Qi(R)' 
кольца R относительно модуля / является /-делимым модулем. 
Он доказывает, что Qi{R) в этом случае является полным под-
кольцом кольца Bic(7) в конечной топологии. Другое обобще­
ние теоремы плотности, принадлежащее Ламбеку [455], пере­
носит ее на модули. Для любого модуля А пусть S(A) = 
= Homs(HomH(A,.M),M), где М — фиксированный R-модуль и 
S-=EndH(M). Если модуль М вполне приводим, то образ естест­
венного гомоморфизма A{to}S(A) плотен в S(A) в конечной то­
пологии. Там же содержится следующий результат: пусть 
R-+T — эпиморфизм колец, М — инъективный Г-модуль, при­
чем связанный с ним как с .R-модулем функтор локализации 
QM В R-Мой точен справа. Тогда для любого ^-модуля А мо­
дуль QM(A) плотен в S(A) в конечной топологии и S{A) — 
пополнение QM(A) в М-адической ТОПОЛОГИИ. 

Обобщение теоремы плотности на случай произвольного ко-
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нечного числа попарно иеизоморфных неразложимых модулей 
получил Лоуренс [458]. Блэнд и Райли [220] указали такую 
ТОПОЛОГИЮ на втором централизаторе /-кокритического модуля 
М, что если М—циклический квазипроективный модуль, то. 
лодкольцо <рм(К) оказывается плотным«подкольцом в ШС(УИ) 
относительно этой топологии (модуль М называется /-кокрити-
ческим для некоторого кручения t, если он /-полупрост, а все 
его истинные фактормодули /-периодичны). 

Некоторые обобщения теоремы плотности получили также 
Марубаяси [493], Кезлан [437] и Бани [200]. Фуллер [309] 
установил связь между теоремой плотности Джекобсона и эк-
вивалентностями некоторых подкатегорий категории модулей. 
Онодера [550] и Суидлер [630] доказали утверждения, в неко­
тором смысле двойственные к теореме плотности. 

Ряд свойств вторых централизаторов примарных модулей 
над ограниченным наследственным нётеровым первичным коль­
цом установил К. В. Агапитов ([25], ч. 2, с. 157). Идзава [401] 
показал, что второй централизатор конечно копорожденного 
инъективного конечно порожденного проективного модуля над 
нётеровым кольцом — примарное Q.F-3-кольцо. 

Судзуки [629] анализирует выполнение второго централиза-
торного условия (т. е. условия, что срм— изоморфизм) для точ­
ного модуля над артиновым кольцом. Модуль М называется 
сбалансированным, если гомоморфизм фМ сюръективен. Маки-
но [490] приводит ряд утверждений, эквивалентных тому, что 
прямая сумма фиксированных цепных модулей — сбалансиро­
ванный модуль. Изучению сбалансированных модулей посвя­
щены также работы [206, 207]. 

Длаб и Рингель [278, 279] рассматривали сбалансированные 
кольца (т. е. кольца, над которыми все левые и все правые 
модули сбалансированы). Они показали, в частности, что ло­
кальное кольцо R с коммутативным телом вычетов A=R/J(R) 
сбалансировано тогда и только тогда, когда либо R — артино-
во однорядное кольцо, либо J(R)2 = 0 и dimJ(R)=2. Хаугер и 
Циммерман [361] указали ряд условий, при которых кольцо 
оказывается сбалансированным с одной стороны. СИНГХ и Бег 
[613] описали строение непервичных колец R таких, что каж­
дое собственное факторкольцо кольца R сбалансировано слева. 

Говорят, что модуль М (кольцо R) удовлетворяет условию 
Fh, если Потп(вВв, RMS)^SMS, где £=Bic(.M), 5 = EndH(Af) 
(если все точные ^-модули удовлетворяют условию Fh). В [400] 
исследуются модули, удовлетворяющие условию Fh, приведены 
примеры, показывающие его отличие от условия сбалансирован­
ности. Кольца, удовлетворяющие условию Fh, изучали Татикава 
и Иванага [631]. 
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§ 7. Определяемость модулей их кольцами эндоморфизмов 

'Остановимся сначала на цикле работ, в которых эта задача 
рассматривалась для абелевых групп. В [267] приведено 
упрощенное доказательство определяемости прямой суммы 
-ограниченной р-группы и делимой p-группы своим кольцом эн­
доморфизмов. С. Я. Гриншпон [37] получил условия (в пред­
положении справедливости обобщенной гипотезы континуума), 
при которых из изоморфизма групп эндоморфизмов p-групп вы­
текает их изоморфизм, A. M. Себельдин [113, 115] рассматри­
вает полные прямые суммы абелевых групп без кручения ран­
га 1 с изоморфными группами или кольцами эндоморфизмов. 
Харт [358] аналог этой задачи для р-групп рассматривает в 
факторкатегории по классу ограниченных групп, Хауптфляйш 
[362] показал, что для однородных сепарабельных групп без 
кручения одного типа каждый изоморфизм их колец эндомор­
физмов индуцируется изоморфизмом этих групп. П. А. Крылов 
и A. M. Себельдин [76] (исправление РЖМат, 1975, 4A, 
с. 36) доказали, что редуцированная алгебраически компакт­
ная абелева группа без кручения определяется своим кольцом 
эндоморфизмов в классе всех абелевых групп без кручения то­
гда и только тогда, когда она почти делима. В [116] A, M. Се­
бельдин свел вопрос об определяемости абелевой группы без 
кручения своим кольцом эндоморфизмов в классе всех абеле­
вых групп к этому же вопросу в классе всех абелевых групп без 
кручения (приведено необходимое условие для определяемости, 
которое оказывается и достаточным для однородно разложимой 
группы в классе сепарабельных групп без кручения). В [117] 
им показано, что нередуцированная абелева группа без круче­
ния определяется своей группой эндоморфизмов тогда и толь­
ко тогда, когда она определяется своей группой эндоморфизмов 
в классе всех абелевых групп без кручения и ее редуцирован­
ная часть не разлагается в прямую сумму двух вполне харак­
теристических подгрупп, одна из которых — ненулевая алгеб­
раически компактная группа. Мэй и Тубасси [499] выяснили 
свойства абелевых групп с неизоморфными периодическими ча­
стями, но с изоморфными кольцами эндоморфизмов. В [500] 
они для смешанных абелевых групп ранга без кручения 1 при­
вели достаточные условия, при которых из изоморфизма колец 
эндоморфизмов следует изоморфизм самих групп (в общем слу­
чае возможно, что это не так). В [498] Мэй решает эту задачу 
для непериодической абелевой группы с большой делимой под­
группой. Вопросы определяемости вполне разложимой абелевой 
группы без кручения ее кольцом эндоморфизмов затронуты 
Л. И. Власовой [24]. 

Редуцированные периодические абелевы группы с антиизо-
морфными кольцами эндоморфизмов исследовал Десте [275]. 
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Вопросы определяемое™ модулей над полными кольцами 
дискретного нормирования идемпотентными эндоморфизмами 
рассматривали Стрингол [628] и A. Г. Солонина [123]. 

Айзеке [398] опубликовал статью методического характера 
об автоморфизмах матричных алгебр над коммутативным коль­
цом. Роберт [584], ИСХОДЯ из общих свойств функтора Нот, 
уточнил в случае примарных однорядных колец классические 
результаты об изоморфизмах колец эндоморфизмов и структуре 
подмодулей. Вопрос о том, когда каждый автоморфизм алгеб­
ры матриц над коммутативным кольцом является внутренним, 
затронут Иокоямой в [677]. Ковач [449] отметил, что всякий 
^-гомоморфизм из Rn в себя (R — коммутативное кольцо) яв­
ляется ограничением внутреннего автоморфизма кольца матриц 
•Sn для некоторого коммутативного кольца 5, содержащего 
кольцо Д. Махала [482] показал, что каждый автоморфизм 
структуры левых аннуляторов идеалов линейных преобразова­
ний ограниченного ранга индуцируется автоморфизмом кольца 
эндоморфизмов векторного пространства. 

Описание автоморфизмов кольца треугольных эндоморфиз­
мов векторных пространств счетной размерности приведено в 
[167]. Ленцинг [583] сформулировал следующий результат: 

1) если Р„, Qs — образующие, <р : EndnP{to}EndsQ— изомор­
физм, то ср индуцируется эквивалентностью Ф : Mod-i?—>-Mod-S 
тогда и только тогда, когда ф(ЕпёЛ°-Р) ---Ends°Q, где EndH°P — 
кольцо эндоморфизмов конечного ранга; 2) всякий изоморфизм 
-ф : EndH

0-P{to}Ends°Q индуцируется категорной эквивалентностью 
Ф и расширяется единственным образом до изоморфизма 
ср : Endn-P-^-EndsQ; 3) если Рв, Qs — проективные модули беско­
нечного ранга, то всякий изоморфизм <р : EndHP{to}EndsQ инду­
цируется категорной эквивалентностью и <p(Endfl°P) =Ends°Q. 
Если Р — проективный модуль, не являющийся конечно порож­
денным и содержащий уиимодулярный элемент, подкольцо 2 
кольца EndRP содержит все эндоморфизмы «конечного ранга», 
группа Пикара Pici? тривиальна, ф—автоморфизм кольца 2, 
то Макдональд [502] привел доказательство того, что ф 
индуцируется полулинейным преобразованием (этот результат 
близок к аналогичным результатам об изоморфизмах колец 
эндоморфизмов А. В. Михалева, Л. М. Глускина, Стефенсона 
(РЖМат, 1967, 6А165, 9А162; 1968, 1А298; 1970, 12А196; 
1971, 12А343). 

§ 8. Модули как модули над своими кольцами эндоморфизмов 

Под эндосвойством модуля будем понимать его свойство 
как модуля над кольцом его эндоморфизмов. Например, эндо-
проективный модуль — это модуль, проективный над своим 
кольцом эндоморфизмов. В этом смысле используются термины 
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эндоинъективность, эндоплоскостность, эндоинъективная обо­
лочка, эндопроективная размерность и т. п. 

Арнольд и др. [195] установили эквивалентность следую­
щих свойств редуцированной абелевой группы А без кручения-
конечного ранга с кольцом эндоморфизмов Е: (1) А — эндо-
проективна; (2) А—эндоквазипроективна; (3) для любого про­
стого числа р группа QV<S)A, где Qp — группа всех рациональ­
ных чисел со знаменателем, не делящимся на р, является про­
ективным циклическим (Q„<S>E)-модулем; (4) для любого п > 0 
существуют /eHom-,(A, E), gaRomE(E, А) и т > 0 такие, что 
НОД(/п, " ) = 1 и fg=mlA; (5) если С — центр кольца Е, то 
Homz(C, A)=Hom c(C, A) и Ад^КВК, где / — идеал в С, явля­
ющийся точным проективным С-модулем, а К—некоторый 
С-модуль. Отмечено, что каждая эндопроективная группа А 
как (End A)-модуль порождается двумя элементами и что эндо-
проективность сохраняется при переходе к почти (но не квази!) 
изоморфной группе. Онодера [552] установил, что эндопло­
скостность R-иояуля М равносильна инъективности (EndM)-
модуля Homn(M, Q) для любого инъективного кообразующего 
Я-модуля Q. 

И. В. Бобылев [13, 15] доказал, что для любого я-^оо су­
ществует счетная редуцированная абелева группа эндопроек-
тивной размерности п. Этим решается задача Дугласа и Фара-
хата [КЭ: 60]. Гот же результат опубликовал позднее Ангэд-
Гаур [185]. Частичное решение задачи Дугласа и Фарахата 
предложили Ричман и Уокер [581]. Кроме того, была вычис­
лена эндопроективная размерность неразложимых инъективных 
модулей над регулярными нётеровыми коммутативными обла­
стями и инъективных модулей над регулярными нётеровыми 
коммутативными областями и инъективных модулей специаль­
ного вида над кольцами Горенштейна [15] и абелевых групп 
с периодической частью, имеющей кручение [581]. И. В. Бо­
былев [14] показал также, что эндопроективная размерность 
периодической абелевой группы не превосходит 1 и обращается 
в нуль, если для каждого простого числа р порядки элементов 
p-примарной компоненты ограничены в совокупности (ср. 
[М65.205], [КЭ-61]). Обзор результатов об эндопроективной 
размерности абелевых групп опубликовал Фарахат [295]. 

Фукс [306] доказал, что периодическая абелева группа 
эндоквазипроективна тогда и только тогда, когда р-компонента 
этой группы для любого простого числа р либо имеет ограни­
ченные в совокупности порядки элементов, либо обладает ба­
зисной подгруппой, порядки элементов которой в совокупности 
не ограничены. Сюда же относятся работы Винсонхалера и 
Уиклеса [646, 647]. Во второй из этих работ показано, что 
любая эндоквазипроективная абелева группа без кручения ко­
нечного ранга квазиизоморфна аддитивной группе модуля над 
прямой суммой дедекиндовых областей, содержащего основное 
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кольцо в качестве прямого слагаемого. Из результатов первой 
отметим: сильно неразложимая абелева группа A конечного 
ранга андоквазипроективна тогда и только тогда, когда 
AfPhA—циклический (EndA) -модуль для любого первичного 
идеала Р кольца EndA. Там же на языке типов охарактеризо­
ваны эндоквазипроективные эндонеразложимые прямые суммы 
абелевых групп без кручения ранга 1. 

Ричман и Уокер [580] доказали, что эндоинъективный мо­
дуль A над коммутативной областью главных идеалов R имеет 
вид A = nAj,©D, где D — делимый ^-модуль конечного ранга, 

р 
a A-, — конечные прямые суммы циклических модулей над 
р-адическими пополнениями кольца R, причем выполнено одно 
из следующих условий: 1) D-=0 и A„ периодичны для всех р; 
.2) D — периодический или без кручения, A.,-=0 почти для всех 

' р и все Ар периодичны; 3} R —полное кольцо дискретного нор­
мирования и D — без кручения. Пул и Рейд [569] установили 
эндоквазиинъективность делимой абелевой группы и прямой 
суммы циклических р-групп. Описание эндоинъективной обо­
лочки А абелевой группы A при тех или иных ограничениях на 
А предложили Винсонхалер и Уиклес [648, 668, 649]. В част­
ности, если A — абелева группа без кручения конечного ранга, 
то A разлагается в прямую сумму' модулей, дуальных правым 
идеалам кольца квазиэндоморфизмов группы A. 

В. С. Пятков [109] доказал, что к числу эндодистрибутив-
ных абелевых групп принадлежат однородно сепарабельные и 
алгебраически компактные группы. Он также предложил пол­
ное описание абелевых групп, структура вполне инвариантных 
подгрупп которых обладает дополнениями. A. А. Туганбаев 
[27] отметил, что (EndnM) -подмодули любого неразложимого 
инъективного ^-модуля М образует цепь в том и только в том 
случае, когда структура левых идеалов кольца R дистрибу­
тивна. 

Рейд [575] начал систематическое изучение эндоконечно 
порожденных абелевых групп. Им доказано, что абелева груп­
па А, для которой (Q<S>EndA)-модуль Q®A неприводим, эндо­
конечно порождена тогда и только тогда, когда A имеет конеч­
ный ранг и индекс любой из ее вполне инвариантных подгрупп 
конечен. Группа без кручения конечного ранга изоморфна ад­
дитивной группе дробных идеалов некоторого подкольца поля 
алгебраических чисел в том и только том случае, когда A эндо­
конечно порождена, a (Q®End A) -модуль Q®A неприводим. 
Описано строение эндоконечно порожденных абелевых групп, у 
которых нильрадикал кольца эндоморфизмов обращается в 
нуль. Есть и другие результаты. Оксфорд и Уолс [556] доказа­
ли, что периодическая абелева группа эндоциклична в том • и 
только том случае, когда она разлагается в конечную прямую 
•сумму примарных циклических р-групп и групп типа q°°, при-
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чем все ряд, участвующие ъ разложении, различны. Описаны 
также эвдоциклические сепарабельные группы без кручения. 

Как следствие более общих результатов Каш и Парейгис 
[426] установили следующие факты о Е — 7?-бимодуле М, где 
E = End-M*: 1) ЕСЛИ МВ— инъективный кообразующий, то для 
любого авМ модули ЕЕа и {aR)R просты одновременно; 2) Если 
f£E, то модули Ef и fM просты одновременно; 3) Если MR — 
кообразующий, то ЕЕа, где а&М, прост тогда и только тогда, 
когда (aR)R прост и лежит в некотором инъективном подмоду­
ле модуля Мп. 

С. К. Росошек [112] отметил, что прямая корректность 
модуля М (т. е. если М и какой-то модуль N изоморфны 
прямым слагаемым друг друга, то Ms^N) равносильна прямой 
корректности как модуля (EndM)EndAi, так и модуля ЕпижЕпйЖ 

Исследовались абелевы группы, все эидоморфные образы 
которых вполне характеристичны [460]. Гальперин и Розен-
таль [344] предложили другое доказательство теоремы Берн-
сайда: если конечномерное линейное пространство над алгебра­
ически замкнутым полем является неприводимым модулем над 
некоторой алгеброй своих линейных преобразований, то эта 
алгебра содержит все линейные преобразования пространства. 

Теперь остановимся на работах, где кольца характеризуют­
ся эндосвойствами модулей над ними. И. В. Бобылев [14] и 
Снайдер [619] доказали, что кольцо однорядно тогда и только 
тогда, когда все левые и все правые модули над ним эндопро-
ективны. И. В. Бобылев исследовал также кольца, над кото­
рыми эндопроективны все квазиинъективные модули. В дру­
гой работе он [15] рассмотрел глобальную эндопроективную 
размерность кольца. В частности, оказалось, что для счетных и 
коммутативных колец обращение этой размерности в нуль вле­
чет однорядность кольца. Камилло и Фуллер [241] доказали, 
что псевдофробениусовы кольца характеризуются эндоплоскост-
ностыо всех точных квазиинъективных модулей. Заметим, что 
всякий точный образующий модуль эндопроективен. Десал и 
Никольсон [271] начали изучение эндопримитивных слева ко­
лец, т. е. колец, обладающих точным эндопростым квазиинъек-
тивным левым модулем. Этот класс колец оказался замкнутым 
относительно эквивалентности в смысле Мориты. Установлен 
ряд кольцевых свойств этого класса. В частности, с ним связан 
радикал, лежащий между радикалами Джекобсона и Левицко­
го. Исследовались коммутативные кольца с эндопроективными 
идеалами [595, 596], но полученные здесь результаты специ­
фичны для коммутативной алгебры. Снайдер [618] доказал, 
что из эндоконечности всех простых модулей над групповой ал­
геброй группы G вытекает, что G содержит абелеву . группу 
конечного индекса (ср. [296]). Грюсо [335] рассматривал ка­
тегорию $ когерентных функторов из категории Ш1 конечно 
представимых R-модулей в категорию абелевых групп. В част-
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ности, он установил, что каждый объект из .ft содержит простой 
подобъект, если каждый модуль М из ЗЯ имеет конечную дли­
ну как ЕпсШ-модуль. 

Сандомирский [598], Гупта и Варадарьян [336] рассматри­
вали EndA-модуль Я---Нотв(-4, В). Из результатов Сандомир-
ского отметим: модуль Я артинов (нётеров) тогда и только 
тогда, когда В удовлетворяет условию минимальности (макси­
мальности) для всех таких подмодулей С, что ТС = С, где 
Г — идеал следа модуля Л. Хабаз и Тубасси [438, 43911 исследо­
вали (End-T)-модуль Ext (A, Г), где A и Т — абелевы группы.. 
В частности, в предположении периодичности группы Т полу­
чен ряд результатов о наименьшем натуральном числе п та­
ком, что всякое конечное подмножество из Ext (A, Г) лежит в 
n-порожденном подмодуле. Фадин [290] доказал, что (End Г) -
модуль Ext (Г, A), где Г и А—абелевы группы, проективен 
тогда и только тогда, когда А — редуцированная, г. Т — реду­
цированная периодическая. К этому же кругу вопросов отно­
сятся работы [450, 243]. 

§ 9. Кольца эндоморфизмов и разложения модулей 
в прямые суммы 

Будем говорить, что подмодуль A модуля М обладает свой­
ством замены относительно прямого разложения N1— a -D-, ес­
ли равенство' М=А®В влечет существование таких подмодулей 
D / s D a , что М—АФ( a D / ) . Подмодуль A модуля М обладает 
свойством (конечной) замены в М, если он обладает свойством 
(конечной) замены относительно любого (конечного) прямого. 
разложения модуля М. Модуль А обладает свойством (конеч­
ной) замены, если он обладает свойством (конечной) замены 
в любом содержащем его модуле. Уорфилд [656] доказал, что 
модуль М обладает свойством конечной замены тогда и только 
тогда, когда End (M) обладает свойством замены. Там же по­
казано, что достаточным условием того, чтобы модуль М об­
ладал свойством конечной замены, является следующее условие 
на кольцо E=EndM: (Vf'6£ Щ=^ЪЕ (Eff+J(E)^Ef+J(E))).. 
Монк [518] показал, что свойство конечной замены модуля М 
равносильно тому, что для любого f<3End(M) найдутся такие hr 
geEndM, что hfh = h, g(\—f)(\—.hf)=\—hf, и привел пример 
полупримитивного кольца со свойством замены, не являющего­
ся регулярным. Это показывает, что приведенное выше доста­
точное условие Уорфилда не является необходимым. Николсон 
[530] доказал, что свойство конечной замены модуля М равно­
сильно тому, что в кольце End-M идемпотенты можно подни­
мать по модулю любого левого (правого) идеала. 

Модуль с локальным кольцом эндоморфизмов называется 
вполне неразложимым. Проективный модуль, все фактормоду-
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ли которого имеют .проективные накрытия, называются полусо-
вершенным. Ямагата [673] установил эквивалентность следую­
щих условий для проективного модуля М, являющегося прямой 
суммой вполне неразложенных модулей: 1) М—полусовершен­
ный модуль; 2) модуль М обладает СВОЙСТВОМ конечной заме­
ны; 3) каждое прямое слагаемое модуля М обладает в любом 
содержащем его модуле свойством замены относительно пря­
мых разложений, состоящих из двух прямых слагаемых; 
4) J (End (M) ) = {f 6End (M) | f (M)s / (Я) М}. Ямагата [674] 
доказал также, что если М — прямая сумма неразложимых 
инъективных модулей, то равносильны условия: 1) М обладает 
свойством замены; 2) М обладает свойством конечной замены; 
3) / (End М) = {fGEnd M | Kerf} — существенный подмодуль мо­
дуля М. 

В этой же работе приведен пример неквазиинъективного 
модуля, удовлетворяющего вышеуказанным условиям-

Уокер и Уорфилд [654] доказали вариант теоремы Крул-
ля—Ремака—Шмидта для аддитивных .категорий и рассматри­
вали изоморфные продолжения для прямых сумм вполне не­
разложимых объектов. Исследованию прямых слагаемых пря­
мых сумм вполне неразложимых модулей посвящены также 
работы [353, 354, 424, 425, 254, 399, 208, 209, 468]. 

Модуль А обладает СВОЙСТВОМ сокращения (степенного 
сокращения), если для любого прямого разложения ЛФВе=. 
^A®C верно, что В^С (Вп^Сп для некоторого натурального 
числа п). Гудерл [324] указал достаточные условия для сте­
пенного сокращения, зависящие только от EndA. Фукс [305] 
привел достаточные условия для выполнения свойства сокра­
щения для модуля М, у которого все ненулевые эндоморфизмы 
являются мономорфизмами. Эванс [288] доказал, что любой 
конечно порожденный модуль над коммутативным нётеровьш 
локальным кольцом сокращаем. 

Арнольд, Хантер и Ричман [192] исследуют прямые суммы 
модулей, у которых кольца эндоморфизмов являются кольца­
ми главных идеалов, и приводят приложения к прямым сум­
мам нормированных групп и к абелевым группам без круче­
ния. Некоторые условия (сформулированные в терминах моду­
ля эндоморфизмов модуля частных), при которых чистый под­
модуль выделяется прямым слагаемым, приведены в [465]. 
Ленцинг [467] доказал, что если М — конечно порожденный 
модуль, и прямая сумма счетного числа копий модуля М выде­
ляется прямым слагаемым из прямого произведения счетного 
числа копий модуля М, то End (А!) —полупримарное кольцо с 
условием максимальности для левых аннуляторов. 

§ 10. Эквивалентность и двойственность 
В ряде работ были предприняты попытки получить обобще­

ния теорем Мориты об эквивалентностях категорий модулей. 



Кат.о [427], Мюллер [522], Като и Отаке [429] исследовали эк­
вивалентности Мориты подкатегорий категории модулей, инду­
цированные контекстом Мориты. Фуллер [309] установил связи 
между эквивалентностями подкатегорий модулей и теоремой 
плотности. Этот подход развивался Адзумайей ![197] и Сато 
[602, 603, 604]. Парейгис [558] получил аналоги теорем Мо­
риты для моновдальных категорий. 

Пусть U — прямая сумма всех конечно порожденных R-uo-
дулей и E={<p6EnclHU|f аннулирует почти все слагаемые моду­
ля U}. Это кольцо Е называется функториальным кольцом 
кольца R. Эквивалентность колец в смысле Мориты равносиль­
на изоморфное™ их функториальных колец. Фуллер и Хуллин-
гер [317] отметили, что кольцо R нетерово тогда и только тог­
да, когда кольцо Е когерентно. 

Хатчинсон и Тёрнидж [391] рассматривают условия на кон­
текст Мориты, при которых возникает эквивалентность Мориты 
колец частных основных колец. 

Классы колец, в которых из эквивалентности Мориты следу­
ет их изоморфизм, изучает Бонами [222]. Чиба [249] отметил, 
что если R — полулокальное кольцо, J(R)—локально нильпо-
тентный идеал и кольца многочленов R [х] и S [x] эквивалентны 
в смысле Мориты, то кольца R я S также эквивалентны в смыс­
ле Мориты. 

Расширился список свойств колец, сохраняющихся при экви­
валентности Мориты: сбалансированность слева (Длаб и Рин-
гель [278]); регулярность факторкольда R/J (R) и возможность 
подъема идемпотентов по модулю J(R) (Никольсон [529]), до­
минантность справа (Кавада [432, 433]). И. 3. Голубчик и 
В.. T. Марков [29] доказали инвариантность относительно эк-
ййвалентностей Мориты левой локализационной размерности. 
Икехата [394] рассматривает классы расширений колец, инва­
риантных относительно эквивалентностей Мориты (такими бу­
дут, в частности, симметрические расширения, QF-расширения, 
сепарабельные расширения). Ряд общих свойств стабильно эк­
вивалентных колец приведен в [384]. 

Длаб и Рингель [280] отмечают, что ручные наследственные 
полуприиарные кольца оказываются эквивалентными в смысле 
Мориты произведению тензорного кольца и конечного числа 
колец треугольных матриц специального вида. Стаффорд [620] 
отмечает, что известный пример простого нётерова кольца, не 
являющегося областью и содержащего лишь тривиальные идем-
потенты, построенный А. Е. Залесским и О. М. Нерославским 
[50], оказывается кольцом, которое не эквивалентно в смысле 
Мориты области целостности. В [621] им показано, что простое 
нетерово кольцо конечной глобальной размерности и размер­
ности Крулля единица эквивалентно в смысле Мориты области 
Целостности. Видеманн [669] изучает кольца, эквивалентные 
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порядкам Басса. Эквивалентности колец инцидентности затро­
нуты Начевым [99]. 

И. Н. Балаба ([27], с. 10] получила градуированный вари­
ант теоремы Мориты (т. е. критерий эквивалентности категорий 
градуированных модулей над градуированными кольцами). 
A. В. Жожикашвили [46] показал, что эквивалентность кате­
горий аффинных модулей влечет изоморфизм основных колец. 
Такеути [632] получил аналог теоремы Мориты для категорий 
ко модул ей. 

В ряде работ стал широко применяться контекст Мориты 
Так, Сайда, Никольсон, Ягерман и Уоттерс [599, 406, 404, 531] 
исследуют нормальные радикалы колец. A. Г. Григорян [27] 
описал сингулярный идеал кольца обобщенных матриц, ассо­
циированного с контекстом Мориты. Ханнула [349] использует 
контекст Мориты для построения примеров квазифробениусо-
вых колец. А. И. Кэшу [56, 57] изучает связи между кручения­
ми и предкручениями колец, входящих в контекст Мориты. Хат­
чинсон [390] рассматривает свойства контекста Мориты, полу­
чающегося из данного контекста с помощью пополнения Лам-
бека. 

Значительное число работ посвящено изучению двойственно­
сти Мориты колец. Ру [588] привел условия на идемпотенты е 
и f, при которых бимодуль mfReRe определяет двойственность. 
В [589] он дал достаточные условия на артиново кольцо иметь 
самодвойственность, а в [590] охарактеризовал кольца эндог 
морфизмов инъективных неразложимых модулей над некоторы­
ми локальными нётеровьши кольцами. 

Вамош [643] рассматривает следующий вопрос: если R^T 
и Т (соответственно, R) обладает двойственностью Мориты, то 
при каких условиях на расширение кольцо R (соответственно, 
Т) также обладает двойственностью. Положительные ответы на 
оба вопроса получены им, если модуль RT либо конечно порож­
ден, либо линейно компактен в дискретной топологии. В этой 
же работе даны новые примеры коммутативных колец с двой­
ственностью. 

Если R — полулокальное кольцо и Г — кольцо эндоморфизм 
мов минимального кообразующего в R-tAod, то Вамош' [644] 
доказал, что категория артиновых левых R-модулей дуальна ка­
тегории нётеровых правых "-модулей. Сато [601] рассматрива­
ет двойственности периодических модулей над одномерным 
КОЛЬЦОМ Горенштейна, являющимся Q.F-3-кольцом. 

Макдональд [479] показал, что двойственность между под­
категориями, замкнутыми относительно подмодулей, фактор-
модулей и конечных прямых сумм, в Я-Mod 'и Mod-5 представи-
ма (т. е. индуцируется бимодулем) тогда и только тогда, когда 
все модули в обеих подкатегориях линейно компактны. Ань 
[186] отметил, что иётеровы сильно линейно компактные Коль­
ца с двойственностью Мориты обладают и аналогом двойствен-
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ности Понтрягина. Лемонье [466] показал, что условие АВ5* 
позволяет ослабить обычные условия для существования двой­
ственности Мориты. 

Миллер и Тернидж [513] выясняют, когда кольцо эндомор­
физмов конечно порожденного проективного модуля имеет двой­
ственность с кольцом эндоморфизмов некоторого инъективного 
модуля. Кернер [435] анализирует полусовершенные кольца, 
имеющие двойственность с кольцами эндоморфизмов инъектив-
ных кообразующих. Сюда примыкает работа Кавады [431]. 
Связи между двойственностью Мориты и нётеровостью кольца 
эндоморфизмов анализируются Джатегаонкаром [411]. 

Цикл работ Като [428], Отаке [541] и доклад Ламбека 
[456] посвящены установлению двойственностей между локали­
зациями и колокализациями. Теорема Матлиса о том, что если 
Р — ненулевой простой идеал коммутативного кольца R, то по­
полнение локализации $Р по нему обладает двойственностью 
Мориты и изоморфно кольцу End (E(R/P)), обобщается в ра­
боте Апхэм [641] на полупервичные идеалы вполне ограничен­
ных нётеровых колец. Вопросы двойственности для локализа­
ций универсальных обертывающих нильпотентных алгебр Ли и 
групповых алгебр конечно порожденных групп затронуты Але-
вом [177]. 

Мюллер [523] охарактеризовал самодуальные кольца ко­
нечного типа, Фуллер и Хаак [315] затронули вопросы двой­
ственности для артиновых колец, колчаны которых являются 
деревьями, Хаак [338] показал, что широкий класс рядных 
колец обладает двойственностью Мориты, а в [339] он отме­
тил, что кольцо инцидентности конечного предупорядоченного 
множества над телом обладает самодвойственностью. Фуллер 
и Хаак [316] выяснили условия на конечную полугруппу G, 
при которых имеет место двойственность между полугруппо-
выми кольцами RG и SG над двойственными кольцами R я S. 

Ямагата [675] обобщает теоремы о двойственности Мориты 
на случай аддитивных функторов со значениями в абелевых 
группах. В [676] он рассматривает расширения над артиновы-
ми кольцами с самодвойственностью. В [448] Китамура изучает 
квазифробениусовы расширения с двойственностью Мориты, 

§11. Автоморфизмы модулей, линейные группы 
над кольцами 

Вместе с каждым jR-модулем М естественно возникает груп­
па Aut-eAf всех его автоморфизмов. Если М — свободный мо­
дуль ранга п, то мы, естественно, получаем полную линейную 
группу GLn(R) над кольцом R, что объясняет связи материала 
этого раздела с теорией линейных групп. Хаузен [365] пока­
зывает, как по группе автоморфизмов редуцированной абеле-
вой р-группы эффективно определить ее ульмовские инвариан-
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ты. А. Г. Солонина [124] доказала, что если p.5-5, то для ре­
дуцированных p-адических модулей с непериодическими базис­
ными подмодулями из изоморфизма их групп автоморфизмов 
следует существование полулинейного изоморфизма между ни­
ми. Сюда примыкает ее доклад ([26], с. 96) о связях групп 
автоморфизмов модуля и его базисного подмодуля над коль­
цом дискретного нормирования. Другой доклад А. Г. Солони­
ной ([25], с. 186) посвящен вопросам определяемости р-адиче-
СКИХ модулей в различных классах модулей своими группами 
автоморфизмов. 

Ряд известных теорем о линейных группах (о финитной 
аппроксимируемости, об энгелевой структуре, о подгруппе 
•Фраттини) переносится Верфритцем в [662, 663, 664] на груп­
пы автоморфизмов конечно порожденных модулей над конечно 
порожденными коммутативными кольцами. Сюда примыкает 
статья Хаузен [363]. На группу автоморфизмов конечномерного 
в смысле Голди модуля Санчес [597] распространяет ряд фак­
тов о линейных группах. Верфритц [665;] изучает группы 
полулинейных автоморфизмов конечно порожденных модулей. 

Автоморфизмам линейных групп над кольцами посвящена 
обширная литература (см., например, [1, 48, 49, 52, 82, 84, 85, 
'86, 87, 127, 503, 546, 661]). Мы коснемся здесь лишь автомор­
физмов полной линейной группы GLn(R) над кольцом R. 

В цикле работ (Помфре и Макдональд [565], В. С. Дробо­
тенко, Э. С, Дроботенко и Е. Я. Погориляк [39, 40, 106], Хан 
[3421, Г. А. Носков [100], Макдональд [504T, В. Я. Блощицын 
[12]), завершившим статьей Уотерхауза [658], была доказа­
на стандартность автоморфизмов группы GLn(R) при п.3-3, ес­
ли 1/2 6R. В. М. Петечук ([101, 102], [27], с. 101) доказал, что 
над коммутативным кольцом это верно всегда при n ^ 4 . 
В [103] В. M. Петечук для группы GLS(R), где R — коммута­
тивное локальное КОЛЬЦО и R/J(R)£*Z2t нашел нестандартные 
автоморфизмы. 

О'Мира [546, 547] развил общую теорию , изоморфизмов 
линейных групп, богатых трансвекциями, в частности, над те­
лами. Сюда примыкает статья Ю. В, Сосновского [126]. Авто­
морфизмы группы GLn(R) над некоммутативным полулокаль-
ным кольцом рассматривают В. С. Дроботенко и E. Я- Пого­
риляк [41]. 

И. 3. Голубчик и А. В. Михалев [27, 33] показали, что над 
произвольным ассоциативным кольцом R с 1/2 GR каждый ав­
томорфизм группы GLn(R) при / г^З стандартен на подгруппе, 
порожденной элементарными и диагональными матрицами. Этот 
результат может быть получен и с помощью метода специали­
зации йордановых систем E. И. Зельманова. Как показывает 
пример В. Н. Герасимова, на всю группу GLn(R) результат 
в общем случае не может быть перенесен. И. 3. Голубчик и 
А. В. Михалев i[32] приводят достаточные условия (в част-

215 



ности, если R—PI-кольцо и 1/2 QR), при которых каждый авто­
морфизм стандартен на всей группе GLn(R). 

Хан [343] предлагает описание автоморфизмов линей­
ных групп над кольцами с телами частных или над полупро­
стыми артиновымн кольцами с помощью эквивалентностей ка­
тегорий модулей. 

A. А. Пащевский ([25], т. 1, с. 124) приводит достаточные 
условия стандартности автоморфизмов сетевых подгрупп ли­
нейных групп над локальной областью целостности. 

Цикл работ был посвящен особому случаю, когда п = 2. 
Ю. И. Мерзляков [83] описал автоморфизмы двумерных кон-
груэнцгрупп над областью целостности. Работа Далла [284] 
посвящена автоморфизмам двумерных линейных групп над 
коммутативными областями целостности. В- С. Дроботенко и 
Е. Я. Погориляк [42, 104, 105] описали автоморфизмы группы 
GL2(R) над некоторыми классами локальных колец R (в ряде 
случаев ими был дан критерий существования нестандартных 
автоморфизмов). Макдональд [505, 506] описывает автомор­
физмы группы GL2(R) над коммутативным кольцом, в котором 
«много обратимых элементов» (например, если 1/2&R и 
R/J (Rsk 2.3). Сюда примыкает работа Рена '[576]. 

Ряд свойств группы GLz(R) над булевым кольцом R при­
вел Розёнстейн [587]. Берлинь [216] отметил, что если группа 
GLn{R) над бесконечным булевым кольцом R К о-категорична,. 
то кольцо R X о-категорично. 

Хирано [379] отметил условия на кольцо, при которых каж­
дый инъективный (сюръективный) эндоморфизм любого ко­
нечно порожденного модуля является изоморфизмом. Продол­
жение до автоморфизма вполне разложимого модуля автомор­
физмов квазиразложений над дедекиндовой областью рассмат­
ривает С. Ф. Кожухов [26]. T. M. Флешер ([25], т. 1, с. 167) 
изучает абелевы группы без кручения конечного ранга, в кото­
рых всякий эндоморфный образ вполне характеристичен. Ловер 
[459] доказал-существование для любого n > 0 абелевой груп­
пы без кручения ранга 8n с некоммутативным кольцом эндо­
морфизмов ранга 4n, в которой всякий эндоморфный образ 
вполне характеристичен. 

Кастан'ья [244] рассматривает эндоморфизмы прямой суммы 
абелевых групп, являющиеся суммой двух автоморфизмов. 
А. М, Себельдин [114] для вполне разложимой абелевой груп­
пы без кручения дает критерий равенства каждого эндоморфиз­
ма сумме конечного числа автоморфизмов, В. X. Фахрушин 
[155, 156] доказал, что если счетная редуцированная обобщен­
но примарная абелева группа имеет конечный ранг, то ее коль­
цо эндоморфизмов аддитивно порождается группой автомор­
физмов. Условия на счетно порожденный редуцированный мо­
дуль над полным кольцом дискретного нормирования, при кото­
рых каждый эндоморфизм есть сумма двух эндоморфизмов,. 
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приведены А. Г. Солониной ([27], с. 125). Абелевы группы без--
ненулевых нильпотентных эндоморфизмов изучает C. Ф. Кожу­
хов [62]. Монк [517] доказал существование р-группы G при 
рф2 и широкой подгруппы G! в ней, для которых кольцо. 
End G порождается группой Aut G, но это уже не так для G--

П. А. Крылов [26] рассматривает абелевы группы, все то­
пологические изоморфизмы колец эндоморфизмов которых в-
конечной топологии индуцируются групповыми изоморфизмами. 
О. В. Мельников [80, 81] изучает вопрос о компактности групп 
автоморфизмов локально компактных абелевых групп. Сюда 
примыкает и статья Плаумана [564]. 

Подмодули эрмитова модуля, инвариантные относительно 
действия унитарной группы, анализирует А. Э. Иозапавичюс-
[53]. 

В книге Верфритца [666] отражен материал о строении мо­
ноида эндоморфизмов нетерова модуля над коммутивным коль­
цом. И. С. Понизовский [568] изучает неприводимые матрич­
ные полугруппы. Сайзер [614] дает необходимые и достаточные 
условия приводимости к треугольному виду полугруппы матриц 
над телом (в частности, это так, если подгруппа состоит из 
идемпотентных матриц). Полугруппу эндоморфизмов конечной 
абелевой группы рассматривает Раплоне [557]. Инверсные по­
лугруппы локальных автоморфизмов абелевых групп изучает 
А. Л. Либих [78]. П. Пуусемп [108] рассматривает вопросы 
определяемое™ периодических и ограниченных абелевых групп 
полугруппами эндоморфизмов. В. Г. Фаянс [157] эффективно 
строит группу частных полугруппы неособенных матриц с не­
отрицательными элементами из линейно упорядоченного тела и 
описывает ее автоморфизмы. Конгруэнции и инверсные подпо­
лугруппы полугруппы линейных преобразований векторного 
пространства над телом изучают Т. Н. Шаронова [162, 163„ 
164] и Л. Б. Шнеперман [166]. 

Вопросы представимости линейных полугрупп и групп над 
коммутативным кольцом в виде булевой степени затронуты 
Буррисом и Вернером [233]. 

Если G — периодическая абелева группа, Н — произволь­
ная абелева группа, S(G) —полугруппа изоморфных отображе­
ний между подгруппами в G, то S(G)^S(H) тогда и только' 
тогда, когда Gs=.# (Кирквуд [446]). Э. А. Бабаев [5] показал, 
что пару линейных пррстранств над телом можно охарактери­
зовать полугрудой линейных отображений. И. X. Беккер [9] 
выделил классы модулей, определяющихся своими аффинными 
группами. 

В [8] И. X. Беккер для абелевых групп без кручения с пе­
риодическими группами автоморфизмов приводит когомологи­
ческую характеризацию конечных групп автоморфизмов, а в 
([25l, т, 2, с. 11) им дана когомологическая характеризация 
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абелевых групп без кручения с периодическими группами авто­
морфизмов. 

С. Ф. Кожухов [61] охарактеризовал абелевы группы без 
кручения конечного ранга с циклическими группами автомор­
физмов, в [63] — абелевы группы без кручения с конечными 
группами автоморфизмов. А. 3. Шляфер [165] описал конеч­
ные группы автоморфизмов модулей над порядками полей ал­
гебраических чисел, а в ([27], с. 151] выяснил, какие конечные 
группы возникают в качестве групп автоморфизмов точных мо­
дулей на абелевой группе без кручения. Моргадо [520] отме­
чает свойства группы автоморфизмов конечной абелевой 
р-группы. 

Работа А. А. Суслина [128] посвящена выяснению строения 
специальной и линейной групп над кольцами многочленов. Сю­
да примыкают работа Форста [651] и статья Архера и Харта 
[187]. 

Обобщенные групповые тождества в классических линей­
ных группах над телами рассматривают И. 3. Голубчик и 
А. В. Михалев [30, 31]. Г. М. Томанов [129] исследует этот 
вопрос в алгебраических группах. 

Отметим, что книга Ньюмена [527] посвящена теории ка­
нонических форм матриц над кольцами главных идеалов, а 
книга Кона [251) — подобию матриц над телами, 

§ 12. Структура подмодулей модуля 

Хатчинсон [385, 386] доказал, что класс структур, вложи-
мых в структуры подмодулей модуля над коммутативным коль­
цом с ненулевой единицей определяется хорновскими формула­
ми и, следовательно, является квазимногообразием. Он же [387] 
отметил, что структура вложима в структуру подмодулей неко­
торого модуля над кольцом R тогда и ТОЛЬКО тогда, когда ее 
двойственная структура вложима в структуру подмодулей мо­
дуля над кольцом, противоположным кольцу R. 

А. А. Кравченко [66] установил, что минимальная порожда­
ющая система структуры всех подпространств конечномерного 
векторного пространства над конечным полем из q элементов 
состоит не более чем из тах(<7+3,8) элементов, причем эта 
оценка не зависит от размерности пространства. Свойства 
структуры подпространств конечномерного векторного про­
странства, инвариантных относительно данного линейного опе­
ратора, рассматривали Дедденс и Филмор [270], а также Кон-
вэй и Халмош [255]. Пусть (V, G)—представление группы G 
в векторном пространстве V над полем, L(V,G)—структура 
всех G-инвариантных подпространств из V. С. М. Вовси [6521 
доказал, что: (1) для любого частично упорядоченного мно­
жества Т существует такое представление (V, G), что L(V, G).s^ 
—2Т); (2) для любой конечной дистрибутивной структуры D су-
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ществует такое конечномерное представление (V.G), что 
L(V,G)~D. 

Представлениям структур структурами подпространств век­
торных пространств посвящены работы [281, 561]. Пусть 
E(V) —полная структура радиально замкнутых сбалансирован­
ных выпуклых подмножеств векторного пространства V. В [302] 
показано, что свойство элемента А структуры E(V) быть под­
пространством в V равносильно тому, что A имеет дополнение, 
причем одномерность пространства А эквивалентна атомности 
(как элемента структуры E(V)) пересечения любых двух нену­
левых элементов, строго меньших А, 

Кхури [440, 441] рассматривает связь между свойствами 
структуры подмодулей модуля и его кольца эндоморфизмов. 
Проблему слов в некоторых многообразиях структур подмодулей 
исследуют Херман [373], а также Херман и Хун [376]. Они же 
[377] изучают каркасы некоторых специальных структур подмо­
дулей для таких модулей как Qn, Zn, Сп(Рь). Хатчинсон и Сед-
ли [388] получили классификацию структурных многообразий 
вида HL(R), где HL(R) —многообразие модулярных структур, 
порожденное классом структур подмодулей всех /?-модулей. Ло­
гические аспекты изучения класса структур подмодулей всех ле­
вых; /^-модулей рассматривают Маккаи и Макнулти [492]. Пусть 
А, В — модули. Робер [585] показал, что модуль A является 
В-проективным модулем тогда и только тогда, когда 
Hom(A,—)—структурный гомоморфизм из структуры L(B) в 
структуру подгрупп из' Hom(A,B). Пусть F — аддитивная топо­
логия на кольце A, M — A-модуль, 

DF(M) = {NeL(M) |N-= {mGM| (N : m) eF}}. 
Настасеску [526]i изучает свойства структуры DF(M), рассмат­
ривая, в частности, случаи, когда DF(M) —дистрибутивная ИЛИ 
нётерова структура. Структуру G-допустимых подмодулей моду­
ля М, где G — группа автоморифзмов, рассматривал Бэр [198]. 

Свойства структуры вполне инвариантных подгрупп абелевой 
группы исследуют С. Я. Гриншпон [38], Мур и Хьюит [519], Ма­
дер [489]. Калугареану [237], рассматривая свойства псевдодо­
полнений в модулярных структурах, высказал ряд замечаний о 
•структуре подгрупп абелевой группы. Пусть A — абелева группа, 
D(A) —подструктура структуры L(A), образованная всеми та­
кими N, что хотя бы одна из группы N, A/N конечно порождена, 
Фалтингс 1294] изучает такие абелевы группы A, для которых 
найдется такая абелева группа В, что структуры D(A) и D(B) 
антиизоморфны, Н. П. Белякова [11] изучает структуру /"-допу­
стимых подгрупп абелевой группы A, где feAut(A), f--=L 

Пусть R — нелокальная коммутативная область главных 
•идеалов с полем частных К, T=K/R, E — R-модуль, 

D(E) =Hom(E, r), MeL(E), M°={feD(E) ]f (M) =o}. 
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Ханна и Якуб [34] доказали, что отображение M{to}M° является 
антиизоморфизмом структуры L (Е) на структуру L (D (Е)) тогда 
и только тогда, когда Е — модуль конечной длины. Николя 
[533] исследует модули над дедекиндовыми кольцами с услови­
ем максимальности для «-порожденных подмодулей. Курзио 
[263] описал модули над коммутативными областями главных 
идеалов, у которых каждый собственный подмодуль лежит в 
максимальном подмодуле. Пусть М — нётеров модуль над ком­
мутативным кольцом, h{M) —верхняя грань порядковых типов 
цепей циклических подмодулей модуля М упорядоченных по об­
ратному включению. Родес [579] доказывает существование це­
пи порядкового типа h(M), получает неравенство h(M)^. 
{le}co|Ass(M) | и характеризует такие модули M, что h(M/N)^.a> 
для всех MBL(M). 

И. М. Гоян [34] вводит и изучает аналоги изолированных 
компонент для подмодулей модуля над любым кольцом, которые 
используются для уточнения теоремы единственности примерных 
разложений. Грин [331] получил в терминах специально введен­
ной категории троек критерии разложимости в прямую сумму 
вершины коуниверсального квадрата модулей. Г. М. Бродский 
[27, с. 20] привел один результат, касающийся индуцируемости 
изоморфизма структур подмодулей М, N некоторой эквивалент­
ностью категорий Gen(M), Gen(-V). Структуру вполне инвари­
антных подмодулей конечно порожденного модуля над дедекин-
довой областью описал В. С. Пятков [109]. 

Г. Ч; Куриш-юй [77] доказал, что если R — вполне примар-
ное однорядное кольцо, представимое в виде прямой суммы мак­
симального идеала и некоторого подкольца, М — свободный мо­
дуль ранга ^ 3 , то структура L(M) изометрически вложима в 
модулярную структуру с дополнениями и определяет кольцо R. 
Херманн и Хун [375] задают такие равенства F(n), что для 
каждого модуля М, содержащего R3 в качестве подмодуля, они 
выполняются тогда и только тогда, когда n = char(R). Уэллер 
[667] рассматривают взаимосвязь между теоретико-структурны­
ми свойствами L(R3) и арифметическими свойствами соответст­
вующих им колец. 

Гросс [333, 334] находит условия, при которых структурный 
изоморфизм двух подструктур векторного пространства с косо-
симметрическим скалярным произведением индуцируется изо-
метрией. Условия индуцированности изометриями изоморфизмов 
структур тех или иных подпространств со скалярным произве­
дениями приводят также Бани [201], Хаапсало [340], Макасей 
и Мухли [501]. Пусть Е—векторное пространство над полем, 
обладающее невырожденной эрмитовой формой, F — структура 
всех ортогонально замкнутых подпространств. Келлер [434] до­
казал, что модулярность структуры F равносильна конечномер­
ности пространства E. Штелтинг [626] описывает множество 
подмодулей ранга 1 проективного метрического модуля ранга 3-
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Фриз [303] показал, что структура всех подпространств 
n-мерного векторного пространства над полем ZlpZ (n^4, 
р — простое число) проективна в классе всех модулярных струк­
тур. В [464] определяется проективное замыкание любой 
n-мерной (ПГ-2--2) аффинной структуры и доказывается его су­
ществование и единственность. 

В проективной геометрии хорошо известна теорема Штауд-
та: всякое взаимно однозначное отображение проективной пря­
мой на себя, сохраняющее гармонические четверки и оставляю­
щее на месте точки 0, 1, оо, является тождественным. Этот 
результат допускает естественную формулировку на языке тео­
рии тел. Возможности обобщения этой теоремы на случай мо­
дулей над кольцами изучались в работах [476, 477, 478, 605, 
204, 506, 451,409]. 

Обобщая результат Л. А. Скорнякова [118], Махала [483, 
484] доказывает, что каждое проективное отображение относи­
тельно допустимого модуля индуцируется полулинейным преоб­
разованием. Он же продолжает исследование этого вопроса в 
[487]. 

§ 13. Дистрибутивные модули и кольца 

Модуль М называется дистрибутивным (цепным), если 
-структура L(M) дистрибутивна (является цепью). Дистрибу­
тивное справа и слева (цепное справа и слева) кольцо назы­
вается арифметическим, если структура его (двусторонних) 
идеалов дистрибутивна. 

А. В. Михалев [88] отметил один класс колец, являющихся 
арифметическими. Ли Синмин [4611 привел пример локального 
арифметического кольца, в котором идеалы не образуют цепь. 
Об арифметических кольцах см. также [2131. 

Менцель [508] (рассматривая на самом деле абелевы груп­
пы с операторами) доказал, что дистрибутивность модуля М 
равносильна каждому из следующих условий: (1) Hom(A/ 
/A(nB), £/(An-3))-=0 для любых A, В, еЦМ); (2) для любых 
не совпадающих модулей A, B&L(M) верно, что модули 
A/(Afl6), В/(А[]В) не изоморфны. Камилло [240] отметил, что 
в условии (2) можно ограничиться тем случаем, когда 
A/(Ari-S), В[(А{\В)—простые модули. В другой своей работе 
[509] Менцель показал, что дистрибутивность модуля пМ рав­
носильна тому, что (Ra+Rb)/(Ra[]Rb)—циклический модуль 
с образующим (Ra[\Rb)+a + b для любых элементов а, Ь&М. 

Если Л, Б— подмножества модуля .-.M, то через (В: А) 
обозначим множество {гв#\га£В, VagA}. Кольцо называется 
инвариантным слева, если все его левые идеалы являются 
идеалами. Стефенсон [624] доказал, что дистрибутивность 
модуля %М равносильна равенству R. = {Ra;b)-\-(Rb:a) для 
.любых элементов a, bQM. Там же он установил следующие 
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свойства дистрибутивного модуля цМ с кольцом эндоморфиз­
мов Е: (1) все максимальные (минимальные) подмодули модуля М 
вполне инвариантны; (2) для любого модуля Л/, гомоморфизма 
f:N-*-M и произвольных Л, i?6---(M) верно равенство 
/ ' 1 ( Л + 5 ) = / " 1 ( Л ) + / - 1 ( . 5 ) ; (3) для любого модуля N, гомо­
морфизма f\M-*-N и произвольных Л, В£ЦМ) верно равенство 
/ ( Л FIE) — / ( A ) n / ( - 5 ) ; (4) Для любого модуля 7V, гомоморфиз­
мов f, g:N-*-M и произвольного XGL(N) верны равенства 
N -=g-- (fN) + / - 1 (§.Л0. X-=(X П g-1 (fX)) + (X П / ' • (gX)); 
(5) для любого модуля А/, гомоморфизмов / , g:M~>N и про­
извольного X£L(N) верны равенства 0 = g(Ker/) f|/(Kerg)» 
.Ar = (A- + g/-i(.Ar))n(X + / r I ( X ) ) ; (6) если / 6 E , AfL(M), то 
А = А П / -Ч-4) + / И Л /-1(A)) = (Л .+ / Л ) П / " 1 И + / А ) ; 

(7) если /€E, A6L(M), причем / " Л с ^ j ' - 4 д л я некоторого 
1-й 

п > 1 , то / Л с Л ; (8) если каждый ненулевой подфактор модуля 
М обладает максимальным (минимальным) подмодулем, то все 
подмодули модуля М вполне инвариантны. В ЭТОЙ же работе 
описаны дистрибутивные слева кольца, являющиеся либо полу­
совершенными, либо совершенными справа или слева кольцами,, 
а также доказано, что дистрибутивные слева нётеровы слева 
кольца инвариантны слева. 

A. A. Туганбаев [139] показал, что левая дистрибутивность 
нётерова слева кольца R равносильна тому, что кольцо R ин­
вариантно слева и выполнено ОДНО из следующих условий: 
(1) R = (А : В) + (В : А) для любых левых идеалов А, В-г 
(2) .fi = (S:A)A для любых левых идеалов А, В, где DEA. 
Там же доказано: 1) если R — нётерово справа и слева коль­
цо, то (правая и левая) дистрибутивность кольца R равно­
сильна тому, что R — конечное прямое произведение цепных 
артиновых колец и инвариантных наследственных нетеровых 
областей; 2) дистрибутивное слева полупервичное левое или 
правое кольцо Голди разлагается в конечное прямое произве­
дение областей; 3) левая дистрибутивность левого кольца Ве­
зу равносильна тому, что все его максимальные левые идеа­
лы являются идеалами; 4) полулокалы-юе кольцо R дистрибу­
тивно слева тогда и только тогда, когда R — левое кольцо 
Безу, a R/J(R) —конечное прямое произведение тел, А. А. Ту­
ганбаев [139, 148] получил также полное описание нётеровых 
слева дистрибутивных колец, обобщающее результаты Камил-
ло [240]. Он же [146] доказал, что для дистрибутивного слева 
кольца R равносильны следующие условия: (1) R — несингу­
лярное слева кольцо, удовлетворяющее условию максималь­
ности либо для левых аннуляторов, либо для прямых сумм ле­
вых идеалов; (2) R — конечное прямое произведение правых 
областей Оре. Кроме того, отмечено, что все подмодули конечно 
порожденного дистрибутивного модуля над инвариантным с'ле-
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ва кольцом вполне инвариантны, что обобщает результат Сте-
фенсона [624] для коммутативного случая. A. A. Туганбаев 
[138] доказал: 1) если R/J(R)—конечное прямое произведе­
ние тел, то дистрибутивность модуля ВМ равносильна тому, что 
М — модуль Безу; 2) дистрибутивность модуля М над совер­
шенным слева -самобазисным кольцом равносильна тому, что 
все подмодули модуля М цикличны; 3) для любого кольца R 
существует такая мощность t(R), которая ограничивает мощ­
ности всех дистрибутивных ^-модулей; 4) дистрибутивный мо­
дуль над полуцепным слева кольцом является прямой суммой 
равномерных модулей; 5) дистрибутивный модуль над нёте-
ровым слева полуцепным справа и слева кольцом является 
полуцепным модулем; 6) дистрибутивный модуль над полу-
локальным кольцом является модулем Безу; 1) если кольцо R 
коммутативно, то разложимость всех его инъективных модулей 
в прямую сумму дистрибутивных модулей равносильна тому, 
что R — конечное прямое произведение коммутативных одно­
рядных колец и дедекиндовых областей; 8) если все макси­
мальные левые идеалы кольца R являются идеалами, то лю­
бой левый -R-модуль Безу является дистрибутивным модулем 
(последнее обобщает результат Албу и Настасеску [176] для 
коммутативного случая). 

Различные характеризации колец, над которыми каждый 
модуль является прямой суммой дистрибутивных модулей, по­
лучили А. А. Туганбаев [138] и Фуллер [314]. Сюда же отно­
сятся работы [310, 311, 312, 313 и 253]. Вамош [145] установил 
цикличность конечно порожденного дистрибутивного артинова 
модуля (см. также [138]). 

Шорес и Льюис [612] доказали, что кольцо End(M), где 
М — дистрибутивный модуль над коммутативным кольцом, яв­
ляется обратным пределом коммутативных дистрибутивных 
колец и, в частности, коммутативно. Албу и Настасеску [176] 
обобщили на случай модулей результат Иенсена [413] для ко­
лец, доказав, что дистрибутивность модуля A над коммутатив­
ным кольцом R равносильна тому, что Aм- — цепной Ям-модуль 
для любого максимального идеала М кольца R. Там же они 
доказали, что тензорное произведение дистрибутивных модулей 
над коммутативным кольцом является дистрибутивным моду­
лем и что EndE(A)e£R/Armn(A), если A — конечно порожденный 
дистрибутивный модуль над коммутативным кольцом R. 
В. Б. Репницкий [111] описал конечно порожденные дистри­
бутивные модули над коммутативными ласкеровыми кольцами, 
неразложимые дистрибутивные модули над коммутативными 
нетеровыми кольцами, доказал, что кольцо эндоморфизмов 
дистрибутивного модуля над коммутативным нётеровым коль­
цом является коммутативным дистрибутивным кольцом. 
А. А. Туганбаев [139, 143], обобщая результаты Албу и Наста­
сеску [176] для коммутативного случая, установил эквивалент-
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•ность следующих свойств модуля М над инвариантным справа 
кольцом R: (1) М — дистрибутивный модуль; (2) R= (А : В) + 
+ {В\А) для любых конечно порожденных A, SGL(M); 
(3) jB=(B:A) A для любого конечно порожденного AGL(iVf) и 
произвольного BBL(A); (4) ({В + С) : А) = (В : А) + (С : A) для 
любых A, В, C&L(M), где 5 , С — конечно порождены; 
(5) (A : (ВПС)) = (-4 :B) + (A : G) Для любых A, В, CeL(M), 
где В, С —конечно порождены. 

Из результатов Уорфилда [655] следует, что дистрибутив­
ность кольца равносильна тому, что каждый его конечно пред-
ставимый модуль является прямым слагаемым прямой суммы 
•циклических модулей-

Назовем кольцо R локально цепным слева, если для любого 
•его максимального левого идеала М верно, что М—-идеал, 
.левое кольцо частных по Габриэлю RM существует и является 
цепным слева кольцом. А. А, Туганбаев ([143], [27], с. 134) 
доказал, что если либо кольцо R удовлетворяет условию мак­
симальности для левых аннуляторов, либо все нильпотентные 
элементы кольца R центральны, то левая дистрибутивность 
кольца R равносильна свойству быть локально цепным слева 
кольцом. Это обобщает аналогичные результаты Брунгса '[228] 
для областей и нетеровых слева колец и Лациса [457] для ин­
вариантных слева колец специального вида. 

А. А. Туганбаев [143] доказал следующие свойства дистри­
бутивного .R-модуля М: 1) любой существенно замкнутый под­
модуль модуля М вполне инвариантен; 2) если i?{to}~ — эпимор­
физм колец, превращающий кольцо Г в плоский правый ^-мо­
дуль, то т(Т®пМ) —дистрибутивный модуль. Там же доказано, 
что: 1) левая дистрибутивность нётерова слева полупервичного 
кольца равносильна тому, что КОЛЬЦО является конечным пря­
мым произведением инвариантных слева наследственных слева 
областей; 2) левая полунаследственность инвариантного слева 
редуцированного кольца равносильна тому, что оно дистрибу­
тивно слева и является левым порядком в регулярном кольце. 
А. А. Туганбаев ([26], с 102) получил следующие результаты: 
(1) КОЛЬЦО R является дистрибутивным слева нётеровым (спра­
ва и слева) кольцом тогда и только тогда, когда R — конечное 
прямое произведение цепных слева артиновых колец и инвари­
антных наследственных нетеровых областей; (2) дистрибутив­
ное справа нётерово слева кольцо является конечным прямым 
произведением цепных справа артиновых колец и областей. 

Ачкар [171] доказал, что левая дистрибутивность кольца 
многочленов R [х] равносильна тому, что R — коммутативное 
регулярное кольцо. При предположении коммутативности коль­
ца R, аналогичный результат получил ранее Камилло [239]. Он 
же отметил в [238], что полунаследственность коммутативного 
кольца R равносильна тому, что Я—-дистрибутивное кольцо и 
для любого элемента a£R идеал aR-\-Arm(a) содержит регуляр-
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ный элемент. Иенсен [413] доказал, что для коммутативного 
кольца R неравенство w- gl. dim (i?) =-Sl (т. e. все подмодули 
плоских модулей являются плоскими) равносильно тому, ЧТО 
R— дистрибутивное полупервичное кольцо. A. А. Туганбаев 
([27], с. 134) показал, что аналогичный результат верен, если 
коммутативность кольца заменить на его инвариантность. Там 
же отмечено, что все главные левые идеалы дистрибутивного 
слева несингулярного слева кольца являются плоскими. 
A. А. Туганбаев ([25], с. 159) показал, что дистрибутивное сле­
ва несингулярное слева полулокальное кольцо является конеч­
ным прямым произведением'правых областей Безу. 

А. А. Туганбаев ([27], с. 133) получил следующее описание 
дистрибутивных групповых колец FG с коммутативным коль­
цом коэффициентов F: дистрибутивность кольца FG равносиль­
на выполнению одного из следующих трех условий: (1) F — 
регулярное кольцо, G — абелева группа, у которой порядки 
элементов обратимы в кольце F, r-(G){le}l (где •го(б!)—ранг 
без кручения); (2) F — дистрибутивное КОЛЬЦО, G — периоди­
ческая абелева группа, причем для любого максимального 
идеала М кольца F такого, что char (F/M)=p>0, кольцо част­
ных FAr является полем и rp(G){le}l; (3) F — дистрибутивная 
алгебра над полем рациональных чисел Q и для любого нечет­
ного числа п, являющегося порядком элемента из G, кольцо 
F<B>QH(n)—дистрибутивно, где Н(п)—алгебра кватернионов 
над полем деления круга Q(e71). 

Коммутативные дистрибутивные полугрупповые кольца ком­
мутативных полугрупп, вложимых в группы, описали Харди и 
Шорес [357]. Коммутативные дистрибутивные полугрупповые 
кольца исследовались также в [250]. Цепные справа полугруп­
повые кольца описал И. Б. Кожухов [59]. Он же [60] получил 
некоторые результаты о дистрибутивных полугрупповых коль­
цах. 

Беренс [210, 211] исследовал кольца, обладающие точным 
дистрибутивным модулем. Дистрибутивным модулям и кольцам 
посвящена глава 9 его книги [212]. Камилло и Зельмаиович 
[242] отметили, что если модуль дистрибутивен, то d(A+B) = 
= d(A)+d(B)—d(Afl-S) для любых его подмодулей A, В, где 
d(X) —размерность Голди модуля X. Дистрибутивные модули 
затрагиваются в работах [298, 299, 315, 338, 650]. 

Модуль М называется мультипликационным, если для лю­
бого его подмодуля N найдется такой идеал A, что N=AM. 
Барнард [203] доказал, что модуль над коммутативным коль­
цом является дистрибутивным тогда и только тогда, когда все 
его конечно порожденные подмодули являются мультиплика­
ционными. О мультипликационных модулях см. также [182, 183, 
4071. 

А. А. Туганбаев ([25], с. 159) показал, что левая дистри­
бутивность нётерова слева кольца R равносильна тому, что 
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каждый левый идеал кольца R является произведением первич­
ных двусторонних идеалов. Аналогичный результат для Несте­
ровых слева областей получил Брунгс [228]. Дистрибутивные 
кольца рассматривались также в работах [412, 168, 169, 170,. 
227]-

условия дистрибутивности некоторых структур подпрост­
ранств векторного пространства изучали Ким и Руш-' [445], 
Херман'[374]. Е. М. Вечтомов ([27], с. 28) выяснил, когда 
кольцо непрерывных функций со значением в непрерывном те­
ле является дистрибутивным кольцом. 

Н. И. Дубровин [45] построил пример цепного кольца с од­
носторонними делителями нуля. Там же исследовались цепные 
кольца R, у которых J(R) — единственный (ненулевой) первич­
ный или вполне первичный идеал. Он же [44] построил пример1 

простой радикальной цепной области (без единицы). О цепных 
модулях и кольцах см. также [23, 39, 60, 612,, 223, 229, 230, 231,. 
566, 567, 637, 638]. 
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