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СЕРИЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ Том 82, № 1, 2018

УДК 517.538

И. И. Шарапудинов

Системы функций, ортогональные по Соболеву,
ассоциированные с ортогональной системой

Для заданной ортонормированной на (a, b) c весом ρ(x) системы функ-
ций {ϕk(x)} и натурального r построена ассоциированная с ней новая си-
стема функций {ϕr,k(x)}∞k=0, ортонормированная относительно скалярно-
го произведения типа Соболева следующего вида:

⟨f, g⟩ =

r−1∑
ν=0

f (ν)(a)g(ν)(a) +

∫ b

a

f (r)(t)g(r)(t)ρ(t) dt.

Исследованы вопросы сходимости ряда Фурье по системе {ϕr,k(x)}∞k=0.
Рассмотрены важные частные случаи систем типа {ϕr,k(x)}∞k=0, порожден-
ныx функциями Хаара и полиномами Чебышёва Tn(x) = cos(n arccos x).
В этих случаях для порожденных функций ϕr,k(x) получены явные пред-
ставления, которые могут быть использованы при исследовании асимп-
тотических свойств функций ϕr,k(x) при k → ∞ и аппроксимативных
свойств сумм Фурье по системе {ϕr,k(x)}∞k=0. Основное внимание уделено
исследованию аппроксимативных свойств рядов Фурье по системам типа
{ϕr,k(x)}∞k=0, порожденным функциями Хаара и полиномами Чебышёва.

Библиография: 27 наименования.

Ключевые слова: системы функций, ортогональных по Соболеву, ас-
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частичных сумм ряда Фурье по функциям, ортогональным по Соболеву;
сходимость ряда Фурье по полиномам, ортогональным по Соболеву, ассо-
циированным с полиномами Чебышёва.
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§ 1. Введение

В ряде наших работ [1]–[5] были введены так называемые смешанные ряды
по классическим ортогональным полиномам, частичные суммы которых обла-
дают свойством совпадения их значений в концах области ортогональности со
значениями исходной функции. Общая идея, которая лежит в основе построе-
ния смешанных рядов, заключается в следующем. Предположим, что система
функций {ϕk(x)} ортонормирована на (a, b) c весом ρ(x), т. е.∫ b

a

ϕk(x)ϕl(x)ρ(x) dx = δkl, (1.1)

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
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где δkl – символ Кронекера. Через Lp
ρ(a, b) обозначим пространство функций

f(x), измеримых на (a, b), для которых∫ b

a

|f(x)|pρ(x) dx <∞. (1.2)

Если ρ(x) ≡ 1, то будем писать Lp
ρ(a, b) = Lp(a, b) и L(a, b) = L1(a, b). Нетрудно

показать, что если весовая функция ρ(x) удовлетворяет некоторым естествен-
ным условиям, то пространство Lp

ρ(a, b) представляет собой банахово простран-
ство с нормой

∥f∥p,ρ =
(∫ b

a

|f(x)|pρ(x) dx
)1/p

.

Для этого достаточно, например, считать, что 1/ρ(x) ∈ L(a, b). В этом случае
из неравенства Гёльдера вытекает также, что L2

ρ(a, b) ⊂ L(a, b).
Из (1.1) следует, что ϕk(x) ∈ L2

ρ(a, b), k = 0, 1, . . . . Мы добавим к этому
условию еще одно, считая, что ϕk(x) ∈ L(a, b), k = 0, 1, . . . . Тогда мы можем
определить следующие порожденные системой {ϕk(x)} функции:

ϕr,r+k(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

a

(x− t)r−1ϕk(t) dt, k = 0, 1, . . . . (1.3)

Кроме того, определим конечный набор функций

ϕr,k(x) =
(x− a)k

k!
, k = 0, 1, . . . , r − 1. (1.4)

Из (1.3) и (1.4) следует, что

ϕ
(ν)
r,k(x) =


ϕr−ν,k−ν(x), если 0 6 ν 6 r − 1, r 6 k,

ϕk−r(x) для п.в. x ∈ (a, b), если ν = r 6 k,

ϕr−ν,k−ν(x), если ν 6 k < r,

0, если k < ν 6 r.

(1.5)

При изучении свойств системы функций {ϕr,k(x)} нам понадобится весовое
пространство Соболева W r

Lp
ρ(a,b)

, состоящее из функций f(x), непрерывно диф-
ференцируемых r−1 раз на отрезке [a, b], причем f (r−1)(x) абсолютно непрерыв-
на на [a, b] и f (r)(x) ∈ Lp

ρ(a, b). Скалярное произведение в пространстве W r
L2

ρ(a,b)

определим с помощью равенства

⟨f, g⟩ =
r−1∑
ν=0

f (ν)(a)g(ν)(a) +
∫ b

a

f (r)(t)g(r)(t)ρ(t) dt. (1.6)

Для того чтобы величина ⟨f, g⟩, определяемая равенством (1.6), удовлетворяла
всем четырем аксиомам скалярного произведения достаточно, например, счи-
тать, что 1/ρ(x) ∈ L(a, b). Тогда для f ∈W r

L2
ρ(a,b) мы можем определить норму

∥f∥W r
L2

ρ(a,b)
=

√
⟨f, f⟩, которая превращает W r

L2
ρ(a,b) в банахово пространство,
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и, стало быть, W r
L2

ρ(a,b) – гильбертово пространство со скалярным произведе-
нием (1.6).

Пользуясь определением (1.3) и (1.4) функций ϕr,k(x) и равенством (1.5),
нетрудно показать (см. теорему 2.1), что система {ϕr,k(x)}∞k=0 является орто-
нормированной в пространстве W r

L2
ρ(a,b). Будем называть систему {ϕr,k(x)}∞k=0

ортонормированной по Соболеву относительно скалярного произведения (1.6)
и порожденной ортонормированной системой {ϕk(x)}∞k=0.

В цитированных выше работах [1]–[5], а также в [6] были рассмотрены неко-
торые частные случаи систем функций вида {ϕr,k(x)}∞k=0, порожденных клас-
сическими ортонормированными системами Якоби, Лежандра, Чебышёва, Ла-
герра и Хаара. С другой стороны, в последние годы интенсивное развитие
получила (см. [7]–[12] и цитированную там литературу) теория полиномов, ор-
тогональных относительно различных скалярных произведений соболевского
типа (полиномы, ортогональные по Соболеву). Скалярные произведения собо-
левского типа характеризуются тем, что они включают в себя слагаемые, ко-
торые “контролируют” поведение соответствующих ортогональных полиномов
в нескольких заданных точках числовой оси. Например, в некоторых случа-
ях оказывается так, что полиномы, ортогональные по Соболеву на интерва-
ле (a, b), могут иметь нули, совпадающие с одним или с обоими концами этого
интервала. Это обстоятельство имеет важное значение для некоторых при-
ложений, в которых требуется, чтобы значения частичных сумм ряда Фурье
функции f(x) по рассматриваемой системе ортогональных полиномов совпали
в концах интервала (a, b) со значениями f(a) и f(b). Заметим, что обычные
ортогональные с положительным на (a, b) весом полиномы этим важным свой-
ством не обладают. Скалярное произведение (1.6), рассматриваемое в настоя-
щей работе, имеет одну особую точку, а именно, точку a, в окрестности которой
“контролируется” поведение функций ϕr,k(x), ортогональных по Соболеву и
порожденных исходной ортонормированной системой {ϕk(x)}∞k=0 посредством
равенства (1.3).

В дальнейшем будет показано (см. § 2), что ряд Фурье функции f(x) ∈
W r

L2
ρ(a,b) по системе {ϕr,k(x)}∞k=0 имеет смешанный характер, а, точнее гово-

ря, имеет следующий вид:

f(x) ∼
r−1∑
k=0

f (k)(a)
(x− a)k

k!
+

∞∑
k=r

fr,kϕr,k(x), (1.7)

где

fr,k =
∫ b

a

f (r)(t)ϕ(r)
r,k(t)ρ(t) dt =

∫ b

a

f (r)(t)ϕk−r(t)ρ(t) dt, (1.8)

поэтому ряд Фурье вида (1.7) будем (следуя [1]–[5]) называть смешанным рядом
по системе {ϕk(x)}∞k=0, считая это название условным и сокращенным обозна-
чением полного названия: “ряд Фурье по системе {ϕr,k(x)}∞k=0 , ортонормиро-
ванной по Соболеву, порожденной ортонормированной системой {ϕk(x)}∞k=0”.

Отметим некоторые важные свойства смешанного ряда (1.7), непосредствен-
но вытекающие из (1.5). Первое из них связано с дифференциальным свой-
ством смешанного ряда, а именно, если r > 1, то в результате почленного
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дифференцирования смешанного ряда (1.7) мы получим смешанный ряд для
производной f ′(x), соответствующий случаю, когда вместо r фигурирует r− 1,
другими словами

f ′(x) ∼
∞∑

k=1

f ′r−1,k−1ϕr−1,k−1(x) =
∞∑

k=1

(fr,kϕr,k(x))′. (1.9)

Второе свойство связано c почленным интегрированием с переменным верхним
пределом и выражается формулой∫ x

a

f ′(t) dt ∼
∞∑

k=1

f ′r−1,k−1

∫ x

a

ϕr−1,k−1(t) dt =
∞∑

k=1

fr,kϕr,k(x). (1.10)

Важное значение имеет свойство смешанного ряда (1.7), которое заключается
в том, что его частичная сумма вида

Yr,N (f, x) =
r−1∑
k=0

f (k)(a)
(x− a)k

k!
+

N∑
k=r

fr,kϕr,k(x) (1.11)

при N > r, r-кратно совпадает с исходной функцией f(x) в точке x = a, т. е.(
Yr,N (f, x)

)(ν)

x=a
= f (ν)(a), 0 6 ν 6 r − 1. (1.12)

Кроме того, из (1.5) и (1.11) следует, что при 0 6 ν 6 r − 1

Y
(ν)
r,N (f, x) =

r−1−ν∑
n=0

f (n+ν)(a)
(x− a)n

n!
+

N−ν∑
n=r−ν

f
(ν)
r−ν,nϕr−ν,n(x) = Yr−ν,N−ν(f (ν), x),

(1.13)
отсюда, в свою очередь, выводим при 0 6 ν 6 r − 2

f (ν)(x)− Y
(ν)
r,N (f, x) =

1
(r − ν − 2)!

∫ x

a

(x− t)r−ν−2
(
f (r−1)(t)− Y

(r−1)
r,N (f, t)

)
dt

=
1

(r − ν − 2)!

∫ x

a

(x− t)r−ν−2
(
f (r−1)(t)− Y1,N−r+1(f (r−1), t)

)
dt. (1.14)

Замечание. Еще одно важное свойство систем функций {ϕr,k(x)}∞k=0 воз-
никает в том случае, когда исходная система {ϕk(x)}∞k=0 является ортонор-
мированной с весом ρ(x) системой алгебраических полиномов. Как хорошо
известно (см. [25]), в этом случае между тремя полиномами ϕk(x), ϕk−1(x) и
ϕk−2(x) существует рекуррентная связь вида

ϕk(x) = (akx+ bk)ϕk−1(x) + ckϕk−2(x).

С учетом этого равенства из (1.3) нетрудно получить рекуррентное соотноше-
ние следующего вида для функций ϕk,r(x):

rakϕr+1,r+k(x) = (akx+ bk)ϕr,r+k−1(x)− ϕr,r+k(x) + ckϕr,r+k−2(x).
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Рекуррентные соотношения других типов можно получить в различных
частных случаях. Например, из цитируемого ниже результата (1.21), получен-
ного в [1], можно вывести рекуррентное соотношение для полиномов p0,0

r,r+k(x),
ортогональных по Соболеву и порожденных полиномами Лежандра, исходя из
рекуррентных формул для полиномов Якоби P r,r

n (x). На подробном рассмотре-
нии этого вопроса мы здесь не будем останавливаться, поскольку он является
объектом исследования другой нашей работы.

В [1]–[5] было показано, что частичные суммы смешанных рядов по классиче-
ским ортогональным полиномам, в отличие от сумм Фурье по этим же полино-
мам, успешно могут быть использованы в задачах, где требуется одновременно
приближать дифференцируемую функцию и ее несколько производных. В ка-
честве примера рассмотрим задачу Коши для линейного дифференциального
уравнения (ОДУ)

ar(x)y(r)(x) + ar−1(x)y(r−1)(x) + · · ·+ a0(x)y(x) = h(x) (1.15)

с начальными условиями y(k)(−1) = yk, k = 0, 1, . . . , r − 1. Наряду с раз-
личными сеточными методами для решения этой задачи часто применяют так
называемые спектральные методы [15]–[23]. Напомним, что суть спектрально-
го метода решения задачи Коши для ОДУ заключается в том, что в первую
очередь искомое решение y(x) представляется в виде ряда Фурье

y(x) =
∞∑

k=0

ŷkψk(x) (1.16)

по подходящей ортонормированной системе {ψk(x)}∞k=0; чаще всего в качестве
{ψk(x)}∞k=0 используют одну из классических ортонормированных систем или
систему всплесков (вэйвлетов). На втором этапе осуществляется подстановка
вместо y(x) ряда (1.16) в уравнение (1.15). Это приводит к системе уравнений
относительно неизвестных коэффициентов ŷk, k = 0, 1, . . . . На третьем эта-
пе требуется решить эту систему с учетом начальных условий y(k)(−1) = yk,
k = 0, 1, . . . , r − 1, исходной задачи Коши. Одна из основных трудностей, ко-
торые возникают на этом этапе, состоит в том, чтобы выбрать такой орто-
нормированный базис {ψk(x)}∞k=0, для которого искомое решение y(x) уравне-
ния (1.15), представленное в виде ряда (1.16), удовлетворяло бы начальным
условиям y(k)(−1) = yk, k = 0, 1, . . . , r − 1. Более того, поскольку в результате
решения системы уравнений относительно неизвестных коэффициентов ŷk бу-
дет найдено только конечное их число с k = 0, 1, . . . , n, то весьма важно, чтобы
частичная сумма ряда (1.16) вида

yn(x) =
n∑

k=0

ŷkψk(x),

будучи приближенным решением рассматриваемой задачи Коши, также удо-
влетворяла начальным условиям y

(k)
n (−1) = yk, k = 0, 1, . . . , r − 1.

Покажем, что базис{
ψk(x) = pα,β

r,k (x)
}∞

k=0
⊂W r

L2
ρ(−1,1),



230 И.И. ШАРАПУДИНОВ

состоящий из полиномов pα,β
r,k (x), ортонормированных по Соболеву относитель-

но скалярного произведения

⟨f, g⟩ =
r−1∑
ν=0

f (ν)(−1)g(ν)(−1) +
∫ 1

−1

f (r)(t)g(r)(t)ρ(x) dt (1.17)

и порожденных ортонормированными с весом

ρ(x) = (1− x)α(1 + x)β , −1 < α, β < 1,

полиномами Якоби pα,β
k (x) посредством равенств

pα,β
r,k (x) =

(x+ 1)k

k!
, k = 0, 1, . . . , r − 1,

pα,β
r,r+n(x) =

1
(r − 1)!

∫ x

−1

(x− t)r−1pα,β
n (t) dt, n = 0, 1, . . . , (1.18)

обладает указанными свойствами. С этой целью заметим, что ряд Фурье (1.16)
в случае, когда {ψk(x) = pα,β

r,k (x)}∞k=0, приобретает в силу (1.7) следующий вид:

y(x) =
r−1∑
k=0

y(k)(−1)
(x+ 1)k

k!
+

∞∑
k=r

ŷr,kp
α,β
r,k (x), (1.19)

где коэффициенты ŷr,k даются формулами

ŷr,k =
∫ 1

−1

y(r)(t)pα,β
k−r(t)ρ(t) dt.

С другой стороны, из свойства (1.12), присущего частичным суммам смешан-
ных рядов, и того, что в силу определения (1.18) при k > r справедливы ра-
венства (pα,β

r,k (x))(ν)|x=−1 = 0 для всех 0 6 ν 6 r−1, следует, что функция y(x),
представленная в виде ряда (1.19), как и частичная сумма этого ряда вида

Yα,β
N (x) = Yα,β

N (y, x) =
r−1∑
k=0

y(k)(−1)
(x+ 1)k

k!
+

N∑
k=r

ŷr,kp
α,β
r,k (x), (1.20)

удовлетворяют начальным условиям задачи Коши для уравнения (1.15).
Таким образом, полиномы, ортогональные по Соболеву относительно ска-

лярного произведения (1.17), тесно связаны с задачей Коши для уравне-
ния (1.15). Разумеется, не является исключением и один из основных объектов
исследования настоящей работы – полиномы Tr,n(x), порожденные полиномами
Чебышёва первого рода Tn(x) = cos(n arccosx), представляющие собой частный
случай полиномов pα,β

r,k (x), соответствующий выбору α = β = −1/2.
Отметим еще, что полиномы p0,0

r,k(x), порожденные полиномами Лежандра,
могут служить удобным и эффективным методом приближенного решения не
только задачи Коши, но также двухточечной краевой задачи для уравнений ти-
па (1.15). В связи с этим возникает задача об аппроксимативных свойствах ча-
стичных сумм рядов Фурье по полиномам, ортогональным по Соболеву. В на-
ших работах [1]–[5], используя несколько иные обозначения, были исследованы
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апроксимативные свойства частичных сумм вида (1.20). Наиболее детально
были исследованы аппроксимативные свойства частичных сумм смешанных
рядов по полиномам Лежандра (случай α = β = 0). Дело в том, что, как
было обнаружено еще в работе [1] и многократно использовалось в [1]–[5], по-
линомы pα,β

r,k (x), определенные равенством (1.18), в случае α = β = 0 допускают
следующее представление:

p0,0
r,r+k(x) =

(−1)r

2rk[r]

√
h0,0

k

(1− x2)rP r,r
k−r(x), k = r, r + 1, . . . , (1.21)

где Pα,β
n (x) – классический полином Якоби, h0,0

n – квадрат нормы полинома
Лежандра P 0,0

n (x) (см. § 5), которое играет ключевую роль при исследовании
аппроксимативных свойств частичных сумм Y0,0

N (y, x), определенных равен-
ством (1.20). В частности, в работе [3] существенно используя представле-
ние (1.21), была доказана следующая неулучшаемая по порядку оценка при
N →∞:

sup
f∈W r

max
x∈[−1,1]

|f (ν)(x)− (Y0,0
N (f, x))(ν)|

(1− x2)(r−ν)−1/4
6 c(r)

lnN
Nr−ν

, 0 6 ν 6 r, (1.22)

где W r – класс функций, непрерывно дифференцируемых r раз, для которых
max−16x61 |f (r)(x)| 6 1.

Что касается случая дробных α и β, то представления типа (1.21) для
pα,β

r,k (x) получены не были, поэтому вопрос о доказательстве оценок, анало-
гичных (1.22), для Yα,β

N (f, x) при −1 < α, β < 1 остается открытым.
В настоящей статье вводятся и исследуются системы функций {ϕr,k(x)}∞k=0,

ортонормированных по Соболеву относительно скалярного произведения (1.6)
и порожденных системой {ϕk(x)}∞k=0. Рассмотрена задача о представлении
функций ϕr,k(x), определенных равенством (1.3), в виде, более удобном для
исследования их асимптотических свойств при k → ∞. Эта задача реше-
на для функций, ортогональных по Соболеву, порожденных системой Хаара,
и для полиномов Tr,n(x), порожденных полиномами Чебышёва первого рода
Tn(x) = cos(n arccosx). Для Tr,n(x) получено представление (равенство (6.15)
и теорема 6.1), аналогичное представлению (1.21). Основное внимание уделено
исследованию условий равномерной сходимости смешанных рядов по рассмат-
риваемым двум классическими системам.

§ 2. О сходимости смешанных рядов по
общим ортонормированным системам

Рассмотрим сначала задачу о полноте в W r
L2

ρ(a,b) системы {ϕr,k(x)}∞k=0, со-
стоящей из функций, определенных равенствами (1.3) и (1.4).

Теорема 2.1. Предположим, что функции ϕk(x), k = 0, 1, . . . , образуют
полную в L2

ρ(a, b) ортонормированную c весом ρ(x) систему на отрезке [a, b].
Тогда система {ϕr,k(x)}∞k=0 , порожденная системой {ϕk(x)}∞k=0 посредством
равенств (1.3) и (1.4), полна в W r

L2
ρ(a,b) и ортонормирована относительно ска-

лярного произведения (1.6).
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Доказательство. Из равенства (1.3) следует, что если r 6 k и 0 6 ν 6 r−1,
то ϕ(ν)

r,k(x)
∣∣
x=a

= 0, поэтому в силу (1.5), (1.6), имеем

⟨ϕr,k, ϕr,l⟩ =
∫ b

a

(ϕr,k(x))(r)(ϕr,l(x))(r)ρ(x) dx

=
∫ b

a

ϕk−r(x)ϕl−r(x)ρ(x) dx = δkl, k, l > r, (2.1)

а из (1.4) и (1.6) имеем

⟨ϕr,k, ϕr,l⟩ =
r−1∑
ν=0

ϕ
(ν)
r,k(x)

∣∣
x=a

ϕ
(ν)
r,l (x)

∣∣
x=a

= δkl, k, l < r. (2.2)

Очевидно также, что

⟨ϕr,k, ϕr,l⟩ = 0, если k < r 6 l или l < r 6 k. (2.3)

Это означает, что функции ϕr,k(t), k = 0, 1, . . . , образуют в W r
L2

ρ(a,b) ортонор-
мированную систему относительно скалярного произведения (1.6). Остается
убедиться в ее полноте в W r

L2
ρ(a,b). С этой целью покажем, что если для некото-

рой функции f = f(x) ∈W r
L2

ρ(a,b) и для всех k = 0, 1, . . . справедливы равенства

⟨f, ϕk⟩ = 0, то f(x) ≡ 0. В самом деле, если k 6 r − 1, то ⟨f, ϕr,k⟩ = f (k)(a),
поэтому с учетом того, что ⟨f, ϕr,k⟩ = 0, для нашей функции f(x) формула
Тейлора приобретает вид

f(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

a

(x− t)r−1f (r)(t) dt. (2.4)

С другой стороны, для всех k > r имеем

0 = ⟨f, ϕr,k⟩ =
∫ b

a

f (r)(x)ϕ(r)
r,k(x)ρ(x) dx =

∫ b

a

f (r)(x)ϕk−r(x)ρ(x) dx.

Отсюда и из того, что ϕm(x), m = 0, 1, . . . , образуют в L2
ρ(a, b) полную ор-

тонормированную систему, имеем f (r)(x) = 0 почти всюду на [a, b]. Поэтому
f(x) ≡ 0. Теорема 2.1 доказана.

Теорема 2.2. Предположим, что 1/ρ(x) ∈ L(a, b), а функции ϕk(x), k =
0, 1, . . . , образуют полную в L2

ρ(a, b) ортонормированную c весом ρ(x) систему
на отрезке [a, b], {ϕr,k(x)}∞k=0 – система, ортонормированная в W r

L2
ρ(a,b) отно-

сительно скалярного произведения (1.6), порожденная системой {ϕk(x)}∞k=0

посредством равенств (1.3) и (1.4). Тогда, если f(x) ∈ W r
L2

ρ(a,b) , то ряд Фу-
рье (смешанный ряд) (1.7) сходится к функции f(x) равномерно относительно
x ∈ [a, b].

Доказательство. Обозначим через Sn(f (r)) = Sn(f (r), x) частичную сум-
му ряда Фурье функции f (r)(x) ∈ L2

ρ(a, b) по системе {ϕk(x)}n
k=0, т. е.

Sn(f (r), x) =
n∑

k=0

fr,k+rϕk(x), (2.5)
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где коэффициенты fr,k+r, k = 0, 1, . . . , определены равенством (1.8). Из усло-
вий теоремы 2.2 следует, что при n→∞ справедливо соотношение

∥f (r) − Sn(f (r))∥L2
ρ(a,b) → 0. (2.6)

Далее, обозначим через Yn+r(f, x) частичную сумму смешанного ряда (1.7) сле-
дующего вида:

Yn+r(f, x) =
r−1∑
k=0

f (k)(a)
(x− a)k

k!
+

n+r∑
k=r

fr,kϕr,k(x), (2.7)

и запишем формулу Тейлора

f(x) =
r−1∑
k=0

f (k)(a)
(x− a)k

k!
+

1
(r − 1)!

∫ x

a

(x− t)r−1f (r)(t) dt. (2.8)

Из (2.7) и (2.8) имеем

f(x)− Yn+r(f, x) =
1

(r − 1)!

∫ x

a

(x− t)r−1f (r)(t) dt−
n+r∑
k=r

fr,kϕr,k(x). (2.9)

Обратимся к равенству (1.3), тогда (2.9) можно переписать так

f(x)− Yn+r(f, x)

=
1

(r − 1)!

∫ x

a

(x− t)r−1f (r)(t) dt− 1
(r − 1)!

∫ x

a

(x− t)r−1
n+r∑
k=r

fr,kϕk−r(t) dt

=
1

(r − 1)!

∫ x

a

(x− t)r−1
[
f (r)(t)− Sn(f (r), t)

]
dt. (2.10)

Из (2.10) и неравенства Гёльдера имеем

|f(x)− Yn+r(f, x)|

6
1

(r − 1)!

(∫ b

a

|x− t|2(r−1)

ρ(t)
dt

)1/2(∫ b

a

[
f (r)(t)− Sn(f (r), t)

]2
ρ(t) dt

)1/2

.

(2.11)

Сопоставляя (2.6) с (2.11), убеждаемся в справедливости теоремы 2.2.

Ниже мы остановимся на важных частных случаях систем функций, орто-
гональных по Соболеву относительного скалярного произведения вида (1.6),
порожденных классическими ортогональными системами такими, как система
Хаара и система полиномов Чебышёва первого рода и рассмотрим их особен-
ности.

§ 3. Некоторые сведения о системе Хаара

При исследовании системы функций Xr,n(x), n = 0, 1, . . . , ортогональных по
Соболеву, порожденных функциями Хаара ϕk(x) = χk+1(x), k = 0, 1, . . . , нам
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понадобятся следующие обозначения [24]. Пусть n = 2k + i, i = 1, 2, . . . , 2k,
k = 0, 1, . . . ,

∆n = ∆i
k =

(
i− 1
2k

,
i

2k

)
, ∆n =

[
i− 1
2k

,
i

2k

]
, n > 2, ∆1 = [0, 1],

∆+
n = (∆i

k)+ =
(
i− 1
2k

,
2i− 1
2k+1

)
= ∆2i−1

k+1 ,

∆−
n = (∆i

k)− =
(

2i− 1
2k+1

,
i

2k

)
= ∆2i

k+1.

Система Хаара – это система функций χ = {χn}n=1(x)∞, x ∈ [0, 1], в которой
χ1(x) = 1, a функция χn(x) с 2k < n 6 2k+1, k = 0, 1, . . . , определяется так

χn(x) =


0, если x /∈ ∆n,

2k/2, если x ∈ ∆+
n ,

−2k/2, если x ∈ ∆−
n .

(3.1)

Значения в точках разрыва функции χn(x) выбирается так, чтобы выполнялись
равенства:

χn(x) = lim
δ→0

1
2
[χn(x+ δ) + χn(x− δ)], x ∈ (0, 1),

χn(0) = lim
δ→0

χn(δ), χn(1) = lim
δ→0

χn(1− δ).

Непосредственно из (3.1) выводим следующее свойство ортогональности функ-
ций Хаара: ∫ 1

0

χn(x)χm(x) dx = δnm. (3.2)

Если функция f = f(x) интегрируема на [0, 1], то мы можем определить коэф-
фициенты Фурье–Хаара

f0,k =
∫ 1

0

f(t)χk(t) dt (3.3)

и ряд Фурье–Хаара

f(x) =
∞∑

k=1

f0,kχk(x). (3.4)

Через Qn(f, x) обозначим частичную сумму Фурье–Хаара вида

Qn(f) = Qn(f, x) =
n∑

k=1

f0,kχk(x). (3.5)

Хорошо известно [24], что если p > 1 и f ∈ Lp(0, 1), то∫ 1

0

|f(x)−Qn(f, x)|p dx→ 0, n→∞. (3.6)

Далее рассмотрим весовую функцию ρ = ρ(x) = (x(1 − x))−1/2, заданную на
(0, 1). Имеет место следующее утверждение.
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Лемма 3.1. Пусть f ∈ L1
ρ(0, 1). Тогда Qn(f) сходится к f в метрике про-

странства L1
ρ(0, 1). Другими словами, если∫ 1

0

|f(x)|√
x(1− x)

dx <∞,

то

In =
∫ 1

0

|f(x)−Qn(f, x)|√
x(1− x)

dx→ 0, n→∞. (3.7)

Доказательство. Представим величину In в виде

In =
∫ 1/2

0

|f(x)−Qn(f, x)|√
x(1− x)

dx+
∫ 1

1/2

|f(x)−Qn(f, x)|√
x(1− x)

dx = I ′n + I ′′n (3.8)

и покажем, что I ′n, I ′′n → 0 при n → ∞. Достаточно рассмотреть только одну
из этих величин, например, I ′n. Имеем

I ′n 6
√

2
∫ 1/2

0

|f(x)−Qn(f, x)|√
x

dx =
√

2
∫ 1/2

0

∣∣∣∣f(x)√
x
− Qn(f, x)√

x

∣∣∣∣ dx. (3.9)

Заметим, что функция h(x) = f(x)/
√
x интегрируема на (0, 1), поэтому мы

можем рассмотреть ее сумму Фурье–Хаара Qn(h, x), причем∫ 1

0

|h(x)−Qn(h, x)| dx→ 0 при n→∞.

Из (3.9) получаем

I ′n 6
√

2
∫ 1/2

0

|h(x)−Qn(h, x)| dx+
√

2
∫ 1/2

0

∣∣∣∣Qn(h, x)− Qn(f, x)√
x

∣∣∣∣ dx. (3.10)

Обозначим через λn1, λn2, . . . , λnn интервалы постоянства системы функций
χ1(x), χ2(x), . . . , χn(x). Если n = 2k + i, то они имеют вид λns = ∆s

k+1 при
s = 1, 2, . . . , 2i и λns = ∆s

k при s = 2i+ 1, . . . , n, а их длины

|λns| =


1

2k+1
, 1 6 s 6 2i,

1
2k
, 2i+ 1 6 s 6 n.

Тогда, воспользовавшись формулой (см. [24])

Qn(f, x) =
1

|λns|

∫
λns

f(t) dt, (3.11)

мы можем записать∫ 1/2

0

∣∣∣∣Qn(h, x)− Qn(f, x)√
x

∣∣∣∣ dx = U ′n + U ′′n , (3.12)
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где

U ′n =
∫

λn1

dx

∣∣∣∣ 1
|λn1|

∫
λn1

f(t)√
t
dt− 1

|λn1|
√
x

∫
λn1

f(t) dt
∣∣∣∣, (3.13)

U ′′n =
∑

λns⊂[ 1
2k+1 , 1

2 ]

∫
λns

dx

∣∣∣∣ 1
|λns|

∫
λns

f(t)√
t
dt− 1

|λns|
√
x

∫
λns

f(t) dt
∣∣∣∣

=
∑

λns⊂[ 1
2k+1 , 1

2 ]

∫
λns

dx

∣∣∣∣ 1
|λns|

∫
λns

f(t)(
√
x−

√
t)√

t
√
x

dt

∣∣∣∣
=

∑
λns⊂[ 1

2k+1 , 1
2 ]

∫
λns

dx

∣∣∣∣ 1
|λns|

∫
λns

f(t)(x− t)√
t
√
x(
√
x+

√
t)
dt

∣∣∣∣
6

∑
λns⊂[ 1

2k+1 , 1
2 ]

∫
λns

|f(t)| dt√
t

1
|λns|

∫
λns

|x− t|
√
x(
√
x+

√
t)
dx

6
∑

λns⊂[ 1
2k+1 , 1

2 ]

∫
λns

|f(t)| dt√
t

∫
λns

dx

x
=

∑
λns⊂[ 1

2k+1 , 1
2 ]

∫
λns

|f(t)|√
t

ln
s

s− 1
dt

6
∑

λns⊂[ 1
2k+1 , 1

2 ]

1
s− 1

∫
λns

|f(t)| dt√
t

. (3.14)

Применяя преобразование Абеля, из (3.14) имеем

U ′′n 6
sk−1∑
s=2

1
s(s− 1)

∫ s/2k

1/2k+1

|f(t)|√
t
dt+

1
sk − 1

∫ 1/2

1/2k+1

|f(t)|√
t
dt, (3.15)

где число sk выбрано так, чтобы правый конец интервала λnsk
совпал с 1/2.

Из (3.13) и (3.15) нетрудно увидеть, что если f ∈ L1
ρ(0, 1), где ρ = ρ(x) =

(x(1 − x))−1/2, то U ′n, U
′′
n → 0 при n → ∞. Сопоставляя этот факт с (3.10)

и (3.12), мы замечаем, что I ′n → 0, если n→∞. Лемма 3.1 доказана.

§ 4. Ортонормированная по Соболеву система
функций, порожденная функциями Хаара

Положим ϕk(x) = χk+1(x), k = 0, 1, . . . , и для каждого натурального r мы
определим систему функций {Xr,n}∞n=r следующим образом:

Xr,k+r(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

0

(x− t)r−1ϕk(x) dt, k = 0, 1, 2, . . . . (4.1)

Кроме того, определим конечный набор функций

Xr,n(x) =
xn

n!
, n = 0, 1, . . . , r − 1. (4.2)

Пусть W r
L2(0,1) – пространство Соболева с L2(0, 1) = L2

ρ(0, 1), а ρ = ρ(x) ≡ 1.
Из теоремы 2.1 непосредственно вытекает следующее утверждение.
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Следствие 4.1. Система {Xr,n(x)}∞n=0 , порожденная посредством ра-
венств (4.1) и (4.2) системой Хаара {χn(x)}∞n=1 , полна в W r

L2(0,1) и ортонор-
мирована относительно скалярного произведения

⟨f, g⟩ =
r−1∑
ν=0

f (ν)(0)g(ν)(0) +
∫ 1

0

f (r)(t)g(r)(t) dt. (4.3)

Ряд Фурье по системе {Xr,n(x)}∞n=0 имеет следующий вид (см. (1.7)):

f(x) ∼
r−1∑
n=0

f (n)(0)
xn

n!
+

∞∑
n=r

fr,nXr,n(x), (4.4)

где

fr,n =
∫ 1

0

f (r)(t)ϕn−r(t) dt =
∫ 1

0

f (r)(t)χn−r+1(t) dt.

Используя обозначения, отличные от принятых в настоящей работе, в [6] по-
лучено следующее представление для функций Xr,n(x), определенных равен-
ством (4.1):

Xr,n+r−1(x)

=
2k/2

r!



0, 0 6 x 6
i− 1
2k

,(
x− i− 1

2k

)r

,
i− 1
2k

6 x 6
2i− 1
2k+1

,(
x− i− 1

2k

)r

− 2
(
x− 2i− 1

2k+1

)r

,
2i− 1
2k+1

6 x 6
i

2k
,(

x− i− 1
2k

)r

− 2
(
x− 2i− 1

2k+1

)r

+
(
x− i

2k

)r

,
i

2k
6 x 6 1,

(4.5)

где n = 2k + i, i = 1, 2, . . . , 2k, k = 0, 1, . . . , и, как следствие, доказано, что

Xr,n+r−1(x) =
2k/2

r!
∆2

1/2k+1(x− t)r
+

∣∣
t=(i−1)/2k , (4.6)

где ∆2
hg(t) – конечная разность второго порядка с шагом h,

ar
+ =

{
ar, если a > 0,
0, если a < 0.

Используя свойства (4.5) и (4.6), в цитированной выше работе [6] исследованы
аппроксимативные свойства частичных сумм ряда (4.4) следующего вида:

Yr,N (f, x) =
r−1∑
n=0

f (n)(0)
xn

n!
+

N∑
n=r

fr,nXr,n(x) (4.7)
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для функций f из классов W r
Lp(0,1) с p = 1 и p = 2. В частности, для f ∈W r

L(0,1)

получены следующие оценки:

∣∣f (ν)(x)− Y
(ν)
r,N (f, x)

∣∣ 6
xr−1−ν

(r − 1− ν)!
ω2

(
f (r−1),

1
N − r + 1

)
, 0 6 x 6 1, (4.8)

∣∣f (ν)(x)− Y
(ν)
r,N (f, x)

∣∣ 6
xr−1−ν

(r − 1− ν)!
η

(
f (r),

1
N − r + 1

)
, 0 6 x 6 1, (4.9)

где 0 6 ν 6 r − 1,

ω2(g, δ) = sup
06h6δ,

h6x61−h

|g(x+ h) + g(x− h)− 2g(x)|,

η(g, δ) = sup
06h6δ,

h6x61−h

∣∣∣∣∫ h

0

[g(x+ t)− g(x+ t− h)] dt
∣∣∣∣.

В качестве следствия неравенства (4.9) в [6] показано, что если f (r)(x) удо-
влетворяет условию Липшица |f (r)(x) − f (r)(y)| 6 M |x − y|α, x, y ∈ [0, 1],
0 < α 6 1, то имеет место неравенство

∣∣f (ν)(x)− Y
(ν)
r,N (f, x)

∣∣ 6
Mxr−1−ν

(r − 1− ν)!
(N − r + 1)−1−α, 0 6 x 6 1, (4.10)

где 0 6 ν 6 r− 1. Для ν = r− 1 неравенство (4.8) приобретает следующий вид:

∣∣f (r−1)(x)− Y
(r−1)
r,N (f, x)

∣∣ 6 ω2

(
f (r−1),

1
N − r + 1

)
. (4.11)

Заметим, что из (1.12) вытекают следующие равенства

(Yr,N (f, x))(ν)
x=0 = f (ν)(0), 0 6 ν 6 r − 1,

однако оценка (4.11) не учитывает этого обстоятельства в том смысле, что
величина ω2(f (r−1), 1/(N − r + 1)) не зависит от переменной x (и не стремится
к нулю при x→ 0). В связи с этим возникает задача о получении такой оценки
величины

∣∣f (ν)(x)− Y
(ν)
r,N (f, x)

∣∣, которая учитывает тот факт, что

lim
x→0

∣∣f (ν)(x)− Y
(ν)
r,N (f, x)

∣∣ = 0.

Рассмотрим предварительно случай ν = r − 1. Пусть f ∈ W r
Lρ(0,1), g(x) =

f (r−1)(x). Тогда, очевидно, g ∈W 1
Lρ(0,1), поэтому в силу равенства

(Y1,N−r+1(f, x))′ = QN−r+1(f ′, x), (4.12)

которое в силу (1.5), (4.7) и (3.5) справедливо для f ∈ W 1
L(0,1) при почти всех

x ∈ (0, 1), мы можем записать

g(x)− Y1,N−r+1(g, x) =
∫ x

0

[g′(t)−QN−r+1(g′, t)] dt. (4.13)
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Пусть n = N − r + 1 = 2k + i, 1 6 i 6 2k. Тогда мы можем воспользоваться
следующим равенством [24]:

Qn(f, x) =


Q2k+1(f, x), x ∈

[
0,

i

2k

)
,

Q2k(f, x), x ∈
(
i

2k
, 1

]
.

(4.14)

Рассмотрим три случая:

1) x ∈
[
0,

i

2k

)
; 2) x ∈

(
i

2k
, 1

)
; 3) x =

i

2k
или x = 1.

Если x ∈ [0, i/2k), то через sx обозначим такое натуральное число, для которого
x ∈ [sx/2k+1, sx + 1/2k+1). Тогда из (4.13) имеем

g(x)− Y1,N−r+1(g, x) =
sx∑

s=1

∫
∆s

k+1

[
g′(t)− 2k+1

∫
∆s

k+1

g′(τ)dτ
]
dt

+
∫ x

sx/2k+1

[
g′(t)− 2k+1

∫
∆sx+1

k+1

g′(τ)dτ
]
dt

=
sx∑

s=1

[∫
∆s

k+1

g′(t)− 2k+1

∫
∆s

k+1

∫
∆s

k+1

g′(τ)dτ
]
dt

+ g(x)− g

(
sx

2k+1

)
− 2k+1

(
x− sx

2k+1

)[
g

(
sx + 1
2k+1

)
− g

(
sx

2k+1

)]
.

Отсюда для x ∈ [0, i/2k) находим

g(x)− Y1,N−r+1(g, x)

= g(x)− g

(
sx

2k+1

)
− 2k+1

(
x− sx

2k+1

)[
g

(
sx + 1
2k+1

)
− g

(
sx

2k+1

)]
= Γ1

n(g, x).

(4.15)

Перейдем к случаю x ∈ (i/2k, 1) и обозначим через jx такое натуральное число,
для которого x ∈ [jx/2k+1, (jx + 1)/2k+1). В силу (4.13) имеем

g(x)− Y1,N−r+1(g, x) = U1 + U2, (4.16)
где

U1 =
∫ i/2k

0

[g′(t)−Qn(g′, t)] dt =
∫ 2i/2k+1

0

[g′(t) dt−Qn(g′, t)] dt

=
2i∑

s=1

[∫
∆s

k+1

g′(t) dt−
∫

∆s
k+1

2k+1

∫
∆s

k+1

g′(τ)dτ dt
]

= 0, (4.17)

U2 =
∫ x

i/2k

[g′(t)−Qn(g′, t)] dt =
∫ jx/2k

i/2k

[g′(t) dt−Qn(g′, t)] dt

+
∫ x

jx/2k

[g′(t)−Qn(g′, t)] dt =
∫ x

jx/2k

g′(t) dt−
∫ x

jx/2k

Q2k(g′, t) dt

= g(x)− g

(
jx
2k

)
− 2k

(
x− jx

2k

)[
g

(
jx + 1

2k

)
− g

(
jx
2k

)]
. (4.18)
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В третьем случае, когда x = i/2k или x = 1, нетрудно увидеть, что

g(x)− Y1,N−r+1(g, x) = 0. (4.19)

Из (4.16)–(4.19) находим, что для x ∈ [i/2k, 1] справедливы равенства

g(x)− Y1,N−r+1(g, x)

= g(x)− g

(
jx
2k

)
− 2k

(
x− jx

2k

)[
g

(
jx + 1

2k

)
− g

(
jx
2k

)]
= Γ2

n(g, x). (4.20)

Для n = N − r + 1 = 2k + i введем в рассмотрение следующую функцию:

Γn(g, x) =


Γ1

n(g, x), x ∈
[
0,

i

2k

)
,

Γ2
n(g, x), x ∈

[
i

2k
, 1

]
,

(4.21)

где функции Γ1
n(g, x) и Γ2

n(g, x) определены с помощью равенств (4.15) и (4.20).
Тогда используя (4.15), (4.20), (4.21), нетрудно увидеть, что

|Γn(g, x)|6


ω

(
g, x− sx

2k+1

)
+ 2k+1

(
x− sx

2k+1

)
ω(g, 2−k−1), x∈

[
0,

i

2k

)
,

ω

(
g, x− jx

2k

)
+ 2k

(
x− jx

2k

)
ω(g, 2−k), x∈

[
i

2k
, 1

]
,

(4.22)
где

ω(g, δ) = max
x,y∈[0,1], |x−y|6δ

|g(x)− g(y)|

– модуль непрерывности функции g(x). Таким образом, в случае ν = r − 1
задача об оценке отклонения |g(x)−Y1,N−r+1(g, x)|, учитывающей его поведение
при приближении переменной x к 0, полностью решена с помощью точных
равенств (4.15) и (4.20) и неравенства (4.22). При исследовании этой задачи
при 0 6 ν 6 r − 2 нам понадобится следующая величина:

γn(g, x) = max
06t6x

|Γn(g, t)|, (4.23)

поведение которой при n→∞ мы рассмотрим позже. Но уже сейчас заметим,
что, как это непосредственно вытекает из (4.22) и (4.23), имеет место предель-
ное соотношение limx→0 γn(g, x) = 0.

Переходя к задаче об оценке разности f (ν)(x)−Y (ν)
r,N (f, x), мы отметим пред-

варительно дальнейшие свойства частичных сумм Yr,N (f, x). Из (1.5) и (4.7)
следует, что

Y
(ν)
r,N (f, x) =

r−1−ν∑
k=0

f (k)(0)
xk

k!
+

N−ν∑
k=r−ν

f
(ν)
r−ν,kXr−ν,k(x) = Yr−ν,N−ν(f (ν), x). (4.24)
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Кроме того, в силу (1.12) справедливо, что (Yr−ν,N−ν(f (ν), x))(j)x=0 − f (j)(0) = 0
при 0 6 j 6 r − ν − 2, поэтому с учетом (4.24) имеем

f (ν)(x)− Y
(ν)
r,N (f, x) =

1
(r − ν − 2)!

∫ x

0

(x− t)r−ν−2
(
f (r−1)(t)− Y

(r−1)
r,N (f, t)

)
dt

=
1

(r − ν − 2)!

∫ x

0

(x− t)r−ν−2
(
f (r−1)(t)− Y1,N−r+1(f (r−1), t)

)
dt. (4.25)

Подставим в (4.25) вместо f (r−1)(t)−Y1,N−r+1(f (r−1), t) функцию Γn(g, x), опре-
деленную равенством (4.21), в котором n = N − r + 1 = 2k + i. Это дает

f (ν)(x)− Y
(ν)
r,N (f, x) =

1
(r − ν − 2)!

∫ x

0

(x− t)r−ν−2Γn(f (r−1), t) dt. (4.26)

Из (4.23) и (4.26) выводим следующее неравенство при n = N − r + 1 = 2k + i:

∣∣f (ν)(x)− Y
(ν)
r,N (f, x)

∣∣ 6
1

(r − ν − 2)!

∫ x

0

(x− t)r−ν−2|Γn(f (r−1), t)| dt

6
xr−ν−1

(r − ν − 1)!
γn(f (r−1), x), (4.27)

в котором величина γn(f (r−1), x), как уже отмечалось, стремится к нулю вместе
с переменной x.

Нам остается рассмотреть поведение этой величины при n → ∞. С этой
целью заметим, что для произвольного интервала (a, b) ⊂ (0, 1) и произвольной
непрерывной на [0, 1] функции g(x) имеет место (см. [24], с. 208) неравенство

J = max
x∈[a,b]

|g(x)− l(x)| 6 ω2

(
g,
b− a

2

)
, (4.28)

где

l(x) = g(a) +
g(b)− g(a)
b− a

(x− a), x ∈ [0, 1].

Положим n = N − r + 1 = 2k + i и применим неравенство (4.28) к интервалу
∆jx+1

k и разности g(x)− l(x), где

l(x) = g

(
jx
2k

)
+ 2k

(
x− jx

2k

)[
g

(
jx + 1

2k

)
− g

(
jx
2k

)]
.

Это дает

|Γ2
n(g, x)| = |g(x)− l(x)| 6 ω2

(
g,

1
2k+1

)
, x ∈

[
i

2k
, 1

]
. (4.29)

Совершенно аналогично находим

|Γ1
n(g, x)| 6 ω2

(
g,

1
2k+2

)
, x ∈

[
0,

i

2k

]
. (4.30)
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Сопоставляя (4.29) и (4.30) с (4.21), мы получаем для g = f (r−1) оценку

|Γn(f (r−1), x)| 6 ω2

(
f (r−1),

1
n

)
, x ∈ [0, 1]. (4.31)

Из (4.23) и (4.31), в свою очередь, выводим

|γn(f (r−1), x)| 6 ω2

(
f (r−1),

1
n

)
, x ∈ [0, 1]. (4.32)

В случае, когда функция f (r−1)(x) является абсолютно непрерывной на [0, 1],
величины ω2(f (r−1), δ) и η(f (r), δ) (см.(4.8) и (4.9)) совпадают, т. е.

ω2(f (r−1), δ) = η(f (r), δ),

поэтому вместо (4.31) и (4.32) можно использовать также неравенства

|Γn(f (r−1), x)| 6 η

(
f (r),

1
n

)
, |γn(f (r), x)| 6 η

(
f (r),

1
n

)
. (4.33)

Подводя итоги, мы можем сформулировать следующий результат.

Теорема 4.1. Пусть r > 1, f ∈ W r
L(0,1) , n = N − r + 1 = 2k + i. Тогда

имеют место следующие оценки:∣∣f (r−1)(x)− Y
(r−1)
r,N (f, x)

∣∣ 6 |Γn(f (r−1), x)|,∣∣f (ν)(x)− Y
(ν)
r,N (f, x)

∣∣ 6
xr−ν−1

(r − ν − 1)!
γn(f (r−1), x), 0 6 ν 6 r − 2,

в которых для функции Γn(f (r−1, x) справедливы неравенства (4.22) и (4.31),
а для функции γn(f (r−1), x) верно неравенство (4.32).

Из леммы 3.1 и равенства (4.12) вытекает справедливость следующего утвер-
ждения.

Лемма 4.1. Пусть ρ = ρ(x) = (x(1− x))−1/2 , f ∈W 1
Lρ(0,1) . Тогда

∫ 1

0

|f ′(x)− (Y1,N (f, x))′|√
x(1− x)

dx→ 0, N →∞.

Из леммы 4.1 и теоремы 4.1, в свою очередь, выводим следующий результат,
который нам понадобится при исследовании задачи о равномерной сходимости
ряда Фурье по полиномам, ортогональным по Соболеву, порожденным поли-
номами Чебышёва первого рода.

Предложение 4.1. Пусть ρ = ρ(x) = (x(1− x))−1/2 , f ∈W 1
Lρ(0,1) . Тогда

max
06x61

|f(x)− Y1,N (f, x)|+
∫ 1

0

|f ′(x)− (Y1,N (f, x))′|√
x(1− x)

dx→ 0, N →∞.
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§ 5. Некоторые сведения о полиномах Якоби

При изучении свойств полиномов, ортогональных по Соболеву, порожден-
ных полиномами Чебышёва первого рода Tn(x) = cos(n arccosx), нам понадо-
бится ряд свойств классических полиномов Якоби. Для произвольных дей-
ствительных α и β полиномы Якоби Pα,β

n (x) можно определить [25] с помощью
формулы Родрига

Pα,β
n (x) =

(−1)n

2nn!
1

ρ(x)
dn

dxn

[
ρ(x)σn(x)

]
, (5.1)

где ρ(x) = ρ(x;α, β) = (1 − x)α(1 + x)β , σ(x) = 1 − x2. Если α, β > −1, то
полиномы Якоби образуют ортогональную систему с весом ρ(x), т. е.∫ 1

−1

Pα,β
n (x)Pα,β

m (x)ρ(x) dx = hα,β
n δnm, (5.2)

где величины hα,β
n определяются по формуле

hα,β
n =

Γ(n+ α+ 1)Γ(n+ β + 1)2α+β+1

n! Γ(n+ α+ β + 1)(2n+ α+ β + 1)
. (5.3)

Нам понадобятся еще следующие свойства полиномов Якоби [25], [26]:

d

dx
Pα,β

n (x) =
1
2
(n+ α+ β + 1)Pα+1,β+1

n−1 (x), (5.4)

dν

dxν
Pα,β

n (x) =
(n+ α+ β + 1)ν

2ν
Pα+ν,β+ν

n−ν (x), (5.5)

где (a)0 = 1, (a)ν = a(a+ 1) · · · (a+ ν − 1), a[0] = 1, кроме того,(
n

l

)
Pα,−l

n (x) =
(
n+ α

l

)(
x+ 1

2

)l

Pα,l
n−l(x), 1 6 l 6 n, (5.6)

Pα,β
n (t) =

(
n+ α

n

) n∑
k=0

(−n)k(n+ α+ β + 1)k

k! (α+ 1)k

(
1− t

2

)k

, (5.7)

(1− x)α(1 + x)βPα,β
n (x) =

(−1)m

2mn[m]

dm

dxm

{
(1− x)m+α(1 + x)m+βPm+α,m+β

n−m (x)
}
,

(5.8)

где k[0] = 1, k[r] = k(k − 1) · · · (k − r + 1), а также

Pα,β
n (−1) = (−1)n

(
n+ β

n

)
, Pα,β

n (1) =
(
n+ α

n

)
, (5.9)

P a,a
n (x)
P a,a

n (1)
=

[n/2]∑
j=0

n! (α+ 1)n−2j(n+ 2a+ 1)n−2j(1/2)j(a− α)j

(n− 2j)! (2j)! (a+ 1)n−2j(n− 2j + 2α+ 1)n−2j

× 1
(n− 2j + a+ 1)j(n− 2j + α+ 3/2)j

Pα,α
n−2j(x)
Pα,α

n−2j(1)
, (5.10)

где [b] – целая часть числа b.
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Лемма 5.1. Пусть α > −1, k, r – целые, r > 1, k > r + 1. Тогда

Pα−r,α−r
k+r (x) =

r∑
j=0

λα
j P

α,α
k+r−2j(x),

где величины λα
j определяются по формуле

λα
j = λα

j (r, k) =
(−1)j(k − r + 2α+ 1)k+r−2j(1/2)jr

[j](α+ k)[j]

(k + r − 2j + 2α+ 1)k+r−2j(k + r − 2j + α+ 3/2)j(2j)!
.

Доказательство. Предположим сначала, что α − r > −1, тогда, полагая
a = α−r, мы можем воспользоваться формулой (5.10). Поскольку при j > r+1
выполняется равенство (a− α)j = (−r)j = 0, то из (5.10) мы имеем

Pα−r,α−r
k+r (x) =

r∑
j=0

λα
j P

α,α
k+r−2j(x),

где величины λα
j определяются из

λα
j =

Pα−r,α−r
k+r (1)
Pα,α

k+r−2j(1)
(k + r)! (α+ 1)k+r−2j(k − r + 2α+ 1)k+r−2j

(k + r − 2j)! (2j)! (α− r + 1)k+r−2j

× (1/2)j(−r)j

(k + r − 2j + 2α+ 1)k+r−2j(k − 2j + α+ 1)j(k + r − 2j + α+ 3/2)j

=
(−1)j(k − r + 2α+ 1)k+r−2j(1/2)jr

[j](α+ k)[j]

(k + r − 2j + 2α+ 1)k+r−2j(k + r − 2j + α+ 3/2)j(2j)!
.

Отсюда следует справедливость утверждения леммы 5.1 в случае α > r − 1.
Но поскольку Pα−r,α−r

k+r (x), λα
j и Pα,α

k+r−2j(x) представляют собой аналитические
функции относительно α, то утверждение леммы 5.1 вытекает из уже доказан-
ного случая.

Лемма 5.2. Пусть k, r – целые, r > 1, k > r + 1. Тогда

P
−1/2−r,−1/2−r
k+r (x) =

r∑
j=0

λ
−1/2
j (k, r)P−1/2,−1/2

k+r−2j (x),

где

λ
−1/2
j (k, r) =

(−1)j(k − r)k+r−2j(1/2)jr
[j](k − 1/2)[j]

(k + r − 2j)k+r−2j(k + r − 2j + 1)j(2j)!

= (−1)j ((k + r − 2j)!)222k+2r−4j

(2(k + r − 2j))!
(2k)!

(k!)222k+2r

r[j]

j!
k[r+1]

(k + r − j)[r+1]
.

(5.11)

Доказательство. Чтобы убедиться в справедливости утверждения лем-
мы 5.2 достаточно в лемме 5.1 взять α = −1/2.
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Пусть Tn(x) = cos(n arccosx) – полином Чебышёва первого рода. Тогда име-
ют место соотношения [25]

P−1/2,−1/2
n (x) =

1 · 3 · · · (2n− 1)
2 · 4 · · · 2n

Tn(x) =
(2n)!

22n(n!)2
Tn(x) (5.12)

=
1√
πn

(1 + σn)Tn(x), σn = O

(
1
n

)
. (5.13)

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 5.3. Пусть k, r – целые, r > 1, k > r + 1. Тогда

P
−1/2−r,−1/2−r
k+r (x) =

(2k)!
(k!)222k+2r

r∑
j=0

(−1)j

j!
r[j]k[r+1]

(k + r − j)[r+1]
Tk+r−2j(x).

Доказательство. Утверждение леммы 5.3 непосредственно вытекает из
леммы 5.2 и равенств (5.11) и (5.13).

Пусть A,B ∈ R, p > 1. Обозначим через Lp
A,B пространство измеримых

функций f = f(x), определенных на [−1, 1], для которых конечна величина

∥f∥Lp
A,B

=
(∫ 1

−1

(1− x)A(1 + x)B |f(x)|p dx
)1/p

.

Если α, β > −1, f ∈ Lp
α,β , то мы можем определить коэффициенты Фурье–

Якоби

fα,β
k =

1

hα,β
k

∫ 1

−1

(1− x)α(1 + x)βf(x)Pα,β
k (x) dx

и рассмотреть следующую сумму Фурье–Якоби по полиномам Якоби Pα,β
k (x):

Sα,β
n (f) = Sα,β

n (f, x) =
n∑

k=0

fα,β
k Pα,β

k (x),

которая при α = β = −1/2 представляет собой [25] сумму Фурье по полиномам
Чебышёва Tk(x) = cos(k arccosx). В работе [27] доказано следующее утвержде-
ние.

Теорема M (теорема Макенхаупта). Пусть α, β > −1, A,B ∈ R, p > 1
таковы, что∣∣∣∣A+ 1

p
− α+ 1

2

∣∣∣∣ < min
{

1
4
,
α+ 1

2

}
,

∣∣∣∣B + 1
p

− β + 1
2

∣∣∣∣ < min
{

1
4
,
β + 1

2

}
.

Тогда, если f ∈ Lp
A,B , то имеет место соотношение

lim
n→∞

∥f − Sα,β
n (f)∥Lp

A,B
= 0.
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§ 6. Ортогональные по Соболеву полиномы,
порожденные многочленами Чебышёва первого рода

Полиномы Чебышёва

1√
2
, Tk(x) = cos(k arccosx), k = 1, 2, . . . , (6.1)

образуют ортонормированную в L2
ρ(−1, 1) с весом ρ(x) =κ(x) = (2/π)(1−x2)−1/2

систему. Как хорошо известно [25], система полиномов Чебышёва (6.1) пол-
на в L2

κ(−1, 1). Эта система порождает на [−1, 1] систему полиномов Tr,k(x),
k = 0, 1, . . . , определенных равенствами

Tr,k(x) =
(x+ 1)k

k!
, k = 0, 1, . . . , r − 1, (6.2)

Tr,r(x) =
(x+ 1)r

√
2r!

, Tr,r+k(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

−1

(x− t)r−1Tk(t) dt, k = 1, 2 . . . .

(6.3)

Из теоремы 2.1 непосредственно вытекает следующее утверждение.

Следствие 6.1. Система полиномов {Tr,k(x)}∞k=0 , порожденная системой
ортонормированных полиномов Чебышёва (6.1) посредством равенств (6.2)
и (6.3), полна в W r

L2
κ(−1,1) и ортонормирована относительно скалярного про-

изведения

⟨f, g⟩ =
r−1∑
ν=0

f (ν)(−1)g(ν)(−1) +
∫ 1

−1

f (r)(t)g(r)(t)κ(t) dt. (6.4)

Ряд Фурье (1.7) для системы {Tr,k(x)}∞k=0 приобретает вид

f(x) ∼
r−1∑
k=0

f (k)(−1)
(x+ 1)k

k!
+

∞∑
k=r

fr,kTr,k(x), (6.5)

где величины fr,k определяются из

fr,r =
1√
2

∫ 1

−1

f (r)(t)κ(t) dt, fr,r+j =
∫ 1

−1

f (r)(t)Tj(t)κ(t) dt, j > 1. (6.6)

Следствие 6.2. Если f(x) ∈W r
L2

κ(−1,1) , то смешанный ряд Фурье (6.5) схо-
дится к функции f(x) равномерно относительно x ∈ [−1, 1].

Доказательство. Так как 1/κ(x) ∈ L(−1, 1), то утверждение следствия 6.1
вытекает из теоремы 2.2 и следствия 2.1. Следствие доказано.

В дальнейшем мы значительно усилим утверждение следствия 6.1, распро-
странив его на более широкие, чем W r

L2
κ(−1,1) классы Соболева W r

Lp
κ(−1,1)

с по-
казателем p. Но для этого нам нужны дальнейшие свойства полиномов Tr,k(x),
определенных равенствами (6.2) и (6.3).
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Пусть α = β = −1/2. Тогда λ = α + β = −1, и если (k − 1)[r] ̸= 0, то мы
можем воспользоваться равенством (5.5) и записать

P
−1/2,−1/2
k (t) =

2r

(k − 1)[r]
dr

dtr
P
−1/2−r,−1/2−r
k+r (t). (6.7)

Если k > r + 1, то, очевидно, (k − 1)[r] ̸= 0, и для таких k мы можем вос-
пользоваться равенством (6.7). Итак, пусть (k − 1)[r] ̸= 0. Тогда в силу (6.7)
имеем

1
(r − 1)!

∫ x

−1

(x− t)r−1P
−1/2,−1/2
k (t) dt

=
2r

(k − 1)[r]
1

(r − 1)!

∫ x

−1

(x− t)r−1 d
r

dtr
P
−1/2−r,−1/2−r
k+r (t) dt

=
2r

(k − 1)[r]

[
P
−1/2−r,−1/2−r
k+r (x)−

r−1∑
ν=0

(1 + x)ν

ν!
d

dtν
P
−1/2−r,−1/2−r
k+r (t)

∣∣∣∣
t=−1

]
.

(6.8)

Далее, в силу (5.5)

d

dtν
P
−1/2−r,−1/2−r
k+r (t) =

(k − r)ν

2ν
P
−1/2+ν−r,−1/2+ν−r
k+r−ν (t), (6.9)

а из (5.9) имеем

P
−1/2+ν−r,−1/2+ν−r
k+r−ν (−1) = (−1)k+r−ν

(
k − 1/2
k + r − ν

)
=

(−1)k+r−νΓ(k + 1/2)
Γ(ν − r + 1/2)(k + r − ν)!

. (6.10)

Из (6.9) и (6.10) находим

d

dtν
P
−1/2−r,−1/2−r
k+r (t)

∣∣∣∣
t=−1

=
(−1)k+r−νΓ(k + 1/2)(k − r)ν

Γ(ν − r + 1/2)(k + r − ν)! 2ν
= Aν,k,r. (6.11)

Сопоставляя (6.8) и (6.11), мы можем записать

1
(r − 1)!

∫ x

−1

(x− t)r−1P
−1/2,−1/2
k (t) dt

=
2r

(k − 1)[r]

[
P
−1/2−r,−1/2−r
k+r (x)−

r−1∑
ν=0

Aν,k,r

ν!
(1 + x)ν

]
. (6.12)

Из (6.12), (5.13) и (6.3) имеем

Tr,r+k(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

−1

(x− t)r−1Tk(t) dt

=
22kk!2

(2k)! (r − 1)!

∫ x

−1

(x− t)r−1P
−1/2,−1/2
k (t) dt

=
k!2

(2k)!
2r+2k

(k − 1)[r]

[
P
−1/2−r,−1/2−r
k+r (x)−

r−1∑
ν=0

Aν,k,r

ν!
(1 + x)ν

]
, (6.13)
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где для величин Aν,k,r в силу (6.11) и равенств

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
, Γ

(
z +

1
2

)
=
√
πΓ(2z)

Γ(z)22z−1

при k > r + 1 находим

Aν,k,r =
(−1)k+r−νΓ(k + 1/2)(k − r)ν

Γ(ν − r + 1/2)(k + r − ν)! 2ν

=
(−1)kΓ(k + 1/2)(k − r)νΓ(r − ν + 1/2)

π(k + r − ν)! 2ν

=
(−1)k(2k − 1)! (2(r − ν)− 1)! (k − r)ν

(k − 1)! (r − ν − 1)! (k + r − ν)! 22(k+r−1)−ν
. (6.14)

Таким образом, при k > r + 1 получаем следующее представление:

Tr,r+k(x) =
k!2

(2k)!
2r+2k

(k − 1)[r]

[
P
−1/2−r,−1/2−r
k+r (x)−

r−1∑
ν=0

Aν,k,r

ν!
(1 + x)ν

]
. (6.15)

Теперь обратимся к лемме 5.3, из которой выводим

k!2

(2k)!
2r+2k

(k − 1)[r]
P
−1/2−r,−1/2−r
k+r (x) =

r∑
j=0

(−1)j

(
r

j

)
kTk+r−2j(x)

2r(k + r − j)[r+1]
. (6.16)

Сопоставляя (6.15) и (6.16), мы приходим к следующему результату.

Теорема 6.1. Если k > r + 1, то

Tr,r+k(x) =
r∑

j=0

(
r

j

)
(−1)jkTk+r−2j(x)
2r(k + r − j)[r+1]

− k!2 2r+2k

(2k)! (k − 1)[r]

r−1∑
ν=0

Aν,k,r

ν!
(1+x)ν . (6.17)

Рассмотрим два важных частных случая, соответствующие значениям r = 1
и r = 2.

1) Пусть r = 1. Тогда из (6.14) имеем

A0,k,1 =
(−1)k(2k − 1)!

(k − 1)! (k + 1)! 22k
, k = 2, 3, . . . . (6.18)

Из (6.17) и (6.18) для k > 2 находим

T1,k+1(x) =
1∑

j=0

(−1)j kTk+1−2j(x)
2(k + 1− j)[2]

− k!2

(2k)!
22k+1

(k − 1)
(−1)k(2k − 1)!

(k − 1)! (k + 1)! 22k

=
1∑

j=0

(−1)j kTk+1−2j(x)
2(k + 1− j)[2]

− (−1)k

k2 − 1
.

Отсюда и из (6.2) и (6.3) мы выводим следующее утверждение.
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Следствие 6.3. Имеют место равенства

T1,k+1(x) =
Tk+1(x)
2(k + 1)

− Tk−1(x)
2(k − 1)

− (−1)k

k2 − 1
, k > 2, (6.19)

T1,0(x) = 1, T1,1(x) =
1 + x√

2
, T1,2(x) =

1
2
(x2 − 1). (6.20)

2) Для r = 2 и k > 3 из (6.14) и (6.17) имеем

A0,k,2 =
6(−1)k(2k − 1)!

(k − 1)! (k + 2)! 22(k+1)
, A1,k,2 =

(−1)k(2k − 1)! (k − 2)
(k − 1)! (k + 1)! 22k+1

,

T2,k+2(x) =
2∑

j=0

(
r

j

)
(−1)jkTk+2−2j(x)
22(k + 2− j)[3]

− k!2

(2k)!
22+2k

(k − 1)[2]

1∑
ν=0

Aν,k,2

ν!
(1 + x)ν ,

поэтому при k > 3 получаем

T2,k+2(x) =
2∑

j=0

(
2
j

)
(−1)jkTk+2−2j(x)

4(k + 2− j)[3]
− (−1)k

[
1 + x

k2 − 1
+

3
(k2 − 1)(k2 − 4)

]
.

Отсюда и из (6.2) и (6.3) мы выводим следующее утверждение.

Следствие 6.4. Имеют место равенства

T2,k+2(x) =
Tk+2(x)

4(k + 2)(k + 1)
− Tk(x)

2(k2 − 1)
+

Tk−2(x)
4(k − 1)(k − 2)

− (−1)k

[
1 + x

k2 − 1
+

3
(k2 − 1)(k2 − 4)

]
, k > 3, (6.21)

T2,0(x) = 1, T2,1(x) = 1 + x, T2,2(x) =
(1 + x)2

2
√

2
, (6.22)

T2,3(x) =
1
6
(x− 2)(x+ 1)2, T2,4(x) =

1
6
x(x− 2)(x+ 1)2. (6.23)

§ 7. Условия равномерной сходимости ряда Фурье
по ортогональным по Соболеву полиномам,

порожденным полиномами Чебышёва первого рода

Вернемся к вопросу об условиях равномерной сходимости смешанного ряда
Фурье (6.5). Имеет место следующее утверждение.

Теорема 7.1. Пусть A,B ∈ R, p > 1 таковы, что∣∣∣∣A+ 1
p

− 1
4

∣∣∣∣ < 1
4
,

∣∣∣∣B + 1
p

− 1
4

∣∣∣∣ < 1
4
, (7.1)

ρ(x) = (1 − x)A(1 + x)B . Тогда, если f ∈ W r
Lp

ρ
(−1, 1), то ряд (6.5) равномерно

на [−1, 1] сходится к f(x).
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Доказательство. Прежде всего, покажем, что мы можем определить ко-
эффициенты fr,k, определяемые равенством (6.6), если f(x) ∈ W r

Lp
ρ
(−1, 1). С

этой целью покажем, что функция (1− x2)−1/2f (r)(x) интегрируема на (−1, 1).
В самом деле, поскольку f (r) ∈ Lp

ρ(−1, 1), то в силу условий (7.1) имеем

∫ 1

−1

(1− x2)−1/2|f (r)(x)| dx

=
∫ 1

−1

(1− x)−1/2−A/p(1 + x)−1/2−B/p[ρ(x)]1/p|f (r)(x)| dx

6

(∫ 1

−1

(1− x)(−1/2−A/p)p′
(1 + x)(−1/2−B/p)p′

dx

)1/p′(∫ 1

−1

ρ(x)|f (r)(x)|p dx
)1/p

,

(7.2)

где p′ = p/(p − 1) – сопряженный показатель. Второй интеграл в (7.2) ко-
нечен, а для сходимости первого интеграла из (7.2) достаточно, чтобы были
справедливы неравенства(

−1
2
− A

p

)
p′ > −1,

(
−1

2
− B

p

)
p′ > −1, (7.3)

но (7.3) равносильно тому, что

−p/2−A

p
> − 1

p′
= −1 +

1
p
,

−p/2−B

p
> −1 +

1
p
,

или, что то же самое,

p

2
− (A+ 1) > 0,

p

2
− (B + 1) > 0,

а это, в свою очередь, равносильно тому, что

1
4
− A+ 1

p
> −1

4
,

1
4
− B + 1

p
> −1

4
. (7.4)

Справедливость неравенств (7.4) вытекает из (7.1), и, тем самым, коэффициен-
ты fr,k существуют. Перейдем к доказательству равномерной сходимости ряда
Фурье (6.5) к функции f(x) на [−1, 1]. Обозначим через S−1/2,−1/2

n (f (r)) частич-
ную сумму ряда Фурье функции f (r)(x) по системе полиномов Чебышёва (6.1),
т. е.

S−1/2,−1/2
n (f (r)) = S−1/2,−1/2

n (f (r), x) =
fr,r√

2
+

n∑
k=1

fr,k+rTk(x), (7.5)

где, в соответствии с (6.6)

fr,r =
1√
2

∫ 1

−1

f (r)(t)κ(t) dt, fr,k+r =
∫ 1

−1

f (r)(t)Tk(t)κ(t) dt.
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Имеют место следующие оценки:∣∣∣∣∫ x

−1

(x− t)r−1f (r)(t) dt−
∫ x

−1

(x− t)r−1S−1/2,−1/2
n (f (r), t) dt

∣∣∣∣
6 2r−1

∫ 1

−1

∣∣f (r)(t)− S−1/2,−1/2
n (f (r), t)

∣∣ dt
= 2r−1

∫ 1

−1

[ρ(t)]−1/p[ρ(t)]1/p
∣∣f (r)(t)− S−1/2,−1/2

r,n (f (r), t)
∣∣ dt

6 2r−1

(∫ 1

−1

[ρ(t)]−p′/p dt

)1/p′(∫ 1

−1

∣∣f (r)(t)− S−1/2,−1/2
n (f (r), t)

∣∣pρ(t) dt)1/p

.

(7.6)

С другой стороны,∫ 1

−1

[ρ(t)]−p′/p dt =
∫ 1

−1

(1− t)−A/(p−1)(1 + t)−B/(p−1) dt 6 c(A,B, p), (7.7)

так как из условия (7.1) следует, что A/(p−1) < 1 и B/(p−1) < 1. Далее, если
соблюдены условия теоремы 7.2, то из теоремы Макенхаупта M следует, что

∥f (r) − S−1/2,−1/2
n (f (r))∥Lp

ρ(−1,1) → 0, n→∞. (7.8)

Обозначим через Sr,n(f, x) частичную сумму ряда (6.5) вида

Sr,n(f, x) = zr−1(f, x) +
n∑

k=r

fr,kTr,k(x), (7.9)

где

zr−1(f, x) =
r−1∑
k=0

f (k)(−1)
(x+ 1)k

k!
. (7.10)

Имея в виду (6.3) и (7.5), мы можем переписать (7.9) следующим образом:

Sr,n(f, x) = zr−1(f, x) +
1

(r − 1)!

∫ x

−1

(x− t)r−1

(
fr,r√

2
+

n∑
k=r+1

fr,kTk−r(t)
)
dt

= zr−1(f, x) +
1

(r − 1)!

∫ x

−1

(x− t)r−1S
−1/2,−1/2
n−r (f (r), t) dt. (7.11)

Обратившись к формуле Тейлора (2.8) c a = −1, из (7.11) для −1 6 x 6 1
получаем

|f(x)− Sr,n(f, x)|

6
2r−1

(r − 1)!

(∫ 1

−1

(ρ(t))−p′/p dt

)1/p

∥f (r) − S−1/2,−1/2
n (f (r))∥Lp

ρ(−1,1). (7.12)

Сопоставляя (7.6), (7.7) с (7.12), мы убеждаемся в том, что ряд Фурье (6.5)
равномерно сходится, и сумма его равна f(x). Теорема 7.1 доказана.
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Из теоремы 7.1 непосредственно вытекает следующее утверждение.

Следствие 7.1. Пусть ρ(x) = (1−x2)−1/2 , p > 1. Тогда, если f ∈W r
Lp

ρ(−1,1)
,

то ряд (6.5) равномерно на [−1, 1] сходится к f(x).

Заметим, что для построения смешанного ряда (6.5) (и тем более для его
равномерной сходимости) необходимо выполнение условия f ∈ W r

L1
ρ(−1,1). Воз-

никает вопрос о том, не является ли это условие также и достаточным для рав-
номерной сходимости ряда (6.5). Другими словами, нельзя ли в следствии 7.1
заменить условие p > 1 на p = 1. Утвердительный ответ на этот вопрос дает
следующая теорема.

Теорема 7.2. Пусть ρ(x) = (1 − x2)−1/2 , r > 1. Тогда, если f ∈ W r
L1

ρ(−1,1) ,
то ряд (6.5) равномерно на [−1, 1] сходится к f(x).

Доказательство. Положим

Hr,k+r(x) = − k!2 2r+2k

(2k)! (k − 1)[r]

r−1∑
ν=0

Aν,k,r

ν!
(1 + x)ν (7.13)

и заметим, что в силу (6.11) и (7.13) при |x| 6 1 имеет место оценка Hr,k+r(x) =
O(k−2), поэтому для f ∈W 1

L1
ρ(−1,1) ряд

Ur−1(f, x) =
∞∑

k=2r+1

fr,kHr,k(x) (7.14)

сходится абсолютно и равномерно относительно x ∈ [−1, 1], и его сумма
Ur−1(f, x) представляет собой алгебраический полином степени r−1. С другой
стороны, в силу теоремы 6.1 имеем Tr,r+k(x) = Gr,k+r(x) +Hr,k+r(x), где

Gr,k+r(x) =
r∑

j=0

(
r

j

)
(−1)jkTk+r−2j(x)
2r(k + r − j)[r+1]

, (7.15)

следовательно, равномерная сходимость ряда (6.5) равносильна равномерной
сходимости ряда

Vr(f, x) =
∞∑

k=2r+1

fr,kGr,k(x). (7.16)

Поэтому нам остается доказать, что для произвольной функции f ∈ W 1
L1

ρ(−1,1)

ряд (7.16) сходится равномерно относительно x ∈ [−1, 1]. С этой целью осуще-
ствим некоторые преобразования ряда (7.16).

Пусть сначала f ∈W r
Lp

ρ(−1,1)
, где p > 1. Тогда в силу следствия 6.2 ряд (6.5)

равномерно на [−1, 1] сходится к f(x), поэтому, полагая

D2r(f, x) =
r−1∑
k=0

f (k)(−1)
(x+ 1)k

k!
+ Ur−1(f, x) +

2r∑
k=r

fr,kTr,k(x), (7.17)

мы можем записать
f(x) = D2r(f, x) + Vr(f, x), (7.18)
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где D2r(f, x) – алгебраический полином степени 2r, а ряд Vr(f, x), определен-
ный равенством (7.16), сходится равномерно относительно x ∈ [−1, 1]. Рассмот-
рим случай r = 1 и заметим, что в силу (6.19)

G1,k+1(x) =
Tk+1(x)
2(k + 1)

− Tk−1(x)
2(k − 1)

, H1,k+1(x) = − (−1)k

k2 − 1
, (7.19)

поэтому правая часть равенства (7.18) принимает для r = 1 следующий вид:

f(x) = f(0) + f1,1
1 + x√

2
+ f1,2(x2 − 1)

+
∞∑

k=3

(−1)k−1f1,k

(k − 1)2 − 1
+

∞∑
k=3

f1,k

2

(
Tk(x)
k

− Tk−2(x)
k − 2

)
, (7.20)

причем ряды, фигурирующие в правой части равенства (7.20), сходятся, а кро-
ме того, второй из них сходится равномерно относительно x ∈ [−1, 1]. Далее,
имеем

V1(x) =
∞∑

k=3

f1,k

2

(
Tk(x)
k

− Tk−2(x)
k − 2

)

= −f1,3

2
T1(x)−

f1,4

4
T2(x) +

∞∑
k=3

f1,k − f1,k+2

2k
Tk(x). (7.21)

Кроме того, используя (6.6), получаем

f1,k − f1,k+2

2k
=

1
2k

∫ 1

−1

f ′(t)
(
Tk−1(t)− Tk+1(t)

)
κ(t) dt

=
1
πk

∫ π

0

f ′(cos θ)
(
cos(k − 1)θ − cos(k + 1)θ

)
dθ

=
2
πk

∫ π

0

f ′(cos θ) sin θ sin kθ dθ = − 2
πk

∫ π

0

(f(cos θ))′ sin kθ dθ

=
2
π

∫ π

0

f(cos θ) cos kθ dθ =
2
π

∫ 1

−1

f(t)Tk(t) dt√
1− t2

= fk, (7.22)

где fk – k-й коэффициент Фурье–Чебышёва функции f(x). Из (7.20)–(7.22) мы
получаем для f(x) ∈W 1

Lp
ρ(−1,1)

равенство

f(x) = q(f, x) +
∞∑

k=3

fkTk(x), (7.23)

в котором

q(f, x) = f(0) +
∞∑

k=3

(−1)k−1f1,k

(k − 1)2 − 1
+ f1,1

1 + x√
2

+ f1,2(x2 − 1)

− f1,3T1(x)
2

− f1,4T2(x)
4

(7.24)
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– алгебраический полином степени 2, а ряд, фигурирующий в правой части
равенства (7.23), сходится равномерно относительно x ∈ [−1, 1]. Из равен-
ства (7.23) и из того, что система полиномов Чебышёва {Tk(x)} является орто-
гональной, следует, что функция q(f, x), определенная равенством (7.24), до-
пускает для f(x) ∈W 1

Lp
ρ(−1,1)

представление

q(f, x) =
f0
2

+
2∑

k=1

fkTk(x). (7.25)

Из (7.23) и (7.25) мы выводим равенство

f(x) =
f0
2

+
∞∑

k=1

fkTk(x), (7.26)

в правой части которого фигурирует ряд Фурье функции f(x) ∈ W 1
Lp

ρ(−1,1)

по полиномам Чебышёва Tk(x), k = 0, 1, . . . , который равномерно на [−1, 1]
сходится к f(x).

Предположим теперь, что f(x) ∈ W 1
L1

ρ(−1,1) и ряд Фурье–Чебышёва (7.26)
сходится равномерно на [−1, 1] к f(x). Кроме того, условимся, что для f(x) име-
ет место равенство (7.25). Тогда мы можем представить f(x) в виде (7.23), в ко-
тором ряд, фигурирующий в его правой части, равномерно на [−1, 1] сходится.
Отсюда вытекает, что при r = 1 ряд (7.16) также сходится равномерно на
[−1, 1]. Чтобы убедиться в этом, достаточно выполнить в обратном порядке те
преобразования, которые для r = 1 в предположении равномерной сходимости
ряда (7.16) привели нас к равенству (7.23), отправившись от равенства (7.18).
Поэтому, чтобы завершить доказательство теоремы 7.2 для r = 1, нам доста-
точно проверить, что если f(x) ∈ W 1

L1
ρ(−1,1), то ряд Фурье–Чебышёва (7.26)

сходится равномерно относительно x ∈ [−1, 1] и для f(x) имеет место равен-
ство (7.25).

Итак, пусть f(x) ∈ W 1
L1

ρ(−1,1), тогда индуцированная функция F (θ) =
f(cos θ), как это легко показать, является абсолютно непрерывной на пери-
оде [−π, π], и, следовательно, ее тригонометрический ряд Фурье равномерно
на [−π, π] сходится к F (θ), а это равносильно тому, что ряд Фурье–Чебышёва
функции f(x) сходится к ней равномерно на [−1, 1]. Таким образом, утвер-
ждение теоремы 7.2, относящееся к случаю r = 1, будет полностью доказано,
если проверим, что равенство (7.25) останется в силе и в более общем случае,
когда f(x) ∈ W 1

L1
ρ(−1,1). С этой целью построим последовательность функций

hN (x) ∈W 1
Lp

ρ(−1,1)
, N = 1, 2, . . . , для которых

max
06x61

|f(x)− hN (x)|+
∫ 1

−1

|f ′(x)− (hN (x))′|√
1− x2

dx→ 0, N →∞. (7.27)

Для этого положим t = (1 + x)/2, µ = µ(t) = ρ(x) и рассмотрим отображе-
ние пространства W 1

Lp
ρ(−1,1)

на пространство W 1
Lp

µ(0,1)
, сопоставляющее функ-

ции f(x) ∈ W 1
Lp

ρ(−1,1)
функцию f(2t − 1) = F (t) ∈ W 1

Lp
µ(0,1)

. Далее, для функ-
ции F (t) построим частичную сумму Y1,N (F, t) смешанного ряда по функциям
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Хаара, соответствующий выбору r = 1, которая в силу (4.7) имеет вид

Y1,N (F, t) = F (0) +
N∑

n=1

F1,nX1,n(t).

Определим последовательность hN (x) = hN (f, x), N = 1, 2, . . . , полагая

hN (x) = Y1,N (F, t), x = 2t− 1.

Тогда предельное соотношение (7.27) вытекает из предложения 4.1, так как

max
−16x61

|f(x)− hN (x)|+
∫ 1

−1

|f ′(x)− (hN (x))′|√
1− x2

dx

= max
06t61

|F (t)− Y1,N (F, t)|+ 1
2

∫ 1

0

|F ′(t)− (Y1,N (F, t))′|√
t(1− t)

dt→ 0, N →∞.

С другой стороны, поскольку hN (x) ∈ W 1
Lp

ρ(−1,1)
, N = 1, 2, . . . , то, как это

следует из (7.25), справедливо равенство

q(hN , x) =
(hN )0

2
+

2∑
k=1

(hN )kTk(x). (7.28)

Далее положим

v0
k,N = (hN )k − fk =

2
π

∫ 1

−1

(hN (x)− f(x))Tk(x) dx√
1− x2

dx, (7.29)

v1
k,N = (hN )1,k − f1,k =

2
π

∫ 1

−1

((hN (x))′ − f ′(x))Tk−1(x) dx√
1− x2

dx (7.30)

и заметим, что в силу (7.27) равномерно относительно k = 2, 3, . . . справедливы
оценки

|v0
k,N | 6

2
π

∫ 1

−1

|hN (x)− f(x)| dx√
1− x2

dx = AN (f) = o(1), (7.31)

|v1
k,N | 6

2
π

∫ 1

−1

|(hN (x))′ − f ′(x)| dx√
1− x2

dx = BN (f) = o(1). (7.32)

Отметим так же, что

|f1
1,k| 6

2
π

∫ 1

−1

|f ′(x)| dx√
1− x2

dx = C(f) (7.33)

и в силу (7.30)

|(hN )1,k| 6 |f1
1,k|+ |v1

k,N | 6 C(f) +BN (f). (7.34)

Из (7.33) и (7.34) следует, что ряды
∞∑

k=2

(hN )1,k

k2 − 1
и

∞∑
k=2

f1,k

k2 − 1
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абсолютно сходятся, поэтому мы можем записать

∞∑
k=2

(hN )1,k

k2 − 1
=

∞∑
k=2

f1,k

k2 − 1
+ VN (f),

где в силу (7.32)

|VN | =
∣∣∣∣ ∞∑
k=2

v1
k,N

k2 − 1

∣∣∣∣ 6
∞∑

k=2

|v1
k,N |

k2 − 1
6

∞∑
k=2

BN (f)
k2 − 1

→ 0, N →∞.

Поэтому

lim
N→∞

∞∑
k=2

(hN )1,k

k2 − 1
=

∞∑
k=2

f1,k

k2 − 1
. (7.35)

Кроме того, из (7.29)–(7.32) следует, что

lim
N→∞

(hN )1,k = f1,k, lim
N→∞

(hN )k = fk. (7.36)

Из (7.34) и (7.35) и определения (7.25) функции q находим

lim
N→∞

q(hN , x) = q(f, x), (7.37)

lim
N→∞

(
(hN )0

2
+

2∑
k=1

(hN )kTk(x)
)

=
f0
2

+
2∑

k=1

fkTk(x). (7.38)

Сопоставляя (7.36) и (7.37) с (7.28), убеждаемся в справедливости равен-
ства (7.25) для произвольной функции f(x) ∈ W 1

L1
ρ(−1,1) и, тем самым, утвер-

ждение теоремы 7.2, относящееся к случаю r = 1, доказано. Если же r > 1, то
мы можем воспользоваться равенством (1.14) и записать

f (r−2)(x)− Y
(r−2)
r,N (f, x) =

∫ x

−1

(f (r−1)(t)− Y1,N−r+1(f (r−1), t)) dt.

Отсюда и из (1.13) имеем

∣∣f (r−2)(x)− Y2,N−r+2(f (r−2), x)
∣∣ 6

∫ x

−1

∣∣f (r−1)(t)− Y1,N−r+1(f (r−1), t)
∣∣ dt.

Из этого неравенства следует, что если теорема 7.2 верна для r = 1, то она
верна и для r = 2 и так далее. Поэтому утверждение теоремы 7.2 выводим по
индукции. Теорема доказана.
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