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СЕРИЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
Том 40г№ 4,1976 

УДК 517.5 

В. Н. ГАБУШИН 

НЕРАВЕНСТВА МЕЖДУ ПРОИЗВОДНЫМИ В МЕТРИКАХ Lp 
П Р И 0 < р < о о 

Пусть G— открытое множество в я-мерном эвклидовом простран­
стве Епу S = G — замыкание множества G, dG=S\G— граница множе­
ства G, х— (хи . . . , xn)^S, f(x) —измеримая на S функция. Как 
обычно, 

__] (\\f(xv •••» Xn)\pdxx ••• dxn\P при р < о о , 
"Lp(S) -

ess sup | / (x) | при p = oo. 
со 

Для !|/|L (S) будем применять также следующие обозначения: | / | р , \f\\PtS, 

Неравенства для функций одного переменного вида 

fl/(ft,IVS,<^lfl"p(S)lf(',t(s,' (2) 
а также их обобщения на случай функций нескольких переменных изу­
чались во многих работах. Такого рода неравенства естественным об­
разом появляются в целом ряде задач, например, в теории вложения 
функциональных пространств, развитой С. Л. Соболевым, С. М. Николь­
ским и др. Теоремы вложения, в которых встречаются неравенства вида 
(2), рассматривались В. П. Ильиным (см., например, (3)) и многими 
другими. Обзор результатов этого направления можно найти в (и) , 
(13)> (15)> (21)- Особенно хорошо изучен случай, когда показатели /?, q, r 
больше единицы. Однако известно, что в ряде частных случаев, напри­
мер, при 1=1, неравенства (2) имеют место и для показателей р, q<\ 
(Б. С. Надь (4)). Известно также, что при p = q = r=oo и S = (—оо, оо) 
неравенство (2) можно усилить, заменив ||/(0|1оо одной из следующих ве­
личин: 

M1(f(l)) = \supfil)(x)\ или M2(fl)) = \mlf{i)(x)\ 

(Л. Хёрмандер (7)). Оценки такого рода мы будем называть односто­
ронними. 
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В настоящей работе обобщаются и усиливаются неравенства вида 
(2) для функций одной переменной. Неравенства для функций многих 
переменных предполагается рассмотреть в другой статье. Опишем более 
подробно полученные результаты. 

Введем следующие классы функций. 
Wl(S) —множество функций f(x)9 у которых все производные до по­

рядка I—I абсолютно непрерывны на любом отрезке [a, b]czS. 

V/-l(S) = {f^Wl(S):iri\flt>(x)\ = 0, i = j , . . . . / - 1 } . 
x<=S 

В настоящей статье неравенства (2) для классов Wl(S), где S—полупря­
мая или прямая, известные при р, q, / * > 1 , распрэ:траняотся на случай 
показателей p,q^>0 и произвольных k и /; кроме того, |/( /) | | заменяется 
функционалом типа \f{+\r или Ц/-^, где 

(3) 
[ 0, если / ( / ) (* )<0 , 

f^(x) = \fl)(x)\-^(x). 
Очевидно, I/(+)|00 = M1(/(/)), \\f{?L = M2(f)9 если S = ( - o o , oo). В некото­
рых неравенствах вычисляются точные кэнсганты. В тех случаях, когда 
для всех функций из [класса Wl(S) неравенство (2) не имеэт места, либо 
рассматриваются более узкие классы V1'' (5), либо вместо неравенства (2) 
рассматриваются неравенства вида 

\\fik)LqiS)<Kv4n\\f\rLpiJf4Asy <*> 
где v(/(ft)) —число перемен знака функции f{h)(x) (точное определение 
этой величины мы дадим позднее), либо линейные аналоги неравенства 
(2). Заметим, что в общем виде неравенства типа (4), а также неравен­
ства для классов непериодических функций Vj>l(S) ранее, по-видимому, 
не рассматривались. Однако частные случаи были известны и ранее 
(Б. С. Надь (5), О. А. Ладыженская и др. (14)). 

В качестве примера доказанных в работе утверждений приведем 
следующие теоремы. Однако предварительно определим две числовые 
функции: 

( 1 1 / - * - - + - , 
ГЦ , 1 . 1 , ~ 

, если / 1—=£=0; 
/ _ — 4 - — r р 

а (/?, q,r,k,l)= \ г ^ р (5) 
1, если k = 0y q = p; 

l - k 

I в остальных случаях; 

А (р, q, r, k, I) = - . (6) 
q lp lr 
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ТЕОРЕМА 1. Пусть 5= (—с» , оо), —оо<а, (3<оо — произвольные 
действительные, k, I (O^Zk^l—1) — целые числа, 

0 < р , < 7 , г < ос, | 
q Ц= р при k = 0, J 

Ч г if®)—один из функционалов: \fl)\L (5), \f+\L{S) um If-Visy Тогдадля 

класса Wl
p (S) = {f ^Wl (S) : || /1 < оо} неравенство 

fl/%S)<K|/l"p(S>^0 (8) 
с константой К, не зависящей от f, имеет место тогда и только тогда, 
когда: а) г ^ 1 ) ; б) а = а(/?, q, г, k, /) , р=.1 — а; с) Д(/?, q, r, k, / ) ^ 0 . 

Из теоремы 1 легко следует 
ТЕОРЕМА 2. Пусть S= (—оо, оо) а показатели /?, д, г, Л, / удовлет­

воряют соотношениям (7) и условиям а), б) а с) теоремы 1. Тогда для 
любой функции f^.Wl

p (S) а любой измеримой функции Ф, удовлетво­
ряющей хотя бы одному из соотношений: 

/( / )(д:)<Ф(х) V * ^ S , (9) 

/(/)(*)>Ф(л:) y * ^ S , (Ю) 
имеет место неравенство 

1/(А)!^,<^»/|"р(5)||ф|г;5,. (П) 
где а=а(р, q, r, k9l) и К не зависит от f. 

Изложенные в работе результаты частично анонсированы в (18), (19). 

§ 1 

В этом параграфе формулируются и доказываются некоторые вспо­
могательные результаты, вряд ли имеющие самостоятельный интерес. 

I. Если С Х р ^ о о , то [см. (8), стр. 161] 

II. Если ah bh А, В^О, то при A + B^l 
оо / оо \ А / оо \ В 

S^f<^>>,j \bbt) , (12) 
априА + В<1 и С=1—А—В 

п / п \ А / п \ в 

2afof<»c(S*<) П§4 • (13) 
Неравенство (12) следует из теоремы 22 в (*). Неравенство (13) 

получается применением неравенства Гёльдера к сумме ^ atb^cfy где 
Ъ=1, i = l , . . . , п. 
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III. Если f^W1 [а, Ь]9 / ^ 1 , и f имеет I нулей на '[а, 6], то найдется 
точка v)^[a, Ь], в которой 1{1-1)(г\)=0 и каждая из производных fU)(x), 
/ = 0 , . . . , / — 1 , имеет нули на [а, ц] и на [т], Ь]. 

Доказательство см., например, в (10). 
IV. Если ц — точка сгущения нулей функции f^Wl(S), l^l, то 

р ) ( п ) = 0 , т = 0 , 1 , . . . , / - 1 . 
Действительно, если г\ — точка сгущения, то в силу непрерывности 

функции / имеем /(т])=0. Поскольку в любой окрестности г] содержит­
ся бесконечное множество нулей f, то из теоремы Ролля вытекает, что 
этим свойством обладают непрерывные функции f' (х), f"(x)9 . . . и, сле­
довательно, / ( т ) (г\) = 0 . 

V. Пусть р>0, m ^ l , m^k, S=[a, 6]. Для любой функции f^Wm(S) 
найдется такой многочлен Р степени не выше m—1, что 

g(x)=f (х) - Р (х) е V°-m (S), g(n) = f(m), 
(14) 

1 1 причем А и В не зависят от f и S, \i = k 1 . 
я р 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разобьем отрезок S точками a=x0<.Xi... 
. . . < * 2 т = Ь на 2т равных частей и выберем точки ^ Е 5 ; - = [ % * 2 т ] , 
0 ^ / ^ m — 1 , так, чтобы при р < ° ° 

f \fi*)\pdx = \f(^(mesS;)^ ^ " ^ ^ , (15) 
*/ 

а при р = оо положим ^=х2у Построим по точкам & интерполяционный 
полином Лагранжа [см. (6), стр. 45]: 

m-i 

Р(х)=Ц1 f(li)Pj(x), 
/ = 0 

Так как |*—£*[<&—а и при i=f=j ] | / — & | > ~~а , то найдется такая 

не зависящая от §/ и S константа с1э что | P / ( # ) K c i - Отсюда и из (15) 
следует оценка: 

m-i 1_ 

| P (x ) |<max | / ($ , ) | S | Л ( * ) 1 < с , ( 6 - о ) " р | / | р , 

(16) 

1_ 
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Отсюда с учетом I получаем: 

\\ё\\р<2Ш\\р + \Р\\р)<А\Пр. 
Из неравенства Маркова [(2), стр. 28] и оценки (16) вытекает, что 

\^){<(b-af\\Pik)l<ci(b-a)k+7\\P\\oo<B(b-armp. 
Нетрудно видеть, что константы си с2у с3, Д В можно выбрать не зави­
сящими от f и S. 

Равенство f(my>=g(m>> и включение g^V°>m(S) очевидны. 
VI. Пусть feWl(S), f'(x)^0 Vx^S=\[a, 6], х0 —точка, в которой 

\f(x0) \=mm\f(x) | и g(x) —невозрастающая на отрезке Т=[а, х0] и 

неубывающая на отрезке Z=[x0, b] функция, равноизмеримая на каж­
дом из этих отрезков с функцией \ f (x) |. Тогда 

|/(*)IHf(*o)l + ]r(t)dt \G(x)\, (17) 

(18) 

где G(x)= \ g' (t) dt. Для любого v >> О 

«gi,s=ia.s. «Giu<inu-
Из определения g и свойств равноизмеримых функций [(12), стр. 55— 

57] вытекает первое из соотношений (18). Так как функция / монотон 
на, то в силу определения точки х0 f(x0) (f(x)—f(x0))^0 и поэтому 

I f (х)\ - \f(x0)\ +1 f (x)-f (x0)\ = I / (x0)\ + ]f'{t)dt 
*o 

Отсюда и из предыдущего вытекает (17) и, как следствие, второе из 
соотношений (18). 

Пусть S — отрезок, полупрямая или прямая. 
О п р е д е л е н и е . Число v=v(f) будем называть числом перемен 

знака функции /, определенной на S, если S можно разбить на v попар­
но непересекающихся интервалов Hiy S = \JHU так, что на каждом Н{ 

i 
функция f либо неотрицательна, либо неположительна и на соседних 
интервалах Н{ и Hi+i найдутся точки x^Hh y^Hi+u в которых 

signf(x)=—signf(y)фO. 

Если ни для какого конечного v нельзя построить такого разбиения, то 
полагаем v (f) = оо. 

VII. Если f<=Wm{S), S=[a, оо), m > l , v ( f ( m ) )= l , ||fl|,<oo, то най­
дется последовательность |„, £п->оо, такая, что /(г)(5п)-^0 при всех i, 

П-+00 

O^i^m (за исключением, быть может, случая i = 0 , p = oo). 
Если / ( т ) не меняет знака на некотором интервале, то / (т-4) имеет на 

этом интервале не более двух перемен знака, f(m-2) — не более четырех 
Ц Серия математическая, № 4 
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перемен знака и т. д. Таким образом, каждая из производных f(i) имеет 
конечное число перемен знака и поэтому найдется полупрямая 5c=S, на. 
которой все f(i)(x), О ^ л ^ т , не меняют знака, и, следовательно, каж­
дая из f(i)(x), 0^i^.m—1, монотонна. Пусть 

C/=iHtn|/w(x)|. 
Z л:->оо 

Предположим, что для некоторого j^tn с^ФО. Тогда для достаточна 
больших х \fU) (х) | >Cj и по формуле Тэйлора |/(г) (х) \ >с^~1/ (/—i)!. 
Так как 11/||Р<оо, то это возможно только при / = 0 , р = оо. Значит, во 
всех остальных случаях Cj=0. Из монотонности f(i)(x), i^m—1, сле­
дует, что /(г)(д:)->0 при д:-^оо. Таким образом, в качестве £п можно вы­
брать любую из последовательностей, для которой /(7П)(£п)->0 при п-+оо 
(а существование ее гарантируется условием ст=0). 

В следующем пункте изложены некоторые свойства непрерывных; 
функций. 

VIII. Если функция f(xu . . . , хп) непрерывна на открытом множестве' 
GaEn, то множество 

T={x=(Xl,..., ХП)ЕЕО:!(Х)Ф0} (19) 
открыто и представимо единственным образом в виде 

T=\JTh TtnTf = 09 (20> 
/GECJ 

где а — не более чем счетное множество, Tj — области, т. е. связные,, 
открытые множества, и 

f (х) = 0, если х = (х19 . . . , дсл) е dTf\dG. (21> 
На каждом из множеств Tj функция f не меняет знака. Если п=1, то' 
Tj — конечные или бесконечные интервалы и разложение (20) совпа­
дает с известным разложением открытого множества на составляющие* 
интервалы [см. (9), стр. 53—55]. 

Действительно, взяв в качестве Т5 связные компоненты множества Г,, 
получим разложение (20) [см. (17), стр. 136, 149, 235]. Если бы / меняла 
знак на Ti9 то Tj=Tj{jfj, Tj={x<=Tj: f(x)>0}9 Т,= Т,\Ть а это про­
тиворечит связности множества Т5. Если же f(x0)=£0 в некоторой точке 
x0^dTj\dG, то и в достаточно малой шаровой окрестности Q точки х0, 
функция / не меняет знака, QczT, и, следовательно, Q\jTj связно [(17),. 
стр. 141] и по определению связной компоненты QlJTjC^Tj. Это противо­
речит тому, что х0 — граничная точка. В случае п=1 связные множест­
ва имеют простое строение [(17), стр. 137] и разложение (20) есть раз­
ложение открытого множества на составляющие интервалы. 

§ 2 

В этом параграфе доказываются основные теоремы. Как и ранее,, 
будем предполагать, что G — открытое множество, S = G. Оказывается,, 
что в неравенствах (2) и (4) можно заменить ||/(0ILr(S) функционалом 
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%r,m(g, S), g=f{l~i), достаточно общего вида. Этот функционал строится 
специальным образом по некоторому исходному функционалу xr(f, S), 
определенному на множестве ^ ( S ) . Функционал тг(/, 5) 
можно выбирать достаточно произвольным, требуется лишь, чтобы он 
обладал некоторыми из указанных ниже свойств. При этом набор тре­
буемых свойств будет, вообще говоря, различным в разных теоремах. 
В свойствах 1—3 встречаются числовые параметры г, t, т, . . . , значе­
ния которых указываются позднее в формулировках теорем. 

С в о й с т в о 1. Функционал тг(/, S) неотрицателен и определен на 
множестве 1P(S). 

С в о й с т в о 2. Для всех функций feV 0 t l (S) , у которых \\f\\*<oo, 
имеет место неравенство 

\fL,s<"\\fils«r(f,S)}1 а = а(/, сю, г, 0, 1), 

где %=yi(t, r) не зависит от f. 
Пусть m, 0 < m ^ o o , — некоторое число. Построим на множестве 

Wl(S) функционал %r,m(f, S). 
О п р е д е л е н и е . Для любой функции /<= Wl (S) 

Xr,m(f,S) = 
supt r(/) 

I /GO 

при m < oo, 

при m = oo, 

где T={x^G :1(х)фО} = []Т5 — разложение вида (20), X,- — характе­
ра _ 

ристическая функция множества Tj, t r(/) =rr{f-Xj, S). 
С в о й с т в о 3. Для любой функции f^Wl(S), Ц/||р<оо, найдется 

функция g E F ( S ) , у которой g{l~l) (х) имеет нуль на любой полупря­
мой HczS и 

iuiu<&imu if(")iu<s«^)iu, 
t r , « ^ 1 , , S ) < 8 t r i m ( / ( M , , S ) l 

причем б не зависит от f, 0 < 6 < o o . 
Сделаем некоторые пояснения к изложенному выше. 
З а м е ч а н и е 1. В свойстве 1 допускается, что для некоторых 

функций тг(/, S ) = o o . Свойство 3 нетривиально только тогда, когда сре­
ди Tj есть полупрямая или прямая. Для прочих функций можно пола­
гать g=f. Определение Tr>w(f, S) корректно, поскольку fj=f-Xj^Wi(S), 
при этом fj не меняет знака на 5. Легко проверить, что для неотрица­
тельных и неположительных функций Tr,m(f> S) =x r(f, 5 ) . 

ЛЕММА 1. Если S — отрезок, полупрямая или прямая, G = S, 
f^W^S), HiciG — интервал, H=Hi9 Хн— характеристическая функ­
ция множества Н, то f-Xn^W^S) тогда и только тогда, когда f(x)=0 

И * 
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для xedH^dG. Если f-Xn^W^S), то 

*r,m(f ' X//,S) = 

l 

S T?(/)Y" при m < o o , 
/e=a<//) J 
sup xr (/) яри m = oo, 

где G(H) = {j^a:TjCiH}. Если функционал xr(f, S) обладает свойства* 
ми 1 и 2, то этими свойствами с той же константой к обладает функцио­
нал тг(/, Я), где тг(/, Я )=т г ( / -Х н , 5 ) , если / - X H ^ W ^ S ) , И ТГ(/, Я ) = О О , 
^ л а / . Х я ^ ^ 1 ^ ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проверка условий, при которых f-XH^ 
^Wi(S)y т. е. f-XH абсолютно непрерывна на любом отрезке, не состав-
ляет труда. Чтобы получить формулу для тг>т(/-Хн, 5 ) , достаточно до­
казать, что jff={x^Ht: f(x) Ф0} = 1]Т^ Действительно, по определению 

/еог(я) 
составляющего интервала (связной компоненты) каждый составляющий 
интервал (а, Ь) множества Н входит только в один из интервалов 
Tj= (Л, В). Предположим, что (а, Ь)ф (Л, В), например, А<.а. Оче­
видно, a^dG, а^дЙ. С другой стороны, аеГ,- и, согласно предложе­
нию VIII из § 1, 1(а)Ф0, а с учетом соотношения (21) и определения 
множества Hi получаем: a^dH^dG. Мы пришли к противоречию. Итак, 
(a, b) = (Л, 5 ) . Перейдем к последнему утверждению. Очевидно, 
тг(/, Я) обладает свойством 1, а также и свойством 2, если тг(/, Я)=<х>. 
Если же тг (/, Я ) < о о , то / -Хя^Я? 1 ^) и следует воспользоваться свой­
ством 2 для функционала тг(/-Хн, 5 ) . 

Положим 

1 л г • I • А (р. а, г, &, /) ^ * , если z = 1Ч —— >—1, 
2+1 t 1 1 ^ 

m = i & —— + — 
^ p 

oo, если z<; — 1. 
ЛЕММА 2. Если 0<m^n, то 

Tr,m(f, S)>T r ,n( / , 5 ) > т г , . ( Д 5) . (22) 
£с/ш 0</?, q^oo, r ^ l , O^k^l—1, A (/?, 9, r, &, /) ^ 0 , то 

k-± + ±>±(l-± + ±\>09 m>r. (23) 
q p I \ r p j 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку a — не более чем счетное мно­
жество, Tr,m есть норма последовательности {xr(j)}sea в метрике про­
странства последовательностей lm и неравенство (22) следует из [(8), 
стр. 140]. Неравенства (23) очевидны. 

Одной из реализаций функционала хг (/, S) является построенный ниже 
функционал ||/(1)1г,5 (ср. с (3)). Используя этот функционал, мы легко мо­
жем получить из общих теорем этого параграфа достаточность теоремы 1. 
Пусть / e= lF(S) , Tj = (ahbj), Т = [j Tf—разложение вида (20), Tt — за-

/6Е(7 
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мыкание Г/. Построим нелинейный оператор Ur:f-*q>, где f^W1(S)9 

следующим способом. Если x^S\\JTj9 то Ф(Л;) = 0. Если Tj—конечный 
/ест 

интервал и f(af)=f=0, f(&/)=?= О, то ф(л;) = /'(х) для x^Tj. Если множе­
ство Tj таково, что выполняется хотя бы одно из следующих условий: 

а) / (х) = 0 у х е= дТ„ | tf > liT. < I f<i> Ц ; 
б) /(aj) < 0 и либо f (Ь3) = 0 , либо Ь;=оо; 
B) f(bj) > 0 и либо /(aj) = 0 , либо а,=—с», 

то на множестве Tj полагаем y(x)=f+)(x). Во всех остальных точках 
полагаем Ф {Х) == fl] (x). 

Положим 

«rii;,s = it/rfiir,s, irts-Wrf1-1'!, 4,s- rf'-Dll 
Wr,S« 

Покажем, что функционал ||f(/)lr обладает свойствами 1,2,3 и 4. 
Стандартный символ S в обозначениях |/l|p>s»|lf(/)||r,s ИТ-Д- м ы в Даль~ 

нейшем часто будем опускать и писать \f\ 9 \fl)\\* и т. д. 

Выделим три группы условий, налагаемых на параметры: 

0<P,q,r < o o , a = a(p, q,r, k, I), 

r>l, I*(£f p,q) = k — - + — > 0 , 0 < f t < / — 1 , 
Я P 

1 ._ r -lA(p,q,r,kjl) 

m= i T| + l 

O O , 

если т] = И*.Р»0) • > - l . 

если r]< — 1, 

l < f e < / — 1 , A(p, <7,r,ft,/)>0, jx(^,P> 9)>0> 

(24) 

(25) 

(26) 

В следующей лемме вычисляются точные константы в неравенствах 

ll/ ( f t )IU<Klf|p
a

>s(«f ( / )«;. sra . o. = a(p,q,r,k,l), (27) 

при 1=1. Это неравенство обобщает неравенство Б. С. Надя (4). Оно 
используется также в дальнейшем при доказательстве основных резуль­
татов. 

ЛЕММА 3. Если / = 1 , k=0, S — отрезок, полупрямая или прямая и 
выполнены условия (24) и (25), то для класса функций f^V°>i(S)9 
11/11Р<ОО, имеет место неравенство (27) с константой, не зависящей от 
f и S. Если S — полупрямая или прямая, то точная константа К связана 
с точной константой /С4 в неравенстве Надя, вычисленной в (^^соотно­
шением: К=2 а - 1 / ( 1 . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия (25) следует, что 1—а^>0 и нера­
венство (27) тривиально, если || fw |£ = оо. Поэтому можно предполагать, 
что Ц/*1* |£, 1/11р<С °°- Доказательство леммы достаточно конспективно, 
поскольку оно частично повторяет доказательство неравенства Надя (4). 

Пусть f e T ' ^ S ) , T= {]Tj. Так как / имеет нуль на S и, согласно 
/е=а 

предложению VIII из § 1, / (х) = 0 для любого х <= dTj\dG, то f e V0 '1^/), 
Г7—замыкаше Г/. Оценим сверху [f^y,.. Так как ||/fl)||* = ||—/(1)||*, то мож­
но считать,что f(x)^>0 для х е Г/. Положим Н(х) = (—оо, #] f| Tl9 \i= 1, 
если ф(х) =/+ (х) для я е Г/, и Н(х)= Tf fl [#> °°), Iх = — 1, если ф (х) = 
= /1 (х) для х е Г/, Ф = Urf. Обозначим через £ отличный от д: конец 
множества Н{х). Из определения ф и свойств множеств Т,- следует, что 
f(c)=0, если j c | < o o . Если же | с | = о о , то из предположения /?<оо и 
конечности \\f\\p вытекает, что lim \f(y)\=Of когда у-*с, у^Н(х). Вве­
дем функцию Fq(u): 

и 
Fq (и) = J t|) (s) ds, 

где 
[ ( m + l ) s w , если q = oo, 

i|) (s) = i r-i 
[ (SP—si) r , если q<^oo, 

m=p .В случае q=oo будем рассматривать произвольные функ­
ции f, а в случае q<C.oo ограничимся функциями, у которых llfHoo.r/ = 1. 
При этих предположениях ^(f(y))^0 для j/еГ,-. Число [х, функция ф 
и интервал Н (х) таковы, что 

»Г(у)<Ч>(у) УУ^Н(Х), 

и либо lim г|) if (у)) = 0, либо г|) (/ (с)) = 0. Применяя вначале формулу Ньюто-

на—Лейбница, а на последнем шаге неравенство Гёльдера, получаем: 

^«tf(*)) = ? J ^F,if(0)dt = ̂  j *(/(0)Г(0Л< 

< J ^ ( / ( 0 ) Ф ( 0 ^ < И ( / ( 0 ) 1 г 1Ф1Г.- (28) 

Если q=oo, то для любого хеГ;-, / е а , имеем: 

i/wri=F,(f(x))<(m+i)ii/iip";r.i|T||rir/<(m+i)iif«;iu(l,i;, 
откуда легко следует доказываемое неравенство (27). Сопоставляя с 
константой Ки получаем оценку / C ^ S " " 1 ^ . Пусть <7<оо и хп^Т$ тако-
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ва, что f(xn)-+-l при п-+оо. Так как неравенство (28) имеет место для 
любого х, то 

Mi)<l+(f WAj_ т\ч1.т,<МЪ.т, -IftrpiblU/. 
r-i' / 

Повторяя с очевидными изменениями рассуждения на стр. 71—72 в рабо­
те (4), получаем для ||/[| Тл неравенство вида (27) со следующей оценкой 

для константы: К<*2а~1/(1. Освободимся от ограничения J f | r > = l. Так 
как l/loo^C00-» т о путем умножения на константу можно перейти от / к 
функции g, у которой ИS"Boo r . = 1 и для которой, следовательно, имеет 
место неравенство (27). Для обратного перехода от g к f остается вос­
пользоваться однородностью | / 1 , \f\q и tf(1)fl*. 

Так как q<oo и из условий (24), (25) следует, что 
uqp^+{\—а)дт_1:^1, то из уже доказанного на множествах Т] нера­
венства (27) и неравенства (12) вытекает неравенство 

Чтобы оценить константу К снизу, заметим, что в качестве экстремаль­
ной функции в неравенстве Надя можно взять неотрицательную, чет­
ную, неубывающую на (—оо, 0] функцию z(t). Последовательность 
-М0> 

z.(0 = 

z (t) при 

z(0)—nt при 

0 при 

^<о, 
п 

t>i&-t 

такова, что при /г->оо 

Р II г, II IU II _ ^ 1U11 0~ Я Ыр,^2 рир./> 1Ч./-И./-2 

и для достаточно больших п 

L 

где / = (—оо, оо). Легко проверить, что zn является экстремальной по­
следовательностью в неравенстве (27). Лемма доказана. 

ЛЕММА 4. Пусть S—отрезок, полупрямая или прямая, г, l ^ r ^ o o , — 
некоторое число. Функционал tr(f,S)==|f(1)||+ обладает свойством 1, 
свойством 2 при всех t9 0 < ^ < о о , и свойством 3, если / > 2 , 0<^р, 
<7<1 оо. В свойствах 2 и 3 константы к и б можно взять не зависящими 
®т S. Если S^(_oo,oo) , то l f ^ < ^ ! f % l f % 
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Доказательство . Свойство 1 следует из определения ||/(1)|£, свой­
ство 2 вытекает из леммы 3. Докажем, что ||/(/)||* обладает свойством 3. 
Пусть f^Wl(S), T={x^G :f(x) =^0} = \JTj и среди Г,- есть полупрямая 
или прямая. Положим для определенности, что есть только один интер­
вал Tj, mesTj=oo, и пусть Tj=[c, оо). Так как f(Z_1) не меняет знака 
на Th то согласно предложению VII из § 1 найдется последовательность 
In, £n->oo при /г->оо, такая, что /(г)(£п)->0 (исключение: t=0, p=oo). 
В (20), стр. 535, указаны такие финитные функции Qi^Wi(—оо, оо), что 
.6«(i)(0) = l, 0г

(т)(О)=О при гфт, 0^/гг^/—1. Рассмотрим последова­
тельность функций следующего вида: 

(/(*) при *<&*, 

Ы(х)- / - 1 

/(Б.) Ф* (*-&.) + 2 Z*0(Б.)е,(*-&,) при х>Ъп, 
* = 1 

где Фп (х) = в0 (х) при р < о о , фл (л:) == в0 [—) при р = оо. Если р = оо и 
/ > 2 , то 

|ф?1 = л*Чв$Чт«^о. 
Отсюда и из определения последовательности |п вытекает, что 

П-*О0 

Wt<\f4+i?Xin> 1Ч-ча« p<°°, 

limfl/„L., <lim |/(6,)Ф-1о + 
/ - 1 

2 As*)® 
<l l /U©olL /«=[&.,«,). 

Нетрудно видеть, что при достаточно больших п все функции fn удовлет­
воряют свойству 3, и любую из них можно взять в качестве функции g. 
Случай, когда среди Ti есть множества (—оо, Ь] или (—оог оо), рассмат­
ривается аналогично. 

Если S='(—оо, оо), то fil-i)(x)=0 для любого x^dTj и поэтому 

М%тГш(1??1г>ТГ 1/^Ц) 
и остается воспользоваться свойством 1 и элементарным неравенством: 
минимум двух сумм не меньше суммы минимумов слагаемых. 

ЛЕММА 5. Пусть S—отрезок, полупрямая или прямая, / = &=1, 
O<a(p,9,r,^Л)<l,Y = Y ( P , ^ ^ ^ Л ) , 0 = ( l - f + - i Г ^ O , | i = l -

1 1 1—=/=0 и выполнены условия (24). Тогда для класса W1(S) име-
Я Р 
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ют место неравенства 

iris<w(n\\na
P,siri:s> с2»» 

liriU<2v(/')|/»0O.s (Щ 
с константой К, не зависящей от f и S. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если f не меняет знака на некотором отрез­
ке [с, d], то 

]f'(t)dt -\f(d)-f(c)\'<2\\fioy 

откуда легко следует неравенство (30). 
Пусть S='[a, b]—отрезок, f^W^S), v(f) = 1. Тривиальный слу­

чай q=r сразу исключим из рассмотрения. В остальных случаях а,. 
1—а>0, и из предложения VI в § 1 вытекает, что можно ограничиться 
функциями g вида 

где g'(t) не возрастает на Г=[а, х0] и не убывает на Z= [x0i b]. 
Оценим сначала \\g'\\q> г. Без ограничения общности можно считать,, 

что а=0 . Пусть 

» = a * u № ) e . ч=(|ягСж£7) > 
и пусть х, #еГ, х^у. Так как g'(x) ^g'(y)^Q, то 

у 

\g(x)\=-g(х) > Jg' (0dt>g'(у) ( у - х ) , 
X 

lg'\P,„>g'ly)\y-x\pJ1; |g ' (</ ) lW~ F lg | | p , r , Я = Ю,у], (31>. 

где с = (/?-+-1) р при р<оо, с=1 при /?=оо. Разобьем множество Г на 
три подмножества: /?, С/, V, где /?='[0, #0]П[е, оо), U={x^T :g'(x) > 
>rj}, y = r \ ( f / | J ^ ) . Заметим, что при г=оо Т]=||^ / | |г,г и, следова­
тельно, mes£/=0. 

Пусть 6>.0. Из условий леммы вытекает, что в этом случае r^q w 
jx>0. Используя для оценки ||g'H«,B неравенство (31), а для оценки 
llg'IU, v соотношения mes V=^e, g'{x) ^r) при хеУ, получаем: 

lg'lR=]\g'(t)\dt<c-''(Jt'q[l+lp) 

" =*-V"|*rp,<ciUCl*T-e,f. 

л UCJ 
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» f i T U < ^ n i e s 7 < 4 ^ < U r i l e t 1 H 1 ) ' 
и при г<оо 

Из этих оценок вытекает неравенство 

ua.r<KiUCi*T- <32> 
Пусть в < 0 . Тогда r^q, | i < 0 . Из (31) следует, что либо R = 0, либо 
в точках y^R 

\ёЧу)\<сг^^1§1т. (33) 
Используя для оценки Н '̂Н^гм*, где Г \ / ? = ГП[0, е], неравенство (31), 
а для оценки \\g'\\q> R — неравенство (33), получаем: 

fl^«:,rx«<c?ii^ip.r{l"(l+^^}< 

<ciUl,r°'M<ci\\gr;\\g'ta)',> 

Как следствие получаем и в этом случае неравенство (32). 
Чтобы оценить llg'llg, z, заметим, что функция f(x)=—g(b—х) также 

принадлежит к рассматриваемому классу, причем 
х 

f (х) = J Г (s) ds, t = b-xv M = [0, t], 
t 

mes M == mes Z, / ' (s) > 0. 
Аналогично предыдущему получаем, что 

\e'l,z<K%\gtpU'V. (34) 
Объединяя оценки (32) и (34), получим доказываемое неравенство при 
v(f') = l. Пусть v = v ( / / ) > l . Тогда найдется v интервалов St, на каж­
дом из которых / ' не меняет знака, и, согласно доказанному выше, 

1/'1Ц</(1/|^1ПЦ. 
Так как aqp^+ (1—a)qr- l <\, то, согласно неравенству (13) при 

A = aqp-\ B= (l—a)qr-\ 

iri:=s»riu<^^ifprir 
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В случае rnesS=oo неравенство (29) получается предельным пере­
водом. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть действительные числа р, q, r, а и целые числа 
к, I удовлетворяют условиям (24), (25), 0<.m^:m, функционал xr(f, S) 
обладает свойством 1 и свойством 2 при всех t9 0 < £ < о о . 

а) Если S — отрезок, то для любой функции f^Vj>l(S), / ^&, имеет 
место неравенство 

ll/(ft) Is < * I I / t s &r.m (f'-l\ S)ra, a = a(p,q,r,k, I). (35) 

б) Если S — отрезок, то для любой f^Vj>l(S), j^k, и любого h, 
0<C/*<mes S, имеет место неравенство 

\fk)\\q<K\\flixr^f^ 
<A1{h'll\\fL + h^xr,m(fil'1\S)}f T, = / - i - + ! f |i = |i(*,p f?). (36) 

p r P 

в) Если S — полупрямая или прямая, функционал Tr(f('_1), S) обла­
дает свойством 3, если / ^ 2 , то для любой функции f^Wl

p (S) = 
= {feWz(S) : ||/||p<oo} имеет место неравенство (35). 

Константы Ку At и А2 зависят только от /?, q, r, k9 I и от постоянных 
к и 8 в свойствах 2 и 3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сделаем ряд общих замечаний. Так как 
| i > 0 , /—k, U г^\, то необходимо а ^ О , 1—а>0, и поэтому можно 
ограничиться рассмотрением функций, у которых тг, т(/(г-1)) <оо . Если 
-S — отрезок, то в силу непрерывности ||f||P<Coo. Если же mesS = oo, то 
по условию предполагается, что llf||P<oo. Впрочем, это условие суще­
ственно только при а = 0 . В силу неравенства (22) достаточно доказать 
теорему только для m=m. 

Согласно утверждению V для любой функции f^V}>l(S) найдется 
полином Р степени не выше /—1 такой, что для g=f—Р будут выпол­
нены соотношения (14), g(i) = f(z) при i^]\ g^V°'l(S). Поэтому при 
доказательстве пункта а) можно рассматривать только функции из 
класса V°>l(S). Заметим, что а=а(р, q, г, &, 1)=0 только тогда, когда 

1 1 /—k 1—=0, т. е. при k=l—1, г = 1 , q=oo. В этом случае неравен-
r q 

ство (35) 

lf(/"1)IL<^boo(f(/-1),s) 

легко следует из свойства 2. Во всех остальных случаях а ^ ( 0 , 1). 
Докажем пункт а) индукцией по параметру /. Пусть 1=1, f^V0>i(S)f 

Т= у ТУ Из условия (25) следует, что p<Cq^oo. Так как f^f-XjG 
/€=tf 

^V°> l(S).9 где Xj — характеристическая функция множества ТУ то по 
свойству 2 с учетом леммы 1 имеем: 

I f Vo.T,=l f i L < к I ft l {*г а)Га< к i f iy,;£ v, s). 
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Отсюда легко следует неравенство (35) при q=oo, m=in=oo. Если 
<7<°°, то достаточно воспользоваться доказанным выше неравенством 
и известным неравенством 

flflU<I/llL«/U. Я>Р- (37) 
Предположим, что утверждение а) верно для всех 1^.п и всех kr 

O^.k^.1—1, и докажем его для 1=п+1. Для этого рассмотрим сначала 
случай k=l. Согласно предложению VIII (см. разложение (20)) мно­
жества R={xeE(a, Ь) :Р(х)Ф0}, Т={хеЕ(а, Ь) : f{i~l) (х) Ф0] предста-
вимы в виде/?= (J Rh Ri=(ah Ь4), T = \JTi9 где в и а—не более чем 

i<=e / Q J 
счетные множества. Построим по каждому интервалу R{ отрезок 
Ri= [tu Zi]uRi следующим способом. Выберем сначала точку z~C^bu 
обладающую хотя бы одним из следующих свойств: 

1) на отрезке [bu Zi] лежит точно п нулей функции f'\ 
2) на отрезке [bu Zi] лежит не более п нулей функции f и Zi — точка 

сгущения нулей f'\ 
3) Zi=b и на отрезке [bu b] не более п нулей функции /'. 
Согласно III в случае 1) найдется такая точка g, что / ( Z-4 )(g)=0 и 

fU)(x)9 l^j^l—1, имеет хотя бы один нуль на [bh | ] . В этом случае 
положим 2*=£. В случае 2) положим Zi=z~i. Согласно предложению IV 
fW(Zi)=0, l^.j^.1—1. В случае 3) будем считать zt=b. Точку U выбе­
рем аналогичным способом. Функция f(x) на отрезке Л* обладает сле­
дующими свойствами: f имеет на Л* не более 2п нулей и, следователь­
но, не более 21— 1 перемены знака, т. е. v(f')^2t9 feF1» l(Rt), f(z""1)('<) = 
= 0, если ифа, f{l~l) (z{) =0, если г{фЬ. Каждый отрезок Л* пересекает­
ся не более чем с 21—1 отрезками Ли, соответствующими интервалам 
Ru, лежащим правее Ru и не более чем с 21—1 отрезками Ли, соответ­
ствующими интервалам RUi лежащим левее Ri. Поэтому R{ и Л» пере­
секаются не более чем с 4/—1 отрезками Ru. Из определения отрезка 
Ri следует, что при р < о о 

иев(0 
а согласно лемме 1 при пк^оо 

где a(i) = {/ea: Г3с:Лг} (см. также определение тГ, ™).- Поскольку при 
р, т<С.оо в суммах 

1= 2 I / & - S S imiU> 
ifee fee ыб=в(0 

5= 3<«(/<M).^)= 2 S *?(/> 
fee fee /eo(« 



НЕРАВЕНСТВА МЕЖДУ ПРОИЗВОДНЫМИ 885 

слагаемое | | / | ] % и соответственно x?(j) встречается не более 4/ раз, то 

(38) fee 

B<ii2<(i)<u<rn(fil-1),s). 
При /?=оо, т = о о , очевидно, имеем: 

Положим q = q, если q<.oo, q=l9 если q=oo. Согласно лемме 5 и 
выбору Ri (заметим, что v(/') ^ 2 / на отрезке Д) имеем: 

ink^=«riv, f<^«/tair& (39) 
причем Ki не зависит от f и Д, ai=a{pi q, oo, 1, 1). Так как g(x) = 
=f/(x)^V°>n(Ri), то для g по предположению индукции имеет место 
неравенство 

\\f'L,i<l<Art,c{*r,m(?l-1),Ri)}l-a; m < o o , (40) 

где а2=а(<7, оо, г, 0, л), п=1—1. Если q=oo, то оценивая в (40) \\f'\\-
с помощью (39), а если q<.oo, то оценивая ||/'|L в (39) с помощью (40), 
лриходим к неравенству 

<Ks\ftiiXr.m^'1\h))1'a9 (41) 

<х = а(р,?, г, 1,/). Так как Ц/'IU = sup ||/'Ц^^., то в случае ? = oot fe = l 

доказываемое неравенство непосредственно следует из (41). Если <7<С°°> 
то из условия (25) и равенств Л = — , £ = ^ ^ - ^ следует, что Л + £ > 1 , 

Р m 

и, применяя последовательно неравенство (41), предложение II из § 1 
и неравенства (38), получаем: 

1Г«:< 2 \ГЦ<К12 (Ш>/(<-(/<'-',^))в< 
fee fee 

Докажем утверждение а) при & > 1 , / = я + 1 . Пусть a^a(p,q,r,ktl), 
| 5 = l — a , — = ( . Из условия a "> о следует, что 

Яг kp kq 

E) M'(l ,P,9i)>0, m=in(pfq,r,k, /) = m(p, qX9r9 1,/), 
F) |i(fe — 1 , qvq)>09 m(qX9 q, r,k— 1,/ — l) = m. 



886 3. Н. ГАБУШИН 

Согласно установленному выше при k=\ неравенству (35) с учетом, 
условия Е) имеем: 

ца2 i - a 2 
Up V , m > \f\<KAff?t 

(42> 

V ; = \,тС/""1'. S), a2 = a(p,qi,r,l,l) = \ - - L . 
К 

Так как g(x)=f'(x)^Vj-i>l-i(S), l—l=n, то по предположению индук­
ции с учетом условия F) получаем: 

(43), 

Ы <h = a{qvq,r,k — l,n)= -—-. 
k р 

Оценивая \\f'\\qi в (43) с помощью неравенства (42), получаем нужное 
неравенство при k>\. В случае k=0 требуемое неравенство легко по­
лучается, если использовать уже доказанные при k=l, l=n+l и k=09 
1=1 неравенства (35) и соотношение (37). 

Докажем пункт б) теоремы. Согласно утверждению V для функции 
f^Vj'l(S) существует полином Р степени не выше / — 1 , обладающий 
свойствами (14). Так как Q = f—PZEV°> l(S), ||Q||p<j4||fl|p> Q<l-»=f«-*\, 
^r,m=^Tr, m(/u_1), 5) =rrm(Q{l-i\ 5) , то, применяя последовательно пред­
ложение 1 из § 1, неравенство (35) для функции Q и соотношения (14), 
получаем: 

II fik) {<Ч 1 Q(k) \\q+ \\P{k) I,) <K\f Гр < 2 +B ( m e s s r If llp-

Чтобы завершить доказательство, воспользуемся легко проверяемыми: 
соотношениями: 

inf {hr»]fl+ti™*r.m} = MVl,X%, a = a(p,q,r,k,l), 
0<Л<оо 

где М не зависит от /, и неравенством 

А"*1 > (mesS)^» есл« h < mesS. 
Докажем пункт в). Пусть 1=1. Из условия (25) следует, что р<оо. . 

Из конечности ||/||р вытекает, что inf \f(x) | = 0 , т. е. / Е У 0 , 4(^)- Остается 

повторить рассуждения, проведенные при доказательстве пункта а) в 
случае 1=1. 

Пусть 1^2. Так как а ^ О , 1—а>0, то согласно свойству 3 можно 
ограничиться функциями /, у которых /(г_1) имеет нуль на любой полу­
прямой Hc^S. Положим для определенности 5 = [а, оо). Для функции 
/ найдется последовательность Ьп, 6п-^оо, такая, что /(Z_1)(^n) = 0 . По­
ложим Нп=[ап, Ьп]. Способом, указанным в лемме 1, определим функ-
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ционал тг(/(г-1), #п). Согласно лемме 1 

/ ( М ) • 1Нп е W1 (S), xr%m if'x\ Ня) < %г.т (f(M), S). 

Так как / s V M , / (Ял), то для оценки I f ^ l ^ можно использовать нера­
венство (36). Переходя к пределу при п->оо и учитывая, что (mes^)"**1-*-
-•О, |f(A)|| H ~>||f(fe)|| , получаем требуемое неравенство. Теорема доказана.. 

В рассматриваемых вопросах наиболее интересен тот случай, когда 
п=г. Именно этому случаю соответствуют неравенства теоремы 1 и. 

теоремы 2. 
Следующая теорема позволяет получать неравенства вида (4) при 

соответствующем выборе функционала тг(/, S). Неравенства, подобные 
указанным в этой теореме, ранее, по-видимому, не рассматривались. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть выполнены условия (24) и (26), функционал 
тг(/, S) обладает свойством 1 и свойством 2 при всех t, 0<tf<oo, a 
функционал tr,r{f{l"i\ S) обладает свойством 3 при 1^2. При этих 
условиях для класса Vj>l(S), если S — отрезок, j^k, и для класса 
Wlp(S), если S — полупрямая или прямая, имеет место неравенство 

I f(Щ \\q,s< Kv? ( Л 1/ Is <rr,r <f-», S)}l~a, (44) 
причем К зависит только от ру q, r, k, I, к и б; а=а(р, q, r, k, I), 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условий (24) и (26) вытекает, что а, 
у > 0 , 1—а^О. Поэтому можно ограничиться функциями, у которых 
Н/Ир> v(/(ft))<°°> tr,r=rr,r(f(l~i\ 5 ) < o o . Докажем теорему индукцией: 
по параметру k. Пусть k=l, 1^2— произвольное. Выберем д > 0 так,„ 
чтобы А(р, q, г, 1, t)=0. Из условия (26) следует, что q>q. По теоре­
ме 3 (пункты а) ив) ) имеем: 

ink<K«/«/ (Vr}1 , 
а согласно лемме 5 

о« = а(Р ,? .9 . Ь 1), Y=Y(P ,? t^ I. \) = y(p,q,r, l , /) . 
Остается оценить | |/ ' |- во втором неравенстве с помощью первого. 

Предположим, что теорема доказана при всех k^.n и всех /,, 
О <1&^:/—1. Докажем ее при k=n+l. Заметим, что если /(п+1) не меняет 
знака на некотором отрезке [с, d], то /(п) имеет на этом отрезке не бо­
лее двух перемен знака (см. определение v (f)). Поэтому 

v (fin)) < 2v (/("+1)), . . . , v (f) < 2\ (fin+1)). 

По условию [л(&, р , # ) > 0 , й = / г+1 . Возьмем такое р > 0 , что л+1- f -



-I 

888 В. Н. ГАБУШИН 

1 1 1 1 1 -\ > п + -=г-^>—. Тогда, очевидно, 1 — Н > 0 и из уже дока-
Р Р Я Р Р 

занного при k = 1 неравенства (44) с учетом соотношения между v (/') и 
v (/(л+1)) получаем: 

iai-1-aj / ь>- Л/1\ /г(я+1К|| f not -Л-с^ IГ Ь < КУ' (Л | f Ц^ГЛ < tf.v* (Г+1))|| / 1 < г t 

7i—У(Р> Р> г> 1» 0- Так как [л(лг, />, #)>0, то по предположению индук­
ции для g(x)=f'(x) имеем: 

II £п) { - II Г 1 } I < Kv* (Г1}) 1 г фЯ** 
a2 = a (/7, 9, г, п, /—1), Уг^У (Р> 9» г> "> I — *)• 

Для завершения доказательства достаточно оценить ||/'|Ь во втором 
неравенстве с помощью первого и убедиться, что у=у2 + агу^ 

о 
С л е д с т в и е 1. Пусть Wl(d) — множество периодических с перио-

0 

дом d функций, Wl(d)czWl(—oo, оо), 5 = [а, а+6], Тг(/, S) —функцио­
нал, обладающий свойством 1 и свойством 2 я/ш любом t, 0 < / < o o , 
х0 — точка, в которой 

| / (xQ) | = min | / (х) |, tr,m = inf тг,ш (/(/-1} (x + c), S). 
x^S ~oo<c<oo 

а) Если выполнены условия (24) а (25), 0<.m^.m, то для класса 
о 

функций Wl (d) имеет место неравенство 

edeg(x)=f(x)—f(xtt),gW=fM при k>0. 
б) Если выполнены условия (24) и (26), то имеет место неравен­

ство 

Действительно, по определению g имеет нуль на 5, llgllp^ll/llp» и в 
силу периодичности каждая из g{i\ l^i^l—1, имеет нуль, т. е. 
g^V°'l(S). Применяя теорему 3 или теорему 4 и учитывая, что при лю­
бых i и любых с ||/(<)(^+с)11«.в=И/(0(^)11*.в> получаем требуемые не­
равенства. 

Следствие 2. В теореме 3 и 4 и в следствии 1 в качестве функ­
ционала тг,г(f{l~1}, S) можно взять ||/(/)||*5 или \f{l)\rtS. 

Следствие 3. Если / е= Wl (d), / > 2 , t r§r(/ (M), S) = || /(/)||+s> S = 
= [a, a + d]—произвольный отрезок и функция Ф обладает свойством (9) 
или (10), то 
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Возьмем такое t, что /(/-1)(а +с) = 0. Тогда из определения ||/(/)|£, ут­
верждения VIII и свойства I следует, что 

Остается заметить, что || fi° || s , i f ^ t . s н е меняется при сдвиге и If? !,.•<. 
<СЦФ||Г, если выполнено условие (9), | /!? ||г < | Ф ||г, если выполнено усло­
вие (10). 

С л е д с т в и е 4. Пусть S—отрезок, & > 0 , р,<7>0 и <7<1, если 
k=l, /7=00-, q<^—- в остальных случаях. Тогда для функций 

kp + l 
f ^Wk (S) имеет место неравенство 

l l / ( \ s < ^ ( f ( f t ) ) ( m e s S ) - ' i I / i ) S (45) 

с константой В, не зависящей от f, S и v; [г=|л(й, р, q). 
Рассмотрим случай k=\. Если /?=оо, то неравенство (45) совпадает 

с неравенством (30). Поскольку / непрерывна, то всегда ||/||00<оо и, 
следовательно, ll//IU<°o, ||/ /|lr<oo при 0 < г < 1 . Выберем r<iq так, что 

1 1 1 1—<С 0. Тогда по лемме 5 
г Р 

\\Г \\g<mi\\fTavyn « = a(P.? . r f l, 1). 

Оценивая \[f'\\r с помощью неравенства 

получим требуемое неравенство при k=l. Применяя последовательно 
это неравенство, получим неравенство (45) при произвольном k. 

З а м е ч а н и е 2. Известно, что если R — рациональная дробь по­
рядка п, то v(R)^.n + l, при этом R' — рациональная дробь порядка 
не выше 2п. Пользуясь этими соображениями, из следствия 4 легко по­
лучить теорему 1 работы (22). 

С л е д с т в и е 5 [см. (19)]. Если S — отрезок и выполнены усло­
вия (24) и (25), то при любом /z, 0 < / ^ m e s S , для функции f^Wl(S) 
имеет место неравенство 

\f{\s<A{h-^f\U + h^lf\s}, 

1 1 
где А не зависит от f, 5 и h, у\ = I 1— . 

r P Действительно, согласно предположению V из § 1 для функции / 
найдется полином Р, P(Z) = 0, такой, что выполняются соотношения (14), 
при этом g=f—P^V°> l(S), ||g(0|lr=-ll/(0llr. Остается применить к функ­
ции g теорему 3 (пункт б)), следствие 2 и воспользоваться соотноше­
ниями (14). 
12 Серия математическая, № 4 
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Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м 1 и 2. Согласно неравенству (23) 
т > г и \л (k, p, q) > 0, если А (р, q, г, k, I) <; 0. Действительно, из условий! 
1 i - k * < 0 , /, г > 1 , следует: 
q lp lr 

|i = fe - | — > & — 1 — = — / 1— > 0 . 
Я Р lp lr р I \ г р) 

При этом |л(&, р, q)=0 только при k=.Q, q=p. В этом случае доста­
точность теоремы 1 и теорема 2 тривиальны. В остальных случаях это*' 
следует из теоремы 3, следствия 2 и леммы 4. 

Н е о б х о д и м о с т ь . Повторяя рассуждения, проведенные при. 
доказательстве теоремы 2 из работы [(16), стр. 297—298], установим,, 
что: 

а) а + р = 1; 
б) _JL+p(/_±U*_±; 

Р V г) q 

р г I 

(46), 

Покажем, что р = 0 при г < 1 . Пусть / ^ 0 — произвольная суммируе­
мая функция с носителем, лежащим в отрезке [0, а]. Определим опе­
ратор 1а: f->g следующим образом: 

X 

g(x) = $y(t)~dt, 
о 

где ty(t)=f(t) при t^a, y(t)=—f(t—a) при t>a. Очевидно, g — фи­
нитная непрерывная функция с носителем в отрезке [0, 2а]. Пусть. 
F = Iaf = I2i-ia (.. . Iaf)— результат последовательного применения опера­
торов 1а, ha, . . . . Очевидно, F — финитная функция с носителем на от­
резке [0, 2'а], FezWl(—OO, OO), F{l~i)(x)^0 при 0 ^ л : ^ а и f (x)>0, . 
\F{l)(x)\ = \f(x—ja)\ при / а < х < ( / + 1 ) а , / = 0 , 1, . . . , 2'—1. По фор­
муле Тэйлора с остаточным членом в интегральном виде имеем при; 
/ < / — 1 : 

X 

pW W = (<-2-01 Р ( М > (S) (X"S)/"2_t' dS- ( 4 7 > 
о 

Пусть при /1=1, 2 , . . . 

2п+\, если 0 < л:< 
4>п(х)= \ ' ^ "^ 2л + 1 ' 

0 в остальных точках; 

* . ( * ) = ^ ( - 1 / ф . ( * - ^ ) . 

Рассмотрим две последовательности функций: Фл = /афл. а = 2, и y¥„ = Il
atyn.. 

Нетрудно видеть, что Ф*,'""1' (х) = Ч ^ 1 ' (х) = 1 при 1 < х < 2 , Ф^-1'(*),. 
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4'~1)W>0 при * < 1 , 

Из формулы (47) следует, что существуют такие Л, В, 0 < Л , В < с о , 
что 

л<|ф„|р, 1^ЦФ^1. \\^{<в. 
Так как Фп, x¥n^Wl(—оо, оо), то по предположению для них имеет 
место неравенство (8), но это возможно только при р = 0. 

Применяя последовательно соотношения а), б) и в) из (46), получаем: 
<х = 1, <7>р, \i(k, p, q) = 0, q = p. Но эта система совместна только при 
& = 0, q = р. (Этот случай мы исключили из рассмотрения.) Таким обра-

1 1 зом, г > 1 . Поскольку при /, г > 1 / 1— = 0 только для / = r = l j 
г Р 

1 1 
р =оо , то в этом случае в силу б) I—k 1—=0, т. е. k-=0,q=p = 

г q 
= оо. Но этот случай мы по условию не рассматриваем, впрочем, он три-

1 1 виален. Во всех остальных случаях I 1—=^=0 и из (46) выводятся 
г Р 

условия б) и с) теоремы 1. Теорема доказана. 
Поступило 
15.VH.1974 
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