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ОПТИМИЗАЦИЯ СТРУКТУРЫ СЕТЕЙ ГЛУБОКОГО ОБУЧЕНИЯ∗

М. С. Потанин1, К. О. Вайсер2, В. А. Жолобов3, В. В. Стрижов4

Аннотация: Исследуется проблема выбора оптимальной структуры модели. Моделью служит суперпози-
ция обобщенных линейных моделей, элементами которой являются линейная регрессия, логистическая
регрессия, метод главных компонент, автоэнкодер и нейросеть. Под структурой модели понимаются
значения структурных параметров модели, задающих вид итоговой суперпозиции. Исследуется свойства
алгоритма выбора структуры модели. Исследуется зависимость точности, сложности и устойчивости
модели от способа задания структуры. Создан алгоритм выбора оптимальной структуры нейронной сети.
Проведен вычислительный эксперимент с использованием реальных и синтетических данных. В ре-
зультате эксперимента существенно снижена структурная сложность моделей с сохранением точности
аппроксимации.
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1 Введение

Решается задача аппроксимации выборки ней-
ронными сетями. Нейронная сеть служит уни-
версальной моделью [1, 2], так как приближа-
ет произвольную непрерывную функцию многих
переменных с любой точностью. Нейрон, или од-
нослойная нейронная сеть, представляет собой су-
перпозицию двух функций — функции активации
и линейной комбинации признаков объекта. Но
однослойные сети применимы только для линейно
разделимых выборок. Для аппроксимации выборок
общего вида требуется универсальная модель, опти-
мизация структуры которой и исследуется в данной
работе.

Теорема 1 (Колмогоров, 1961) в [3] утверждает, что
функция от n аргументов представима в виде ком-
бинации n(2n+ 1) функций одного аргумента. Ка-
кими именно должны быть функции σi и gij, не
указывается. Теорема об универсальной аппрокси-
мации 2 (Цыбенко, 1989) в [3] утверждает, что искус-
ственная нейронная сеть прямой связи, в которой
связи не образуют циклов, с одним скрытым сло-
ем аппроксимирует любую непрерывную функцию
многих переменных с любой точностью. Однако за-

труднительно выбрать такую структуру нейронной
сети, чтобы размеры скрытого слоя не были велики.
В теореме 3 (Ханин, 2017) оценивается оптималь-
ная размерность скрытых слоев и обосновывается
возможность замены нейронной сети с функция-
ми активации ReLU [3] с входным слоем размер-
ности n и одним скрытым слоем размерности k на
эквивалентную с глубиной k + 2 и размерностями
скрытых слоев n + 2. Эти три теоремы и опре-
деляют исследуемую структуру суперпозиций сети
глубокого обучения.

Исследуется зависимость ошибки от суперпо-
зиции автокодировщиков [4] и многослойной ней-
ронной сети. Ошибка состоит из двух слагаемых:
ошибки восстановления элементов выборки после
кодирования и восстановления зависимых пере-
менных. Слагаемые используют одни и те же при-
знаки объектов, которые являются независимыми
переменными, но разные зависимые переменные.
Для автокодировщика зависимые переменные —
это сами признаки объекта, для нейронной сети,
следующей за ним, зависимая переменная — от-
вет y на объекте. Точка разделения — это место
в суперпозиции, где автокодировщик, имеющий
оптимальные параметры, передает преобразован-
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ный вектор признаков в нейросеть. Необходи-
мо найти оптимальное расположение разделения
автокодировщика и сети, которое минимизирует
ошибку аппроксимации выборки. Под структурой
такой модели понимаются величины, задающие
вид итоговой суперпозиции, т. е. число слоев ав-
токодировщика и нейросети, а также число ней-
ронов в слоях. Процедура минимизации ошибки
аппроксимации выборки следующая: сначала мак-
симизируется точность реконструкции кодировщи-
ков, затем оптимизируются параметры нейросети.
Вместе с точностью оптимизируется сложность мо-
дели. Под сложностью понимается структурная
сложность модели — число параметров модели.

В данном исследовании для выбора оптималь-
ной структуры используется генетический алго-
ритм. Задается множество случайных начальных
значений структурных параметров. Затем вычисля-
ется значение функции ошибки аппроксимации,
которое характеризует качество модели в наборе.
Согласно этой функции выбираются модели, ко-
торые обмениваются структурными параметрами,
образуя новую структуру. Многократное повторе-
ние этой операции позволяет получить оптималь-
ную структуру модели.

Алгоритмы прореживания OBD (optimal brain
damage) [5] и OBS (optimal brain surgeon) [6] ис-
пользуют производные второго порядка функции
ошибки по параметрам для выбора удаляемых па-
раметров. В [7] авторы предлагают новый метод
прореживания для глубоких нейронных сетей. Па-
раметры каждого слоя независимо прореживаются
на основе производных второго порядка функции
послойной ошибки по соответствующим парамет-
рам. В [8] используются производные первого по-
рядка для снижения сложности сверточных ней-
ронных сетей. Использование [5] позволило в [9]
уменьшить число структурных параметров рекур-
рентной нейронной сети на 60% и снизить ошибку
на валидационной выборке на 30% по сравнению
с исходной моделью. Автоматизированные мето-
ды поиска нейросетевой архитектуры [10] являют-
ся частью парадигмы автоматического машинного
обучения [11]. Система поиска получает на вход
набор данных и тип решаемой задачи. Результат —
оптимизированная архитектура нейронной сети.

2 Постановка задачи выбора
модели

Задана выборка (xi, yi), xi ∈ Rn, yi ∈ R1, i =
= 1, . . . , m, где x — описание объекта, вектор из n
элементов признаков; y — зависимая переменная.

Моделью называется отображение f : (x,w) 7→ y.
Требуется построить аппроксимирующую модель
f(x) вида:

f = σk ◦wTkσk−1
1×1

◦Wk−1σk−2 ◦ · · ·

· · · ◦W2σ1
n2×1

◦ W1
n1×n

x
n×1

. (1)

Эта модель рассматривается как суперпозиция ли-
нейной модели, глубокой нейросети и автоэнкоде-
ра. Рассмотрим различные модели как частные слу-
чаи (1). Линейная, или логистическая, регрессия
и один нейрон имеют вид f(x,w) = σ(wTx), где
σ — функция активации, непрерывная монотон-
ная дифференцируемая функция (2); w — вектор
параметров; x— объект, вектор с присоединенным
элементом единица, соответствующим аддитивно-
му параметру w0. При использовании линейной
функции активации получаем линейную регрессию
f(x,w) = wTx.

Такую функцию активации обозначим σ = id.
При использовании сигмоидной функции актива-
ции получаем модель логистической регрессии:

f(x,w) = σ(wTx) =
1

1 + exp(−wTx)
. (2)

Двухслойная нейронная сеть, состоящая из ли-
нейной комбинации нейронов, однослойных ней-
ронных сетей:

f(x,w) =

= σ(2)





n2∑

i=1

w
(2)
i σ(1)





n∑

j=1

w
(1)
ij xj + w

(1)
i0



+ w
(2)
0



 =

= σ ◦wTσ ◦Wx.

Метод главных компонент. Модель допускает вра-
щения признакового пространства, т. е. объек-
ты преобразуются только с помощью поворотов,
h = Wx, где W — матрица поворота. Она орто-
гональна: WWT = In. Полученное пространство
образов h называется скрытым. Происходит пре-
образование без потерь.

При удалении нескольких строк оптималь-
ной [12] матрицы W, например их число u < n,
полученный вектор h имеет размер u × 1. Полу-
чается проекция h вектора x. Согласно теореме
С. Р. Рао [12], первые u главных компонент восста-
навливают h оптимальным способом, r(x) =WTh.

Автокодировщик h— это монотонное нелиней-
ное отображение входного вектора свободных пе-
ременных x ∈ Rn в скрытое представление h ∈ Ru

вида:
h(x) = σ(W

u×n
x+ b).
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В случае σ = id и ортогональной матрицы W ав-
токодировщик тождествен методу главных компо-
нент. Скрытое представление h реконструирует
вектор x линейно:

r(x) =W′

n×u
h+w

′

0.

3 Задача выбора оптимальной
структуры модели

Решается задача выбора оптимальной структуры
модели

f = σk ◦ •k ⊗wTk σk−1
1×1

◦ •k−1 ⊗Wk−1σk−2 ◦ · · ·

· · · ◦ •2 ⊗W2σ1
n2×1

◦ •1 ⊗ W1
n1×n

x
n×1

, (3)

где •— матрица, задающая структуру модели; ⊗ —
адамарово произведение, определяемое как поэле-
ментное умножение. Если элемент γ ∈ {0, 1} мат-
рицы • равен нулю, то соответствующий элемент
матрицы параметров W обнуляется и не участ-
вует в работе модели. Множество индексов, со-
ответствующих ненулевым элементам матрицы •,
обозначается A. Требуется найти такое подмно-
жество индексов A∗, которое доставляет минимум
функции

A∗ = arg min
A⊆I

S(fA|w∗, DC) (4)

на разбиении выборки D, определенной множе-
ством индексов C. Здесь I = C ⊔ L — все индексы
всех матриц •. Таким образом, требуется снизить
число признаков и повысить устойчивость моде-
ли. При этом параметры w∗ модели доставляют
минимум ошибки

w∗ = argmin
w

S(w|DL, fA) (5)

на разбиении выборки, определенной множе-
ством L. Процедура разбиения описана в вычисли-
тельном эксперименте.

Генетический алгоритм. Для решения задачи опти-
мизации структуры (4) используется генетический
алгоритм. Структура нейронной сети (3) включа-
ет в себя k слоев, l-й слой содержит Nl нейронов,
∑k

l=1Nl = L. Каждому слою соответствует матрица
•l ∈ {0, 1}Nl. Это означает, что параметры, ко-
торые умножаются поэлементно на ноль, не будут
учитываться. Составляется вектор

γ = [γ1, γ2, . . . , γL] = vec[•1,•2, . . . ,•k],

соответствующий (3). Процедура оптимизации
структуры:

1. Задается множество начальных значений G =
= {γ1, γ2, . . . , γR}, где случайным образом за-
даются элементы бинарного вектора γ.

2. Для каждого γι ∈∈ G вычисляется значение
функции ошибки S (7) (см. разд. 4).

3. Для каждого γι оценивается вероятность вы-
бора его как структуры для скрещивания с по-
мощью функции

Pι =
1/Sι

∑

ι=1
1/Sι

.

Выбирается пара структур γp, γq с максималь-
ной вероятностью.

4. Выбирается случайный индекс точки разделе-
ния ν ∈ {1, . . . , L − 1}.

5. Структуры разделяются на две части, происхо-
дит обмен элементами, следующими за ν:

[γp,1, . . . , γp,ν , γq,ν+1, . . . , γq,L]→ γ′
p,

[γq,1, . . . , γq,ν , γp,ν+1, . . . , γp,L]→ γ′
q.

6. Выбираются случайные номера η1, . . . , ηQ ∈
∈ {1, . . . , L}.

7. У векторов γ′
p, γ

′
q инвертируются позиции с но-

мерами η1, . . . , ηQ.

8. Пункты 4–8 повторяются R/2 раз. Мно-
жество G содержит на каждой итерации R
структур, которым соответствует наименьшее
ошибка.

Здесь R и Q — фиксированные параметры алгорит-
ма. В эксперименте производится настройка • по
частям, т. е. алгоритм запускается отдельно для каж-
дого слоя. Результатом работы становится вектор,
нулевые элементы которого соответствуют нейро-
нам, исключаемым из структуры.

4 Функция ошибки и критерии
качества модели

Для оптимизации структуры предлагается ис-
пользовать композитную функцию ошибки (7).
Она состоит из двух слагаемых. Первое слагаемое
соответствует точности восстановления зависимой
переменной. Второе слагаемое — это точность ре-
конструкции независимой переменной автокоди-
ровщиком. Задача (5) представляет собой задачу
минимизации функции S. Она включает слага-
емые (7) и (9) для оптимизации параметров моде-
ли (1):
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f = σk ◦ •kw
T

k σk−1
1×1

◦ •k−1Wk−1σk−2 ◦ · · ·

· · · ◦•2W2σ1
n2×1

◦ •1W1
n1×n

x
n×1

︸ ︷︷ ︸

Ex

. (6)

︸ ︷︷ ︸

S

Первое слагаемое Ex — это функция ошибки рекон-
струкции объекта стеком автокодировщиков. Вто-
рое слагаемое S — это функция ошибки нейросети.
При выборе моделей используются три вида крите-
риев качества: точность, устойчивость и сложность.

Точность. В задаче восстановления регрессии
функция ошибки имеет вид:

S =
∑

i∈I

(
yi − f(xi)

)2
. (7)

При включении в модель (1) метода главных ком-
понент или автокодировщика метки объектов не
используются. Функция ошибки штрафует невязки
восстановленного объекта:

Ex =
∑

i∈I

‖xi − r(xi)‖22 , (8)

где r(x) — линейная реконструкция объекта x.
Функция (8) с аддитивной регуляризацией:

Ex =

m∑

i=1

‖r(xi,WAE)− xi‖2 + λ2 ‖W‖2Frobenius , (9)

гдеm — число элементов в обучающей выборке. Па-
раметры автокодировщика WAE = {W′

,W,b
′

,b}
оптимизированы таким образом (8), чтобы прибли-
зить реконструкцию r(x) к исходному вектору x.

Процедура оптимизации параметров композит-
ной функции (6):

(1) оптимизируются параметры модели соглас-
но (9);

(2) заданные параметры фиксируются;

(3) оптимизируются параметры согласно (7).

Сложность — это число параметров модели,
∑k

l=1 ‖•k‖1 → min .
Устойчивость — это минимум дисперсии функ-

ции ошибки (7): D(S) → min . При вычисле-
нии устойчивости выборка считается фиксирован-
ной и изменение устойчвости считается зависящим
только от структуры и параметров модели.

5 Вычислительный эксперимент

Исследуется процедура оптимизации структуры
нейросети с сохранением качества аппроксимации.
Структура оптимизируется с помощью генетиче-
ского алгоритма. Цель вычислительного экспери-
мента состоит в определении оптимальной позиции
разделения автокодировщиков и нейронной сети,
а также исследовании зависимости точности, слож-
ности и устойчивости модели от способа задания
структуры. Исходный код находится на Github [3].

Наборы данных. Качество предложенного под-
хода к построению модели оценивается на не-
скольких реальных наборах данных и одном син-
тетическом наборе. Выборки взяты из открытого
репозитория данных для машинного обучения [13].
Описание всех выборок представлено в таблице.
Синтетический набор данных состоит из признаков
с различными свойствами ортогональности и кор-
релированности друг с другом и с целевой пере-
менной. Процедура генерации синтетических дан-
ных описана в работе [14]. Возможны следующие
конфигурации синтетических данных: неполный
и скоррелированный; адекватный и случайный;
адекватный и избыточный; адекватный и скорре-
лированный.

Каждый набор данных разбивается на три части.
Обучающая выборка — 60% от исходного набора.
На этой выборке модель тренируется и фиксиру-
ются значения параметров. Валидационная выбор-
ка — 20% от исходного набора. На этой выбор-
ке применяется генетический алгоритм, который
ищет оптимальную структуру. Тестовая выборка —
20% от исходного набора. Она никак не участвует

Результат применения генетического алгоритма для прореживания сети

Выборка D m n
Ошибка сети

c прореживанием
Ошибка сети

без прореживания

Сложность
без

прореживания

Сложность
после

прореживания
Credit Card 30000 35 0,3204 ± 0,0032 0,2681 ± 0,0034 68 25
Protein 45730 9 4,4968 ± 0,0238 4,4968 ± 0,0238 16 1
Airbnb 10498 16 l35,0773 ± 0,5909 33,9163 ± 0,5978 32 12
Wine quality 4898 11 0,5818 ± 0,0147 0,5941 ± 0,0149 20 4
Synthetic, 10−3 2000 30 0,3005 ± 0,0081 0,303 ± 0,0079 60 12
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в оптимизации структуры модели. Эта выборка
используется только для контроля качества —
сравнение модели исходной и оптимизированной
структуры, а также сравнение с другими алгорит-
мами прореживания сетей. Решается задача вос-
становления регрессии, т. е. зависимой переменной
служит y ∈ R. В процессе работы были рассмотрены
два подхода к решению задачи и, соответственно,
две структуры нейронной сети.

Первый подход. Автокодировщик преобразует
входные векторы x, которые затем подаются на
вход полносвязной нейронной сети.

Второй подход. Оптимизируются параметры
автокодировщика, его параметры фиксируются
и предпоследний слой соединяется с полносвязной
нейросетью, оптимизируются параметры модели.
Предпоследний слой содержит меньшее число па-
раметров по сравнению с размерностью входного
пространства признаков. Число парамеров опреде-
ляет число нейронов в этом слое, т. е. полносвязная
сеть получает на вход скрытое представление ис-
ходной независимой переменной.

Параметры в обеих сетях инициализированы
нормальным распределением с нулевым средним
и смещением

√

(1/2)(Nin +Nout), где Nin — чис-
ло входных признаков; Nout — число признаков
на выходе слоя. Такая инициализация параметров
была предложена в [15]. Она выбрана эксперимен-
тальным путем как показывающая наилучший ре-
зультат точности аппроксимации. Каждая из сетей
обучалась в течение 500 итераций обновления пара-

метров, и размер пакета обучения равен 128. В каче-
стве функции активации в слоях автокодировщика
используется Relu(x) = max(0, x), для полносвяз-
ной сети тоже Relu, но в последнем слое id.

Для вычисления ошибки (7) используются вы-
ходные значения полносвязной сети. Варьирует-
ся число промежуточных слоев автокодировщика
и полносвязной сети от 1 до 5. Рассматривается де-
картово произведение двух множеств: [1, 2, 3, 4, 5]×
× [1, 2, 3, 4, 5]. Число нейронов в каждом скрытом
слое одинаково для любой сети и равно десяти. Для
каждой конфигурации считается ошибка (7). Каче-
ство оценивается на синтетическом наборе данных.
Полученный результат представлен на рис. 1. Раз-
мер пузыря пропорционален полученной ошибке.
Каждая конфигурация сети обучалась на наборе,
полученном с помощью бутстреп-метода из дан-
ных, взятых для обучения. Число итераций проце-
дуры бутстреп-метода равно 10. Ошибка считалась
на отложенном наборе данных для тестирования.
Видно, что при увеличении числа слоев полносвяз-
ной сети ошибка в основном падает. Минималь-
ная ошибка достигается при конфигурации: четыре
слоя автокодировщика и два слоя полносвязной
сети для первого подхода; один слой автокодиров-
щика и четыре слоя полносвязной сети для второ-
го подхода. Данную конфигурацию возьмем для
дальнейшего исследования параметров модели, ис-
пользуя, соответственно, второй подход.

На рис. 2 представлена дисперсия и значение
ошибки (7) в зависимости от числа слоев в автоко-

Рис. 1 Ошибка (7) в зависимости от конфигурации модели: (а) первый подход; (б) второй подход
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Рис. 2 Ошибка и ее дисперсия в зависимости от структуры модели: (а) первый подход; (б) второй подход. Порядковый
номер графика и точки на графике соответствуют разному числу слоев соответствующей модели

дировщике и полносвязной сети. Дисперсия была
получена с помощью десяти итераций бутстрепиро-
вания обучающей выборки для каждой конфигура-
ции. С увеличением числа слоев в автокодировщи-
ке при использовании первого подхода снижаются
ошибка и дисперсия ошибки.

С помощью описанных двух подходов получа-
ется оптимальная архитектура соединения автоко-
дировщика и полносвязной сети. Далее применя-
ется описанный ранее генетический алгоритм для
прореживания сети и уменьшения ее сложности.
Алгоритм применяется на нейронах каждого слоя
сети. В таблице приведены результаты примене-
ния генетического алгоритма для исследуемых на-
боров данных, качество алгоритма оценивается по
тестовой выборке. В качестве ошибки выступает
MAE = (1/m)

∑m
i=1 |yi − f(xi)|, а в качестве слож-

ности алгоритма выступает число ненулевых ней-
ронов. Под нулевым нейроном понимается нейрон,
все параметры которого равны нулю.

6 Заключение
В представленной работе исследованы два под-

хода к построению модели, состоящей из автоко-
дировщика и нейронной сети и имеющей компо-
зитную функцию ошибки. Представлены подходы
к поиску оптимальной точки разделения автокоди-
ровщика и нейронной сети. Исследовано приме-
нение генетического алгоритма для оптимизации
структуры и снижения сложности. Работа пред-
ложенного алгоритма исследовалась на пяти раз-
личных наборах данных. Как показано в таблице,
предложенный алгоритм выбора структуры суще-
ственно снижает сложность модели без потери ка-
чества аппроксимации.
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Abstract: The paper investigates the optimal model structure selection problem. The model is a superposition of
generalized linear models. Its elements are linear regression, logistic regression, principal components analysis,
autoencoder and neural network. The model structure refers to values of structural parameters that determine the
form of final superposition. This paper analyzes the model structure selection method and investigates dependence
of accuracy, complexity and stability of the model on it. The paper proposes an algorithm for selection of the neural
network optimal structure. The proposed method was tested on real and synthetic data. The experiment resulted in
significant structural complexity reduction of the model while maintaining accuracy of approximation.
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