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РЕСУРСНЫЕ СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ОБСЛУЖИВАНИЕМ∗

А. В. Горбунова1, В. А. Наумов2, Ю. В. Гайдамака3, К. Е. Самуйлов4

Аннотация: Представлен обзор ресурсных систем массового обслуживания (РСМО). Одному из мето-
дов их исследования посвящен целый раздел. Ценной особенностью предложенного метода является
значительное упрощение анализа системы и при этом сохранение высокой точности оценки, а в отдель-
ных случаях и отсутствие потери точности в принципе. Так, в частности, вместо исходной ресурсной
модели было предложено рассматривать упрощенную, в которой после ухода заявки освобождается не
тот объем ресурсов, который заявка занимала, а его некоторая случайная величина, что позволяет зна-
чительно упростить случайный процесс, описывающий поведение системы. Впоследствии для случая
пуассоновского входящего потока и экспоненциального времени обслуживания была строго доказана
эквивалентность результатов для исходной и упрощенной моделей. Отдельный практический интерес
представляют работы с рекуррентной дисциплиной обслуживания. Результатам их анализа посвящена
значительная часть работы.
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1 Введение

Описание модели РСМО достаточно подробно
представлено в [1]. Напомним лишь, что ее отли-
чительной чертой является то, что заявкам помимо
приборов и мест ожидания требуются дополнитель-
ные ресурсы. В случае нехватки какого-либо из них
заявка теряется. Случайный объем дополнитель-
ного ресурса, занимаемого заявкой в подавляющем
большинстве исследований на все время ее пребы-
вания в системе, может носить как дискретный,
так и непрерывный характер. Случаи детермини-
рованных требований заявок к ресурсам подробно
описаны в [2–4] и здесь не рассматриваются.

Если в ресурсной модели имеется единствен-
ный тип конечного ресурса, то, как правило, та-
ким образом моделируется ограниченность памя-
ти некоторого технического устройства или целой
информационно-вычислительной системы [5–8].
Системы с множественными ресурсами модели-
руют беспроводные сети, в которых разного рода
радиоресурсы должны распределяться между ак-
тивными абонентами и освобождаться после за-
вершения их обслуживания [9]. Системы с мно-

жественными ресурсами, которые выделяются не
одновременно, а последовательно, могут также ис-
пользоваться для моделирования беспроводных ге-
терогенных сетей, в которых обслуживание поль-
зователей происходит последовательно вследствие
необходимости выделения ресурсов на нескольких
станциях, имеющих различные каналы передачи
данных. В этом случае речь уже идет о модели
многофазной РСМО [10, 11].

Сеть РСМО с заявками нескольких классов
и сигналами, инициирующими переходы заявок
между узлами, в которой объем ресурсов, запра-
шиваемый клиентами, может быть как положи-
тельным, так и отрицательным, применима для
моделирования автономных точек доступа, кото-
рые имеют возможность динамически увеличивать
свою пропускную способность, или для моделиро-
вания гетерогенной сети, развернутой в какой-либо
области [12–15]. Положительные заявки в таком
случае будут представлять запросы на выделение
некоторого случайного объема работ, тогда как от-
рицательные заявки будут соответствовать увеличе-
нию объема ресурсов, доступных положительным
заявкам. Таким образом, становится возможным
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учитывать динамику пользователей, когда новые
«объекты» могут предоставлять свои сетевые воз-
можности соседним потребителям, а также возвра-
щать их, когда они покидают территорию.

Статья организована следующим образом:
в разд. 2 описываются основные типы РСМО
с рекуррентным обслуживанием, методы их иссле-
дования и полученные результаты. Третий раз-
дел посвящен новому подходу к исследованию
РСМО — методу упрощения и результатам его при-
менения к анализу ресурсных моделей. В заключе-
нии кратко подведены итоги работы.

2 Ресурсная система массового
обслуживания с произвольным
обслуживанием

Стоит отметить, что одним из первых в чи-
сле ученых, обративших внимание на актуальность
исследования РСМО и много сделавших для ее
изучения, является О. М. Тихоненко. Его авторству
начиная с 1985 г. [7] принадлежит множество ста-
тей, посвященных этой тематике. В большинстве
из них рассматриваются модели ресурсных систем
с дисциплиной разделения процессора (Egalitarian
Processor Sharing, EPS). Так, работа [16] посвяще-
на анализу СМО M |G|1|m (m ≤ ∞) с разделением
процессора, одним типом ресурса и существующей
зависимостью между временем обслуживания за-
явки и объемом требуемого ей ресурса. Для этой
системы определяются стационарные вероятности
состояний и вероятность потери заявок.

В статье [17] исследуются однолинейные СМО
вида M |G|1|m (m ≤ ∞) с единственным типом
ограниченного объема ресурса, в которых поступа-
ющие заявки также характеризуются зависимостью
между временем обслуживания заявки и случайной
величиной (с.в.) требуемого ей объема ресурса. Для
первой исследуемой СМО объем ресурса в системе
не ограничен, в отличие от числа мест для ожида-
ния; в результате ее анализа получено выражение
для преобразования Лапласа–Стилтьеса суммарно-
го объема ресурсов, занятого заявками. Для второй
СМО, в которой объем ресурса ограничен, а нако-
питель — бесконечной емкости, получена оценка
вероятности потери заявки.

В статьях [18, 19] анализируется СМО M |G|1|∞
с разделением процессора и одним типом ресурса
неограниченного объема R = ∞, при этом заяв-
ке помимо ресурса некоторого случайного объема
требуется некоторое число приборов для ее обслу-
живания, и эти величины зависимы, т. е. задана их
совместная функция распределения. В результа-

те было получено выражение для преобразования
Лапласа–Стилтьеса суммарного объема ресурсов,
занятых находящимися в системе заявками, в ста-
ционарном режиме. В [19] результаты были обоб-
щены на нестационарный режим и, кроме того,
было предложено использовать полученные в [18]
результаты для оценки вероятности потери заявок
в системе с ограниченным объемом ресурса, одна-
ко такая оценка далеко не всегда приемлема для
использования [19]. Поэтому в работе [20] анали-
зируется более общий вид СМО с ограничением
на объем ресурса R < ∞: ML|G|1|m с разделением
процессора и одним типом ресурса, т. е. в систему
поступаетL пуассоновских потоков заявок, причем
заявка класса l, l = 1, L, характеризуется не только
необходимым ей объемом ресурса, но и константой
nl ≤ N — числом приборов, необходимых для ее
обслуживания. Объем требуемого заявке ресурса
и ее длина, под которой понимается время пре-
бывания заявки в системе при условии отсутствия
в ней других заявок (т. е. фактически время обслу-
живания заявки), являются зависимыми величина-
ми. Их совместное распределение также зависит от
класса заявки. Было получено стационарное рас-
пределение числа заявок в системе и вероятности
потери заявок каждого класса и, кроме того, ана-
логичные характеристики для некоторых частных
случаев.

В [21] фактически исследуется СМО M |G|N |0
с единственным типом ограниченного ресурса R ≤
≤ ∞, причем каждая заявка характеризуется тремя
случайными признаками: числом приборов, не-
обходимых для обслуживания, объемом ресурса
и временем обслуживания, т. е. помимо некото-
рого случайного объема ресурсов заявке требуется
еще и случайное число приборов для обслужива-
ния. Всего имеется N классов таких требований,
для каждого класса заявок задана своя совместная
функция распределения времени ее обслуживания
и объема требуемого ей ресурса. Получено ста-
ционарное распределение числа заявок в системе
и вероятности потери заявки каждого из имеющих-
ся классов. Также в [21] проанализированы не-
которые частные случаи, например: когда объем
требуемого заявке ресурса и время ее обслуживания
являются независимыми с.в., когда время обслужи-
вания заявки пропорционально объему ее ресурса,
а также, как и в работе [5], рассматривается част-
ный случай, когда для обслуживания любой заявки
требуется один прибор и функция распределения
объема требуемых ресурсов одна и та же для всех
классов заявок.

В серии работ другого авторства [8, 22–24] ис-
следуются ресурсные системы, особенностью ко-
торых является инверсионный порядок обслужива-
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ния. По мнению авторов, в случае с дисциплиной
LIFO (last in, first out) можно получить рекуррент-
ные алгоритмы, пригодные для численных мето-
дов вычисления стационарных вероятностей со-
стояний и стационарного распределения времени
пребывания заявки в системе. Однако стоит заме-
тить, что предложенные рекуррентные алгоритмы
в случае с непрерывной функцией распределения
объема ресурса [22, 23] имеют большую вычисли-
тельную сложность в силу необходимости реше-
ния довольно сложных интегральных уравнений,
а условие дискретности с.в. требуемого заявке объ-
ема ресурса [8, 24] позволяет получить более прос-
тые и эффективные алгоритмы расчета основных
стационарных характеристик СМО.

В работе [22] рассматривается СМО типа
Mk|G|1|m, 0 ≤ m < ∞, с инверсионным порядком
обслуживания без прерывания и единственным ти-
пом ресурса объемаR. Иными словами, на систему
поступает пуассоновский входящий поток второ-
го рода: его интенсивность λk зависит от числа
заявок k, находящихся в системе. Как и в предыду-
щих работах, упомянутых в этом разделе, здесь
тоже существует зависимость между временем об-
служивания и требуемым заявке объемом ресурса,
задаваемая совместной функцией распределения.
Под инверсионным порядком обслуживания без
прерывания подразумевается, что каждая принятая
в систему заявка становится на первое место в оче-
реди, причем если поступающая в систему заявка
застает в очереди ужеm заявок, но требуемый ей для
обслуживания объем ресурса суммарно с необходи-
мыми объемами ресурсов для имеющихся в системе
заявок меньшеR, то она вытесняет заявку, стоящую
на приборе, и занимает ее место. Получены выра-
жения для стационарных вероятностей различных
состояний, в том числе распределение числа заявок
в системе и суммарного объема занятого этими
заявками ресурса, а также вероятность принятия
заявки в систему, вероятность ее обслуживания;
стационарное распределение времени пребывания
заявки в системе. Также рассмотрены некоторые
частные случаи: независимость времени обслужи-
вания и объема необходимого ресурса; отсутствие
ограничения на суммарный объем (R =∞); экспо-
ненциальное время обслуживания.

В статье [23] исследуется СМО с марковским
входящим потоком вида MAP|G|1|m, так же как
и в [22], с инверсионным порядком обслуживания,
но уже с прерыванием, а также с единственным ти-
пом ограниченного ресурса объема R и зависимы-
ми временем обслуживания и требуемым объемом
ресурса для заявок. Получены формулы для ста-
ционарного распределения числа заявок в системе,
для времени пребывания заявки в системе, а так-

же некоторые характеристики для частных случаев:
независимые время обслуживания и объем ресурса;
m =∞; R =∞.

В работе [24] исследуется однолинейная СМО
с ограничением на суммарный объем занятых ре-
сурсов одного типа (R) и геометрическим второго
рода входящим потоком заявок Geok|G|1|m, функ-
ционирующая в дискретном времени с инверсион-
ным порядком обслуживания без прерывания об-
служивания и с существующей зависимостью для
объема ресурса, т. е. фактически система, анало-
гичная СМО Mk|G|1|m с непрерывным временем.
Получены соотношения, которые позволяют вы-
числять основные стационарные характеристики
(стационарные вероятности состояний и стацио-
нарное распределение времени пребывания заявки
в системе).

В [8] рассматривается системаGeok|G|1|∞, ана-
логичная СМО из [24], но объем требуемого заявке
ресурса имеет дискретное распределение, потери
происходят только в том случае, когда суммарный
объем находящихся в системе заявок превышает ве-
личину R. Получены соотношения, позволяющие
вычислять основные стационарные характеристи-
ки СМО.

В статьях [10, 11, 25–27] исследуются многофаз-
ные РСМО с непуассоновским входящим потоком,
неэкспоненциальным обслуживанием, бесконеч-
ным числом приборов и неограниченным объемом
выделяемого ресурса на каждой из фаз. Так, в [27]
проведен анализ РСМО типаMMPP|G|∞, в [25] —
MAP|G|∞ и в [26] — G|G|∞, во всех случаях речь
идет об однофазных СМО. В статьях [10, 11] иссле-
дуются двухфазные СМО. Перечисленные статьи
объединяет общий метод исследования систем: ме-
тод асимптотического анализа в условиях растущей
интенсивности входящего потока с некоторыми
особенностями в зависимости от типа входящего
потока. В результате анализа получены асимпто-
тические выражения для стационарного распреде-
ления вероятностей числа заявок в системе и сум-
марного объема занятых ресурсов (на каждой из
фаз). Проведенные исследования позволили сде-
лать вывод о том, что во всех случаях асимптоти-
ческое распределение суммарного объема занятых
ресурсов является гауссовским с соответствующи-
ми параметрами и размерностью, согласующейся
со случайным процессом, описывающим поведе-
ние изучаемой системы.

В статье [28] для РСМО с пуассоновским вхо-
дящим потоком интенсивности λ, M типами огра-
ниченных ресурсов и N приборами получены вы-
ражения для стационарных вероятностей процесса
X(t) = (ξ(t); δ(t)) (ξ(t) — число заявок в системе;
δ(t)— суммарный объем занятых ресурсов каждого
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типа) в случае произвольного закона распределения
времени обслуживания B(x):

p0 = lim
t→∞

P{ξ(t) = 0} =
(
1 +

N∑

k=1

G(k)(R)
ρk

k!

)−1

;

Qk(x) = lim
t→∞

P{ξ(t) = k; δ(t) ≤ x} =

= p0G
(k)(x)

ρk

k!
, 0 ≤ x ≤ R, 1 ≤ k ≤ N.

Здесь G(k)(x) — k-кратная свертка функции рас-
пределения:

G(x) =
1

b

∞∫

0

tH(dt,x) ,

где H(t,x) — совместная функция распределения
длительности обслуживания и вектора объемов ре-
сурсов, необходимых поступившей заявке; ρ =
= λb, b =

∫∞

0 tdB(t). Заметим, что в формуле (11)
статьи [28] символ D следует читать как F .

3 Метод упрощения

Многолинейные СМО с множественными ре-
сурсами, рекуррентным входящим потоком и про-
извольными функциями распределения длитель-
ностей обслуживания и объемов ресурсов впервые
исследовались в [29]. В этой статье был предло-
жен новый подход к анализу РСМО, позволяющий
значительно упростить вычисления, что принципи-
ально важно и заслуживает отдельного внимания.
Итак, поскольку анализ РСМО довольно сложен,
было предложено вместо исходной СМО иссле-
довать ее упрощенный аналог, который функцио-
нирует аналогично исходной системе за исключе-
нием того, что объемы ресурсов, освобождаемые
по завершении обслуживания, могут отличаться
от тех, которые были выделены заявке в начале
ее обслуживания. Случайный процесс, описыва-
ющий поведение упрощенной системы, легче под-
дается анализу, поскольку отпадает необходимость
запоминания объемов ресурсов, занимаемых каж-
дой обслуживаемой заявкой, и при анализе надо
помнить лишь суммарные объемы занятых ресур-
сов. В этой же работе были продемонстрированы
результаты моделирования исходных и упрощен-
ных систем при пуассоновском входящем потоке
и экспоненциальном обслуживании, которое по-
казало, что средние значения объемов занимаемых
ресурсов в стационарном режиме для них оказа-
лись очень близкими. Позднее в [30], также с по-
мощью имитационного моделирования, было по-
казано, что близки не только средние значения,

но и стационарные распределения суммарных объ-
емов занимаемых ресурсов.

И, наконец, в [9] было строго обосновано, что
переход к анализу упрощенной системы не меняет
стационарного распределения суммарных объемов
занятых ресурсов для случая пуассоновского вхо-
дящего потока и экспоненциального времени об-
служивания. Данный результат был доказан для
случая непрерывной функции распределения объ-
ема требуемых заявке ресурсов. Вообще говоря,
анализируемый здесь процесс Y (t) = (ξ(t); δ(t)) не
является марковским, поскольку в момент ухода
заявки из системы должны быть освобождены ре-
сурсы в объемах, равных объемам ресурсов, выде-
ленных этой заявке при ее поступлении в систе-
му. Однако при небольшом изменении исходной
системы можно получить более простую систему
с множественными ресурсами, для которой состав-
ной случайный процесс, компонентами которого
являются два процесса (число заявок в системе
и суммарный объем занимаемых ими ресурсов),
образуют полумарковский процесс.

Итак, рассмотрим многолинейную СМО с пуас-
соновским входящим потоком, экспоненциальным
временем обслуживания и M типами ресурсов,
функционирование которой подчиняется класси-
ческому набору правил [1], за исключением того,
что условие:

в момент окончания обслуживания заявки сум-
марный объем занятого ресурса каждого типа
уменьшается на величину ресурса, выделенного
этой заявке,

заменяется следующим:

* в момент окончания обслуживания заявки
вектор суммарных объемов занятых ресурсов
уменьшается на случайную величину, которая
при заданном числе заявок в системе и век-
торе суммарных объемов занятых ресурсов не
зависит от поведения системы до упомянутого
момента времени.

Тогда процесс Y ∗(t) = (ξ∗(t); δ∗(t)), где δ∗(t) —
это те же, что и для исходной системы, векто-
ры суммарных объемов ресурсов, необходимых для
обслуживания заявок, а ξ∗(t)— число заявок в сис-
теме, является полумарковским и его предельное
распределение определяется как

q∗0 = lim
t→∞

P {ξ∗(t) = 0} ;

Q∗
k(x) = lim

t→∞
P {ξ∗(t) = k ; δ∗(t) ≤ x} , 1 ≤ k ≤ N .

В результате решения соответствующей системы
уравнений получаем, что предельные распределе-

102 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 13 выпуск 1 2019



Ресурсные системы массового обслуживания с произвольным обслуживанием

ния суммарных объемов занятых ресурсов в ис-
ходной и упрощенной СМО совпадают: q∗0 = p0;
Q∗
k(x) = Qk(x) [9].

В работе [31] рассматривается РСМО с един-
ственным типом пуассоновского входящего пото-
ка и M типами ограниченных ресурсов. Здесь
доказана инвариантность стационарного процес-
са X(t) = (ξ(t); δ(t)) относительно функции рас-
пределения для упрощенной СМО, т. е. в случае
произвольного закона распределения времени об-
служивания B(x) стационарные вероятности упро-
щенной СМО p∗0 и Q∗

k(x) будут иметь тот же вид,
что и в случае экспоненциального распределения
времени обслуживания. А стационарные вероятно-
сти случайного процесса (ξ(t); δ(t),β(t)), где β(t) =
= (β1(t), . . . , βξ(t)(t))— время, прошедшее с момен-
та поступления заявок на обслуживание, примут
вид:

Qk(x, τ1, . . . , τk) =

= lim
t→∞

P {ξ(t) = k; δ(t) ≤ x;β1(t) ≤ τ1, . . .

. . . , βk(t) ≤ τk} = p0F (k)(x)
ρk

k!
,

0 ≤ x ≤ R , 1 ≤ k ≤ N ,

где ρ = λb, b =
∫∞

0 t dB(t).
Для СМО с N приборами, одним типом дис-

кретного ресурса общим объемом R, пуассонов-
ским входящим потоком и экспоненциальным вре-
менем обслуживания в [32, 33] благодаря методу
упрощения получены выражения для вероятности
блокировки системы, стационарные вероятности
простоя системы, маргинальные вероятности числа
заявок в системе qk,·, среднее число заявок в систе-
ме, а также qk,j — стационарные вероятности того,
что число заявок в системе равно k, а суммарный
объем занятого ресурса равен j:

qk,· = P lim
t→∞

P {ξ(t) = k} = p0
ρk

k!

R∑

i=0

p
(k)
i ,

0 < k ≤ N ;

qk,j = P lim
t→∞

P {ξ(t) = k; δ(t) = j} = p0
ρk

k!
p
(k)
j ,

0 ≤ j ≤ R , 0 < k ≤ N ;

где

p0 =

(
1 +

N∑

k=1

ρk

k!

R∑

i=0

p
(k)
i

)−1

, 0 < k ≤ N ,

а p
(k)
i — k-кратная свертка вероятности pi с.в.∑k
i=1 ri, ri — с.в. объема ресурса, необходимого

поступившей в систему i-й заявке.

В [34] с помощью метода упрощения была рас-
смотрена РСМО с марковским входящим потоком
типа MAP|M |N |0 и единственным типом ограни-
ченного ресурса объема R. Система уравнений
равновесия выведена в векторной форме и решена
численно. Наряду со стационарным распределе-
нием вероятностей в статье представлены формулы
для математического ожидания и дисперсии числа
занятых ресурсов, а также вероятности блокиров-
ки. Результаты проиллюстрированы численным
примером.

4 Заключение

В настоящем обзоре кратко представлены
основные разновидности РСМО с рекуррентным
обслуживанием, существующие методы их анали-
за, выражения для оценки основных вероятностно-
временных характеристик.
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Abstract: The article gives an overview of resource queuing systems with the concentration on the methods of their
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