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Дискретная математика 
том I выпуск 1-1989 

У Д К 519.716 

О НАДСТРУКТУРЕ ЗАМКНУТОГО КЛАССА 
ПОЛИНОМОВ ПО МОДУЛЮ k 

А. Б. Р е м и з о в 

Пусть S*k—класс &-значных функций, представимых полиномами 
•над кольцом вычетов Z#, а Шк— замкнутый класс функций, сохраняющих 
©се конгруэнции кольца Zk. В работе показано, что решетка замкнутых 
классов, лежащих между д*к и Шь при k=p\ ... р\ ps + 1 ... ри pi Ф pjy 

свободном от кубов простых чисел, конечна и изоморфна s-мерному 
кубу, а при k = p3q, p > 1, q^\ эта решетка бесконечна. 

Настоящая работа относится к направлению в теории fe-значных функ­
ций, которое занимается изучением свойств решетки замкнутых классов 
в Pk [13] Значительная сложность этой решетки при & ^ 3 , связанная, 
в частности, с континуальностью множества ее элементов, наличием в ней 
замкнутых классов без конечного базиса [14], вынудила исследователей 
интересоваться отдельными ее фрагментами. В основном изучались первый 
и второй уровни решетки (предполные и предпредполные классы) [16, 17], 
а также надструктуры наиболее известных классов — линейных и самодвойст­
венных функций [4, 18], класса 9*k полиномов над кольцом вычетов Zk. 

В настоящей работе продолжается исследование надструктуры класса 
полиномов 5%, начатое С. В. Яблонским [13] и получившее свое развитие 
в работах А. А. Нечаева [8], А. Н. Черепова [11, 12] и Д. Г. Мещанинова 
[5—7]. Напомним основные результаты этих работ, относящиеся к описанию 
надструктуры класса 9*k. 

В [13] было показано, что при простом k любая функция &-значной 
логики представима полиномом по модулю k, т .е . Pk = 9*k, тогда как при 
составном k класс полиномов даже не предполон. 

В работе [8] получены условия полноты системы fe-значных функций, 
содержащей операции кольца Zft, т. е., другими словами, описаны все пред­
полные классы, содержащие S*k. Ими оказались классы всех функций, 
сохраняющих отношение сравнения по модулю d для каждого собственного 
делителя d числа k. 

Очевидно, что класс полиномов 9*k содержится в пересечении 3Jlfe всех 
предполных классов, включающих в себя 9*k. Класс Шк состоит из &-знач-
ных функций, сохраняющих любое отношение сравнения по модулю d, где 
d—собственный делитель fe, или, другими словами, из функций, сохраняющих 
конгруэнции кольца вычетов Zk. В работе [1] показано, что при состав­
ном &, свободном от квадратов простых чисел, имеет место равенство 9*к = Шк. 
При тех же ограничениях на k в [11] получено описание надструктуры 
класса 9*к. 
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В работе [6] рассматривался случай, когда k = pfp2 . . . pS9 где pl9 р29 . . . 
. . . , ps—различные простые числа. Автор показал, что в этом случае класс 
полиномов предполон в Шк9 а при k = plp2 полностью описал надструктуру 
класса 3*к. 

Таким образом, изучение надструктуры класса 9*к велось, в основном, 
в двух направлениях: описание надструктуры класса Шк и описание ре­
шетки [3*k\ Шк~] замкнутых классов, лежащих между Э*к и Шк. 

В настоящей работе получено полное описание решетки [5 \ ; Шк] при kf, 
свободном от кубов простых чисел. В случае k = pzq9p > 1, q^l, построена 
счетная цепочка замкнутых классов между 5% и Шк9 указан замкнутый 
класс без конечного базиса, содержащий класс полиномов. Последний факт 
является косвенным подтверждением значительной сложности надструктуры 
класса полиномов 9*к при произвольном k. 

§ 1. Свойства замкнутого класса Шк 

В этом параграфе мы изучим основные свойства класса Шк, состоящего 
из &~значных функций, сохраняющих все конгруэнции кольца 2к9 укажем 
базис в этом классе и критерий принадлежности произвольной функции 
классу Шк. Вначале напомним основные определения и обозначения. 

Пусть Q^={0, 1, . . . , k—1}. Функция й-значной логики f(xl9 . . . , хп) — 
это отображение декартовой степени Qk множества Qk в множество Qk. 
Множество функций &-значной логики, как это принято, мы будем обозна­
чать через Рк. Понятия суперпозиции &-значных функций и замыкания 
системы функций Ф^Рк вводятся обычным образом (см., например, [3, 13]). 
Замыкание системы Ф^Рк мы иногда будем обозначать через [Ф]&, под­
черкивая тем самым принадлежность системы Ф множеству Рк. 

Класс полиномов 3*к над кольцом вычетов Ък9 очевидно, является замы­
канием системы функций {1, х+у, х-у), где 1—функция-константа, рав­
ная 1, а х-\-у9 х-у—соответственно операции сложения и умножения па 
модулю k. Из результатов работы [17] следует, что единственными пред-
полными классами [13J, содержащими 9*к9 являются семейства 1Х(

к
у функцийу 

сохраняющих отношение сравнения по модулю d9 где d делит k и с1ф\т 
йфк,. Пусть 

Жк= П Uf. 
d\ k 

йф 1, k 

Тогда Шк состоит из всех функций f(xl9 . . . , хп)£Рк (n£ N) таких, что из 
a1^b1(modd)9 . . . , anz==bn(modd) 

следует f(al9 . . . , an)^f(bl9 . . . , bn)(modd) для любого d—собственного 
делителя к. Отметим, что 9*к^Шк9 а при к9 свободном от квадратов про­
стых чисел, имеет место равенство Рк = Шк [1]. 

Следуя [8], введем определения компоненты А-значной функции и коор­
динаты /г^-значной функции. 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть f(xu . . . , хп)£Рк и k = rs9 где г, s > l . 
Тогда ^компонентой функции / назовем /--значную функцию /(г), дейст­
вующую из Qg в Qr и определяемую равенством 

/Сг)(*ь . . . , xn) = f(xl9 . . . , xn)(modr). 

Если k = p¥* . . . pfs, где pl9 . . . , /7,—различные простые числа, го на 
основании «китайской» теоремы об остатках [2] любая &-значная функ­
ция f(xl9 . . . , хп) однозначно определяется своими ^'-компонентами 
(п аЛ (p\as) 

Г * C*i» • • • > хп)> • • • I / (xi> • • • у хп)- В дальнейшем при наличии фиксиро-
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ванного порядка следования простых чисел в разложении р^1 . . . pfs числа k 
мы будем использовать следующую запись компонент функции /: /(1), . . . , f{s). 

О п р е д е л е н и е 2. Пусть f(xu . . . , xn)£Pk и k = pm. Тогда р-значные 
функции 60(f)(xu . . . , хп), . . . , 6«-i(/)(*!, . . . , хп), удовлетворяющие ра­
венству 

f{x19 • ••.. * n ) = 2 V 6 ; ( / ) > 
/ = 0 

называются координатными функциями функции f. Отметим, что каждая 
координатная функция 6f(/) является функцией р-значной логики от пт 
переменных б0(^), . . . , б ^ . ^ ) , . . . , 60(хп), . . . , б ^ ^ ) , принимающих 
свои значения в Qp. 

На языке компонент и координатных функций несложно описываются 
функции из класса Шк. 

Т е о р е м а 1. Пусть k = p^ . . . р**, где ри . . . , р5—различные простые 
числа. Функция f(xly . . . , л:п) принадлежит классу Шк в том и только том 
случае, если любая ее компонента fU) имеет вид 

Г(*ь •-., *») = Г(*?\ .•-, ^>) - °2 ^бу(Р), (1) 
/=о '" 

где 6,- (/<'>) = бу (f«>) (б0 (*<<>), . . . , б; (*?>) б0 MP), • • •, «у WP)), / € { 0 , 1 , . . . 
. . . , а,. —1}, i £ { l , . . . , s}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть /(л^, . . . , #rt)6®tfe. Тогда для любого 
i € {1, . . ., s} из равенств 

*i = Ух (mod р"0, . . . , хп = у „(mod /?*/) 

следует /(jtb . . . , xn) = f(yu . . . , */„) (modp^). Это означает, что р^'-компо-
нента функции / существенно зависит лишь от р^*-компонент переменных 
хи . . ., хп. Запишем функцию f(xu . . . , xn) в виде 

f (XU . . . , Хп) - " jg Pi:6y (/«>) ( 4 ° , • • •, < f t) + P?g (Хи ...,Ха). 

Так как по условию функция / сохраняет отношения сравнения по моду­
лям ph p2

h . . . , р? /~\ то каждая координатная функция $j(f{i)) существенно 
зависит лишь от координат переменных х[1\ . . . , х{£ с номерами /, не пре­
восходящими /: 

бу(Г) -6, (П (в в (4° ) , . . . ,» /W l ) ) , . . . . вв(*«>), . . . , ву(4>)). 
Обратно, если компоненты функции f(xu . . . , xrt) имеют вид (1), то 

функция f сохраняет отношения сравнения по любому примарному модулю 
р^', Р/ € {1, . . . , ос,-}, i £ {1, . . . , s}. Но тогда на основании простейших свойств 
сравнений [2] функция f сохраняет отношение сравнения и по любому 
составному модулю d = p^ . . . pf*, где О О ^ ^ а , - , t € {1, - - -, s}> т . е . при­
надлежит 9Kft. 

С л е д с т в и е . При k=^p^ . . . р®* функция f(xx> . . . , л:п) принадлежит 
классу Шк в том и только том случае, если любая ее р^-компонента fU) как 
р^-значная функция от а(п переменных принадлежит классу Ш аг 

Таким образом, изучение класса Шк при составном k может быть 
сведено к изучению классов Шк при k, являющихся степенями простого 
числа. 
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Аналоги следствия из теоремы 1 справедливы и для некоторых других 
замкнутых классов. Например, отметим такой факт: функция f является 
полиномом по модулю k, где k==p^1 . . . pfs, т. е. f£3*k тогда и только 
тогда, когда fU)€P аг *6{1, • -, s} (см., например, [1]). 

Этот результат на самом деле является следствием более общего факта, 
связанного с описанием гомоморфных образов замкнутых классов, содержа­
щихся в Шк. Вначале напомним понятие гомоморфизма замкнутого класса 
Щ^Рк на замкнутый класс Ш'^Р1 (см. [13]). 

О п р е д е л е н и е 3. Отображение -ф: 9? —> ЭД' называется гомоморфизмом 
замкнутого класса Ш в замкнутый класс Ш\ если для любых функций 
/(*i, . . . , хп), h (хп, . . . , хшХ • • •, fn (хпи • • • > Хптп) 6 91 имеет место 

Ф(/(/ь •• . , / J ) = * ( / ) ( * ( / i ) f . - . , *(/„)). 
Отметим, что гомоморфизм замкнутых классов можно определять и как 

гомоморфизм соответствующих подалгебр итеративной алгебры Поста [3]. 
С помощью гомоморфного отображения Ш на $1' нередко удается переносить 
некоторые свойства класса Ш на класс $1'. В частности, поскольку гомо­
морфный (точнее, эпиморфный) образ замкнутого класса Ш в Ш' есть 
замкнутый класс в Ри а прообраз любого замкнутого подкласса из Ш' есть 
замкнутый класс в Ри [3], то решетка замкнутых классов, содержащихся 
в $1', иногда несет в себе значительную информацию о решетке замкнутых 
классов, содержащихся в ffi. 

Непосредственно из определения гомоморфизма замкнутых классов 
следует 

Лемма 1. Если г|э: Ш —*Ш'—эпиморфизм замкнутого класса $l^Pk 
на замкнутый класс Ш'^Р1у то для любой системы функций Ф ^]91 

Ф([Ф]*) = [Ф(Ф)]|- (2) 
Нам потребуются следующие примеры гомоморфизмов замкнутых клас­

сов, на которые указал С. В. Яблонский [13]. 
Пусть k = pf* . . . pfs и -фэ : Ъи-+Ъ э. —гомоморфизм колец 2к и Z $., 

i i 
задаваемый равенством 

фэД;0 = * (mod/??')» 
где P/€{lf •••» аЛ» *€{!» •••» s b Тогда гомоморфизмы oj^. могут ^быть 
продолжены до гомоморфизмов \рр. замкнутых классов $i% и Ш1 ̂  Для этого 

надо образом функции / ( ^ , . . . , xj€3#& положить функцию %.(f), прини­
мающую на наборе (ии . . . , yn)£Q в{ значение 

ь( (/) (у и.. •, у„)=4 (/ ote1 ы . • • • > fe1 ад) • 
Здесь под ^1(у) мы понимаем любой прообраз элемента у £Q Р/-

Действительно, непосредственно из определения t|>p следует, что для 
произвольной функции /(*!, . . . , #Я)€2Я* справедливо равенство 

^• ( / )=2Ж-(Н(^ •••• ̂ )-
/ = о 

По следствию из теоремы 1 это означаэт, чго образом множества Шк при 
действии -фр. является класс Эй р . Свойство отображэния ярЭ/ «выдерживать» 

операцию суперпозиции проверяется непосрэдствзнно, как и в [13]. 
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Построенные гомоморфизмы г|)а.: Шк—+Ш а., *€{1, • ••, s}, позволяют 
i 

изучать решетку замкнутых классов из Ш а . по решетке замкнутых классов 

из Шк. Следующая теорема показывает, что верно и обратное, т. е. по 
структуре классов ЗЛ а1, . . . , Ш as можно полностью описать и структуру 

р 1 p s 
класса Шк. 

Т е о р е м а 2. Пусть k = p^1 . . . /?^, где ри . . . , ps—различные про­
стые числа. Тогда справедливы следующие утверждения. 

1. Любому набору замкнутых классов St/^331 a., *€{1» ••-, s}, coom-
ветствует замкнутый класс SJlf1'**"а*, где 

ж?1 ** = {f€att*| pea , , *е{1,.... *}}• (3) 
2. Для любого замкнутого класса 91 ^ ЗЛ ,̂ содержащего класс линейных 

функций 3k = [x + y]kJ существует единственный набор замкнутых клас­
сов SI,-, 3 a .^3t ,-^9ft а., t £ { l , . . . , s}, такой, что 

i i 

SR = gjt*t-••••**. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Замкнутость класса Ш®и • • •» ^ очевидна. 
2. Пусть 91 — произвольный замкнутый класс в Шь содержащий 3 k. 

Тогда для каждого t £ { l , . . . , s} класс i|3a.(5R)=Stz- является замкнутым 
и содержащимся в Ш а- Так как 3'*^91, то по лемме 1 имеем г|)а.(91)з 

V 
^ ["фа. (*+*/)] а.. Следовательно, 31, ^ J? a., i € { l , • •., s}. Несложно про-

i i 

верить, что 91 ^ $Rfu •••• ^ . Покажем, что на самом деле имеет место ра­
венство 91 ^ШЙ1 '••-**. 

Возьмем произвольную функцию f (хи . . . , #п) £ 9Л|* ®s. Тогда 
4'a-(/) = /!(£,)€8lI-, t £ { l , . . . , s}. Но 91/ = г|)а.(91). Следовательно, существуют 
функции ht (хи . . ., л:„) £ 91, t € {1, • • •, s}, такие, что 

Фа/(/)=Фа/(А/), 1'€{1, . . . . S}. 
Так как класс 91 содержит линейные функции, то в нем найдется линейная 
функция t(xly . . . , xs) такая, что 

г|эа/(*(*!, . . . , х3)) = х?\ t € {1, . . . , s}. 
Нетрудно проверить, что этим равенствам удовлетворяет функция 

t{xl9 . . . , xs) = alPf.. . / £ % + a^ / t f ' - . . p ? % + . . .+asp*\ . .р?£Г*5, 

где aiP?... PZ^A1 • • • P?5 = 1 (mod # ' ) , i £ {1, . . . , s}. Тогда t (h, (xu . . . 
. . . , яя), . . . , hs(xu . . . , x j )^91 и для любого t £ { l , . . . , s} выполнено 
равенство 

*Mf(*i, . - . , ^»)) = *a/(/(fti(^i, . . - , *„), . - • , М * ь . . . , *„))). 

Так как по своим компонентам функция восстанавливается однозначно, то 
f(xu . . . , *„) = f(M*i» . . . , *„), . . . , ft5(*i. •••> *»)) 

и / ^ 9 1 . Следовательно, SR = 9Jl*1—'5Ч Теорема доказана. 
Главный вывод, который можно сделать из теоремы 2, таков: решетка 

замкнутых классов, лежащих между классом линейных функций 3\ и 
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классом Шк, при k = p^l...pfs однозначно определяется решетками замкну­
тых классов \3? а.; Ш а Л , / £ { 1 , . . . , s}. В связи с этим более подробно 

остановимся на свойствах замкнутого класса Шк при k = pm. 
Пусть k = pm. Рассмотрим систему функций 

Ф , . = {1, х+у, 80(х)80(у), . . . , p - ^ - i W e - i W } , (4) 

где p'8i(x)8i(y)—функция, у которой все координаты, кроме /-й, равны 
нулю, а i-я координата равна 8i(x)8l(y)(modp). 

Т е о р е м а 3. Система Фрт является базисом замкнутого класса Шрт. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся индукцией по т. При т==1 си­

стема Фр = {\, х+у, Х'у) полна в Рр, а, следовательно, и в Шр. 
Предположим, что утверждение теоремы доказано для функций рт~г-

значной логики, и докажем ее для /?от-значных функций. Пусть }(х1, . . . , хп) £ 
£Шрт. Запишем функцию / в виде 

f{xu . . . , хп) = ^(х19 . . . , хп) + рт^(хи . . . , * л) , 

где Д—^"^-компонента функции /. В силу теоремы 1 выполнено включе­
ние ДбЗКр/я-ч. По предположению индукции Д £ \Фрт-х~\. 

Заметим, что все операции системы Фрт-1 принадлежат классу [Фр/я]. 
Для функций pl8i(x)8{(y), i£{0, . . . , т—2}, этот факт является очевид­
ным. Операция сложения хт_х+у по модулю рт~х выражается через сложе­
ние хт+у по модулю рт и функции системы Фрт следующим образом: 

Хт-г+У^Хт+Ут—Р^&т-ЛХт+У)* 
Pm~18m-1(x) = p'»-i8m„1(x)...8m_l(x). 

.—^- / 
р раз 

Следовательно, /i€[Op««]. 
Осталось показать, что функция pm"1g(x1, . . . , хп) принадлежит классу 

[Фр/я]. Воспользуемся тем фактом, что любая р-значная функция, в част­
ности функция g-(60(*i), • - . , б ^ - i Ю , . . . , М**). . . . , в Л - 1 (*„)), предста-
вима полиномом по модулю р от переменных 60(*i)> . . . , 8т^1(х1), . . . 
. . . , б0(хя), . . . , 8т_1{хп): 

g(Xl9 . . . , * „ ) = Е Яаио ^ . . ^ " W . . . 
« 1 , о, • • • . «и» / я - 1 = С 

. . . 8* i? - ' (* j . . . 6£ ' . : r - ' (*„ ) , . 

где ]§—сложение по модулю /7. Несложно проверить, что 
Рт'^(х!, . . . . ж„) = 

=Р"-1 2 «*,. K„,aj?"w...fc-'w...er-(4 
a l t о» • • •» #я,т —1 = 0 

где 2 — У ж ^ сложение по модулю /?от. 
Для доказательства теоремы 3 достаточно показать, что каждое сла­

гаемое 
Р - 1 * * . . . ....an.m-№"(Xi)- • . С - ? " 1 W - . . « ? M W . • . С ^ ? - 1 W (5) 

суммы принадлежит [Фр/я]. Для этого заметим, что любую функцию вида 
(5) можно получить из функции 
h = pm-la80(Xli о, 0 ) . . А ( * 1 , , - 1 , о)- • A - l ( * i , i , * - i ) . • . ^ - l ( ^ i ^ - i ^ « i ) . . . 

• • АС*/*, о, о)- • -°о(хп, /7-1, о)* • - ^ - l C ^ r t , о, /я- i ) - • -^/я-1 (*л, /?-1, /я-1^ 
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с помощью подходящего отождествления части ее переменных и подстановки 
вместо оставшихся переменных константы (рт — \)/(р—1). 

Построение функции h производится в несколько этапов: 
а) построение функций p'S£(Xi).. .6/(**.), t £ {0, 1, . . . , m— 1},— с по­

мощью подстановки функции /?гбД;с)бДу) в себя достаточное число раз; 
б) построение функций pm~1bi(x1). . .6/(я*.), t£{0, 1, . . . , га—2}э— с 

помощью функции х + У и функций, полученных на этапе а); 
в) построение функции h — с помощью подстановки функций, полу­

ченных на этапе б), в функцию pm"18m^1(xl).. .$m~i{xtmmml),\ построенную 
на этапе а). 

Таким образом, /i6[<Dpm], и, следовательно, функции pm~1g{xu . . . , хп) 
и f(xu . . . , хп) принадлежат классу [Фрт]. Тем самым доказана полнота 
системы функций Фрт в Шрт. Доказательство неприводимости этой системы 
проводится методом от противного индукцией по рангу формулы, представ­
ляющей функцию из системы Фрт. Техника этого доказательства во многом 
повторяется в лемме 3 и здесь опущена ввиду того, что неприводимость 
системы Фрт не используется в дальнейших рассмотрениях. 

В заключение параграфа приведем некоторые наиболее часто исполь­
зуемые свойства координат рт-значных функций, принадлежащих классу Шрт. 

С в о й с т в а к о о р д и н а т н ы х ф у н к ц и й : 
1. Функция б0 (х) принадлежит классу 5*рт. Этот факт непосредственно 

следует из критерия полиномиальности одноместных /?т-значных функций, 
доказанного в работе [15]. Например, при р = 2 выполнено равенство 
60(х) = хрт~1 (при р > 2 полиномиальное представление функции &0(х) не 
столь просто). 

2. При fe = p2 функция p8i(#) принадлежит классу 5*Р2. Это следует 
из равенства р81(х) = х—80М и свойства 1. 

3. Если f(xl9 . . . , хп)£Шрт, то функция б0(/) принадлежит классу 
Ррт. По теореме 1 функция б0(/) представлена полиномом по модулю р от 
переменных бД^), . . . , б0(х„). 

Осталось заметить, что операции сложения и умножения по модулю р 
нулевых компонент переменных суть полиномы из 3*рт\ 

60(*)©6о(г/) = М * + !/). 
M*)AG/)=A (*'!/). 

а функции бД;^), . . . , &0{хп) принадлежат 5*pm по свойству 1. 
4. Координатные функции арифметических операций кольца 2рт имеют 

следующий вид: 
M * + 0) = M*)©8/(l/)©Qi(8o(*). . . . , 8 ,-а*) , б0(у), . . . , bt-tto))* 

i 
*/(*•«/) = Е bj{x)6i4{y)®Qi(80(x), . . . , ft/.iW, б0(у), . . . , Ь^г{у))9 

где Q1} Q2—подходящие полиномы над Zpy степени которых не превосхо­
дят 2i(p— 1). 

В дальнейшем нам потребуется еще одно понятие, связанное с коорди­
натными функциями. Возьмем произвольную функцию f(xu . . . , х^^Ррт. 
Можно указать полиномиальное представление любой ее координаты бД/): 

MfH PS а*.. а», .^?-^)- • .eSWT-ite).. -С-Г1 {хи). 

О п р е д е л е н и е 4. Индексом одночлена 
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п т-1 
назовем целое число ind (/?), равное 2 2 М /• Индексом координатной 

i= 1 /=1 
функции д{([) назовем наибольший из индексов ненулевых одночленов в ее 
приведенном полиномиальном представлении по модулю р. 

Непосредственно из определения индекса имеем еще одно свойство ко­
ординатных функций. 

5. Если f(xu . . . , хп)£Щрт, то 

Ш^{!))^^^{р-1)1 = {р-\)пЩ^. 
/ = 1 i=i 

В частности, 
ind(d0(/)) = 0. 

§ 2. Описание решетки, случай k=p\.. .p\psi.1.. .рь 

В этом параграфе мы получим полное описание решетки [9*k\ 9Л#] 
замкнутых классов, лежащих между Зъ

и и Шк, в случае £ = /??.. .p2
sps+i- • -Pit 

где /?!, . . . , pt — различные простые числа. 
Из теоремы 2 следует, что для решения этой задачи требуется описа­

ние решеток Г5> а.; Ш а . 1 , / £ {1, . . . , / } . В нашем случае при * G ( s + J, . . . , / } 

3*Р; = Шрг Поэтому остается выяснить структуру интервалов [5%*; Шр*\9 

/ 6 { 1 , . / . , s]. 
С целью упрощения рассуждений в настоящем параграфе мы будем 

использовать понятие полиномиальной эквивалентности и полиномиальной 
сводимости. 

О п р е д е л е н и е 5. Функции / и g называются полиномиально эквива­
лентными, если 

f+g£P* или f-g€?k. 
Функция g полиномиально выводима из функции / (или f полиномиаль­

но сводима к функции g), если существуют полиномы h0, hlf . . . , hn 6 9*ь 
такие, что 

g = h0(f(hl9 . . . , AJ). 
Нетрудно проверить, что из полиномиальной эквивалентности функций 

fug следует [/, 3*k] = [g, $>k]9 а из полиномиальной сводимости функции 
f к функции g—включение [g, .$*к] ^ [/, 5%]. 

Нам потребуется также критерий полиномиальности над кольцом Z^2. 
У т в е р ж д е н и е 1. Функция f £РР2 является полиномом по модулю р2 

тогда и только тогда, когда выполнены условия 
ind(б0 (Я) = 0, ind(6Х ( / ) )<! • (6) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / 6 ^ 2 . Тогда на основании теоремы 1 
функция б0(/) зависит лишь от нулевых координат переменных. Следова­
тельно, ind(80(/)) = 0. Неравенство ind (6 1 ( / ) ) ^ l докажем индукцией по 
рангу формулы над {1, х + у, х-у}, представляющей функцию /. 

Если /—переменная, то неравенство ind(6 1 ( / ) )^ l является очевид­
ным. Пусть теперь f = R1 + R2 или f = R1-R21 где Ru R2—формулы мень­
шего ранга. Тогда в первом случае 

«1 (/) = «1 (Ri) © «1 (Я.) © Qi (<% (/?i), бо (/?,)), 
где Qi — подходящий полином по модулю /?, а во втором случае 

«1 (/) = ^ (/?,) б0 (Я,) 0 б0 (Д,) 6, (Я,) 0 Q2 (б0 (/?,), б0 (/?,)), 
где Q2 — также полином по модулю р. 
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По доказанному выше ind (б0 (/?1))= ind (б0 (i?2)) = 0, а по предположе­
нию индукции ind (6Х (RJ) <; 1, ind (бх (R2)) <; 1. Следовательно, в первом 
случае 
ind(61(f)) = max {ind(бх(/?!)), ind(вх(/?,)), ind(Q0} < m a x {1, 1, 0} = 1, 
а во втором случае 
ind(61(/)) = max{ind(61(«i)fio(/?2)), ^ ( М ^ б Д Я , ) ) , ind(Q2)}< 

< max {ind (6X {RJ) + ind (80 (R2)), 
ind (60 (/?!)) + i n d (6X (/?,)), ind(Q2)}<max{l, 1, 0} = 1. 

Обратно, пусть выполнено условие (6). Тогда по свойству 3 коорди­
натных функций функция б0 (/) является полиномом. Если теперь устано­
вить включение / ^ (/) £ 5%2, то будем иметь fC^V-

Так как по условию ind (бх (f)) <! 1, то 
п п 

р&ЛП = Р Е eA(*i)f/(fio(*i). . . . , б0 (*„)) = /? JjaMxi)Fii8o{xi), ... Л (*»)). 
t = l i = 1 

где в последней сумме арифметические операции уже из кольца 1рг. Так 
как F( (б0 fo), . . . , б0 (хп)) = б0 (F, (б0 (^), . . . , б0 (*„))), то по свойству 3 
координатных функций заключаем, что F^S^pt (££{1, . . . , п}). Осталось 
заметить, что по свойству 2 функции p$1{xi) = xi— §0{Х[) ( t£{ l , • ••> я}), 
являются полиномами из 5*р». Таким образом, функция / принадлежит 
классу 5%2, и утверждение доказано полностью. 

Приведенное далее утверждение было анонсировано ранее в работе [5]. 
Л е м м а 2. Пусть р—простое число. Тогда класс 3*рг предполонвШр^. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем произвольную функцию f(xu . . . , хп)£ 

€Шрг\Ррг и покажем, что функция р8г(х) бх(у) принадлежит классу 
Uу ^ Р 2 ] - Тогда с учетом того, что функция S0 (x) S0 (#) является полиномом 
из 5%2, по теореме 3 получим [f, 5*р*] = ЯКр2. 

Без ограничения общности можно считать, что 60(/) = 0. Действительно, 
так как по свойству 3 60(f)£5V, то функции f(xu ...ухп)и p&i(f) поли­
номиально эквивалентны. 

Так как f(xu . . . , * n ) $^V> то по предыдущему утверждению 
ind (бх (/)) > 1. Тогда имеет место один из следующих двух случаев. 

1. Существуют f£{ l , . . . , п) и |3£{2, . . . , р—1} такие, что 
Р-\ 

f = p6l(f) = p^iti%(xi)Fati(60{xi), xu . . . , xt_u x£+1, . . . , хп) + 
+ p6 I(x /)JF lw(6 

+ F O , / H № ' ) I xi* •••> xi-i> */ + i> •••> xn)i 
где FPt ,=j£:0. 

2. Существуют i, / € { 1 , • •> ft}, *¥=/, такие, что 

f = pbi(f) = 

+ pM*i)^i (M*i) , e0(xy), *lf . . . , х /и1, x /+1, . . . , Лу_1э xf+lJ . . . , *„ ) + 
-T p01(Xj) rj(O0(Xi)y O0 (Xy), ATX, . . . , X / _ i , # / + i , • . . , xf-i> xJ+i> • • • > ^n) + 

где Fitf^Q. 
Отметим, что случай 1 возможен лишь при р > 2. Разбор ситуаций 

начнем со случая 2. 
Так как F / w - ^ 0 , то найдутся константы а ь . . . , а,-.*, а /+1, . . . 

. . . , а,.!, а /+1, . ! . , а„бЙр2 и b/f Ьуб^р такие, что 
^/,/(Ь/, Ь/, fli, - . . , fl/-i, fl/+i, . -• , С/-ь fl/+1, . . . t fl») = c, с=И=0. 
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Зафиксируем переменные xt константами аь t£{\y . . . , ft}\{*\ / } , а вме­
сто х£ и Xj подставим полиномы bt + р8х (х£) и 4у + р8г (Xj) соответственно. 
Учитывая, что функция вида ра8±(х)—полином, заключаем, что / полино­
миально сводима к функции 

h(x, У) = Ро81{х)81(у). 
Умножая полученную функцию на с"1 (элемент ^gQ / 7 \{0} обратим в коль­
це Zp*), получаем 

p81(x)81(y)e[f, *„•]. 
Рассмотрим теперь случай 1. Так как F$t t ф О, то, как и раньше, с по­
мощью фиксации переменных хи . . . , х^г\ х1+и . . . , хп подходящими кон­
стантами и подстановки вместо х{ полинома вида b + p81(x)f b£Qpj поли­
номиально сводим функцию / к функции вида 

/ 7 - 1 

£(*) = /> 2 djf?(x). 
а=2 

Пусть a = max {a\da=£0}. Тогда 2^.а^р — 1 и ind(81(g)) = a. Ука­
жем теперь последовательность функций g0(x)y . . . , g-_2(x) такую, что: 

а) go(x)=g(x); 
б) &+i€fe/ , ?Л 1£{0, . . . , а - 3 } ; 
в) ind(61(ft)) = a - « , *€ {0, . . . , 5 — 2}; 
г) коэффициент при старшем члене б!*-*' (л:) у функции 8г (g{) равен 

d^a(a—1).. . ( а — / + l)(modp). 
Вначале заметим, что 8Х (р + р8х (х)) = 1 © ^i (x) (mod /?). Поэтому, если 

функция v(x) является полиномом от 81(х), то после подстановки в v(x) 
вместо х функции р + р8± (х) £ 9*р% получаем функцию v(p + p81(x))—поли­
ном от 8г(х). 

Теперь предположим, что функции g0{x), . . . , gt-(x) с требуемыми 
свойствами уже построены. Построим функцию gi+1{x). Пусть 

a-i 
gi(x) = p 2 саЩх)щ 

а - 0 
где по предположению индукции c^{ = d^a(a—1)...(а—*+1). 

Положим gi+1 (x) = g; (p + p8L (x)) —g> (x) —g£ (p). Очевидно, gi+i€ 
€[§"/, ^р2] и gi+1 представляет собой полином от 81(х). Выпишем этот 
полином: 

gi+i(x)=p 2 ^ 2 ^«(«) -/> 2*C«6?W-P 2* С*=Р 2N 21 б" (?)• 
а = 0 /3=0 ч н / а = 0 а = 0 а = 1 (3 = 1 ' 

Коэффициент при старшем члене 8^-{-1(х) у функции g{+i(x) равен 

РСа-с(а — 0==/74ха- * ' ( а — *) И о т л и ч е н о г НуЛЯ ПО МОДУЛЮ /72 П р и £ < 

< а < / ? — 1 . 
По определению индекса функции получаем ind (бх (gv+i)) = а—i— 1. 

По своему построению функция gi+1 принадлежит классу [gh 5 V ] . Тем са­
мым индукционный переход завершен. 

Теперь рассмотрим функцию g^_2(x). Она имеет вид 

8а-2(*\= Pda*&—V- • -Щ(Х)+РГА(*)+РГО-
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По свойству 2 функция g$_ эквивалентна функции 
К(х) = рй~а(а— 1).. .36}(х). 

Из Ai(x) с помощью умножения ее на константу ( d - a ( a — ^ . . . З ) * 1 полу­
чаем функцию 

h2{x) = p8l(x). 
Осталось заметить, что 

2р6х (х) бх (у) = ft2 (р6х (х) + / А (у))—h2 (x)—К (У) • 

Поскольку р > 2, то 2—обратимый элемент кольца ZP2. Следовательно, 
функция рб1(х)б1(у) принадлежит классу [ft2, 5V1- Поскольку на каждом 
этапе мы получали функции, либо полиномиально эквивалентные исходной, 
либо полиномиально выводимые из нее, то р6х (х) ^ (у) £ [f, S*pi]- Тем са­
мым доказательство леммы полностью завершено. 

Непосредственным следствием леммы 2 и теоремы 2 является 
Т е о р е м а 4 [7]. Пусть k = p\.. .plps+1.. .p t , где р1э . . . , pt—различ­

ные простые числа. Тогда решетка [5%; ?[ftft] изоморфна единичному s-мер-
ному кубу. 

Согласно теореме 1, элементами решетки [5%; 9Dtfe] являются замкнутые 
классы вида gjtj1' — *', где Я, €{5^*, ЗИ Л при £ е {1 «} и Щ = ШР/ 

ори / £ { s+1 , . . . , /} . Эти замкнутые классы удобно задавать в виде 
m{ku""Vs\ где v, = 0, если % = Р#, HV,. = 1, если « , = 31Ц, f € {1 s>-
Тогда класс ЗД1£ содержится в классе 9Ji£ в том и только том случае, если 
V ^ [X. 

С помощью теоремы 4 несложно выводится 
У т в е р ж д е н и е 2. Пусть k — pl...f?sps+1...pl и }€Шк. £слц среди 

классов ffl%, содержащих f, класс Щ; является минимальным, то 

где |XVT==(|X1V^I, • ••> H-5Vx5). (Здесь V —операция дизъюнкции.) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 4 имеем[/, 3)Щ = ЗК*:. Так как по лемме 1 

*pj (9Jlb - [%* (f), %2 (ЭД р 2 , то при т, > |i, имеем фр? (ЩИ) = фр. (3Jl£), а при 

г,- < ^ - по лемме 2 имеем % ^ ^ ) ==[г|)р2(/), ^р2]==9Лр2. Следовательно, 
J k ^ l i f W Утверждение доказано. 

§ 3. Бесконечность решетки, случай k=-pzq 

В этом параграфе мы покажем, что при fe = p3<7, р > 1 , <7^1 между 
классами 5% и 9Jtft существует бесконечная цепочка замкнутых классов. 
Ввиду теоремы 2 достаточно рассмотреть случай, когда fe = p3, где р—про­
стое число. В этом случае определим систему функций 

5B (PSU{1, х + у , х.у, р2бх(х), . . . , р 2 ^ ) . . А(*5)} 

и рассмотрим ее замыкание ЗЭрз =[^(
p

s»]. 
Л е м м а 3. Ярц s^2p — 2 аз f^SSpl следует, что 

ind(60(f)) = 0 , ind ( 6 ^ 0 X 1 , ind (8, ( f ))<s. (7) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим гомоморфизм ip: 9ЭТрз —->- 9Лр2, состоя­
щий в приведении функции по модулю р2. Поскольку функции р28г (х)у ... 
• • •> P2$i(Xi).. -8i(xs) принадлежат ядру гомоморфизма я£, то по лемме I 
имеем ур (Э$) - [ф(#$)]„. - 5 V 

Следовательно, если / £ 33$, то функция -ф (/) = б0 (/) + рд± (/) принадле­
жит классу 3*р2. По утверждению 1 заключаем, что 

ind(60(/)) = 0, ind ( 6 ^ 0 X 1 . 
Последнее неравенство из (7) будем доказывать индукцией по рангу г фор­
мулы, представляющей функцию / £ 33$. Пусть г = 0. Для селекторов (пере­
менных) неравенства (7) выполнены. 

Предполагая справедливость неравенств (7) для всех функций из fB^K 
представимых формулами ранга, не превосходящего / — 1 , докажем нера­
венства (7) для формул ранга г = 1. Возможны следующие ситуации: 

а) / = 1 ; 
б) f=Ri + R2, гДе r ang /? !< /— 1, r ang /? a </—1; 
в) f = R1-R2, где rang/? 2 </— 1, rang i? 2 </—1; 
г) / = ^«i(/?i). . .«!(/?/), где rang(7? y . )< / - l , / € { 1 , . . . . *}• 
В случае a) ind (62(/)J = 0. 
В случае б) 

б2 (/) = б2 (/?,) ф б2 (/?,) © ft (б0 (7?,), б, (#,), б0 (/?,), б, (/?,)), 
где Qi—приведенный полином по модулю /7 от б0 (/?2), б2 (/?2), 80(R2), 8i(R*)~ 
По доказанному выше ind(б0 (/?,)) = 0, ind(б2(/?/))< 1 при / £ { 1 , 2 } . Сле­
довательно, 

ind (&(б0 (/?,), «,(/?!), «о № ) , «Л/?,))) < 2 p - 2 < s . 
Используя предположение индукции ind (б2 (/?,.)) ^ s , / € { 1 , 2}, получаем 

ind (б2 (/)) < max {ind (б2 (RJ), ind (б, (/?2)), ind (&)} < 5. 
В случае в) 

«2 (/) - <52 (/?,) б0 (/?,)® б0 (/?,) б2 ( /? , )0 б, (/?,) б, ( /? , )0 Q2 (б0 (Д2), 

Так как ind (б0 (/?,)) = 0, ind (б, (R , ) ) < 1, ind (б2 (/?,))< s, *6{1, 2}, то так 
же, как и выше, получаем неравенство 

ind (б2 (/)) < max {5, 5, 2, 2р—2}<s. 
Наконец, в случае г) из ind (8± (R7-)) ^ 1 следует 

ind (б, (рЧ, (/?,).. . б, (Д,))) ^ ind (б, (/?,)... б, (Rj)) < / < 5 . 
Утверждение доказано полностью. 

Т е о р е м а 5. £Ъш k = p3q, где р>1—простое число, то между 5*k 
и Шк существует бесконечная цепочка замкнутых классов 

s=2p-l 
где 35£°—прообраз замкнутого класса 33$ при естественном гомоморфизме 
тРгд~+тР*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать, что при любом [s^2p—1 
выполнено строгое включение 33$533рз+1). По построению ©£2 <=2}£+1). Из 
утверждения 2 следует, что функция р2б1(х1).. .8г(х3+1) не принадлежит 
классу 23$, поскольку ind (б2 (р28г (хх)... бх (xs+1))) = s + 1. Таким образом,. 
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Наконец, включение и 33^ ̂  9ERfe строгое, поскольку замкнутый 
S = 2 p - 1 

О» 

класс U 23fes) не имеет конечного базиса (как объединение строго возрас-
s = 2 p - l 

тающей цепочки замкнутых классов [13]), а класс Шк конечно порожден, 
что следует, например, из теорем 3 и 2. 

Объяснить эффект наличия бесконечной цепочки от Зъ
к до Шк при fe, 

не свободном от кубов целых чисел, можно, по-видимому, различием свойств 
колец ZP2 и ZP3. Например, при fe = 4 группа аффинных преобразований 
кольца Z4 является максимальной подгруппой симметрической группы S4, 
а при k = 8 это утверждение неверно. 

В заключение отметим, что вопрос о счетности или континуальности 
решетки [5*fe; Шft] остается пока открытым так же, как и вопрос о пост-

00 

роении цепочек замкнутых классов от и 23ks) ДО Шк. 
s = 2 p - l 
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