
Math-Net.Ru
Общероссийский математический портал

В. В. Кочергин, А. В. Михайлович, О минимальном числе
отрицаний при реализации систем функций многозначной
логики, Дискрет. матем., 2016, том 28, выпуск 4, 80–90

DOI: 10.4213/dm1394

Использование Общероссийского математического портала Math-Net.Ru подра-

зумевает, что вы прочитали и согласны с пользовательским соглашением

http://www.mathnet.ru/rus/agreement

Параметры загрузки:

IP: 3.139.240.239

28 декабря 2024 г., 18:21:17



ТОМ 28 ВЫПУСК 4 ∗ 2016
УДК 519.714 DOI 10.4213/dm1394

О минимальном числе отрицаний
при реализации систем функций

многозначной логики
© 2016 г. В.В. Кочергин∗, А. В. Михайлович∗∗

Рассматривается задача о сложности реализации функций k-значной логики
схемами в бесконечных полных базисах, содержащих все монотонные функции;
вес монотонных функций (стоимость использования) считается равным 0. Для
сложности реализации булевых функций в случае, когда единственным немоно-
тонным элементом базиса является отрицание, исчерпывающее описание было
получено А.А. Марковым. В 1957 году он установил, что минимальное чис-
ло отрицаний, достаточное для реализации произвольной булевой функции f
(инверсионная сложность функции f), равно ⌈log2(d(f) + 1)⌉, где d(f) — мак-
симальное (максимум берется по всем возрастающим цепям наборов значений
переменных) число изменений значений функции с бо́льшего значения на мень-
шее. В данной работе этот результат обобщен на случай вычисления функ-
ций k-значной логики. Установлено, что минимальное число отрицаний, до-
статочное для вычисления произвольной функции k-значной логики f , равно
⌈log2(d(f) + 1)⌉, если под отрицанием понимается отрицание Поста (т. е. функ-
ция x + 1 (mod k)), и равно ⌈logk(d(f) + 1)⌉, если под отрицанием понимается
отрицание Лукасевича (т. е. функция k − 1− x). Также получено аналогичное
обобщение другого классического результата А.А.Маркова — об инверсионной
сложности систем булевых функций — на случай систем функций k-значной
логики.

Ключевые слова: Ключевые слова. Функции многозначной логики, ло-
гические схемы, схемная сложность, немонотонная сложность, инверсионная
сложность, теорема Маркова

1. Постановка задачи и формулировка основного ре-
зультата

В работе исследуется обобщение задачи об инверсионной сложности [4, 5] систем
булевых функций на случай систем функций многозначной логики.

Пусть Pk — множество всех функций k-значной логики, M — класс всех функций
из Pk, монотонных относительно порядка 0 < 1 < . . . < k − 1.
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Будем изучать сложность реализации функций k-значной логики схемами из
функциональных элементов [3] (другие встречающиеся в литературе названия: ло-
гические схемы, схемы вычислений, комбинационные схемы [7]) над базисами B,
имеющими вид

B = M ∪ {ω1, . . . , ωp}, ωi ∈ Pk \M, i = 1, . . . , p,

причем функциям из множества M приписаны нулевые веса, а функциям
ω1, . . . , ωp — ненулевые (как правило, единичные).

Определим немонотонную сложность IB(S) схемы S над базисом B стандарт-
ным образом как суммарный вес элементов схемы S. В силу того, что монотонные
функции входят в базис B с нулевым весом, IB(S) — это сумма весов немонотонных
элементов схемы S, т. е. элементов, которым приписаны немонотонные функции
базиса. В случае, когда все немонотонные функции базиса имеют одинаковый вес,
который без ограничения общности можно считать единичным, величина IB(S) рав-
на числу немонотонных элементов схемы S.

Немонотонную сложность над базисом B функции k-значной логики f (систе-
мы функций F ) определим как минимальную немонотонную сложность схем, вы-
числяющих над базисом B функцию f (систему функций F ). Для немонотонной
сложности функции f (системы функций F ) будем использовать обозначение IB(f)

(соответственно, IB(F )).
Нас в первую очередь будет интересовать немонотонная сложность над двумя

естественными базисами BP = M ∪ {NP (x)} и BL = M ∪ {NL(x)}, где NP (x) —
отрицание Поста, т. е. функция x + 1 (mod k), а NL(x) — отрицание Лукасевича,
т. е. функции k − 1− x.

Точное значение инверсионной сложности (немонотонной сложности над буле-
вым базисом B0 = M ∪ {x}) произвольной булевой функции или системы булевых
функций было получено А. А. Марковым [4, 5] (формулировка этого результата бу-
дет дана ниже). Асимптотика роста немонотонной сложности над произвольным
булевым базисом описанного вида установлена в [2, 12]. Точное значение инвер-
сионной сложности произвольной булевой функции в случае реализации схемами
без ветвления выходов элементов (формулами) было найдено Э. И. Нечипоруком [6]
(существенно позднее этот результат был «переоткрыт» в [14, 15]). Отметим также
работы [1,8–10,16–18], имеющие непосредственное отношение к инверсионной слож-
ности. В данной работе изложение обобщений классических результатов Маркова
об инверсионной сложности на случай реализации функций k-значной логики, в це-
лом, соответствует изложению теорем Маркова в [11]. Предварительным вариантом
работы является препринт [13].

Дадим необходимые определения.
Обозначим множество {0, 1, . . . , k − 1} через Ek. Последовательность

α̃1 = (α11, . . . , α1n), α̃2 = (α21, . . . , α2n), . . . , α̃r = (αr1, . . . , αrn)

наборов из множества En
k назовем возрастающей цепью отноcительно порядка

0 < 1 < . . . < k − 1 или просто цепью, если все наборы α̃1, α̃2, . . . , α̃r различны
и выполняются неравенства

αij ⩽ αi+1,j , i = 1, . . . , r − 1, j = 1, . . . , n.
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Наборы α̃1 и α̃r будем называть началом и концом этой цепи соответственно.
Пусть f(x1, . . . , xn) — функция k-значной логики. Упорядоченную пару наборов

α̃ = (α1, . . . , αn) и β̃ = (β1, . . . , βn), α̃, β̃ ∈ En
k , будем называть обрывом для функ-

ции f , если выполнены условия:
1) αj ⩽ βj , j = 1, . . . , n;
2) f(α̃) > f(β̃).
Обрывом для системы функций будем называть любую пару наборов, являющу-

юся обрывом хотя бы для одной функции системы.
Пусть F = {f1, . . . , fm}, m ⩾ 1, — система функций k-значной логики от перемен-

ных x1, . . . xn, а C — цепь, имеющая вид

α̃1, α̃2, . . . , α̃r.

Под падением dC(F ) системы F на цепи C будем понимать число обрывов для
сиcтемы F на парах вида (α̃i, α̃i+1).

Спад d(F ) системы F определим равенством d(F ) = max dC(F ), где максимум
берется по всем цепям C.

Введенные определения позволяют дать аккуратную формулировку результата
А. А. Маркова об инверсионной сложности [4, 5]: для любой конечной системы F

булевых функций выполняется равенство

IB0(F ) = ⌈log2(d(F ) + 1)⌉ .

В общем случае для немонотонной сложности систем булевых функций спра-
ведливо такое утверждение [2, 12]: для любого базиса B, имеющего вид B =

M ∪ {ω1, . . . , ωp}, ωi ∈ P2 \ M, i = 1, . . . , p, где все монотонные функции имеют
нулевой вес, а функции ω1, . . . , ωp — положительные веса ρ1, . . . , ρp соответственно,
найдется такая константа c(B), что для любой системы F булевых функций выпол-
няются неравенства

ρB ⌈log2(d(F ) + 1)⌉ − c(B) ⩽ IB(F ) ⩽ ρB ⌈log2(d(F ) + 1)⌉ ,

где ρB = min{ρ1, . . . , ρp}. При этом для любого заданного значения N найдутся
базис BN и функция gN , для которых справедливо неравенство

⌈log2(d(gN ) + 1)⌉ − IBN
(gN )

ρBN

> N.

Теперь сформулируем основной результат данной работы.

Теорема 1. Для любой конечной системы F функций k-значной логики справед-
ливы равенства

IBP
(F ) = ⌈log2(d(F ) + 1)⌉ , IBL

(F ) = ⌈logk(d(F ) + 1)⌉ .

Нижние и верхние оценки этого утверждения будут следовать из соответствую-
щих теорем, доказываемых в следующих двух разделах для произвольных базисов
описанного выше вида в предположении, что все немонотонные функции рассматри-
ваемых базисов имеют единичный вес. Отметим, что при k = 2 каждое из равенств
теоремы 1 превращается в равенство из теоремы Маркова.
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2. Нижняя оценка

Пусть в базисе B, имеющем вид B = M ∪ {ω1, . . . , ωp}, ωi ∈ P2 \ M, i = 1, . . . , p,

функциям ω1, . . . , ωp приписаны единичные веса. Положим

D(B) = max{d(ω1), . . . , d(ωp)}.

Теорема 2. Для любой конечной системы F функций k-значной логики справед-
ливо неравенство

IB(F ) ⩾
⌈
logD(B)+1(d(F ) + 1)

⌉
.

Сначала докажем вспомогательное утверждение.

Лемма 1. Для любой конечной системы F функций k-значной логики справедливо
неравенство

d(F ) ⩽ (D(B) + 1)IB(F ) − 1.

Доказательство. Пусть F = {f1, . . . , fm}, m ⩾ 1, — система функций k-значной
логики от переменных x1, . . . xn. Проведем индукцию по величине IB(F ).

Если IB(F ) = 0, то все функции системы F монотонны. Следовательно, d(F ) = 0.
Пусть для любой системы функций G, для которой справедливо соотношение

IB(G) ⩽ IB(F ) − 1, утверждение леммы выполняется. Рассмотрим произвольную
схему S со входами x1, . . . , xn, реализующую систему функций F и содержащую
ровно IB(F ) элементов единичного веса. В этой схеме выделим первый (отно-
сительно некоторой правильной монотонной нумерации) такой элемент и обозна-
чим его E. Элементу E соответствует (приписана) q-местная функция ω из мно-
жества {ω1, . . . , ωp}, а на входы этого элемента подаются монотонные функции
h1(x1, . . . , xn), . . . , hq(x1, . . . , xn). Переделаем схему S, удалив из нее элемент E,
создав вместо него еще один вход схемы, на который подадим переменную y. Полу-
ченная таким перестроением схема S′ реализует систему функций G = {g1, . . . , gm},
причем для i = 1, . . . ,m выполняются условия

fi(x1, . . . , xn) = gi (ω(h1(x1, . . . , xn), . . . , hq(x1, . . . , xn)), x1, . . . , xn) .

Кроме того, справедливо неравенство IB(G) ⩽ IB(F )− 1.
Пусть цепь

C = (α̃1, α̃2, . . . , α̃r)

имеет падение d(F ).
Рассмотрим последовательность C ′ наборов длины n+ 1:

(ω(h1(α̃1), . . . , hq(α̃1)), α̃1), . . . , (ω(h1(α̃r), . . . , hq(α̃r)), α̃r).

Последовательность C ′, вообще говоря, не является цепью, однако, ее можно так
разбить на p участков (идущих подряд элементов последовательности C ′) C ′

1, . . . , C
′
p,

что каждая из последовательностей наборов C ′
j , j = 1, . . . , p, является цепью, и p

удовлетворяет условиям 1 ⩽ p ⩽ D(B) + 1.
По предположению индукции для всех j, j = 1, . . . , p, выполняются соотношения

dC′
i
(G) ⩽ d(G) ⩽ (D(B) + 1)IB(G) − 1 = (D(B) + 1)IB(F )−1 − 1.
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Теперь, учитывая что справедливы равенства

fi(α̃) = gi (ω(h1(α̃), . . . , hq(α̃)), α̃) , i = 1, . . . ,m,

получаем:

dC(F ) ⩽
p∑

i=1

dC′
i
(G)+p−1 ⩽

p∑
i=1

((D(B)+1)IB(F )−1−1)+p−1 ⩽ (D(B)+1)IB(F )−1.

Лемма 1 доказана.

Доказательство теоремы 2. Из леммы 1 вытекает оценка

d(F ) ⩽ (D(B) + 1)IB(F ) − 1,

а из неё и целочисленности величины IB(F ) следует требуемая нижняя оценка. Тео-
рема 2 доказана.

Замечание 1. Оценка из теоремы 2 не может претендовать на неулучшаемость
для любых базисов рассматриваемого вида и произвольных систем функций даже
при k = 2. Действительно, система булевых функций {x, y} не может иметь слож-
ность 1 ни в каком базисе, так как иначе в единственном немонотонном элементе
будет реализовываться какая-то функция от двух переменных, которая имеет спад,
в точности равный единице (как немонотонная функция от двух переменных), в то
время как спад системы равен двум.

3. Верхняя оценка

Переходя к получению верхних оценок, введем следующее понятие. Для упоря-
доченного набора функций k-значной логики f1(x1, x2, . . . , xn), . . . , fs(x1, x2, . . . , xn)

назовем s-переключателем функций f1, . . . , fs любую функцию k-значной логики
g(z1, . . . , zs, x1, x2, . . . , xn), удовлетворяющую условиям

g(1, 0, . . . , 0, x1, x2, . . . , xn) = f1(x1, x2, . . . , xn),

g(0, 1, . . . , 0, x1, x2, . . . , xn) = f2(x1, x2, . . . , xn),

. . .

g(0, . . . , 0, 1, x1, x2, . . . , xn) = fs(x1, x2, . . . , xn).

Для множества упорядоченых наборов по s функций каждый s-переключателем
этого множества будем называть множество s-переключателей наборов функций из
данного множества (по одному s-переключателю на каждый набор из s функций).

Лемма 2. Пусть базис B имеет следующий вид: B = M ∪ {ω(x1, . . . , xq)}, где
ω ∈ Pk \ M , q ⩾ 1. Тогда для любого множества {(f11, . . . fs1), . . . , (f1m, . . . , fsm)}
упорядоченных наборов функций k-значной логики найдется s-переключатель G

этого множества наборов, удовлетворяющий условию

IB(G) ⩽ max{IB(F1), . . . , IB(Fs)},

где Fi = {fi1, . . . , fim}, i = 1, . . . , s.
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Доказательство. Проведем индукцию по величине r = max{IB(F1), . . . , IB(Fs)}.
Если r = 0, то множества функций Fi, i = 1, . . . , s, монотонны. Тогда в качестве

искомого множества функций G можно взять множество

{gj | gj = max(min(φ(z1), f1j), . . . ,min(φ(zs), fsj)), j = 1, . . . ,m},

где функция φ(z) равна k − 1 для всех ненулевых значений z и φ(0) = 0.
Шаг индукции. Для i = 1, . . . , s, обозначим через Si(x̃) некоторую схему со входа-

ми x1, x2, . . . , xn, реализующую систему функций Fi и содержащую max{IB(Fi), 1}
элементов, соответствующих базисной функции ω. В схеме Si(x̃) выделим первый
(относительно некоторой правильной монотонной нумерации) элемент, соответству-
ющий базисной функции ω. Пусть на его вход подаются монотонные функции
hi1(x1, x2, . . . , xn), . . . , hiq(x1, x2, . . . , xn). Обозначим через Si(y, x̃) схему со входами
y, x1, x2, . . . , xn, получающуюся из схемы Si(x̃) путем замены выделенного элемента
новым входом y, а через f ′

ij(y, x1, x2, . . . , xn), j = 1, . . . ,m, — функции, вычисляемые
схемой Si(y, x̃). Тогда

fij(x1, x2, . . . , xn) =

= f ′
ij(ω(hi1(x1, x2, . . . , xn), . . . , hiq(x1, x2, . . . , xn)), x1, x2, . . . , xn),

j = 1, . . . ,m.

Положим F ′
i = {f ′

i1, . . . , f
′
im}. Так как IB(F

′
i ) ⩽ r− 1, i = 1, . . . , s, то по предполо-

жению индукции найдется такое множество функций

G′ = {g′j(z1, . . . , zs, y, x1, x2, . . . , xn) | j = 1, . . . ,m},

что

IB(G
′) ⩽ max{IB(F ′

1), . . . , IB(F
′
s)} ⩽ r − 1,

g′j(1, 0, . . . , 0, y, x1, x2, . . . , xn) = f ′
1j(y, x1, x2, . . . , xn), j = 1, . . . ,m,

g′j(0, 1, . . . , 0, y, x1, x2, . . . , xn) = f ′
2j(y, x1, x2, . . . , xn), j = 1, . . . ,m,

. . .

g′j(0, 0, . . . , 1, y, x1, x2, . . . , xn) = f ′
sj(y, x1, x2, . . . , xn), j = 1, . . . ,m.

Теперь в функции g′j(z1, . . . , zs, y, x1, x2, . . . , xn), j = 1, . . . ,m, вместо переменной
y подставим функцию

Y (z1, . . . , zs, x1, x2, . . . , xn) =

= ω(max(min(φ(z1), h11(x1, x2, . . . , xn)), . . . ,min(φ(zs), hs1(x1, x2, . . . , xn))), . . . ,

max(min(φ(z1), h1q(x1, x2, . . . , xn)), . . . ,min(φ(zs), hsq(x1, x2, . . . , xn)))).

Учитывая, что

Y (1, 0, . . . , 0, x1, x2, . . . , xn) = ω(h11(x1, x2, . . . , xn), . . . , h1q(x1, x2, . . . , xn)),

Y (0, 1, . . . , 0, x1, x2, . . . , xn) = ω(h21(x1, x2, . . . , xn), . . . , h2q(x1, x2, . . . , xn)),

. . .

Y (0, 0, . . . , 1, x1, x2, . . . , xn) = ω(hs1(x1, x2, . . . , xn), . . . , hsq(x1, x2, . . . , xn)),
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получаем, что для j = 1, . . . ,m функция

gj(z1, . . . , zs, x1, x2, . . . , xn)

= g′j(z1, . . . , zs, Y (z1, . . . , zs, x1, x2, . . . , xn), x1, x2, . . . , xn)

является s-переключателем набора функций f1j , . . . , fsj . Кроме того, для множе-
ства G = {g1, . . . , gm} выполняются неравенства IB(G) ⩽ 1 + IB(G

′) ⩽ r. Лемма 2
доказана.

Введем еще одну характеристику для базисов рассматриваемого вида.
Для произвольной функции k-значной логики f(x1, x2, . . . , xn) и произвольной це-

пи C = (α̃1, α̃2, . . . , α̃r) наборов из En
k определим величину uC(f) как наибольшую

длину t подпоследовательности β̃1, β̃2, . . . , β̃t последовательности C, удовлетворяю-
щей условию f(β̃1) > f(β̃2) > . . . > f(β̃t).

Теперь определим инверсионную силу u(f) функции f равенством u(f) =

maxuC(f), где максимум берется по всем цепям C наборов из En
k . Очевидно, что

для любой функции f выполняются соотношения 1 ⩽ u(f) ⩽ d(f)+1, при этом если
функция f не является монотонной, то справедливо неравенство u(f) ⩾ 2.

Пусть в базисе B, имеющем вид B = M ∪ {ω1, . . . , ωp}, ωi ∈ P2 \M, i = 1, . . . , p,

функциям ω1, . . . , ωp приписан единичный вес. Тогда равенством u(B) = maxu(f),
где максимум берется по всем функциям f из базиса B, введем величину u(B) —
инверсионную силу базиса B.

Теорема 3. Для любой конечной системы F функций k-значной логики справед-
ливо неравенство

IB(F ) ⩽ ⌈logu(B)(d(F ) + 1)⌉.
Доказательство. Пусть u(B) = s. Выберем в базисе B функцию ω(x1, . . . , xq),
удовлетворяющую условию u(ω) = s. Положим B′ = M ∪ {ω(x1, . . . , xq)}. В си-
лу очевидного соотношения IB′(F ) ⩾ IB(F ) достаточно установить неравенство
IB′(F ) ⩽ ⌈logs(d(F )+1)⌉, которое будем доказывать индукцией по величине R(F ) =

⌈logs(d(F ) + 1)⌉.
Если R(F ) = 0, то d(F ) = 0 и, следовательно, все функции системы F монотонны.

Поэтому IB(F ) = 0.
Пусть для любой системы функций G, для которой справедливо соотношение

R(G) ⩽ R(F )− 1, утверждение леммы выполняется.
Обозначим через T1 множество k-значных наборов длины n, обладающих тем

свойством, что для любой цепи C с концом в таком наборе выполняется неравенство
dC(F ) < sR(F )−1, т. е.

T1 = {α̃ ∈ En
k | dC(F ) < sR(F )−1 для любой цепи C с концом α̃}.

Далее, для i = 2, . . . , s − 1 обозначим через Ti множество k-значных наборов
длины n, обладающих тем свойством, что для любой цепи C наборов из множества
En

k \ (T1 ∪ . . . ∪ Ti−1) с концом в таком наборе выполняется неравенство dC(F ) <

sR(F )−1, т. е.

Ti = {α̃ ∈ En
k \ (T1 ∪ . . . ∪ Ti−1) | dC(F ) < sR(F )−1

для любой цепи C с концом α̃, C ⊂ En
k \ (T1 ∪ . . . ∪ Ti−1)}.
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Наконец, положим
Ts = En

k \ (T1 ∪ . . . ∪ Ts−1).

Отметим, что если α̃ ∈ Ti и β̃ ≺ α̃, то β̃ ∈ T1 ∪ . . . ∪ Ti−1, i = 1, . . . , s.
Теперь докажем, что для любой цепи C наборов из множества Ts также выполня-

ется неравенство dC(F ) < sR(F )−1. Действительно, предположив противное, полу-
чаем, что существует цепь Cs с началом в наборе α̃s, α̃s ∈ Ts, для которой выполня-
ется неравенство dCs

(F ) ⩾ sR(F )−1. С другой стороны, так как набор α̃s не лежит в
множестве Ts−1, то найдется цепь Cs−1 с началом в наборе α̃s−1, α̃s−1 ∈ Ts−1, и с кон-
цом в наборе α̃s, α̃s ∈ Ts, для которой выполняется неравенство dCs−1(F ) ⩾ sR(F )−1.
Аналогично, последовательно для i = s−2, . . . , 1 устанавливаем существование цепи
Ci с началом в наборе α̃i, α̃i ∈ Ti, и с концом в наборе α̃i+1, α̃i+1 ∈ Ti+1, для которой
выполняется неравенство dCi(F ) ⩾ sR(F )−1.

Тогда для цепи C = C1 ∪ . . . ∪ Cs справедливы соотношения

dC(F ) = dC1
(F ) + . . .+ dCs

(F ) ⩾ s
(
sR(F )−1

)
= sR(F ) > d(F ),

что противоречит определению величины d(F ).
Далее, для каждой функции fj из множества F = {f1, . . . , fm} положим

fij(x1, x2, . . . , xn) =


0, если (x1, x2, . . . , xn) ∈ T1 ∪ . . . ∪ Ti−1,
fj(x1, x2, . . . , xn), если (x1, x2, . . . , xn) ∈ Ti,
k − 1, если (x1, x2, . . . , xn) ∈ Ti+1 ∪ . . . ∪ Ts,

i = 1, . . . , s.
Теперь введем обозначения

Fi = {fij | fj ∈ F}, i = 1, . . . , s.

В силу определения множеств Fi выполняются неравенства d(Fi) < sR(F )−1,

i = 1, . . . , s, и, следовательно, неравенства

d(Fi) ⩽ sR(F )−1 − 1, i = 1, . . . , s.

Поэтому

R(Fi) = ⌈logs(d(Fi) + 1)⌉ ⩽ ⌈logs sR(F )−1⌉ = R(F )− 1, i = 1, . . . , s.

В силу определения величины s = u(ω) найдется цепь

(β11, . . . , β1q), (β21, . . . , β2q), . . . , (βs1, . . . , βsq),

удовлетворяющая условию

ω(β11, . . . , β1q) > ω(β21, . . . , β2q) > . . . > ω(βs1, . . . , βsq).

Функции ξ1, . . . , ξq определим равенствами

ξj(x1, . . . , xn) = βij , i = 1, . . . , s, j = 1, . . . , q,
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справедливыми для всех наборов (x1, . . . , xn) из множества Ti.
Далее, положим bi = ω(βi1, . . . , βiq), i = 1, . . . , s.
Теперь определим функции λj(x), j = 1, . . . , k − 1:

λj(x) =

{
0, если x < j,
1, если x ⩾ j.

И, наконец, введем функции µi(x1, . . . , xn), i = 1, . . . , s:

µi(x1, . . . , xn) =

{
0, если (x1, . . . , xn) ∈ T1 ∪ . . . ∪ Ti−1,
1, если (x1, . . . , xn) ∈ Ti ∪ . . . ∪ Ts.

Отметим, что все введенные функции монотонны.
Теперь рассмотрим s-переключатель G = {gj(z1, . . . , zs, x̃) | j = 1, . . . ,m} множе-

ства наборов функций {(f1j(x̃), . . . , fsj(x̃)) | j = 1, . . . ,m}, о существовании которого
говорится в лемме 2.

В функции gj(z1, . . . , zs, x̃), j = 1, . . . ,m, вместо переменной zi, i = 1, . . . , s, под-
ставим функцию

Zi(x1, . . . , xn) = min {λbi (ω(ξ1(x1, . . . , xn), . . . , ξq(x1, . . . , xn))) , µi(x1, . . . , xn)} .

Учитывая, что функция Zi(x1, . . . , xn) обращается в единицу на наборах из мно-
жества Ti, а на остальных наборах равна нулю, получаем, что на наборах (x1, . . . , xn)

из множества Ti справедливы равенства

gj(Z1(x1, . . . , xn), . . . , Zs(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn) =

= fij(x1, . . . , xn) = fj(x1, . . . , xn),

i = 1, . . . , s, j = 1, . . . ,m.

Для реализации функций Z1, . . . , Zs помимо использования монотонных функций
потребовалось лишь однократное использование функции ω. Поэтому, учитывая
предположение индукции, получаем соотношения

IB′(F ) ⩽ IB′(G) + 1 ⩽ max{IB′(F1), . . . , IB′(Fs)}+ 1 ⩽

⩽ max{⌈logs(d(F1) + 1)⌉, . . . , ⌈logs(d(Fs) + 1)⌉} ⩽
⌈
logs s

R(F )−1
⌉
+ 1 = R(F ),

которые завершают переход индукции. Теорема 3 доказана.

4. Заключение

В случае, когда для базиса B выполняется равенство D(B) + 1 = u(B), теоремы 2
и 3 дают точное значение немонотонной сложности в базисе B для любой системы
функций k-значной логики. Очевидно, что это равенство выполняется для базисов
BP и BL, откуда и следует теорема 1.
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Далее, стандартным образом определим функции Шеннона немонотонной слож-
ности функций от n переменных и сложности систем из m функций от n переменных
над базисом B:

IB(n) = max
f∈Pk(n)

IB(f), IB(n,m) = max
F={f1,...,fm}: fj∈Pk(n)

IB(F ).

Теперь положим

T (k, n) = (k − 1)n−
⌊
(k − 1)n

k

⌋
+ 1 = (k − 2)n+

⌈n
k

⌉
+ 1.

Легко проверить, что величина T (k, n) ровно на единицу превосходит максимально
возможный спад у функций k-значной логики от n переменных.

Теорема 4. Для любых n и m, n ⩾ 1, m ⩾ 2, справедливы равенства

IBP
(n) = ⌈log2 T (k, n)⌉ , IBP

(n,m) = ⌈log2((k − 1)n+ 1)⌉ ;

IBL
(n) = ⌈logk T (k, n)⌉ , IBL

(n,m) = ⌈logk((k − 1)n+ 1)⌉ .

Замечание 2. Задаче о немонотонной сложности функций многозначной логики
в базисах BP и BL близка задача об обычной сложности (когда под сложностью
LB(f) функции f понимается минимально возможное число всех элементов при ре-
ализации функции f схемами над базисом B) функций многозначной логики в бес-
конечных базисах BP и BL. При этом, если справедливость при условии d(f) → ∞
равенства LBL

(f) = 2 logk(d(f) + 1) + O(1) непосредственно следует из достаточно
просто устанавливаемого соотношения LBL

(f) = 2IBL
(f) + O(1), то для доказа-

тельства равенства LBP
(f) = 3 log3(d(f) + 1) + O(1) требуется значительно более

детальный анализ строения схем над базисом BP .
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