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Пусть N — множество из N элементов и F1, F2, . . . — последовательность
случайных независимых равновероятных отображений N → N . Для подмно-
жества S0 ⊂ N , |S0| = n, рассматриваются последовательность его образов
Sk = Fk(. . . F2(F1(S0)) . . .), k = 1, 2 . . ., и последовательность их объединений
Ψk = S1∪ . . .∪Sk, k = 1, 2 . . . Описан способ точного вычисления распределений
|Sk| и |Ψk| при умеренных значениях N . Получены двусторонние неравенства
для M|Sk| и M|Ψk|, в которых верхние оценки асимптотически эквивалентны
нижним, если N,n, k → ∞, nk = o(N). Результаты представляют интерес для
анализа алгоритмов балансировки времени и памяти.

Ключевые слова: итерации случайных отображений, метод балансировки
времени и памяти.

1. Введение

Одной из известных вычислительно труднорешаемых задач является поиск решения
уравнения

G(x) = a, (1)

где G — такое отображение конечного множества N = {1, . . . , N} в себя, что все
известные способы вычисления значения G−1(a) по трудоемкости сравнимы с пе-
ребором всего множества N . Очевидным методом поиска решения уравнения (1)
является последовательное вычисление значений G(x) для всех x ∈ N до тех пор,
пока не обнаружится решение этого уравнения. Для реализации такого метода тре-
буется память медленно растущего при N → ∞ объема (необходимого для вычис-
ления значений функции G при любом x ∈ N ), но время работы (число операций)
при использовании этого метода имеет порядок O(N).

M. E.Hellman [10] предложил универсальный (не зависящий от вида функции G)
метод поиска решений уравнения (1), позволяющий (после предварительного эта-
па, проводимого за время порядка O(N)) за счет использования памяти (по поряд-
ку меньшей O(N)) находить решение каждого уравнения (1) с большой вероятно-
стью за время, по порядку меньшее O(N). Этот подход был назван балансировкой
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времени и памяти. На предварительном этапе метода Хеллмана и его более позд-
них модификаций с помощью вычисления nt2 = O(N) значений суперпозиций вида
F = R(G(x)) (где отображения R : N → N выбираются тем или иным способом)
составляются таблицы, содержащие в совокупности O(N/t) пар вида (x, F t(x)), где
F t(x) — t-кратная итерация отображений вида F = R(G(x)); эти таблицы позволя-
ют на основном этапе для любого a ∈ N находить решение уравнения (1) с помощью
вычисления O(N/n) значений вида R(G(x)). Если n и t имеют порядок O(N1/3), то
объем таблиц, составленных на предварительном этапе, имеет порядок O(N2/3), а
на основном этапе нахождение каждого решения имеет сложность порядка O(N2/3)

вычислений значений R(G(x)) (все эти оценки приведены с точностью до логариф-
мических множителей).

Мы рассматриваем упрощенную математическую модель процесса построения од-
ной «радужной» таблицы (эта модель соответствует варианту метода балансировки
времени и памяти, предложенному в [15]). Модель имеет следующий вид: в множе-
стве N выбирается начальное подмножество S0, |S0| = n, и вычисляются его образы

S1 = F1(S0), S2 = F2(F1(S0)), . . . , St = Ft(Ft−1(. . . (F1(S0)) . . .)),

где F1, . . . , Ft — независимые случайные отображения множества N в себя, имеющие
равновероятное распределение на множестве ΣN , |ΣN | = NN , всех таких отображе-
ний.

В статье описан способ точного вычисления распределений случайных величин
φk = |Sk| и ζt = |S1 ∪ S2 ∪ . . . ∪ St| с помощью цепей Маркова, применимый при
умеренных значениях N , и получены двусторонние оценки математических ожида-
ний этих случайных величин и вероятностей того, что элемент x ∈ N , не зависящий
от итерируемых отображений F1, F2, . . ., принадлежит множеству Sk или множе-
ству S1 ∪S2 ∪ . . .∪St. Верхние и нижние оценки асимптотически эквивалентны при
N,n, t → ∞, если nt = o(N). Эти результаты могут использоваться для оптимизации
методов балансировки времени и памяти.

Характеристики методов балансировки времени и памяти, а также свойств ите-
раций случайных отображений изучались в ряде работ. Перечислим некоторые по-
лученные в них результаты.

В [10] для случайного равновероятного отображения F : N → N , множества S ⊂
N мощности n: |S| = n, и случайного множества Φt = F (S) ∪ F 2(S) ∪ . . . ∪ F t(S),
где F k(S) — образ S при k-кратной итерации отображения F , k = 1, 2, . . ., получены
верхняя и нижняя оценки вероятности того, что x ∈ Φt для любого x ∈ N , а именно:

1

N

n∑
i=1

t∑
j=1

(
1− it

N

)j

⩽ P {x ∈ Φt} ⩽
nt

N
. (2)

В [10] показано, что при nt2 ≈ N и n, t ≫ 1 левая часть этого неравенства близка к
0.80 nt

N ; в [13] получена оценка

1

N

n∑
i=1

t∑
j=1

(
1− it

N

)j

⩾
nt

N

1∫
0

1− e−x

x
dx ≈ 0.796599

nt

N
.

Приведенное в [10] доказательство неравенства (2) справедливо и для итераций неза-
висимых случайных отображений.
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В [11] с помощью перехода к аппроксимирующим дифференциальным уравнени-
ям получена другая приближенная формула:

P {x ∈ Φt} ≈ 2

(
1− 1

τ2

)
et/τ − e−t/τ

(τ + 1)et/τ + (τ − 1)e−t/τ
, (3)

где τ =
√

2N
n .

В [15] для случайного равновероятного отображения F : N → N , последова-
тельности R1, R2, . . . случайных независимых взаимно однозначных отображе-
ний N → N , подмножества S ⊂ N , |S| = n, последовательности его об-
разов Sk = Rk (F (. . . R2 (F (R1(F (S)))) . . .)) , k = 1, 2, . . ., и случайного множества
Ψk = S1 ∪ . . . ∪ Sk, k = 1, 2, . . ., с использованием эвристических рассуждений полу-
чена приближенная формула

P {x ∈ S ∪Ψt} ≈ 1−
t∏

i=1

(
1− ni

N

)
,

где n1 = n, ni+1 = N
(
1− e−

ni
N

)
при i ⩾ 1.

В [16] предлагается для оценивания характеристик методов балансировки време-
ни и памяти использовать в качестве математической модели ветвящиеся процессы
Гальтона-Ватсона.

В [12] в качестве одной из моделей популяционной генетики рассматривались по-
следовательность F1, F2, . . . независимых равновероятных отображений и случайная
величина

τN = min {t : |Ft(Ft−1(. . . F1(N ) . . .))| = 1}
— минимальное число итераций случайных отображений N в себя, при котором об-
разом N оказывается одноэлементное множество. В [12] отмечено, что в этой модели
при N → ∞ распределения случайных величин ζ = 1

N τN сходятся к распределению
суммы ξ =

∑∞
j=1 ξj , где случайные величины ξ1, ξ2, . . . независимы и

P {ξj ⩽ x} = 1− e−xj(j+1)/2, x ⩾ 0, j = 1, 2, . . .

Так как Eξj = 2/(j(j + 1)), то ξ имеет конечное математическое ожидание:

Eξ =

∞∑
j=1

2

j(j + 1)
= 2 .

Позднее эти утверждения доказывались разными способами (см., например, [6],
[2], [8]). В [14] получено обобщение этих утверждений на итерации неравноверо-
ятных отображений (когда образы разных элементов независимы и имеют одно и
то же распределение на N ).

2. Основные результаты

Пусть, как и ранее, F1, F2, . . . — независимые случайные отображения множества
N = {1, . . . , N} в себя, S0 ⊂ N , |S0| = n, Sk = Fk(Sk−1), Ψk = ∪k

j=1Sj , k ⩾ 1.
Положим φ0 = |S0|, ζ0 = 0, φk = |Sk|, ζk = |Ψk|, k ⩾ 1. Так как отображения
F1, F2, . . . независимы и одинаково распределены, то последовательности {φk}k⩾0 и
{ζk}k⩾0 являются цепями Маркова.
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Утверждение 1. Матрица переходных вероятностей цепи Маркова {φk}k⩾0 име-
ет вид

P = ∥pi,j∥Ni,j=1,

pi,j =


(
N
j

) (
j
N

)i j∑
m=0

(−1)m
(
j
m

) (
1− m

j

)i

, 1 ⩽ j ⩽ i ⩽ N,

0, j > i.

Матрица переходных вероятностей цепи Маркова {(φk, ζk)}k⩾0 имеет вид

Q = ∥q(i,r),(j,s)∥Ni,j,r,s=1,

q(i,r),(j,s) =


pi,j

(N−r
s−r )(

r
j−s+r)

(Nj )
=

(
N−r
s−r

)(
r

j−s+r

) (
j
N

)i j∑
m=0

(−1)m
(
j
m

) (
1− m

j

)i

,

если 1 ⩽ j ⩽ i ⩽ N, 1 ⩽ r ⩽ s ⩽ min{N, r + j},
0 в остальных случаях.

Доказательство. Согласно описанию модели вероятность перехода цепи Маркова
{φk}k⩾0 за 1 шаг из состояния i в состояние j равна вероятности того, что при
независимом равновероятном размещении i частиц по N ячейкам число занятых
ячеек равно j или, что то же самое, число пустых ячеек равно N − j. Формула для
pi,j в формулировке утверждения совпадает с формулами (1), (2) в [4], гл. 1, § 1.

Переход цепи (φk, ζk) = (|Sk|, |Ψk|) из состояния (i, r) в состояния (j, s) с помо-
щью отображения Fk+1 можно разбить на два этапа: на первом этапе происходит
переход от множества Sk, |Sk| = i, к множеству Sk+1 с |Sk+1| = j (этот переход
не зависит от Ψk и имеет такую же вероятность pi,j , как в цепи Маркова {φk}), а
на втором этапе строится множество Ψk+1 = Ψk ∪ Sk+1; при этом в силу равнове-
роятности отображения Fk+1 и его независимости от F1, . . . , Fk множество Sk+1 с
|Sk+1| = j имеет равновероятное распределение на совокупности всех j-элементных
подмножеств множества N ; поэтому

P
{
|Ψk+1| = s

∣∣ |Ψk| = r, |Sk+1| = j
}
=

(
N−r
s−r

)(
r

j−s+r

)(
N
j

) .

Утверждение доказано.

Вероятности переходов цепи Маркова {φk}k⩾0 за k шагов образуют матрицу
P (k) = ∥p(k)(i,j)∥

N
i,j=1 = P k. Таким образом, наборы чисел {p(k)(n,j) = P{φk = j |φ0 =

n}, j = 1, . . . , N} задают распределения φk, что позволяет находить численные зна-
чения характеристик распределения φk при умеренных значениях N .

Двусторонние оценки величин P{x ∈ Sk |φ0 = n}, P{x ∈ Ψk |φ0 = n} и первых
моментов случайных величин φk, ζk содержатся в следующей теореме.

Теорема 1. Пусть F1, F2, . . . — независимые равновероятные отображения мно-
жества N = {1, . . . , N} в себя, S0 ⊆ N , |S0| = n, Sk = Fk(. . . (F1(S0)) . . .), k ⩾ 1.
Для любого элемента x ∈ N , не зависящего от отображений F1, F2, . . ., при любых
1 ⩽ k, n ⩽ N справедливы неравенства

n
N − C2

n
k
N2 ⩽ P{x ∈ Sk |φ0 = n} < n

N − C2
n

k
N2 + n3k2

4N3 ,

nt
N − C2

t+1
3n2

2N2 < P {x ∈ Ψt | φ0 = n} < nt
N − C2

nC
2
t+1

1
N2 + n3(t+1)3

12N3 .
(4)
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Справедливы также следующие оценки:

n− C2
n

k
N ⩽ M{φk |φ0 = n} < n− C2

n
k
N + n3k2

4N2 , (5)

nt− C2
t+1

3n2

2N < M {ζt | φ0 = n} < nt− C2
nC

2
t+1

1
N + n3(t+1)3

12N2 ,

D{φk |φ0 = n} < kn3

N

(
1 + (n+2)k

4nN

)
. (6)

Доказательство. Будем использовать обозначение Fk...1(x) для Fk(. . . (F1(x)) . . .).
Из равновероятности отображений Fj , j ⩾ 1, следует, что величина
P{x ∈ Sk | |S0| = n} не зависит от x ∈ N как при фиксированном x, так и
при случайном x, принимающем значения в N и не зависящем от F1, F2, . . .

Поэтому неравенства (4) будем доказывать для x = 1. Так как

{1 ∈ Sk} =
⋃

x∈S0

{Fk...1(x) = 1},

то в силу неравенств Бонферрони∑
x∈S0

P{Fk...1(x) = 1} −
∑

x,y∈S0
x<y

P{Fk...1(x) = Fk...1(y) = 1} ⩽

⩽ P{1 ∈ Sk |φ0 = n} ⩽ (7)

⩽
∑
x∈S0

P{Fk...1(x) = 1} −
∑

x,y∈S0
x<y

P{Fk...1(x) = Fk...1(y) = 1}+

+
∑

x,y,z∈S0
x<y<z

P{Fk...1(x) = Fk...1(y) = Fk...1(z) = 1}.

Очевидно,

P{Fk...1(x) = 1} = 1
N для любого x ∈ N . (8)

Далее, при любых x, y ∈ N , x ̸= y,

P{Fk...1(x) = Fk...1(y) = 1} =

= P{Fk...1(x) = 1}P{Fk...1(y) = Fk...1(x) |Fk...1(x) = 1} =

= 1
N P


k⋃

j=1

[min{i : Fi...1(y) = Fi...1(x)} = j]

 , (9)

поскольку в силу равновероятности отображений Fj условная вероятность не за-
висит от значения Fk...1(x). События в правой части (9) несовместны, и в силу
независимости и равновероятности отображений F1, F2, . . . при любом j = 1, . . . , k

P {{min{i : Fk...1(y) = Fk...1(x)} = j}} = 1
N

(
1− 1

N

)j−1
,

т. е.

P{Fk...1(x) = Fk...1(y) = 1} =

= 1
N P


k⋃

j=1

{[min{i : Fi...1(y) = Fi...1(x)} = j]

 = (10)

= 1
N

k∑
j=1

1
N

(
1− 1

N

)j−1
= 1

N

(
1−

(
1− 1

N

)k) ∈
[
k

N
− C2

k

1

N2
,
k

N

]
.
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Аналогично для любых попарно различных x, y, z ∈ N

P{Fk...1(x) = Fk...1(y) = Fk...1(z) = 1} =

= P{Fk...1(x) = 1}P{Fk...1(z) = Fk...1(y) = Fk...1(x) |Fk...1(x) = 1} =

= 1
N P

{ k⋃
j,m=1

[
min{i : Fi...1(y) = Fi...1(x)} = j,

min{r : Fr...1(z) ∈ {Fr...1(x), Fr...1(y)}} = m
]}

.

При разных парах (j,m) события в правой части несовместны и

P
{
min{i : Fi...1(y) = Fi...1(x)} = j,

min{r : Fr...1(z) ∈ {Fr...1(x), Fr...1(y)}} = m
}
=

=

{
1
N

(
1− 1

N

)j−1 2
N

(
1− 2

N

)m−1
, m < j,

1
N

(
1− 1

N

)j−1 1
N

(
1− 2

N

)j−1 (
1− 1

N

)m−j
, m ⩾ j.

Так как

k∑
j=2

j−1∑
m=1

1
N

(
1− 1

N

)j−1 2
N

(
1− 2

N

)m−1
< 2

N2

k−1∑
j=1

j = k(k−1)
N2 ,

k∑
m=1

m∑
j=1

1
N

(
1− 1

N

)m−1 1
N

(
1− 2

N

)j−1
< 1

N2

k∑
m=1

m = k(k+1)
2N2 ,

то

P{Fk...1(x) = Fk...1(y) = Fk...1(z) = 1} < k(k−1)
N2 + k(k+1)

2N2 < 3k2

2N3 . (11)

Из (7), (8), (10), (11) следует, что

P{1 ∈ Sk |φ0 = n} ⩾ n
N − C2

n
k
N2 ,

P{1 ∈ Sk |φ0 = n} ⩽ n
N − C2

n
1
N

(
1−

(
1− 1

N

)k)
+ C3

n
3k2

2N3 ⩽

⩽ n
N − C2

n
k
N2 + C2

nC
2
k

1
N3 + C3

n
3k2

2N3 < n
N − C2

n
k
N2 + n3k2

4N3 .

Тем самым первое неравенство в (4) доказано.
Доказательство второго неравенства тоже проводится с помощью неравенств Бон-

феррони

t∑
k=1

P{1 ∈ Sk |φ0 = n} −
∑

1⩽k<m⩽t

P{1 ∈ Sk, 1 ∈ Sm |φ0 = n} ⩽

⩽ P

{
1 ∈ Ψt =

t⋃
k=1

Sk

∣∣∣∣∣ φ0 = n

}
= P

{
t⋃

k=1

{1 ∈ Sk}

∣∣∣∣∣ φ0 = n

}
⩽

⩽
t∑

k=1

P{1 ∈ Sk | |S0| = n}. (12)
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Используя первые неравенства в (4), находим:

nt

N
− C2

nC
2
t+1

1
N2 =

t∑
k=1

(
n
N − C2

n
k
N2

)
⩽

t∑
k=1

P{1 ∈ Sk |φ0 = n} ⩽

⩽
t∑

k=1

(
n
N − C2

n
k
N2 + n3k2

4N3

)
< nt

N − C2
nC

2
t+1

1
N2 + n3(t+1)3

12N3 . (13)

Далее, с учетом того, что при условии вида φk = i, φm = j множества Sk и Sm неза-
висимы, не зависят от предыстории и что последовательность φr, r ⩾ 0, образует
цепь Маркова с невозрастающими траекториями, находим, что при 1 ⩽ k < m

P{1 ∈ Sk, 1 ∈ Sm |φ0 = n} =

=
∑

n⩾i⩾j⩾1

P{1 ∈ Sk, 1 ∈ Sm, φk = i, φm = j |φ0 = n} = (14)

=

n∑
i=1

P{φk = i |φ0 = n} i
N

i∑
j=1

P{φm = j |φk = i} j
N ⩽

⩽
n∑

i=1

P{φk = i |φ0 = n} i
N

i
N ⩽ 1

N2E{φ2
k |φ0 = n} ⩽ n2

N2 .

Из (12), (13), (14) следует второе неравенство в (4):

nt
N − C2

t+1
3n2

2N2 < nt
N − C2

nC
2
t+1

1
N2 − C2

t
n2

N2 ⩽ P {1 ∈ Ψt | φ0 = n} <

< nt
N − C2

nC
2
t+1

1
N2 + n3(t+1)3

12N3 .

Неравенства для математических ожиданий непосредственно следуют из (4), так
как

φk =

N∑
j=1

I {j ∈ Sk} , ζt =

N∑
j=1

I {j ∈ Ψt} . (15)

Для оценки D{φk |φ0 = n} используем (15), а также независимость и равноверо-
ятность отображений Fk, k ⩾ 1:

D{φk |φ0 = n} = M
{
φ2
k |φ0 = n

}
− (M{φk |φ0 = n})2 =

= M


N∑

i,j=1

I {i, j ∈ Sk}

∣∣∣∣∣∣ φ0 = n

− (M{φk |φ0 = n})2 =

= M{φk |φ0 = n}+N(N − 1)P{1, 2 ∈ Sk |φ0 = n} − (M{φk |φ0 = n})2 . (16)

Оценки для M{φk |φ0 = n} уже получены. Далее, в силу равновероятности и неза-
висимости отображений Fk, k ⩾ 1,

P {1, 2 ∈ Sk |φ0 = n} = P

{
n⋃

x,y=1

{Fk...1(x) = 1, Fk...1(y) = 2}

}
⩽

⩽
n∑

x,y=1

P {Ft...1(x) ̸= Ft...1(y) (1 ⩽ t < k), Fk...1(x) = 1, Fk...1(y) = 2} =

= n(n− 1)
(
1− 1

N

)k−1 1
N2 . (17)
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Из (5), (16), (17) и неравенства
(
1− 1

N

)k
⩽ 1− k

N + C2
k

1
N2 следует, что

D{φk |φ0 = n} <

< n− C2
n

k
N + n3k2

4N2 + (N−1)n(n−1)
N

(
1− 1

N

)k−1 −
(
n− C2

n
k
N

)2
=

= n3k2

4N2 + n(n− 1)
((

1− 1
N

)k −
(
1− k(n−1)

2N

) (
1− kn

2N

))
⩽

⩽ n3k2

4N2 + n(n− 1)
((

1− k
N + k(k−1)

2N2

)
−
(
1− k(2n−1)

2N + kn(n−1)
4N2

))
=

= n3k2

4N2 + n(n− 1)
(

k(2n−1)−2k
2N − kn(n−1)−2k(k−1)

4N2

)
< kn3

N

(
1 + (n+2)k

4nN

)
.

Тем самым неравенство (6) и теорема 1 доказаны.

Неравенства теоремы можно уточнять, если использовать больше членов в нера-
венствах Бонферрони.
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