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В работе даются точные оценки меры неком
пактности вольтерровских интегральных опера
торов вида 

Щх) = v{x)jk(x,y)fly)u(y)dy, ( 1 ) 
о 

действующих из лебеговских пространств LP(R+) в 
L4(R+), 1 < p < q < оо. Кроме этого, исследуется по
ведение аппроксимативных чисел O.JJQ опера
тора К, когда К: L\R+) -> L2(R+) и к(х, у) = Рп{х - у), 
где Рп(х) - полином степени п. В частности, точ
ные оценки для CLJJC) установлены в случае n = 1 
и проиллюстрированы примером с экспоненци
альными весовыми функциями v и к. 

1°. Предположим, что 1 < p < °° , R* = [ 0 , °°), и 
пусть U{R*) - лебегово пространство всех изме
римых функций с конечной нормой 

б) существует константа D > 1 такая, что 

11/11, Ji/wr 
1/р 

'dx 

Мы рассматриваем интегральные операторы 
вида ( 1 ) такие, что и и v являются измеримыми 
вещественными функциями, причем v почти всю
ду не обращается в нуль, а неотрицательное ядро 
к удовлетворяет следующим двум условиям: 

а) к(х, у) не убывает по х или не возрастает по 
у при х > у > 0; 

Исследование первого автора по данной работе частично 
финансировалось из гранта GR/H53419 Научно-инже-нер-
ного совета Великобритании. 
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D~\k(x, у) + k(y, z)) < Цх, z) < ЕЩх, у) + к(у, z)), 
x>y>z>0. 

Пусть 1 <p<q<°°, \/р + \/р' = 1 и 

(2) 

A0(t) = (jk(x,t)"\v(x)\qdx^ (Jî r 

\/q 

1/р' 

1/р' 

МО = | j |v| ') {jk(t,xf\u(x)fdx 

А0 = supA 0(r), Ai = sup A,(f), A = max(A 0,Aj). 
(>0 i>0 

Следующая теорема характеризует свойства ог
раниченности и компактности оператора К в ле
беговских пространствах. 

Т е о р е м а 1. Пусть 1 < p < q < <». Тогда опе
ратор К вида ( 1 ) с неотрицательным ядром 
к(х, у), удовлетворяющим условиям а), б), огра
ничен из W(R+) в L4(R+), если и только если А < °° 
и, более того, 

D-*Au\\K\\ui(p,q)A, 
где т(р, q) зависит только от p, q и D. Кроме 
этого, К: lf(R+) —> L4(R+) компактен, если и толь
ко если А <°° и 

НглЛ,(0 = НтЛ,(0 = 0 ; i = 0, 1. 
/ -»0 ( -»~ 

З а м е ч а н и е 1. В другой форме теорема 1 
получена в [ 1 ] для ядер к(х, у), имеющих оба свой
ства монотонности, упомянутых в условии а). В 
настоящей форме она анонсирована в [ 3 ] для ядер 
без свойств монотонности а). Доказательство тео
ремы 1 вместе с аналогичными результатами для 
случаев 1 < < 7 < р < о о и О < < 7 < 1 < / ? < « > можно най
ти в [ 4 ] . Частные случаи теоремы 1 исследовались 
во многих работах (см. [ 5 ] и литературу там же). 

2°. Определим м е р у н е к о м п а к т н о с т и 
оператора К по формуле 

\К-Р\\. ( 3 ) а(К) = inf 
rank Р< « 
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Это определение совпадает с понятием шара (или ральных операторов вида (1) в случае, когда 
множества) меры некомпактности К, часто обо- к(х,у) = 1. В данной статье мы обобщаем резуль-

значаемого ß(AT) (см. [2, предложение 3.1]). 
Введем обозначения: 

J°L(z) = sup\\k(x,t)"\v(x)\4dx} Пи 
0<«г W I \ J 

\/q \/р-

1/« Л 

j[(z) = Qsup M I vi" Jfc(f, xf I u(x)f dx 

\/p' 

JL(z) = тах(^(г ) ,У[ (г ) ) , JL = ИтД(г); 
г->0 

\/q , \/p' 

J°R(z) = sup Çjk(x, t)"\ V(JC)|VJCJ {^\uf 

\/q 

JR(z) = sup Ji vi ? JÄ:(?, xf' I M(JC)]p' dx 

JR{z) = max (У^(г), У«(г)), 7 Ä = Wm JR(z)\ 
г —> о*. 

/ = max(/ t , JR). 
Следующее утверждение дает точные оценки 

меры некомпактности (3). 
Т е о р е м а 2. Пусть \ <р <q <°° и оператор 

К имеет вид (1) с неотрицательным ядром 
к(х, у), удовлетворяющим условиям а), б). Если 
А < °°, то 

0 - 7 < сх(А0 ^ "Кр, <7У-
З а м е ч а н и е 2. Теорема 2 обобщает резуль

таты [6, 7]. 
3°. Напомним, что для всякого положительно

го целого числа и и-е аппроксимативное число 
оператора Т: LP —» LP определяется по формуле 

ап(Т) = inf{IIТ - Р\\; Р: LP -> L 9, rank P < n}. 
Очевидно, что 

\\T\\ = al(T)>a2(T)>..., 

limcx„(D = а(7). 

При p = q аппроксимативные числа связаны с соб
ственными значениями операторов, однако в об
щем случае эти соотношения нетривиальны; за 
информацией по данному вопросу мы отсылаем 
читателя к монографиям [8 -11] . В частности, в [9] 
содержатся оценки сверху чисел а„(К) при п - > °о 
для интегральных операторов К с ядрами, имею
щими конечные смешанные LP (^)-нормы. Упо
мянутые нормы могут расходиться для ядер, 
удовлетворяющих условию (2), однако даже в 
этом случае они могут порождать компактные 
операторы и, как показано в [12], для некоторых 
из них можно получить оценки аппроксиматив
ных чисел не только сверху, но и снизу. Так, на
пример, эта задача исследована в [12] для интег-

таты [12] на операторы (1) с полиномиальными 
ядрами, при этом для простоты ограничиваемся 
случаем p = q = 2. 

Пусть Р„(х) = а„х" + а„_{х"~1 + ... + а0, апфО,-
полином степени п с действительными коэффи
циентами, и определим Т как 

X 

ТЛх) = v(x)\Pn(x-y)f(y)u(y)dy. 
о 

Для исследования аппроксимативных чисел 
а„(7) полезно ввести несколько обозначений. 
Пусть Ik = [аь bk) с R+, d\i(x) = |v(x)\2dx, \i(Ik) = 

= jd[i(x) и (ûk,(х), / = 1, 2, последователь-

ность функций на 1Ь определяемых по индукции 
следующим образом: 

Q)*, ,(*) = (х - ak) - ^ J (у - ак) d\l(y), 
h 

(äk 2(х) = {х - ак)2 - J {у - ак) 2d\i(y) -

со. Ах) с 

и так далее вплоть до 

ш < , „ W = ( х - ак) " - j (У - ак) " Ф О О 

со к,п-\ (X) 

К-^к) 
\b-ak)n(ükn_Ay)dil{y), 

где 

H1 к) = j\(Okj(x)\2dLi(x), i = 1 , 2 , л - 1. 
h 

Далее положим 
X 

ЕкЯх) = vix)jPn(x-y)fiy)u(y)dy, 

и пусть операторы Фк определены по формуле 

ФкЛх) = Х,(х){ТЛх)-

-v(x) F k ( x ) - F k 0 - ^ F K i ( û k j ( x ) 
i = i 
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где Xi - характеристические функции интерва- и нахождение норм (4) сводится к оценке снизу и 
* сверху нормы оператора G: Ь2(Г) —» L4I), где 

лов 1к и 

F. 

Gftx) = v(x){F(x) -F0- û)(x)F, },хеЫ(а,Ь), 
X 

F(x) = j(x-y)fly)u(y)dy, F0 = (5) 

i 
Нетрудно представить Фк/ъ виде 

bt (û(x) = j(x-y)dii(y), ji,(7) = j\(û(x)\2diL(x). 

ФкАх) = ЧхЩх)^(х-акУ$ркрШиШу-, ' ' 
j = 0 о Заметим, что если p(/) > 0, то на интервале / 

i л ^ . i тт Й существуют три точки Ci, х, с 2 такие, что а < с, < мы видим, что rank Фк < п + 1. Далее, делая разби- j~r^ {, ,У. п \ i , „ / , Л { • * ^ ' M F < X < с 2 < è, ш(х) = 0, р(а, с,) = р(С[, X) и Ц(Х, с 2) = 
ение R* на N попарно непересекающихся интерва- = \i(c2, b). 

„ „ , _ г L. \ _„„ „„„ m __\ i и n n i I „ m m , T е о р е м а 4.ПустьGf'заданоформулой(5)и 
лов 1к = |Яь о*) так, что 10, °°) = полагаем г ^ •/ "г ^ 

* 1 * к' v ' ^ к существует 0 < Ô < 1 такое, что р(а, X) > оц(/) и k= 1 

* = Sф*- ° ч е в и Д » ° ' ч т о r a n k Ф ^ ЛГ(и + 1). По- f _ 2 > 8 ц w / | l ( l ) 2 t 

*= 1 J 
ложим TJ=Tf- Ф J", / G L 2(/ t), и пусть ° 

7огая 
II = s u p Г | |ВД | 2 ^ 

il /-и - i w "Z» 2 = 1 V , 

1/2 

(4) 

y(b)tu<\\G\\<su, 
||Г*|| - норма оператора Тк: L\Ik) -> L\Ik). г д е ^ з а в и с и п г тоЛъко от 5 u 

Основной результат данного параграфа со
ставляет следующая 

t N

1 / 2 / l x 
лы1ь k= 1,2, ...,N. выбраны так, что \\Tk\\ = eпри (t \ (г ч , . ч , 
* = 1, 2, * - 1 и | |Г,| | < г. Тогда г < а^Т) и

 +

aî^\№ J [J " 
«(n + i y v ( 7 ) < e . 

' \ 1 / 2 fx \ 
Заметим, что теорема 3 содержит неявный мо- + sup ( f (у - с,) Ч\Цу) | [ \u2(y)dy 

мент - нормы H7*||. Заключительная часть рабо- с1<к^-' ) у > 

Т е о р е м а 3. Предположим, что а(7) = 0, 
0 < е < ||7||, и пусть целое число N > 0 и интерва- ] / 2 с 1 / 2 

ты посвящена нахождению явных оценок | |7 t | | 
для случая n = 1 полиномов первого порядка. При т 1 / 2 ; 1 / 2 

п = 0 эта задача исследована в [12], причем в более 
общей ситуации, когда операторы действуют из 
LP в L4. Идея и схема доказательства теоремы 3 
взяты нами из [12]. 

+ J 4 > t ( W [\(y-cyu2(y)dy\ + 

Ь 1/2 t 1/2 

с, 1/2 т 1/2 

f + I f ( c . - y ) V p ( y ) I f fii2(y)rfy j + 

Таким образом, рассмотрим интервал / = (а, Ь) 
с /? + и полином вида Л О с ) = х . Тогда 

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ Н А У К том 330 № 6 1993 
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1/2 / 1/2 

1/2 

+ sup у (у -1) 2 ф ( у ) ] \Ju2(y)dy 
t сг 

Ь 1/2 t 

+ sup (jd\L J f f ( / - y ) 2 « 2 (y)dy] 

f'1 W V'2 

+ sup y ( c 2 - y) 2 ф ( у ) J M ii2(y)rfy + 

1/2 c. 1/2 

+ 

1/2 c, 1/2 

c2-y)2u2(y)dy 

+ 

1/2 C; 

c2)2dm) [ju2(y)dy 

1/2 

П р и м е р . Пусть u(x) = exp(Ax), v(x) = (-Bx), 
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