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Даже беглый взгляд на впечатляющее множество современных работ по математическому моделированию 
популяционной динамики позволяет заключить, что основной интерес авторов сосредоточен вокруг двух-трех 
ключевых направлений исследований, связанных с описанием и анализом динамики, либо отдельных структури-
рованных популяций, либо систем однородных популяций, взаимодействующих между собой в экологическом 
сообществе или (и) в физическом пространстве. В рамках данной работы приводится обзор и систематизируются 
научные исследования и результаты, полученные на сегодняшний день в ходе развития идей и подходов матема-
тического моделирования динамики структурированных и взаимодействующих популяций. В вопросах модели-
рования динамики численности изолированных популяций описана эволюция научных идей по пути усложнения 
моделей — от классической модели Мальтуса до современных моделей, учитывающих множество факторов, 
влияющих на популяционную динамику. В частности, рассматриваются динамические эффекты, к которым при-
водит учет экологической емкости среды, плотностно-зависимая регуляция, эффект Олли, усложнение возрас-
тной и стадийной структуры. Особое внимание уделяется вопросам мультистабильности популяционной дина-
мики. Кроме того, представлены исследования, в которых анализируется влияние промыслового изъятия на ди-
намику структурированных популяций и возникновение эффекта гидры. Отдельно рассмотрены вопросы 
возникновения и развития пространственных диссипативных структур в пространственно разобщенных попу-
ляциях и сообществах, связанных миграциями. Здесь особое внимание уделяется вопросам частотной и фазовой 
мультистабильности популяционной динамики, а также возникновению пространственных кластеров. В ходе 
систематизации и обзора задач, посвященных моделированию динамики взаимодействующих популяций, основ-
ное внимание уделяется сообществу «хищник–жертва». Представлены ключевые идеологические подходы, при-
меняемые в современной математической биологии при моделировании систем типа «хищник–жертва», в том 
числе с учетом структуры сообщества и промыслового изъятия. Кратко освещены вопросы возникновения и со-
хранения мозаичной структуры в пространственно распределенных и миграционно связанных сообществах. 
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The review and systematization of current papers on the mathematical modeling of population dynamics al-
low us to conclude the key interests of authors are two or three main research lines related to the description and 
analysis of the dynamics of both local structured populations and systems of interacting homogeneous populations 
as ecological community in physical space. The paper reviews and systematizes scientific studies and results ob-
tained within the framework of dynamics of structured and interacting populations to date. The paper describes the 
scientific idea progress in the direction of complicating models from the classical Malthus model to the modern 
models with various factors affecting population dynamics in the issues dealing with modeling the local popula-
tion size dynamics. In particular, they consider the dynamic effects that arise as a result of taking into account the 
environmental capacity, density-dependent regulation, the Allee effect, complexity of an age and a stage struc-
tures. Particular attention is paid to the multistability of population dynamics. In addition, studies analyzing har-
vest effect on structured population dynamics and an appearance of the hydra effect are presented. The studies 
dealing with an appearance and development of spatial dissipative structures in both spatially separated popula-
tions and communities with migrations are discussed. Here, special attention is also paid to the frequency and 
phase multistability of population dynamics, as well as to an appearance of spatial clusters. During the systemati-
zation and review of articles on modeling the interacting population dynamics, the focus is on the “prey–predator” 
community. The key idea and approaches used in current mathematical biology to model a “prey–predator” sys-
tem with community structure and harvesting are presented. The problems of an appearance and stability of the 
mosaic structure in communities distributed spatially and coupled by migration are also briefly discussed. 
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Введение 

Даже беглый взгляд на впечатляющее множество современных работ по математическому 
моделированию популяционной динамики позволяет заключить, что основной интерес авторов 
сосредоточен вокруг двух-трех ключевых направлений исследований, связанных с описанием 
и анализом динамики, либо отдельных структурированных популяций, либо систем однород-
ных популяций, взаимодействующих между собой в экологическом сообществе или (и) в физи-
ческом пространстве.  

Математическое моделирование структурированных популяций, как правило, так или ина-
че оказывается направлено на развитие матричных моделей Лесли [Leslie, 1945, 1948] и связано 
либо с уточнением структуры матриц демографических переходов, либо с введением зависи-
мых от плотности (численности) параметров, необходимых для учета экологического лимити-
рования и сопутствующих нелинейных эффектов.  

Проблемы, касающиеся динамики взаимодействующих популяций, наиболее ярко пред-
ставлены в монографии А. Д. Базыкина «Математическая биофизика взаимодействующих по-
пуляций» [Базыкин, 1985, 2003]. Эта фундаментальная работа посвящена анализу возможных 
режимов динамики численности однородной локальной изолированной популяции и взаимо-
действующих популяций, включенных в элементарное биологическое сообщество. Наибольшее 
внимание здесь уделялось взаимодействию типа «хищник–жертва» или «ресурс–потребитель». 
В частности, были рассмотрены проблемы возникновения и развития пространственных дисси-
пативных структур как в пространственно разобщенных сообществах «хищник–жертва», свя-
занных миграциями, так и в пространственно распределенных сообществах с диффузией осо-
бей по ареалу.  

В настоящей статье предлагаются обзор и систематизация научных исследований и ре-
зультатов, полученных на сегодняшний день при развитии описанных выше подходов и идей 
в процессе математического моделирования динамики структурированных и взаимодействую-
щих популяций. 

Моделирование динамики  
локальных структурированных популяций 

К настоящему времени накопилось множество исследований, посвященных изучению ди-
намики локальных изолированных популяций [Caswell, 2001; Ласт и др., 2001; Логофет, Клоч-
кова, 2002; Фрисман, Ласт, 2005; Ackleh, Leenheer, 2008; Logofet, 2008; Жданова, Фрисман, 
2011, и др.]. Предложено огромное количество непрерывных и дискретных по времени матема-
тических моделей, предназначенных как для описания динамики реальных популяций [Allen, 
1975; Рикер, 1979; Розенберг, 1984; Безручко, 2005; Krebs, 2013; Pisarchik, Feudel, 2014; Лого-
фет и др., 2015; Regehr et al., 2017], так и для чисто теоретических исследований, посвященных 
поиску ответов на фундаментальные вопросы о закономерностях функционирования отдельной 
популяции и биологического сообщества в целом [Nicholson, 1933; Nicholson, Bailey, 1935; 
Колмогоров, 1937, 1972; Rosenzweig, MacArthur, 1963; Шапиро, 1972; May, 1973, 1974, 1975, 
1976; Вольтерра, 1976; Базыкин, 1980, 1985, 2003; Тузинкевич, 1989; Tuzinkevich, Frisman, 
1990; May, Lloyd, 1999; Недорезов, Утюпин, 1999; Недорезов, Неклюдова, 1999; Апонин, Апо-
нина, 2007; Stéphanou, Volpert, 2016; Топаж и др., 2016; Фрисман и др., 2017].  

В моделях динамики локальной однородной популяции или локального сообщества одно-
родных популяций для каждой популяции используется по одной переменной, зависящей от 
времени. Здесь следует упомянуть модели экспоненциального и ограниченного роста. Это 
в первую очередь предложенная в 1798 году модель Мальтуса [Мальтус, 2008] и модель Фер-
хюльста–Перла–Рида или модель логистического роста [Pearl, Reed, 1920; Pearl, 1925]. Сущест-
вует огромное число модификаций этих уравнений, например модель гиперболического роста, 
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учитывающая частоту встреч партнеров для размножения [Vandermeer, Goldberg, 2003], модель 
Капицы, предложенная для описания роста населения Земли [Капица, 1999], модель Базыкина, 
учитывающая сложный характер роста локальной популяции [Базыкин, 1980, 1985, 2003], мо-
дель Рикера, предложенная для описания динамики рыбных популяций [Pisarchik, Feudel, 
2014], модель Бивертона–Холта, учитывающая внутривидовую конкуренцию и ограниченность 
роста [Безручко, 2005; Beverton, Holt, 2005, и др.]. Практически во всех моделях динамики чис-
ленности предполагается, что скорость роста популяции пропорциональна численности. Неза-
висимо от конкретного вида моделей, главный качественный вывод, который следует из анали-
за их динамики, заключается в следующем. Если коэффициент пропорциональности (называе-
мый обычно мальтузианским параметром или мальтузианской функцией) положителен, не 
зависит от численности или даже растет с ее увеличением (это обычно интерпретируется как 
то, что популяция развивается в условиях неограниченных ресурсов жизнедеятельности), то 
рассматриваемая популяции неограниченно растет.  

Если же мальтузианский параметр зависит от численности и падает с ее ростом (отрица-
тельная обратная связь, интерпретируемая как плотностно-зависимая регуляция, вызванная ог-
раничением ресурсов), то рост популяции замедляется и численность стремится к некоторому 
стационарному значению (не всегда единственному). Кроме того, интересно, что плотностно-
зависимая регуляция роста популяции в моделях с непрерывным временем приводит к моно-
тонной динамике, а в моделях с дискретным временем способна стать причиной периодической 
или даже нерегулярной динамики численности [Шапиро, 1972, 1983; Шапиро, Луппов, 1983; 
May, 1973, 1974, 1975, 1976; May, Lloyd, 1999]. 

Для понимания сложных режимов, возникающих в одномерных отображениях, необходи-
мо различать типы внутривидовой конкуренции популяции. Николсоном [Nicholson, 1954] бы-
ли предложены две крайние формы зависимости роста популяции от плотности — состязатель-
ная (contest) и подавительная (scramble) конкуренции, которые обуславливают деление дис-
кретных по времени моделей на два основных типа [Hassell, 1975; Brännström, Sumpter, 2005; 
Anazawa, 2009]. Первый тип моделей описывает компенсационную зависимость роста популя-
ции от плотности, которая возникает в результате состязательной конкуренции. В этом случае 
в популяции в результате даже предельно жесткой конкуренции остается постоянное число 
выживших особей [Бигон и др., 1989]. В качестве примеров моделей с состязательной конку-
ренцией можно указать модели Скеллама [Scellam, 1951] и Бивертона–Холта [Beverton, Holt, 
2005], в которых функция воспроизводства (пополнение) монотонно возрастает с увеличением 
числа запаса. В моделях такого вида размер популяции монотонно сходится к равновесию.  

Другой тип моделей имеет сверхкомпенсирующую зависимость от плотности, в случае ко-
торой все конкурирующие особи могут подвергаться столь неблагоприятным воздействиям, что 
ни одна из них не выживает. Сверхкомпенсирующая зависимость от плотности возникает в ре-
зультате так называемой подавительной конкуренции [Nicholson, 1954; Бигон и др., 1989]. 
К числу моделей с подавительной конкуренцией относят, в частности, модели Рикера [Ricker, 
1979] и Ферхюльста с дискретным временем, в которых функция воспроизводства имеет ло-
кальный максимум. В результате величина пополнения (в терминах модели Рикера) уменьша-
ется при больших запасах численностей [Brännström, Sumpter, 2005]. Именно в моделях такого 
типа плотностно-зависимая регуляция роста популяции может привести к колебаниям (перио-
дическим и хаотическим) численности [May, 1976]. 

Мейнард-Смит и Слаткин [Maynard-Smith, Slatkin, 1973; Maynard-Smith, 1974] и Хасселл 
[Hassell, 1975] предложили модели, которые включают оба типа внутривидовой конкуренции 
[Brännström, Sumpter, 2005]. Так, при слабом экологическом лимитировании (параметр интен-
сивности экологического лимитирования равен единице) обе модели переходят в модель Би-
вертона–Холта, что позволяет говорить о состязательной конкуренции. Однако при больших 
значениях экологического лимитирования (параметр больше единицы) модели характеризуют 
ситуацию подавительной конкуренции. Одновременно с изменением типа плотностно-зависи-
мой связи меняется и характер динамики популяции: если в модели Бивертона–Холта немоно-
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тонные режимы не наблюдаются ни при каких значениях репродуктивного потенциала, то при 
больших значениях экологического лимитирования в моделях Хассела, а также Мейнард-Смита 
и Слаткина увеличение мальтузианского параметра ведет к периодическим и хаотическим ре-
жимам [Фрисман, 1996; Anazawa, 2009]. 

Заметим, что в описанных выше моделях скорость роста популяции уменьшалась с увели-
чением ее численности (или плотности). Вместе с тем для популяций некоторых высших орга-
низмов увеличение численности приводит к снижению роста популяции лишь при больших 
плотностях, а при малых — к увеличению скорости роста. Такой тип зависимости вызван тем, 
что для популяций организмов с ярко выраженным групповым поведением и стремлением 
к агрегации характерен эффект группы — так называемый принцип Олли [Allee, 1931; Allee 
et al., 1949], заключающийся в существенно большей плодовитости особей в агрегированной 
группе при некоторых средних значениях численности, нежели в условиях недонаселенности 
[Фрисман, 1996]. Таким образом, эффект Олли вызывает так называемую зависимую от плот-
ности обратную связь (inverse density dependence), то есть скорость роста уменьшается 
с уменьшением плотности. Из непрерывных по времени моделей, описывающих эффект Олли, 
хорошо известна модель Базыкина [Базыкин, 1985]. Следовательно, модели однородных попу-
ляций подразделяются на модели, которые либо проявляют, либо не проявляют эффект Олли 
[Anazawa, 2009]. 

Подобно эффекту Олли, обратная регуляция плотности (прирост уменьшается с падением 
численности) может наблюдаться для промысловых популяций, из которых изымается посто-
янное число (доля) особей, причем для любого размера популяции, а не только для малочис-
ленных популяций (в отличие от эффекта группы) [Akçakaya et al., 1999]. 

При наличии у локальной популяции сложной внутренней структуры, например разделе-
ния особей по полу или возрасту, для адекватного описания динамики популяции необходимо 
использовать столько переменных, сколько структурных единиц она содержит. Одной из пер-
вых моделей, направленных на описание динамики возрастной структуры, является матричная 
модель, предложенная П. Лесли [Leslie, 1945, 1948; Hansen, 1989; Caswell, 2001], которая явля-
ется многомерным (матричным) аналогом дискретной модели Мальтуса и не лишена главного 
ее недостатка — неограниченного роста. Несмотря на это, детальный учет демографических 
переходов из одного поколения в другое позволяет неплохо описывать поведение возрастного 
состава многих реальных популяций на небольшие временные масштабы и даже колебания 
возрастного состава, которые, по сути, являются затухающими [Usher, 1969; Рикер, 1979; Ро-
зенберг, 1984; Hayes, 2000]. Однако последнее возможно лишь в случае, когда жизненный цикл 
организмов популяции заканчивается единственным репродуктивным актом [Comins et al., 
1992; Caswell, 2001]. 

Другим недостатком матричной модели Лесли является то, что при большом количестве 
возрастов требуется соответствующее ему число переменных и, как следствие, возникает про-
блема идентификации демографических параметров и чувствительности к их малым вариаци-
ям. Модель Лесли также оказывается неэффективной в случае сложного характера демографи-
ческих переходов, задержек в развитии и выборочных переходов особями в один или другой 
возрастной класс. Подобные недостатки были устранены в модели Лефковича [Lefkovitch, 
1965], в которой основанием для структурирования особей популяции является не хронологи-
ческий возраст от момента рождения, а какой-либо признак или стадия развития, например их 
роль в процессе воспроизводства (новорожденные, неполовозрелые, половозрелые и т. п.) [Ло-
гофет, Клочкова, 2002; Vandermeer, Goldberg, 2003; Логофет, Белова, 2007]. Дальнейшее разви-
тие матричных моделей динамики популяций с возрастной структурой шло по пути учета ста-
дийно-возрастных состояний развития особей в популяции, когда, помимо хронологического 
возраста особей, учитывается стадия их онтогенеза [Логофет, Клочкова, 2002; Логофет, Белова, 
2007; Логофет и др., 2017]. В отличие от модели Лефковича в данной модели за один времен-
ной шаг возраст всех особей изменяется, несмотря на возможную задержку в развитии. Содер-
жащиеся в матрице демографических переходов (названная в этом случае матрицей Логофета) 
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коэффициенты перехода определяются так называемым графом жизненного цикла, который 
описывает последовательность и направления развития особей в популяции от момента рожде-
ния до периода активного участия в репродукции следующих поколений и смерти. Такое пред-
ставление оказалось очень востребовано для описания динамики популяций растений и насе-
комых [Leslie, 1948; Логофет и др., 2015, 2017], развитие особей которых имеет сложный  
жизненный цикл, характеризующийся несколькими различными направлений онтогенеза 
в зависимости от состояния и стадии развития родительских особей, что часто наблюдается при 
вегетативном размножении у растений [Логофет и др., 2017]. Кроме того, такой подход позво-
ляет учесть как прогрессивные, так и регрессивные переходы. В последнем случае в матрице 
Логофета появляются ненулевые коэффициенты над главной диагональю, которые определяют 
переход особей из более прогрессивной стадии онтогенеза в менее развитую стадию и тем са-
мым описывают возможные варианты вегетативного размножения у растений. 

Главным недостатком матричных моделей является то, что они ориентированы на описа-
ние динамики численности популяций в условиях неограниченности ресурсов. Для решения 
этой проблемы было сделано предположение, что демографические параметры зависят от чис-
ленности, т. е. осуществляется плотностно-зависимая регуляция соответствующего возрастного 
перехода по принципу модели Ферхюльста [Свирежев, 1978; Comins et al., 1992; Недорезов, 
1997]. В результате было показано, что нелинейный характер коэффициентов возрастных пере-
ходов способен приводить к периодическим или даже нерегулярным колебаниям численностей 
[Шапиро, 1983; Фрисман, 1994].  

Все эффекты, связанные с плотностно-зависимой регуляцией роста популяции и наблю-
дающиеся в одномерных моделях неструктурированных популяций, отмечаются и в системах 
динамики структурированных популяций. Наиболее исследованными моделями, демонстри-
рующими разнообразные типы динамического поведения, являются двумерные системы рекур-
рентных уравнений или двумерные отображения, преимущественно описывающие динамику 
двухвозрастной популяции. Как правило, изучается влияние плотностно-зависимой регуляции 
на динамику популяции [Hastings, 1992; Dennis, 1994; Boer, Reddingius, 1996; Inchausti, 
Ginzburg, 1998; Hansen et al., 1999; Фрисман и др., 2010; Новиков и др., 2012] или же факторов 
внешней среды (климат, обилие корма) [Hanski et al., 1993; Aanes et al., 2000; Kausrud et al., 
2008; Elmhagen et al., 2011; Korpela et al., 2013]. В частности, было обнаружено, что плотност-
но-зависимая регуляция в моделях динамики популяций, структурированных по возрасту, мо-
жет приводить к эффекту гидры: рост смертности в популяции (в том числе в результате про-
мысла) ведет к увеличению ее численности [Liz, Pilarczyk, 2012; Liz, Ruiz-Herrera, 2012; Snyder 
et al., 2014]. 

Кроме того, в ряде работ [Frisman et al., 2016; Neverova et al., 2016; Ревуцкая и др., 2016] 
было показано, что в моделях динамики численности локальной лимитированной структуриро-
ванной популяции возникает мультистабильность (мультирежимность), заключающаяся в со-
существовании нескольких различных альтернативных динамических режимов при одних и тех 
же значениях демографических параметров. Какой именно тип динамического режима будет 
реализован, зависит от начальных условий (или текущих значений численности), и это может 
быть как стационарная, периодическая, так и нерегулярная динамика. Выявленные аспекты ди-
намического поведения моделей, основанные на рекуррентных уравнениях, позволяют объяс-
нить наблюдаемые различия в динамике численности популяций одного вида, обитающих 
в практически идентичных условиях. С другой стороны, в рамках одной локальной популяции 
обнаруженное явление мультирежимности позволяет объяснить как возникновение, так и ис-
чезновение колебаний численности, а также смену периода наблюдаемых колебаний. Подоб-
ные смены динамических режимов все чаще наблюдаются в природных популяциях, в частно-
сти в популяциях леммингов, полевок и других мышевидных грызунов. 

Следует отметить, что увеличение продолжительности и сложности онтогенеза не увели-
чивает «в среднем» степень хаотизации популяционной динамики [Frisman, Zhdanova, 2012; 
Неверова, Фрисман, 2015]. В пользу большей динамической устойчивости говорят обнаружен-
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ное в моделях многовозрастных популяций расширение области значений репродуктивного 
потенциала, соответствующей стационарной динамике, снижение размаха флуктуаций числен-
ностей возрастных групп, а также преобладание областей, в которых аттракторы имеют очень 
небольшую степень хаотизации. Можно сказать, что удлинение и усложнение онтогенеза, соз-
давая потенциальные возможности для увеличения хаотизации «в среднем», в конечном итоге 
оказываются способными обеспечить «обратный» переход «от хаоса к порядку» и даже привес-
ти к устойчивым динамическим режимам. Этот результат дает удивительно простое модельное 
объяснение тому факту, что при достаточно широком спектре динамических режимов, теорети-
чески возможных для популяций с возрастной структурой, реально найденные периоды оказы-
ваются небольшими, и многие «дикие» популяции демонстрируют, очевидно, стабильную либо 
околоциклическую динамику.  

Особого внимания заслуживают работы, посвященные изучению влияния промыслового 
изъятия на динамику численности локальных популяций, в том числе структурированных 
[Скалецкая и др., 1979; Абакумов, 1993; Hofbauer, Sigmund, 1998; Braumann, 2002; Фрисман, 
Ласт, 2005; Ильин, 2007; Idels, Wang, 2008, Rolland et al., 2010; Hone et al., 2010; Абакумов и др., 
2011; Liz, Pilarczyk, 2012; Wikström et al., 2012; Gentleand, Pople, 2014; Жданова, Фрисман, 2013, 
2014; Cid et al., 2014; Ревуцкая, Фрисман, 2017; Неверова и др., 2016, 2017; Абакумов, Израиль-
ский, 2016; Miškinis, Vasiliauskienė, 2017; Regehr et al., 2017; Neverova et al., 2018, и др.]. Эти 
работы посвящены, как правило, задачам оптимизации промыслового изъятия, в рамках кото-
рых исследуются условия сохранения целостности популяций и определяется уровень числен-
ности, необходимый для воспроизводства популяции, при максимально возможном эффекте от 
эксплуатации.  

Существуют две основные стратегии управления промыслом, основанные на предположе-
нии о плотностной зависимости регуляции роста популяций: первая базируется на концепции 
«ежегодных излишек урожая», вторая — на концепции максимального уравновешенного изъя-
тия [Bergman et al., 2015]. В основу первой положено условие, что в популяциях изымается из-
быточное количество животных, которые всё равно со временем погибнут в результате процес-
сов саморегуляции и других причин. Вторая стратегия предполагает такой промысел, при кото-
ром численность эксплуатируемой популяции поддерживается на уровне, обеспечивающем 
максимальное воспроизводство. Отметим, что в ходе исследований динамики двухвозрастной 
эксплуатируемой популяции было показано, что максимальный устойчивый урожай (опти-
мальный промысел) возможен в случае изъятия особей только из одного возрастного класса 
[Жданова, Фрисман, 2013; Ревуцкая, Фрисман, 2017]. 

Однако стратегии, основанные на подходе максимального устойчивого урожая, могут при-
вести к катастрофическим последствиям, вплоть до вырождения популяции [Larkin, 1977; 
Ludwig et al., 1993; Lande et al., 1995; Hilborn, 1996; Hilborn, Mangel, 1997; Finley, 2011]. При 
этом катастрофические изменения численности эксплуатируемых популяций могут быть вы-
званы не только воздействием промысла, но и влиянием процессов саморегуляции в совокуп-
ности с факторами экзогенной природы, ведущими к вариации скорости роста популяции и, как 
следствие, флуктуациям [Brauer, Soudack, 1979ab; Fryxell et al., 2010] или даже смене наблю-
даемого динамического режима. Заметим, что промысловые виды популяций, подверженные 
эффекту Олли, более восприимчивы к катастрофическому снижению численности при увели-
чении смертности, вызванной промысловым воздействием [Courchamp et al., 1999]. 

Как было сказано выше, традиционно предполагается, что увеличение смертности популя-
ции (как в силу промысла, так и других естественных причин) приводит к уменьшению ее чис-
ленности. Эта логика заложена в основе многих стратегий промысла и рыболовства, борьбы 
с вредителями, а также мероприятий по сохранению биоразнообразия. Вместе с тем теоретиче-
ские и эмпирические исследования последних десятилетий показали, что увеличение смертно-
сти особей в популяции может привести к росту численности, то есть к так называемому эф-
фекту гидры [Abrams, Matsuda, 2005; Abrams, 2009]. Парадоксальное увеличение численности 
при росте смертности было отмечено еще в работе Рикера [Ricker, 1954; Abrams, 2009]. Эффек-
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ты, квалифицируемые как эффект гидры, проявляются как в дискретных по времени [например, 
Seno, 2008; Liz, 2010; Abrams, 2009], так и непрерывных моделях [Matsuda, Abrams, 2004; 
Abrams, 2009]. В работе Х. Сено [Seno, 2008], в которой исследуются дискретные по времени 
модели динамики численности однородных популяций с плотностно-зависимой регуляцией 
и промыслом, отмечается, что состязательная внутривидовая конкуренция никогда не вызовет 
возникновения данного эффекта (автор называет этот эффект парадоксом), в то время как пода-
вительная конкуренция, вероятно, вызовет его. В случае промыслового изъятия парадокс со-
стоит в том, что с ростом изъятия особей из популяции увеличивается ее равновесная (или ус-
редненная по времени) численность, вместо интуитивных представлений о том, что промысел 
состоит в уменьшении численности популяции, а не наоборот [Seno, 2008]. 

Отметим, что работы, в которых учитывается возможность мультистабильности (мульти-
режимности) в эксплуатируемых популяционных системах [Saucedo-Solorio и др., 2002; Фрис-
ман и др., 2014; Pisarchik, Feudel, 2014; Неверова, Фрисман, 2015], встречаются достаточно ред-
ко. Однако такой подход позволяет изучать и учитывать возможность смены динамического 
режима в эксплуатируемой популяции. В частности, в ряде работ [Неверова и др., 2016, 2017; 
Neverova et al., 2018; Ревуцкая и др., 2018] было показано, что промысловое изъятие, как пра-
вило, ведет к стабилизации динамики; однако сохраняется явление мультирежимности, харак-
терное для свободно развивающейся популяции. Следовательно, возникают определенные 
сложности при прогнозировании популяционной динамики, поскольку изъятие из популяции 
даже отдельных особей может сместить текущую численность из одного бассейна притяжения 
в другой и привести к существенным изменениям характера динамики численности. Более того, 
нерегулярный сбор урожая или изменяющаяся доля изъятия могут раскачать популяционные 
колебания. В частности, колебания возникают в случае, когда текущая численность смещается 
под воздействием промысла в бассейн притяжения другого режима.  

Моделирование динамики миграционно связанных популяций 

Для большинства видов животных характерно неравномерное распределение особей по 
ареалу своего обитания. Независимо от причин такого распределения (неоднородная структура 
ареала, ландшафта, биотопов, или условия обитания, или сложные внутрипопуляционные про-
цессы), пространственная структура популяции оказывается мозаичной. Математическому изу-
чению вопросов возникновения и сохранения такой мозаичной структуры посвящено множест-
во работ [Колмогоров и др., 1937; Fischer, 1937; Kimura, Weiss, 1964; Колмогоров, 1972; 
Frisman, 1980; Тузинкевич, 1989; Opdam, 1991; Gyllenberg, Hanski, 1992; Comins et al., 1992; 
Gyllenberg et al., 1993; Фрисман и др., 1996; Kot et al., 1996; Udwadia, Raju, 1997; Медвинский 
и др., 2002]. Выделяется два подхода для описания динамики пространственного распределения 
популяции: диффузионный и камерный.  

При диффузионном подходе воспроизводство и перемещение по ареалу — непрерывные 
процессы. Особи популяции рассматриваются как агенты, которые могут размножаться, уми-
рать, взаимодействовать между собой и свободно перемещаться по ареалу в любом направле-
нии вдоль своего ареала. В результате при диссипативном характере взаимодействий из отно-
сительно однородного распределения вследствие мобильности и ограниченного радиуса актив-
ности особей образуются конгломераты, скопления особей и устанавливается некоторая 
мозаичность с диффузионной связью между близлежащими скоплениями особей. Такой подход 
используется в работах Фишера [Fischer, 1937] и Колмогорова–Петровского–Пискунова [Кол-
могоров и др., 1937; Колмогоров, 1972], где рассматриваются модели, представляющие собой 
уравнения в частных производных параболического типа. При этом скорость роста популяции 
в точке некоторого пространства складывается из локального воспроизводства и диффузионно-
го члена, описывающего перемещения особей в эту точку из соседних. Исследование уравне-
ний Колмогорова–Петровского–Пискунова, при различных функциях воспроизводства и на-
чальных условиях, показало, что возникающая популяционная или генетическая пространст-
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венная неоднородность описывается в виде волн численностей, имеющих форму стоячих волн, 
которые могут взаимодействовать между собой [Свирижев, 1987]. Обнаружено возникновение 
таких явлений, как бегущие волны [Гигаури, Свирижев, 1981; Свирижев и др., 1983; Свирижев, 
1987]. Следует отметить, что в большинстве работ рассматривается простейший случай, когда 
особи, по аналогии с атомами, движутся согласно второму закону Фика, т. е. их поток пропор-
ционален градиенту плотности (концентрации) [Murray, 2002; Гурли и др., 2003]. Уравнения 
такого типа называют уравнениями реакции–диффузии. 

В качестве некоторого обобщения подобных моделей для более широкого класса функций 
воспроизводства и сложного нелокального характера расселения можно привести интегро-
дифференциальный подход в работах А. В. Тузинкевича и Е. Я. Фрисмана. В них демонстриру-
ется наличие более сложных по форме стационарных и нестационарных волн в популяционной 
динамике [Тузинкевич, 1989; Tuzinkevich, Frisman, 1990; Фрисман и др., 1996]. Однако незави-
симо от используемых моделей вследствие неравновестности системы и перераспределения 
особей, установившаяся мозаичность будет непостоянной как по форме, так и плотностям ско-
плений. В результате число скоплений сложно зависит от начального распределения особей по 
ареалу и не постоянно. 

Отметим, что представления о пространственном распределении биологических популя-
ций, полученные на основе непрерывного подхода, как правило, отличаются от реальной си-
туации, которая формируется на основе большого количества «точечных» данных о плотностях 
в определенных точках ареала. Точечное представление может быть связано с ограничениями 
методов учета численности, когда подсчет численности осуществляется лишь в определенных 
точках пространства и далее интерполируется или усредняется для всего ареала. С другой сто-
роны, точечные данные о численностях могут прямо или косвенно указывать на пятнистое рас-
пределение особей по ареалу. В этом случае учету подвергаются скопления, представляющие 
собой группы особей со схожими характеристиками, которые проживают на данной учетной 
территории или мигрируют через нее. При достаточной удаленности и изолированности друг 
от друга такие скопления можно принимать за локальные очаги скоплений особей — локаль-
ные популяции или субпопуляции, а особей, находящихся вне, — как особей, совершающих 
сезонные миграционные перемещения между ними. Именно на этом допущении базируется 
камерный подход. 

В этом случае для количественного описания распределенной популяции каждую субпо-
пуляцию описывают одной переменной (или вектором в случае наличия сложной структуры 
локальной популяции). Причем таким образом, что динамика подобной распределенной попу-
ляции складывается из динамики каждой локальной популяции, которая может развиваться по 
собственному закону воспроизводства, с учетом возможного миграционного или иного взаимо-
действия. 

Впервые такой подход был использован Дж. Б. Холденом и С. Райтом и известен как 
«Островная модель Райта» [Haldane, 1930; Wright, 1940, 1969], которая получила дальнейшее 
развитие в работах В. А. Ратнера и Ч. Ли [Ратнер, 1977; Ли, 1978]. Эта модель описывает воз-
можную структурную неоднородность между двумя или более панмиктичными взаимодейст-
вующими популяциями, между которыми происходят миграционные перемещения после есте-
ственного отбора. Воспроизводство и миграция при этом считаются непрерывными процессами 
и моделируются одномерными дифференциальными уравнениями ограниченного роста. В ре-
зультате в популяции образуется некоторое стационарное распределение, которое, как оказыва-
ется, не связано с качественным отличием особей популяций между собой. 

Интересным подходом также являются одно-, двух- и трехмерные “stepping-stone” модели, 
в которых точечные локальные популяции связаны между собой большим числом миграцион-
ных потоков на большие расстояния [Kimura, Weiss, 1964; Kimura, 1964; Maruyama, 1970]. 
В результате распределенная популяция представляет собой одно-, двух- или трехмерную ре-
шетку, в узлах которой расположены субпопуляции, между которыми происходит миграция 
особей. Некоторым продолжением этих идей являются модели свободного идеального распре-
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деления, построенные на основе связанных систем обыкновенных дифференциальных уравне-
ний [Cressman, Křivan, 2006; Křivan, Cressman, 2008]. Суммарная численность всей такой попу-
ляции считается постоянной, отсутствует смертность и рождение, а число эмигрантов прямо 
зависит от размера субпопуляции и длины границ со всеми соседними субпопуляциями. В ре-
зультате было показано, что происходит перераспределение особей, и формируется некоторая 
мозаичная структура. 

Перечисленные модели в первую очередь позволяют исследовать возможность устойчиво-
го сохранения структурной неоднородности популяций и провести оценку скорости распро-
странения вида по ареалу. Неоднородности в таких моделях возникают при различных значе-
ниях параметров роста у каждой локальной популяции, что, по сути, отражает влияние внеш-
них факторов (например, неоднородность распределения кормовой базы) на формирование 
неоднородного распределения. Кроме того, мозаичное распределение особей по ареалу возни-
кает при сложном характере динамики локальных популяций или сезонном характере мигра-
ции, когда расселение возможно через определенные промежутки времени при непрерывном 
воспроизводстве. Это было продемонстрировано, в частности, в работах Е. Я. Фрисмана 
[Фрисман, 1978, 1979; Frisman, 1980]. Была показана возможность таких режимов в одновидо-
вой системе миграционно связанных точечных популяций на основе модифицированной моде-
ли Базыкина со сложным характером миграции, который заключается в периодических сезон-
ных перемещениях особей. Модель Базыкина относится к классу одномерных обыкновенных 
дифференциальных уравнений, описывающих динамику популяцию, в которой способность 
к размножению существенно зависит от плотности популяции [Базыкин, 1985, 2003]. При  
численности ниже некоторого критического значения популяция вымирает, а при численности 
выше него популяция растет до своего стационарного состояния. Такое поведение неплохо со-
гласуется с известным принципом Г. Ф. Гаузе о конкурентном вытеснении [Гаузе, 1935, 2002]. 
В результате если локальная популяция развивается согласно этой модели, то цепочка характе-
ризуется множественными равновесными состояниями, число которых растет с увеличением 
элементов в цепочке. В результате пространственное распределение может быть реализовано 
несколькими способами в зависимости от начального распределения особей по ареалу, что яв-
ляется прямым следствием сложного характера воспроизводства и никак не связано с неодно-
родностью ареала или условиями среды. 

Системы или решетки систем связанных популяций в популяционной экологии принято 
называть метапопуляциями (т. е. популяциями, состоящими из популяций) [Levins, 1969; При-
мак, 2002; Ecology…, 2004; Kritzer, Sale, 2006]. Ключевое в данном термине — это наличие на 
некотором ареале достаточно изолированных местообитаний с проживающими в них локаль-
ными популяциями, особи которых совершают постоянные или сезонные миграционные пере-
мещения из одного местообитания в другое. Число локальных популяций может быть постоян-
ным или переменным, когда субпопуляции разного размера в ходе развития метапопуляции 
сменяют друг друга. Традиционно моделирование динамики метапопуляций в современной по-
пуляционной биологии идет с привлечением камерного подхода на основе как непрерывных, 
так и дискретных моделей [Allen, 1975; Legendre, Fortin, 1989; Opdam, 1991; Gyllenberg, Hanski, 
1992; Gyllenberg et al., 1993; Hanski, Gyllenberg, 1993; Udwadia, Raju, 1997; Wysham, Hastings, 
2008; Gyllenberg et al., 2009; Manica, Silva, 2014, 2015]. 

В случае если метапопуляция представлена постоянным числом взаимодействующих ло-
кальных популяций или субпопуляций, используют системы связанных обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений [Логофет, 1978; Фрисман, 1978; Frisman, 1980; Cressman, Křivan, 2006; 
Křivan, Cressman, 2008] или системы связанных отображений [Allen, 1975; Gyllenberg, Söder-
backa, Ericson, 1993; Udwadia, Raju, 1997; Wysham, Hastings, 2008]. В последнем случае для 
описания динамики численности одиночной субпопуляции используют одно уравнение с плот-
ностно-зависимым регулированием роста численности, например одномерное логистическое 
отображение. Связь между субпопуляциями, носящая характер сезонных миграций, описывает-
ся соответствующей аддитивной или мультипликативной добавкой к моментальным численно-
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стям каждой субпопуляции. Подобного типа модели — системы связанных отображений, отно-
сятся к классическим объектам исследования нелинейной динамики, которые демонстрируют 
сложные динамические режимы (предельные структуры типа инвариантных кривых или стран-
ных аттракторов, режимов хаоса или гиперхаоса) [Kaneko, 1984, 1986, 1990; Oppo, Kapral, 1984; 
Кузнецов С. П., 1985, 1989; Waller, Kapral, 1986; Кузнецов А. П., Кузнецов С. П., 1991]. Кроме 
того, в таких системах возникает проблема глобальной устойчивости, синхронизации, мульти-
стабильности динамических режимов и кластеризации [Kaneko, 1990; Астахов и др., 1997; Без-
ручко и др., 2002; Kuramoto, Battogtokh, 2002; Abrams, Strogatz, 2003; Астахов и др., 2006]. Дан-
ные явления выражаются в том, что при одних и тех же значениях популяционных параметров 
возможно возникновение принципиально разных альтернативных, в общем-то несинхронных 
динамических режимов связанных субпопуляций, которые реализуются в зависимости от на-
чальных численностей каждой локальной популяции. Существование таких режимов можно 
объяснить не только неоднородными условиями среды, когда удаленные субпопуляции могут 
отличаться параметрами воспроизводства и, следовательно, демонстрировать качественно раз-
ные режимы, но и внутренним свойством системы [Шепелев, Вадивасова, 2017; Shepelev et al., 
2018; Jaros et al., 2018]. Так, возможная бистабильность или мультистабильность точечной по-
пуляции приводит к тому, что даже абсолютно идентичные субпопуляции (нелинейные осцил-
ляторы) синхронизируются между собой не во всех случаях. В результате характер динамики 
каждой субпопуляции может существенно отличаться друг от друга, даже при равных значени-
ях популяционных параметров и ненулевой связи. В частности, они могут иметь различные пе-
риоды или амплитуды колебаний. Например, в [Кулаков и др., 2014] показана возможность та-
ких режимов на примере системы двух миграционно связанных двухвозрастных популяций. 
В случае большого числа точечных двухвозрастных популяций и случая одномерного или дву-
мерного ареала это приводит к тому, что формируются несколько групп синхронных популя-
ций (кластеров) разного размера, которые демонстрируют принципиально разные режимы ди-
намики [Кулаков, Фрисман, 2018; Кулаков, 2018]. В этом случае особо интересны режимы, на-
поминающие вспышки массового размножения, когда на фоне стабильной динамики или 
колебаний с небольшим размахом среди большого числа субпопуляций выделяется небольшое 
число в общем-то когерентных между собой точечных популяций, демонстрирующих флуктуа-
ции с большим размахом.  

Перечисленные феномены динамики систем связанных нелинейных осцилляторов всё ча-
ще находят применение для объяснения динамического поведения реальных популяций. В ча-
стности, явления синхронизации и десинхронизации между отдельными переменными системы 
связанных отображений позволяют объяснить механизмы образования групп популяций раз-
ных размеров, демонстрирующих синхронную динамику (кластеров). Данное явление тесно 
связано с хорошо известным феноменом пространственной синхронизации и когерентности 
[May, Lloyd, 1999; Earn et al., 2000], когда напрямую несвязанные популяции животных демон-
стрируют синхронную (с общим периодом и фазой) динамику или колебания смещены относи-
тельно друг друга на постоянное число периодов наблюдения, оказываясь когерентными (с об-
щей периодом, но разными фазами) [Swanson, 1998; Wilmshurst et al., 2006; Неверова и др., 
2015]. Такое сложное поведение может объясняться «общим» внешним фактором, когда один 
вид, проживающий на разных и несвязанных между собой территориях, имеет более или менее 
синхронную динамику. Напротив, географически мало разобщенные популяции часто демон-
стрируют колебания с запаздыванием [Bierman et al., 2006; Krebs, 2013]. В рамках камерного 
подхода эти явления легко описываются миграцией особей, когда пик численности в одном ме-
стообитании с некоторым запаздыванием вызывает аналогичный пик в другом, а величина за-
паздывания прямо зависит от количества субпопуляций, разделяющих их, т. е. удаленности 
этих территорий друг от друга. В свою очередь, изменения численности в пределах локальной 
популяции могут быть вызваны внутренними причинами, например плотностно-зависимым 
регулированием, конкуренцией, сложной структурой, или же интродуцированы иммигрантами 
с сопредельных территорий. 
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Моделирование динамики взаимодействующих популяций  
по принципу «хищник–жертва» 

Классической основой моделирования динамики взаимодействующих популяций является 
модель Лотки–Вольтерры, которая показывает, что взаимодействия между хищником и жерт-
вой способны приводить к периодическим колебаниям численности, причем колебания хищни-
ка отстают по фазе от колебаний жертв [Volterra, 1931; Вольтерра, 1976]. Такой тип динамики 
в целом неплохо описывает реальную ситуацию, когда рост хищника невозможен без роста 
жертв, но рост числа хищников со временем приводит к сокращению плотности жертв. В ре-
зультате наблюдаются несинхронные колебания их численностей. Однако такие периодические 
решения в этой модели не только асимптотически, но и структурно неустойчивы, т. е. малые 
вариации начальной численности приводят к иному аттрактору, а сама модель является «негру-
бой», т. е. незначительные изменения в правой части системы уравнений приводят к измене-
нию типа особой точки и, следовательно, вида фазовой траектории.  

Существует огромное число модификаций модели Лотки–Вольтерры, лишенных описан-
ных выше недостатков. Например, модель взаимодействия видов типа «хищник–жертва» Кол-
могорова [Колмогоров и др., 1937; Колмогоров, 1972], модель, предложенная А. Розенцвейгом 
и Р. Х. Мак-Артуром [Rosenzweig, MacArthur, 1963]. В отечественной литературе очень извест-
на модификация системы типа «хищник–жертва», принадлежащая А. Д. Базыкину, которая 
учитывает ограниченность субстрата в форме Мано, т. е. насыщение роста хищника, и ограни-
ченный характер роста численности (по аналогии с моделью Ферхюльста) [Базыкин, 1985]. 
Обобщающая классическую модель Лотки–Вольтерры, модель А. Д. Базыкина демонстрирует 
куда более сложное поведение — наличие двух устойчивых стационарных состояний, между 
которыми происходят переключения в зависимости от начальных численностей популяций, 
затухающие колебания численностей и др. Кроме того, при некоторых значениях параметров 
система становится автоколебательной, а в фазовом пространстве формируется асимптотически 
устойчивый предельный цикл, вид которого не зависит от начальных численностей.  

Первым разностным аналогом модели Лотки–Вольтерры, по всей видимости, является мо-
дель Николсона–Бейли, которая описывает взаимодействия типа «паразит–хозяин» [Nicholson, 
1933; Nicholson, Bailey, 1935]. Традиционно при математическом моделировании сообществ «хо-
зяин–паразит», которое было инициировано в основном энтомологами [Nicholson, 1933; Varley, 
1947], предполагается, что взаимодействующие популяции имеют четко выраженные непересе-
кающиеся между собой стадии развития, т. е. поколения оказываются дискретными. Это весьма 
отличается от модели Лотки–Вольтерры [Volterra, 1976], в которой предполагается, что поколе-
ния взаимодействующих популяций полностью перекрываются и процессы рождаемости 
и смертности непрерывны. Дискретные поколения неизбежно вводят временное отставание меж-
ду потреблением жертвы и воспроизводством хищника. Именно наличие этих временных отста-
ваний (которые позволяют учесть ненулевую скорость трансформации биомассы потребленных 
жертв в хищников), по всей видимости, представляет собой фундаментальное различие между 
дискретными и непрерывными по времени моделями типа «хищник–жертва» [Hassell, 2000; 
Nedorezov, 2012]. В дискретной по времени модели, как в непрерывном аналоге, могут возникать 
колебания с возрастающей амплитудой, которые напоминают вспышки. Численности паразита 
и хозяина при этом флуктуируют вокруг своих стационарных значений, при этом колебания па-
разита отстают по фазе от колебаний численности хозяина на четверть периода. Несмотря на яв-
ные ограничения возникающих в модели режимов (колебания с возрастающей амплитудой), мо-
дель Николсона–Бейли нашла множество применений, в том числе для описания пятнистого про-
странственного распределения планктона [Allen, 1975; Hassell et al., 1991; Comins et al., 1992]. 

Среди современных исследований пространственно-временной динамики популяций, 
взаимодействующих по принципу «хищник–жертва» и описываемых уравнениями с дискрет-
ным временем, следует отметить ряд весьма интересных работ [Agiza et al., 2009; Hu et al., 
2011; Mistro et al., 2012; He, Li, 2014; Башкирцева и др., 2016; Khan, 2016; Huang, Zhang, 2016; 
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Huang et al., 2017, и др.]. В частности, были исследованы флуктуации дискретной по времени 
системы «хищник–жертва» («паразит–хозяин») при помощи методов теории динамического 
хаоса [Kon, 2006; Kang et al., 2008; Kang, Armbruster, 2011; Mistro et al., 2012]. Похожие работы, 
направленные на изучение возникающих динамических режимов, проводятся и на основе аппа-
рата дифференциальных уравнений, например [Абакумов, Казакова, 2002; Hilker et al., 2006; 
Абакумов и др., 2015; Sambath et al., 2016, и др.]. Как правило, в этих исследованиях рассмат-
риваются динамика каждой составляющей сообщества и ее изменения в результате взаимодей-
ствия между популяциями.  

Очевидно, что к настоящему времени весьма подробно изучена динамика двувидового со-
общества «хищник–жертва» («паразит–хозяин») [Базыкин, 1985]. Несмотря на то что простые 
системы хорошо соответствуют некоторым естественным примерам, когда один вид жертвы 
(хозяина) атакуется в основном одним видом хищника (или паразитоидным видом), многие 
природные системы включают сложные сети взаимодействующих видов [Hassell, 2000]. Широ-
кое распространение получили исследования, посвященные непосредственному применению 
моделей разного уровня сложности и детализации к описанию и анализу динамики природных 
сообществ «хищник–жертва» [Hebblewhite, 2000; Абакумов, 2001; Elmhagen et al., 2011; Keim 
et al., 2011; Luiselli et al., 2014]. Нередко встречаются исследования, посвященные изучению 
динамики сообществ типа «хищник–жертва» («паразит–хозяин»), когда жертва или хищник 
представлены несколькими видами [Hogarth, Diamond, 1984; Kakehashi et al., 1984; Hassell, 
2000; Liao et al., 2007; Liu, Bai, 2016; He et al., 2016; Liu, Fan, 2017; Mbava et al., 2017] или же 
когда одна из составляющих сообщества подвергается изъятию [Srinivasu et al., 2001; Walters 
et al., 2016; Liu et al., 2018]. В большинстве исследований динамика многовидовых систем опи-
сывается различными модификациями моделей Лотки–Вольтерры и Николсона–Бейли, пред-
ложенных для двувидовых сообществ, путем добавления дополнительных видов.  

Большой пласт исследований связан с применением и развитием агентно-ориентирован-
ного подхода и клеточных автоматов. Например, в работе [McLane et al., 2011] обсуждается 
роль, которую играет агентно-ориентированный подход в задачах многовидовых взаимодейст-
вий. Также данный подход используется для исследования поведения системы «хищник–
жертва» в контексте эволюции [Gras et al., 2009]. Следует отметить, что применение агентно-
ориентированного подхода (клеточных автоматов) к изучению пространственно-временной ди-
намики сообщества «хищник–жертва» позволяет получать интересные и красочные результаты 
[Ermentrout, Edelstein-Keshet, 1993; Musiani et al., 2010; McLane et al., 2011; DeAngelis, 2018]. 
В частности, карты пространственного распределения особей сообщества «хищник–жертва», 
полученные, например, в работах [McCauley et al., 1993; De Carvalho, Tomé, 2006], имеют весь-
ма сложную структуру, которая объясняется разницей в скоростях распространения хищника 
и жертвы по ареалу, вызванной, в свою очередь, фундаментальными различиями в биологии 
видов, определяющими скорость роста популяций. В целом же устойчивость пространственно 
структурированной системы «хищник–жертва» зависит как от стратегии преследования жертвы 
хищником, так и от параметров, характеризующих перемещение особей по ареалу, то есть от-
носительной подвижности особей обоих видов [McCauley, Wilson, de Roos, 1993].  

В работах, посвященных изучению динамики системы «хищник–жертва» с учетом возрас-
тной детализации или стадий развития, используются в основном модели с непрерывным време-
нем [Satio, Takeuchi, 2003; Gourley, Kuang, 2004; Abrams, Quince, 2005; Sun et al., 2009; Xu, 2011; 
Chakraborty et al., 2011a, 2011b, 2012; Bhattacharyya, Pal, 2013, 2016; Ma et al., 2016; Khajanchi, 
Banerjee, 2017; Subhas Khajanchi, 2017], при этом системы с дискретным временем применяются 
реже [Wikan, 2001, 2017; Tang, Chen, 2001]. В частности, можно выделить работы, в которых рас-
сматривается влияние возрастной структуры либо хищника [Tang, Chen, 2001; Gourley, Kuang, 
2004], либо жертвы на развитие сообщества [Agarwal, Devi, 2010, 2011; Wikan, 2017].  

В немногих работах представлены результаты исследований воздействия промыслового 
изъятия на динамику и развитие сообщества взаимодействующих структурированных популя-
ций. Лишь в отдельных работах рассматривается влияние промысла на сообщество с учетом 
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структуры (например, возраста и/или пола) его компонентов [Spencer, Collie, 1995; Gui, Ge, 
2005; Giordano, Lutscher, 2011; Tahvonen et al., 2014; Liu et al., 2014, Al-Omari, 2015].  

Следует отметить, что в сообществе «хищник–жертва», как и в локальной популяции, может 
возникать эффект гидры [Abrams, Quince, 2005; Abrams, 2009; Sieber, Hilker, 2012; Cortez, 2016]. 

Важное место в рамках исследований сообщества «хищник–жертва» занимает теория «оп-
тимального кормления», которая посвящена изучению поведения хищников, в том числе с уче-
том пространственного распределения жертвы [Charnov, 1976; Pyke, 1984; Iwasa et al., 1981; 
Keim et al., 2011, и др.], а также пространственно-временной динамики сообщества в зависимо-
сти от стратегии охоты, предпочитаемой хищником [Hrbacek, 1962; Werner, Gilliam, 1984; Sih 
et al., 1985; Vilhuen, Hirvonen, 2003; Scherer, Smee, 2016]. 

Интересные результаты были получены в моделях типа «реакция–диффузия» с учетом 
межвидовых взаимодействий. Например, показана возможность возникновения устойчивых 
диссипативных структур в системе типа «хищник–жертва» [Разжевайкин, 1981]. Образующиеся 
в такой системе стоячие волны служат аналогом мозаичных структур в реальных популяциях. 
Использование в модели «реакция–диффузия» модификации системы Вольтерры, предложен-
ной А. Д. Базыкиным [Базыкин, 1985, 2003], позволило описать однородный по пространству, 
но автоколебательный по времени режим, соответствующий предельному циклу локальной  
популяции, либо даже устойчивое во времени и периодическое по пространству решение, 
т. е. диссипативные структуры [Базыкин, Маркман, 1980; Белотелов, Саранча, 1984]. Обнару-
жено, что форма ареала и начальные условия в этом случае оказывают существенное влияние 
на характер формируемой пространственной динамики. 

Обстоятельный обзор пространственных моделей с дискретным и непрерывным временем 
типа «хозяин–паразит» и «хищник–жертва» представлен в работе Ш. Бриггс и М. Хоупс 
[Briggs, Hoopes, 2004]. 

Модель «реакция–диффузия» с учетом межвидового взаимодействия типа «хищник–
жертва» достаточно успешно применяется для изучения динамики сообщества «планктон–
рыбы» [Медвинский и др., 2002; Thakur, Upadhyay, 2012; Гиричева, 2014; Абакумов и др., 2015, 
и др.]. В частности, было показано, что сложная пространственно-временная динамика планк-
тона, которая может выражаться в нерегулярных спиральных пространственных структурах, 
сложным образом связана с пространственной структурой питающейся планктоном рыбы. 
Движение рыбы при этом обладает фрактальными свойствами.  

Следует отметить задачи эпидемиологического характера, посвященные изучению про-
странственно-временной динамики сообщества, в котором в рамках одной из составляющих 
сообщества рассматриваются заражение и распространение болезни как в результате взаимо-
действия, так и миграции, а также гибель особей в результате заболевания [Sahoo, 2016; 
Mukherjee, 2016; Das, 2016; Biswas et al., 2016; Kant, Kumar, 2017]. 

Заключительные замечания 

Представленный в данной статье обзор результатов по теоретической популяционной эко-
логии не претендует на всеобщую полноту. Однако объем и разнообразие описанных результа-
тов позволяют говорить о востребованности данного научного направления, что подтверждает-
ся большим количеством публикаций в авторитетных изданиях (отечественные и зарубежные 
журналы). Хотелось бы отметить, что описанные результаты в обзоре демонстрируют сущест-
венные возможности, которые дает математическое моделирование при решении биологиче-
ских задач, формировании и обосновании биологических гипотез и получении важных содер-
жательных интерпретаций и выводов. 

На наш взгляд, наиболее интересными и перспективными исследованиями являются рабо-
ты, которые используют достаточно простые математические модели, но при этом базируются 
на результатах полевых и эксперементальных данных. Вообще, активное развитие математиче-
ской популяционной биологии и экологии существенно сдерживается малочисленностью пол-
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ноценных долговременных наблюдений за популяционной динамикой. Получить данные по 
динамике возрастной структуры — большая удача. Примером являются результаты деятельно-
сти Международной комиссии по северному морскому котику. Здесь есть многолетние данные 
о динамике на всех основных лежбищах, по крайней мере по численности самцов-произ-
водителей (секачей) и по численности приплода — новорожденных щенков, и хорошие данные 
по возрастной структуре той части популяции, которая изымается в результате промысла. Но 
даже в этом случае построение модели динамики популяции северного морского котика с уче-
том половой и возрастной структуры, как и оценка коэффициентов модели, оказалось крайне 
сложной задачей, решение которой потребовало целого ряда дополнительных ограничений 
и допущений [Жданова и др., 2017; Zhdanova et al., 2017].  

Есть ряд хороших многолетних наблюдений за динамикой грызунов и насекомых, но это, 
как правило, данные об оценках общей численности. Данные об изменениях возрастной струк-
туры (или о соотношениях численностей на разных стадиях развития) малочисленны и отры-
вочны.  

Еще сложнее получить надежные данные о перемещении особей в пространстве и о фор-
мировании пространственного распределения популяций. В качестве фактически исключитель-
ного примера таких данных можно привести опять-таки результаты деятельности Междуна-
родной комиссии по северному морскому котику, в рамках которой на большинстве лежбищ 
проводились многолетнее мечение животных и анализ возврата и распределения меток по всем 
территориям. Это позволило оценить коэффициенты миграций и интенсивности «перемешива-
ния» популяций. Однако, повторимся, наличие таких данных — большая редкость. 

Еще больше проблем возникает при аназе моделей взаимодействующих популяций разных 
видов. Для адекватного применения и верификации этих моделей требуются многолетние дан-
ные о популяционной динамике нескольких разных видов, причем желательно не только об их 
численностях, но и о возрастной и половой структуре. Все большее понимание этого факта, 
стремление к международной кооперации и медленное, но достаточно постоянное пополнение 
объемных баз данных различного уровня по популяционной и популяционно-экологической 
тематике приводит к умеренному оптимизму и надежде, что полученные при моделировании 
теоретические результаты и концепции будут адекватно оценены и проверены. 
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