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Репрессилятором называют первую в синтетической биологии генную регуляторную сеть, искусст-
венно сконструированную в 2000 году. Он представляет собой замкнутую цепь из трех генетических 
элементов — lacI, λcI и tetR, — которые имеют естественное происхождение, но в такой комбинации 
в природе не встречаются. Промотор каждого гена контролирует следующий за ним цистрон по принци-
пу отрицательной обратной связи, подавляя экспрессию соседнего гена. В данной работе впервые рас-
сматривается нелинейная динамика модифицированного репрессилятора, у которого имеются запазды-
вания по времени во всех звеньях регуляторной цепи. Запаздывание может быть как естественным, 
т. е. возникать во время транскрипции/трансляции генов в силу многоступенчатого характера этих про-
цессов, так и искусственным, т. е. специально вноситься в работу регуляторной сети с помощью методов 
синтетической биологии. Предполагается, что регуляция осуществляется протеинами в димерной форме. 
Рассмотренный репрессилятор имеет еще две важные модификации: расположение на той же плазмиде 
гена gfp, кодирующего флуоресцентный белок, а также наличие в системе накопителя для белка, коди-
руемого геном tetR. В рамках детерминистского описания методом разложения на быстрые и медленные 
движения получена система нелинейных дифференциальных уравнений с запаздыванием на медленном 
многообразии. Показано, что при определенных значениях управляющих параметров единственное со-
стояние равновесия теряет устойчивость колебательным образом. Для симметричного репрессилятора, 
у которого все три гена идентичны, получено аналитическое решение для нейтральной кривой бифурка-
ции Андронова–Хопфа. Для общего случая асимметричного репрессилятора нейтральные кривые по-
строены численно. Показано, что асимметричный репрессилятор является более устойчивым, так как 
система ориентируется на поведение наиболее стабильного элемента в цепи. Изучены нелинейные дина-
мические режимы, возникающие в репрессиляторе при увеличении надкритических значений управляю-
щих параметров. Кроме предельного цикла, отвечающего поочередным релаксационным пульсациям 
белковых концентраций элементов, в системе обнаружено существование медленного многообразия, не 
связанного с этим циклом. Долгоживущий переходный режим, который отвечает многообразию, отража-
ет процесс длительной синхронизации пульсаций в работе отдельных генов. Производится сравнение 
полученных результатов с известными из литературы экспериментальными данными. Обсуждается ме-
сто предложенной в работе модели среди других теоретических моделей репрессилятора.  
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The repressor is the first genetic regulatory network in synthetic biology, which was artificially constructed 
in 2000. It is a closed network of three genetic elements — lacI, λcI and tetR, — which have a natural origin, but 
are not found in nature in such a combination. The promoter of each of the three genes controls the next cistron 
via the negative feedback, suppressing the expression of the neighboring gene. In this paper, the nonlinear dy-
namics of a modified repressilator, which has time delays in all parts of the regulatory network, has been studied 
for the first time. Delay can be both natural, i.e. arises during the transcription/translation of genes due to the 
multistage nature of these processes, and artificial, i.e. specially to be introduced into the work of the regulatory 
network using synthetic biology technologies. It is assumed that the regulation is carried out by proteins being in 
a dimeric form. The considered repressilator has two more important modifications: the location on the same 
plasmid of the gene gfp, which codes for the fluorescent protein, and also the presence in the system of a DNA 
sponge. In the paper, the nonlinear dynamics has been considered within the framework of the deterministic de-
scription. By applying the method of decomposition into fast and slow motions, the set of nonlinear differential 
equations with delay on a slow manifold has been obtained. It is shown that there exists a single equilibrium 
state which loses its stability in an oscillatory manner at certain values of the control parameters. For a symmet-
ric repressilator, in which all three genes are identical, an analytical solution for the neutral Andronov–Hopf bi-
furcation curve has been obtained. For the general case of an asymmetric repressilator, neutral curves are found 
numerically. It is shown that the asymmetric repressor generally is more stable, since the system is oriented to 
the behavior of the most stable element in the network. Nonlinear dynamic regimes arising in a repressilator with 
increase of the parameters are studied in detail. It was found that there exists a limit cycle corresponding to re-
laxation oscillations of protein concentrations. In addition to the limit cycle, we found the slow manifold not 
associated with above cycle. This is the long-lived transitional regime, which reflects the process of long-term 
synchronization of pulsations in the work of individual genes. The obtained results are compared with the exper-
imental data known from the literature. The place of the model proposed in the present work among other theo-
retical models of the repressilator is discussed.  
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1. Введение 

После появления в биологии экспериментальных технологий, позволяющих наблюдать 
и проводить точные измерения величин, участвующих в молекулярно-генетических процессах, 
появились предпосылки для развития биологии как точной науки, широко использующей ма-
тематическое описание как для моделирования известных эффектов, так и для предсказания 
еще неизвестных явлений, возникающих при генной регуляции. Например, важным этапом бы-
ло выделение в 90-е годы прошлого века зеленого флуоресцентного белка GFP, ген которого 
в настоящее время широко используется в качестве светящейся метки в клеточной и молеку-
лярной биологии для изучения экспрессии клеточных белков [Prasher et al., 1992]. Таким обра-
зом, биология переживает важный этап своего развития и из описательной дисциплины всё  
более становится точной наукой. Похожий путь проделала физика три сотни лет назад, во вре-
мена Исаака Ньютона. Одним из важнейших следствий указанного переворота явилось возник-
новение синтетической биологии, которая началась с работы [Elowitz, Leibler, 2000]. Авторы 
теоретически смоделировали, а затем экспериментально сконструировали плазмиду из трех 
разных генов, которые в естественных условиях в такой комбинации не встречаются. Контур 
был сконфигурирован таким образом, что белок каждого гена ингибировал экспрессию сле-
дующего за ним соседа. Один из генов ингибировал также экспрессию гена, расположенного на 
отдельной плазмиде и кодирующего флуоресцентный белок GFP. Простые оценки показывали, 
что здесь могли возникнуть колебания. В недавнем комментарии Эловиц отметил, что изна-
чально казалось почти невероятным, что искусственная схема заработает, как задумано, так как 
большинство значений биохимических параметров (скорости протекающих реакций) были не-
известны [Gao, Elowitz, 2016]. Однако успех работы показал, что таким путем действительно 
возможно конструировать искусственные схемы с предписанной динамической генной регуля-
цией, что и стало предметом синтетической биологии [Hasty et al., 2001]. В последующие годы 
экспериментально и теоретически были изучены различные динамические эффекты в синтети-
ческих генных цепях. В работах [Friedland et al., 2009; Daniel et al., 2013] было показано, что 
искусственные цепи могут производить простейшие арифметические вычисления и выдавать 
значения элементарных функций. Логические операции в синтетических цепях исследовались 
в [Bonnet et al., 2013]. Выделение границ поля изображения, образованного бактериями с син-
тетическими вставками в геноме, изучалось в [Tabor et al., 2009]. Значительная литература по-
священа изучению колебаний. Были предложены и реализованы экспериментально альтерна-
тивные, более сложные по сравнению с репрессилятором, схемы осцилляторов [Fung et al., 
2005; Stricker et al., 2008; Tigges et al., 2009]; показано, что точность молекулярных часов ре-
прессилятора может быть существенно улучшена за счет простых усовершенствований схемы 
[Potvin-Trottier et al., 2016]; указаны новые эффекты при численном моделировании модели 
репрессилятора [Лихошвай и др., 2010]; исходная модель репрессилятора была усложнена до-
полнительными связями в контуре и численно изучена [Волков, Журов, 2013], исследованы 
ансамбли взаимодействующих репрессиляторов [Ullner et al., 2007; Потапов, Волков, 2010], 
обнаружены пространственные волны активности в клеточных ансамблях [Danino et al., 2010]. 
Последняя работа интересна также тем, что колебания были заданы путем искусственного вне-
сения запаздывания в синтетическую цепь, разработанную авторами. Запаздывающие осцилля-
торы имитировали в каждой бактерии работу её биологических часов, а транспортный белок 
осуществлял глобальную координацию поведения всей колонии. В результате было обнаруже-
но спонтанное возникновение бегущих концентрических волн свечения GFP в колонии бакте-
рий. Чуть ранее было показано, что и в модель репрессилятора в эксперименте также может 
быть внесено запаздывание [Prindle, 2009]. Однако эта работа, оформленная в виде магистер-
ской диссертации, не имела своего продолжения.  

В последние годы вопросы запаздывания в процессах генной регуляции вызывают все 
больший интерес. Стоит отметить, что процессы экспрессии генов, вообще говоря, состоят из 
многоэтапных реакций, в ходе которых последовательно образуются ансамбли сложных орга-
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нических соединений. Таким образом, эти процессы распределены по пространству, растянуты 
по времени и идут с неким характерным временем запаздывания. Строго говоря, эти процессы 
уже не могут считаться Марковскими [Лихошвай и др., 2003; Bratsun et al., 2005a; Bratsun et al., 
2005b; Брацун, 2011]. Если время запаздывания мало по сравнению со всеми остальными ха-
рактерными временами в системе, этими эффектами можно пренебречь. В этом случае запаз-
дывание не оказывает влияние на состояние квазиравновесия, сложившееся в системе. Однако 
если времена запаздывания одного порядка величины с другими процессами (быстрыми или 
медленными) или обратная связь сильная, то эффекты запаздывания не могут больше игнори-
роваться. Интересно отметить, что природа успешно использует механизм запаздывания для 
установления робастных и достаточно точных по периоду и амплитуде колебаний, с помощью 
которых регулируется жизнедеятельность организма. Факт сильно запаздывающих биохимиче-
ских реакций во время генной экспрессии был установлен при исследовании естественных 
циркадианных ритмов у различных микроорганизмов (например, нейроспоры (лат. Neurospora 
Crassa) и дрозофилы (лат. Drosophila) [Denault et al., 2001]) и интенсивно изучался в рамках 
различных математических моделей [Sriram, Gopinathan, 2004; Брацун, Захаров, 2011; Захаров, 
Брацун, 2013]. Эти модели с запаздыванием были использованы, например, для описания воз-
никновения карциномы за счет локального сбоя синхронизации циркадианных ритмов 
в клетках [Брацун и др., 2014; Bratsun et al., 2016a; Bratsun et al., 2016b]. Более математически 
формальная постановка задачи о запаздывании при генной регуляции рассматривалась в рабо-
тах [Лихошвай и др., 2003; Демиденко и др., 2004], в которых было введено понятие гипотети-
ческой генной сети (ГГС) и рассмотрены свойства ансамблей таких цепей.  

Данная работа открывает серию из двух статей, в которых свойства классического репрес-
силятора рассматриваются с учетом запаздывания в его контурах отрицательной обратной свя-
зи. До сих пор не очень понятно, есть ли какое-то запаздывание в процессах генной регуляции 
репрессилятора in vivo. Модель колебаний, предложенная авторами репрессилятора, запазды-
вание не содержала [Elowitz, Leibler, 2000]. Однако даже если в исходной схеме Эловица 
и Лейблера запаздывание не существенно, то экспериментальные технологии, продемонстри-
рованные в более поздних работах [Prindle, 2009; Danino et al., 2010], однозначно свидетельст-
вуют, что запаздывающий репрессилятор может быть сконструирован в рамках методов и под-
ходов синтетической биологии, а значит, его свойства должны быть исследованы in silico.  
Первая часть работы посвящена детерминистскому описанию процессов генной регуляции 
в запаздывающем репрессиляторе. Предложена математическая модель, которая выводится из 
исходных биохимических реакций. Полученная динамическая система исследуется как анали-
тически, так и численно. Производится сравнение с экспериментальными данными и результа-
тами, полученными в рамках других моделей.  

2. Вывод математической модели репрессилятора с запаздыванием 

Схема регуляторной цепи репрессилятора [Elowitz, Leibler, 2000] с учетом важных моди-
фикаций, предложенных в работе [Potvin-Trottier et al., 2016], представлена на рис. 1. Как сле-
дует из рисунка, плазмида репрессилятора включает в себя четыре цистрона. Первый цистрон 
содержит ген tetR-lite (ген и его промоторы отмечены на схеме синим цветом), который нахо-
дится под управлением промотора lac гена lacI-lite (оба отмечены на схеме желтым цветом), 
выступающего в качестве репрессора. При экспрессии tetR-lite синтезируется соответствую-
щий белок, который для краткости будем обозначать как X. Белок X димеризуется и в этом 
виде может выполнять три функции. Во-первых, через промотор он может служить репрессо-
ром для гена λcI-lite (отмечен на схеме красным цветом). Во-вторых, он также репрессирует 
экспрессию флуоресцентного белка GFP (выделен зеленым цветом). В исходной версии ре-
прессилятора 2000 года ген gfp-aav, кодирующий GFP, был размещен на отдельной плазмиде. 
Как было продемонстрировано недавно [Potvin-Trottier et al., 2016], это приводит к возникно-
вению сильных флуктуаций в работе репрессилятора из-за удаленной регуляции. Поэтому 
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в новой версии ген, кодирующий сигнальный белок, был перенесен на ту же самую плазмиду, 
где располагаются основные игроки репрессилятора (второй цистрон). В-третьих, димеры бел-
ка X могут связываться с оператор-сайтами специального РНК накопителя (синее кольцо 
в центре схемы). Это второе важное усовершенствование репрессилятора, которое приводит 
к тому, что белок X скорее накапливается в системе, чем деградирует, а цепь с оператор-
сайтами выступает как хранилище для белка, кодируемого геном tetR-lite. Это было сделано 
для того, чтобы поддержать концентрацию белка X, который в обычных условиях сильно де-
градирует при регуляции. Ген λcI-lite, находящийся под контролем промотора tetR, входит 
в состав третьего цистрона и кодирует белок, концентрацию которого будем обозначать как Z. 
Как видно на схеме, четвертый цистрон содержит ген lacI-lite, находящийся под контролем 
промотора λ репрессора. Белок, кодируемый последним геном, будем обозначать как Y. Таким 
образом, круг замыкается. Основное ядро репрессилятора, определяющее его временную ди-
намику, составлено тремя генами, которые связаны между собой через промоторы отрица-
тельной обратной связью.  

 
Рис. 1. Схематическое изображение генной сети репрессилятора с запаздыванием. Цветная версия рисун-
ка доступна в электронной версии статьи на сайте журнала 

Перечислим основные допущения, которые используются при выводе модели: 
• регуляция репрессилятора осуществляется только димерной формой белка; 
• промотор каждого гена может регулировать экспрессию одного другого гена (исключе-
нием является ген tetR-lite, который регулирует экспрессию двух генов, но второй ген 
кодирует флуоресцентный белок, который не влияет на принципиальную схему функ-
ционирования репрессилятора); 

• отрицательная обратная связь является запаздывающей для любой пары генов, причем 
время запаздывания, вообще говоря, предполагается разным (опять же для простоты 
будем полагать, что регуляция экспрессии флуоресцентного белка не является запазды-
вающей); 

• любое время запаздывания много больше остальных характерных времен, определяю-
щих нелинейную динамику репрессилятора; 

• оставшиеся динамические процессы в репрессиляторе можно разбить на быстрые 
и медленные, ограничившись двумя характерными временными масштабами. 
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Таблица 1. Список реакций при генной регуляции репрессилятора с запаздыванием (рис. 1)  

1 Димеризация белков X, Y, Z 
1

2X X X ,
Xk+ ⎯⎯→  1

2Y Y Y ,
Yk+ ⎯⎯→  1

2Z Z Z
Zk+ ⎯⎯→  

2 Дедимеризация белков X, Y, Z 
1

2X X X,
Xk− +⎯⎯→  1

2Y Y Y,
Yk− +⎯⎯→  1

2Z Z Z
Zk− +⎯⎯→  

3 Связывание димера репрессора с оператор-сайтом  
2X X

0 2 1D Z D ,
Xk+ ⎯⎯→  2Y Y

0 2 1D X D ,
Yk+ ⎯⎯→  2Z Z

0 2 1D Y D
Zk+ ⎯⎯→  

4 Освобождение димером репрессора оператор-сайта 
2X X

1 0 2D D Z ,
Xk− +⎯⎯→  2Y Y

1 0 2D D X ,
Yk− +⎯⎯→  2Z Z

1 0 2D D Y
Zk− +⎯⎯→  

5 Синтез белков X, Y, Z при открытом оператор-сайте, протекающий с запаздыванием 
t τX X

0 0D ( ) D X ,X XAt ++⎯⎯→  t τY Y
0 0D ( ) D Y ,Y YAt ++⎯⎯→  t τZ Z

0 0D ( ) D ZZ ZAt ++⎯⎯→  
6 Деградация белков X, Y, Z 

X ,XB ∅⎯⎯→  Y ,YB ∅⎯⎯→  Z ZB ∅⎯⎯→  
7 Регуляция экспрессии гена, кодирующего флуоресцентный белок GFP 

2G G
0 2 1D X D ,

Gk+ ⎯⎯→  2G G
1 0 2D D X ,

Gk− +⎯⎯→  G G
0 0D D G,GA +⎯⎯→  G GB ∅⎯⎯→  

8 Динамика оператор-сайтов хранилища димеров белка X 
2S S

0 2 1D X D ,
Sk+ ⎯⎯→  2S S

1 0 2D D X
Sk− +⎯⎯→  

 
Учитывая сделанные выше замечания, полный список биохимических реакций, проте-

кающих при работе репрессилятора, приведен в таблице 1. Соответствующие скорости реакций 
указаны над стрелками. 

Наличие оператор-сайтов в таблице 1 учтено с помощью введения специальной дискрет-
ной функции D ∈ {D0, D1}, которая может принимать значение D0 в случае открытия оператор-
сайта и D1 в случае его закрытия. С формальной точки зрения состояние оператор-сайта можно 
рассматривать как дополнительный реагент в системе. В случае связывания димера репрессора 
оператор-сайт закрывается, и транскрипция гена не происходит. Таким образом, в системе реа-
лизуется отрицательная обратная связь. 

Рассмотрим подробнее для примера общую схему вывода модельных уравнений для дина-
мики белка X. Кинетические уравнения, записанные на основании цепочки реакций из табли-
цы 1, имеют вид 

 2
1 1 2 02 2 ( ) ,X X X

X X
d x k x k x Ad t B x
dt

τ−= − + + − −  (1) 

 22
1 1 2 2 1 2 0 2 2 1 2 0 2 2 1 2 0 2

1 1

,
m m

X X Y Y Y Y G G G G S S S S
i i

i i

d x k x k x k d k d x k d k d x k d k d x
dt − − − −

= =

= − + − + − + −∑ ∑  (2) 

 0
2 0 2 2 1 ,

Y
Y Y Y Yd d k d x k d

dt −= − +  (3) 

 1
2 0 2 2 1 ,

Y
Y Y Y Yd d k d x k d

dt −= −  (4) 

 0
2 0 2 2 1 ,

G
G G G Gd d k d x k d

dt −= − +  (5) 

 1
2 0 2 2 1 ,

G
G G G Gd d k d x k d

dt −= −  (6) 
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 0
2 0 2 2 1 ,

S
S S S Si

i i
d d k d x k d
dt −= − +      1, ,i m=  (7) 

 1
2 0 2 2 1 ,

S
S S S Si

i i
d d k d x k d
dt −= −      1, ,i m=  (8) 

где x(t) и x2(t) — непрерывные функции времени, обозначающие соответственно концентрации 
белка X в мономерной и димерной форме. Уравнения для динамики мономеров (1) записано 
с учетом запаздывания синтеза белка X. Уравнение динамики димеров (2) включает в себя три 
возможных канала активности димеров: связывание с оператор-сайтом гена λcI-lite (определя-
ется скоростью реакции k2

Y ), связывание с оператор-сайтом гена gfp-aav (скорость реакции k2
G) 

и, наконец, связывание с оператор-сайтами ДНК-накопителя (скорости реакции k2
S). В послед-

нем случае принято во внимание, что мест для связывании на плазмиде хранилища несколько, 
их число определяется параметром m. Для простоты будем считать, что все оператор-сайты 
хранилища имеют одинаковые характеристики. Уравнения (3)–(8) записаны для функций вре-
мени d0(t) и d1(t), которые являются непрерывными аналогами D0, D1 и определяют динамику 
соответствующих оператор-сайтов (верхний индекс определяет принадлежность оператор-
сайта конкретному гену). 

Примем во внимание далее, что реакции (1)–(8) протекают с разными скоростями. Реакции 
синтеза и деградации белков задают в системе медленно меняющуюся динамику, на фоне кото-
рой реакции димеризации, дедимеризации и управления оператор-сайтом протекают стре-
мительно, а участвующие в них реагенты быстро достигают состояния статистического равно-
весия. Это позволяет произвести разделение динамики системы на быструю и медленную со-
ставляющие. Целью является получение уравнений движения в фазовом пространстве на 
медленном многообразии системы. Вообще говоря, последовательная процедура усреднения 
может быть проведена методом многих временных масштабов, но в системе (1)–(8) можно сде-
лать проще, приравняв к нулю соответствующие производные по времени в левых частях урав-
нений (2)–(8). Таким образом, приходим к соотношениям 

 21
2

1

,
X

X

kx x
k−

=    22 1
1 0

2 1

,
Y X

Y Y
Y X

k kd d x
k k− −

=    22 1
1 0

2 1

,
G X

G G
G X

k kd d x
k k− −

=    22 1
1 0

2 1

.
S X

S S
i iS X

k kd d x
k k− −

=  (9) 

К уравнениям (9) следует добавить соотношения 

 0 1 1,Y Yd d+ =      0 1 1,G Gd d+ =      0 1 1,S S
i id d+ =      1, ,i m=  (10) 

в которых предполагается, что числа копирования при экспрессии генов во всех случаях рав-
ны 1, т. е. при одном акте транскрипции синтезируется один мономер белка. Решая (9) и (10) 
совместно для каждого оператор-сайта, получим выражения для средних значений открытости 
оператор-сайта (т. е. отсутствия связывания с димером X):  

 0
22 1

2 1

1 ,
1

Y
Y X

Y X

d
k k x
k k− −

=
+

     0
22 1

2 1

1 ,
1

G
G X

G X

d
k k x
k k− −

=
+

     0
22 1

2 1

1 ,
1

S
i S X

S X

d
k k x
k k− −

+
     1, .i m=  (11) 

Для замыкания системы уравнений необходимо написать уравнения для полного количе-
ства молекул белка в мономерной форме для каждого типа. Например, для X это выражение 
будет иметь самый длинный вид, так как этот белок больше других участвует в генной регуля-
ции репрессилятора:  

 

2 2 22 1 2 1 2 1

21 2 1 2 1 2 1

2 2 22 1 2 1 2 11

2 1 2 1 2 1

2 2 2 2 ,
1 1 1

Y X G X S X

X Y X G X S X

all Y X G X S XX

Y X G X S X

k k k k k kx x x
k k k k k k kx x x m

k k k k k kk x x x
k k k k k k

− − − − − −

−

− − − − − −

= + + + +
+ + +

 (12) 
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где первое слагаемое в правой части определяет количество молекул X в мономерной форме, 
второе — общее количество свободных димеров X (два мономера в одной молекуле димера), 
третье — количество димеров, связанных с оператор-сайтом гена λcI-lite, четвертое — количе-
ство димеров, связанных с оператор-сайтом гена gfp-aav, пятое — количество димеров, связан-
ных с сайтами РНК-накопителя. В общем случае третье и четвертое слагаемые малы по сравне-
нию с первым и вторым, и ими можно пренебречь. Что касается последнего слагаемого, то оно 
может быть не малым, это зависит от количества сайтов в хранилище. 

Проводя описанную выше процедуру для остальных белков в репрессиляторе, приходим 
к следующей системе дифференциальных уравнений с запаздыванием: 

 2 2 2

41 4 ,
(1 ) 1 ( )

X S X
X X

X S Z X X

m x Ad xx B x
x dt z t

ε δ
ε

ε δ ε δ τ
⎛ ⎞
+ + = −⎜ ⎟+ + −⎝ ⎠

 (13) 

 ( ) 21 4 ,
1 ( )

Y
Y Y

X Y Y

Ad yy B y
dt x t

ε
ε δ τ

+ = −
+ −

 (14) 

 ( ) 21 4 ,
1 ( )

Z
Z Z

Y Z Z

Ad zz B z
dt y t

ε
ε δ τ

+ = −
+ −

 (15) 

 2 ,
1

G
G

X G

Ad g B g
dt xε δ

= −
+

 (16) 

где введены следующие обозначения: 

 1

1

,
X

X X

k
k

ε
−

=    1

1

,
Y

Y Y

k
k

ε
−

=    1

1

,
Z

Z Z

k
k

ε
−

=   

 2

2

,
X

X X

k
k

δ
−

=    2

2

,
Y

Y Y

k
k

δ
−

=    2

2

,
Z

Z Z

k
k

δ
−

=    2

2

,
G

G G

k
k

δ
−

=    2

2

.
S

S S

k
k

δ
−

=  (17) 

Динамическая система (13)–(16) представляет собой три связанных друг с другом диффе-
ренциальных уравнения (13)–(15) и уравнение (16), описывающее динамику сигнального белка 
GFP. Модель, которую предложили сами авторы репрессилятора [Elowitz, Leibler, 2000], со-
стояла из шести уравнений, три из которых отвечают за описание динамики белков, а другие 
три описывают динамику мРНК (в обозначениях авторов): 

 02 ,
1

i
i

j

d m m
dt p

α α= − + +
+

 (18) 

 ( ),i
i i

d p p m
dt

β= − −  (19) 

где i = {lacI, tetR, cI}, а j = {cI, lacI, tetR}, α, α0 и β — константы. Здесь mi и pi — концентрации 
белка и мРНК соответственно. Модель (18)–(19) явно учитывает, что процесс экспрессии гена 
включает стадию трансляции белка, где мРНК выступает промежуточным продуктом. Введе-
ние запаздывания, которое подразумевает протекание многоэтапных реакций, в ходе которых 
последовательно образуются ансамбли сложных соединений (в том числе мРНК), позволяет 
понизить порядок системы вдвое (если не принимать во внимание уравнение (16) для флуорес-
центного белка, которое в модели [Elowitz, Leibler, 2000] отсутствовало). Кроме новых возмож-
ных динамических эффектов за счет запаздывания, в системе (13)–(16) более точно прописан 
баланс в системе белковых молекул, что находит свое выражение в префакторах в левой части 
уравнений. Префакторы не влияют на число и расположение состояний равновесия в системе, 
но, как будет показано далее, имеют принципиальное влияние на их устойчивости и временную 
динамику системы. 
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3. Анализ линейной устойчивости  

Система (13)–(16) допускает стационарное решение {x*, y*, z*, g*}, которое определяется 
приравниванием правых частей уравнений к нулю:  

 2*(1 * ) 0,X X Z XA B x zε δ− + =    2*(1 * ) 0,Y Y X YA B y xε δ− + =   
 2*(1 * ) 0,Z Z Y ZA B z yε δ− + =    2*(1 * ) 0.G G X GA B g xε δ− + =  (20) 

Смысл имеют только решения для положительных значений концентраций. Стоит отме-
тить, что нулевое стационарное решение в (20) априори отсутствует, т. е., даже если приравнять 
все начальные концентрации белков к нулю, в системе должен развиваться нетривиальный ди-
намический режим.  

Линеаризация уравнений (13)–(16) около стационарного решения (20) приводит к системе 
линейных дифференциальных уравнений с запаздыванием, решение которой будем искать 
в следующем виде: 

 

( )
( )

,
( )
( )

t

x t
y t

e
z t
g t

λ

α
β
ς
γ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (21) 

где λ — инкремент неустойчивости. 
Тогда получим систему из четырех алгебраических линейных уравнений: 

 2 2 2 2

4 * 2 *1 4 * 0,
(1 * ) (1 * )

XX S X Z X
X X

X S Z X

m x A zx B e
x z

λτε δ ε δλ ε α α ς
ε δ ε δ

−⎛ ⎞
+ + + + =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 (22) 

 2 2

2 *(1 4 *) 0,
(1 * )

YY X Y
Y Y

X Y

A xy B e
x

λτε δλ ε β β α
ε δ

−+ + + =
+

 (23) 

 2 2

2 *(1 4 *) 0,
(1 * )

ZZ Y Z
Z Z

Y Z

A yz B e
y

λτε δλ ε ς ς β
ε δ

−+ + + =
+

 (24) 

 2 2

2 *( ) 0.
(1 * )

G X G
G

X G

A xB
x

ε δ
λ γ α

ε δ
+ + =

+
 (25) 

Уравнение (25) отщепляется от системы и не влияет на порог устойчивости. Условие раз-
решимости, записанное для (22)–(24), приводит к следующему выражению: 

 ( )( )2 2

4 *1 4 * (1 4 *) (1 4 *)
(1 * )

X S
X X Y Y Z Z

X S

m xx B y B z B
x

ε δ
λ ε λ ε λ ε

ε δ
⎛ ⎞⎛ ⎞

+ + + + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠
  

 ( )
2 2 2 2 2 2

8 * * * 0.
(1 * ) (1 * ) (1 * )

X Y ZX Y Z X Y Z X Y Z

X Y Y Z Z X

A A A x y z e
x y z

λ τ τ τε ε ε δ δ δ
ε δ ε δ ε δ

− + ++ =
+ + +

 (26) 

Прежде всего, покажем, что стационарное решение {x*, y*, z*, g*} абсолютно устойчиво 
по отношению к монотонным возмущениям. Положим λ = 0 в (26), а также, проводя несложные 
преобразования с использованием соотношений (20), получим 

 8 * * * 1.X Y Z X Y Z X Y Z

X Y Z

B B B x y z
A A A

ε ε ε δ δ δ
= −  (27) 

Если учитывать, что все величины слева в (27) положительные, это выражение в принципе 
не может быть удовлетворено. Это означает, что бифуркации в простом собственном значении 



Д. А. Брацун, Е. С. Лоргов, А. О. Полуянов 

 ____________________ КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ ____________________  

250 

отсутствуют в спектре состояния равновесия, задаваемого (20). Единственной возможностью 
для системы раскачать неустойчивость остается бифуркация Андронова–Хопфа, которая фик-
сируется в спектре при одновременном переходе через мнимую ось комплексно-сопряженной 
пары значений инкремента неустойчивости.  

Решение уравнения (26) в общем случае может быть получено только численно. Однако 
в частном случае симметричного репрессилятора, который состоит из трех идентичных по па-
раметрам генов, можно получить аналитическое решение для нейтральной кривой устойчиво-
сти. Положим 

 ,X Y Zε ε ε ε= = ≡      ,X Y Zδ δ δ δ= = ≡      ,X Y Zτ τ τ τ= = ≡   
 ,X Y ZA A A A= = ≡      ,X Y ZB B B B= = ≡      0.m =   (28) 

Если выполняется (28), то единственное состояние равновесия (20) должно быть равно-
удалено от осей фазового пространства, поэтому логично предположить, что  

 ** * * .x y z X= = ≡  (29) 

Тогда система (20) сводится к одному уравнению третьей степени: 

 *3 * 0,BX BX Aεδ + − =  (30) 

которое определяет единственное действительное решение. Уравнение (26) в симметричном 
случае (28) может быть преобразовано к следующему виду: 

 
6

* 3 3 3 3 *9
3( (1 4 ) ) 8 0,BX B e X

A
τλλ ε ε δ+ + + =  (31) 

при получении которого было использовано уравнение (30). Последнее алгебраическое уравне-
ние, хотя и выглядит сильно нелинейным, может быть решено точно, если использовать функ-
цию Ламберта, которая определяется как W( )exp(W( )) .x x x=  Тогда получим аналитическое 
решение для инкремента неустойчивости в явном виде: 

 *
*3 2

1 43
* *

1 W 2 1 0,
(1 4 ) 1 4

B
XX B Be

A X X

τ
ετ εδλ

τ ε ε
+

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − =
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 (32) 

а нейтральная кривая для бифуркации Андронова–Хопфа определяется условием λ = Iω, 
где ω — частота осцилляций предельного цикла в момент его ответвления.  

Если полный баланс белка (12) не учитывать, то в уравнениях (13)–(16) префакторы в ле-
вой части не возникают. Прежде всего рассмотрим влияние этого фактора на устойчивость сис-
темы. Уравнение для инкремента в этом случае будет иметь вид 

 
*3 2

31 W 2 1 0.BX B e B
A

ττ εδλ
τ

⎛ ⎞
= − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (33) 

Рис. 2 показывает, как могут различаться результаты, полученные по формулам (32) и (33). 
Положение минимумов нейтральных кривых отличается почти на порядок! Подход, в котором 
точно учитывается белковый баланс (12), приводит к большей устойчивости системы по отно-
шению к колебательным возмущениям. Причина этого заключается в том, что количество мо-
номеров белка, существующих в разных формах, в системе гораздо больше, чем количество 
просто свободных мономеров. Именно поэтому при малых значениях коэффициента деграда-
ции возникает большая погрешность.  

Стоит отметить, что модель (18)–(19), предложенная в [Elowitz, Leibler, 2000], явно не 
учитывает этот эффект, хотя, очевидно, неявно предполагает регуляцию транскрипции димера-
ми белка (это видно по значению коэффициента Хилла n = 2). 
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Рис. 2. Нейтральная кривая для бифуркации Андронова–Хопфа для симметричного репрессилятора при 
учете полного баланса молекул белка (сплошная линия) и без такого учета (штриховая линия). Результа-
ты представлены на плоскости параметров τA и τB. Кривые получены при ε = 0.1, δ = 0.2. Колебательная 
неустойчивость развивается выше кривой 

 
Интересно также сравнить результаты для линейной устойчивости репрессилятора (рис. 2) 

и авторепрессора [Брацун, 2011]. Минимум нейтральной кривой Андронова–Хопфа в тех же 
координатах, что и на рис. 2, лежал гораздо выше: τB = 17, τA = 381 у авторепрессора против 
τB = 1.3, τA = 52.8 у симметричного репрессилятора из трех генов. Можно сделать вывод, что 
удлинение цепочки репрессоров делает систему менее устойчивой к колебательным возмуще-
ниям. В принципе, формулы (31) и (32) допускают обобщение на случай последовательной 
цепи бесконечного числа репрессоров, но это не является темой данной работы. 

Рассмотрим теперь свойства устойчивости несимметричного репрессилятора, т. е. такой 
цепочки из генов, каждый из которых имеет собственные значения основных параметров, оп-
ределяющих их функционирование. На рис. 3 приведены нейтральные кривые для случая, ко-
гда ген, кодирующий белок X, подстраивается под два других элемента цепи, демонстрируя 
свою способность раскачать неустойчивость в одиночку на фоне их фиксированных значений 
для параметра производства белка. Для сравнения на этом же рисунке приведена нейтральная 
кривая для симметричного репрессилятора. Из представленных данных можно сделать вывод, 
что несимметричность репрессилятора существенно снижает способность последнего к разви-
тию неустойчивости. С уменьшением значения τAY и τAZ область развития колебаний 
существенно сужается по сравнению с симметричным случаем. Например, при τBY = τBZ = 5 
и τAY = τAZ = 80 область неустойчивости превращается в узкую полосу, уходящую асимптоти-
чески вверх (рис. 3). При этом минимум этого языка находится в точке τB = 9.7, τA = 230.  
В целом способность одного элемента раскачать неустойчивость в системе при двух других 
«спящих» элементах весьма ограничена. Наибольшую же способность к переходу к колеба-
тельному режиму при прочих равных следует признать у симметричного репрессилятора. 
В этой связи следует отметить, что беспокойство авторов репрессилятора [Elowitz, Leibler, 
2000] о том, заработает ли их соединение трех совершенно разных генов со своими индивиду-
альными наборами значений параметров, выглядит вполне обоснованным. Можно даже ска-
зать, что в том, что репрессилятор сразу же запустился и начал демонстрировать колебания, 
есть большая доля везения.  

Обсудим теперь влияние накопителя для белка X, которое определяется количеством сай-
тов m для связывания димеров (рис. 4). Ненулевое значение этого параметра априори делает 
тройку генов в репрессиляторе несимметричной, даже если все остальные параметры их работы 
идентичны (см. формулу (26)). Как видно из рисунка, работа накопителя приводит к сущест-
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венной стабилизации системы, а минимум нейтральной кривой смещается в область меньших 
значений коэффициента деградации. Этот результат вполне ожидаем, так как при связывании 
молекул белка X с сайтами накопителя они перестают участвовать в регуляции. Поэтому этот 
процесс в чем-то аналогичен процессу деградации белка. Однако молекулы при этом не выво-
дятся из системы и через некоторое время, когда концентрация белка X уменьшается, освобож-
дают сайты и вновь участвуют в регуляции. Таким образом, концентрация белка X не может 
в системе уменьшиться ниже некоторого критического значения.  

 

 
Рис. 3. Нейтральные кривые для бифуркации Андронова–Хопфа для несимметричного (штриховые 
линии) и симметричного (сплошная линия) репрессилятора. Результаты представлены на плоскости 
параметров производства τAX и деградации τBX белка первого гена и разных фиксированных значениях 
этих же параметров для других генов. Остальные параметры фиксированы: εX = εY = εZ = 0.1, δX = δY = 
= δZ = 0.2, τBY = τBZ = 5. Параметры для симметричного репрессилятора такие же, как на рис. 2. Коле-
бательная неустойчивость развивается выше кривых 

 

 
Рис. 4. Нейтральные кривые для бифуркации Андронова–Хопфа для несимметричного (штриховые 
линии) и симметричного (сплошная линия) репрессилятора. Несимметричность репрессилятора форми-
руется специальным накопителем для белка X, который имеет m сайтов для связывания. Результаты 
представлены на плоскости параметров производства τA и деградации τB белков. Остальные параметры 
фиксированы: εX = εY = εZ = 0.1, δX = δY = δZ = 0.2. Параметры для симметричного репрессилятора такие 
же, как на рис. 2. Колебательная неустойчивость развивается выше кривых 
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Рис. 5. Основные два вида периодических колебаний белковых концентраций в симметричном репресси-
ляторе, описываемых уравнениями (13)–(16): квазигармонические колебания при B = 1, A = 15 (вверху), 
релаксационные колебания при B = 5, A = 100 (внизу). Остальные параметры фиксированы: τ = 20, 
ε = 0.1, δ = 0.2. Для сравнения вверху справа приведены экспериментальные данные из недавней работы 
[Potvin-Trottier et al., 2016]. Цветная версия рисунка доступна в электронной версии статьи на сайте жур-
нала 

4. Нелинейная динамика репрессилятора 

Рассмотрим динамические свойства репрессилятора в области неустойчивости. В работе 
[Potvin-Trottier et al., 2016] отмечается, что в зависимости от условий проведения эксперимента 
и значений параметров в эксперименте in vitro могут наблюдаться два вида колебаний концен-
трационных полей: гармонические и релаксационные колебания (рис. 5). Первые возникают 
при сравнительно небольших значениях параметра деградации, поэтому на периоде колебаний 
концентрации белков не уменьшаются до нуля, а осциллируют около среднего значения. Релак-
сационные колебания отличаются тем, что переключения между состояниями происходят 
очень быстро, и концентрация каждого белка на периоде падает почти до нуля. Как видно 
из рис. 5, наши расчеты подтверждают этот вывод, а вид полученных численно колебаний ка-
чественно согласуется с данными экспериментов. Как и в эксперименте, период работы репрес-
силятора состоит из трех последовательных участков, на каждом из которых доминирует белок 
определенного вида. Это связано с тем, что концентрация белка, ген которого ингибируется 
доминирующим в данный момент белком, не может восстановиться, а третий белок только на-
чинает восстанавливать свою концентрацию.  

Рассмотрим подробнее релаксационные колебания, которые возникают при больших зна-
чениях коэффициента деградации B. На рис. 6 для примера представлен характерный расчет 
нелинейной динамики симметричного репрессилятора для B = 5, A = 120, τ = 20. Для данного 
значения параметра деградации и времени запаздывания кризис равновесия насупает при 
A* = 70.8, то есть представленный на рис. 6 можно считать развитым. Базовые колебания ре-
лаксационного типа в фазовом пространстве представлены предельным циклом, который замы-
кается через шесть ребер куба. Исследование нелинейной динамики показало, что цикл в ко-
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нечном итоге притягивает к себе все траектории в фазовом пространстве. Период колебаний 
цикла равняется 125 единиц времени, то есть почти в 6 раз больше, чем время запаздывания 
экспрессии каждого гена. В принципе это согласуется с хорошо известным фактом из динамики 
запаздывающих систем, в которых период колебаний принимает значение от 2 до 4 периодов 
запаздывания (с учетом трех запаздывающих элементов в данном случае). Движение вдоль 
цикла осуществляется неравномерно: происходит задержка в вершинах куба, за которыми сле-
дует быстрое перемещение вдоль ребра к следующей вершине. Таким образом, формируется 
характерная для релаксационных колебаний развертка по времени со ступенчатым профилем 
колебаний (рис. 5). 

Интересной особенностью фазового пространства симметричного репрессилятора являет-
ся наличие притягивающего медленного многообразия, которое не связано с предельным цик-
лом. Фазовая траектория быстро притягивается к этому образованию, а затем медленно эволю-
ционирует по нему, в конце концов покидая и притягиваясь к циклу. На рис. 6 представлены 
расчеты многообразия для двух разных начальных условий. Для визуализации поверхности 
многообразия был использован следующий прием: фазовая траектория периодически меняла 
свой цвет каждые 20 000 единиц времени, пробегая за это время основные цвета спектра. Таким 
образом, по рис. 6 можно оценить общее время интегрирования. Например, количество полос 
на фазовом портрете на рис. 6, а показывает, что траектория провела в общей сложности около 
150 000 единиц времени (порядка 1200 периодов колебаний предельного цикла!) на многообра-
зии, пока не притянулась к циклу, идущему по ребрам куба. Несомненно, что в условиях экспе-
римента (если не вдаваться в обсуждение вопроса о реалистичности конструирования симмет-
ричного репрессилятора in vitro) такой режим воспринимался бы как устойчивый периодиче-
ский процесс. Природа притягивающего многообразия связана с симметрией системы. Можно 
заметить, что наиболее долгая эволюция к предельному циклу происходит при более симмет-
ричных начальных условиях. Когда начальные концентрации для белков близки друг другу, то 
система долгое время не может решить, какой белок и в каком порядке будет синтезироваться 
и деградировать. В самый начальный момент эволюции факторы транскрипции действуют одно-
временно, и все три репрессора ингибируют экспрессию друг друга, борясь за лидерство. Релак-
сационные колебания развиваются постепенно в результате длительного переходного режима. 

 

  
(а) Начальные условия интегрирования: (5, 6, 6) (б) Начальные условия интегрирования: (2, 8, 8) 

Рис. 6. Фазовый портрет симметричного репрессилятора для двух разных начальных условий и фиксиро-
ванных значений параметров: B = 5, A = 120, τ = 20, ε = 0.1, δ = 0.2. При любых начальных условиях 
фазовая траектория притягивается к предельному циклу, который идет по шести ребрам куба. Для визуа-
лизации медленного многообразия цвет фазовой траектории менялся периодически, пробегая спектр за 
20 000 единиц времени. Цветная версия рисунка доступна в электронной версии статьи на сайте журнала 
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Интересно посмотреть, какого рода долгоживущие осцилляции формирует многообразие. 
На рис. 6, a видно, что фазовая траектория периодически посещает вершину куба, которая наи-
более удалена от начала координат, и вершину, которая ближе всего расположена к началу ко-
ординат. Таким образом, на одном полном периоде укладываются еще два дополнительных со-
бытия: почти полная деградация всех белков (близкая к нулю вершина куба) и одновременное 
сосуществование белков при высоких концентрациях (наиболее удаленная от нуля вершина 
куба). Характерный период осцилляций в этом режиме составляет 40 единиц времени, т. е. ров-
но в три раза меньше периода колебаний предельного цикла. Примерно с таким же периодом 
осциллировал бы авторепрессор, под которым понимается один ген, регулирующий свою экс-
прессию посредством отрицательной обратной связи [Bratsun et al., 2005a; Брацун, 2011]. Это 
означает, что во время фазового движения по многообразию гены работают больше в индиви-
дуальном режиме, их коллективное поведение еще не установилось.  

Рассмотрим теперь, что происходит в случае несимметричного репрессилятора. В целом 
описанный выше сценарий не изменяется. На рис. 7 изображен фазовый портрет (а) и приведе-
на развертка по времени (б) для типичного несимметричного репрессилятора, у которого силь-
но различаются параметры производства белка. Как видно из рисунка, в соответствии с асим-
метрией параметров куб в симметричном случае превращается в параллельный параллелепи-
пед, удлиненные стороны которого отвечают более высоким значениям производства белка 
(для X и Y). При этом движение траектории по многообразию происходит быстрее: раскраска  

 

 
(а) 

 
(б) 

Рис. 7. Фазовый портрет (а) и развертка по времени (б) несимметричного репрессилятора для начальных 
условий интегрирования: (6, 6, 6) и фиксированных значений параметров: BX = BY = BZ = 5, AX = 170, 
AY = 200, AZ = 80, δ = 0.2, εX = εY = εZ = 0.1, δX = δY = δZ = 0.2, τX = τY = τZ = 20. При любых начальных 
условиях фазовая траектория притягивается к предельному циклу, который идет по шести ребрам парал-
лелепипеда. Для визуализации медленного многообразия цвет фазовой траектории менялся периоди-
чески, пробегая последовательно спектр за 20 000 единиц времени. Разверка по времени для колебаний 
белка Y дана в диапазоне времени, когда происходит сползание динамики с медленного многообразия на 
предельный цикл. Цветная версия рисунка доступна в электронной версии статьи на сайте журнала 
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показывает, что переход совершается примерно за 50 000 единиц времени. На рис. 7, б приво-
дится фрагмент развертки по времени, когда фазовая траектория соскакивает с многообразия 
и притягивается к предельному циклу релаксационных колебаний. Как было отмечено выше, 
суть перехода заключается в конечной синхронизации работы трех генов, которые вырабаты-
вают последовательность работы отрицательной обратной связи. 

Численное моделирование нелинейной динамики показывает, что наиболее чувствителен 
репрессилятор к асимметрии времени запаздывания в экспрессии генов. При задании разных 
значений τ медленное многообразие практически сразу разрушается, и фазовая траектория 
очень быстро притягивается к предельному циклу коллективных релаксационных осцилляций. 
При этом цикл выглядит совершенно так же, как это показано на рис. 6 или 7. 

5. Дискуссия и заключение  
Геном любого, даже простейшего организма содержит тысячи генов, у высших организмов 

их десятки тысяч. Они образуют сложную сеть взаимодействий, конфигурация которых в ходе 
регуляции постоянно видоизменяется как по времени, так и по пространству. Соответствующее 
белковое поле также испытывает сложные пульсации по времени и пространству. Перефрази-
руя известное высказывание, можно сказать, что «за этим лесом совершенно не было видно от-
дельных деревьев». Вырваться из этого порочного круга — главный побудительный мотив воз-
никновения синтетической биологии. Вместо изучения уже существующих генных сетей, воз-
никших в результате длительной естественной эволюции, гораздо продуктивнее создать 
модельную малоразмерную систему и в деталях изучить ее работу. Когда экспериментальные 
технологии развились достаточно, чтобы работа генной системы стала наблюдаемой со сторо-
ны средствами объективного контроля, эта идея была реализована. На первом этапе своего раз-
вития синтетическая биология занималась разработкой простейших динамических объектов, 
среди которых можно отметить репрессилятор, авторепрессор, переключатель уровней, пере-
ключатель осцилляций и др. Репрессилятор был первым и, несмотря на свою кажущуюся про-
стоту, продолжает привлекать внимание исследователей.  

В данной работе была предложена модель репрессилятора, которая отличается от матема-
тической модели первооткрывателей [Elowitz, Leibler, 2000] тем, что в ней с самого начала 
предполагается запаздывание экспрессии генов. Сама по себе идея не является оригинальной, 
однако по отношению к репрессилятору она долгое время не рассматривалась как удачная, так 
как считалось, что модель (18)–(19) и так работает неплохо, а запаздывание рассматривалось  
как излишнее усложнение модели. Кроме того, роль запаздывания в процессах транскрип-
ции/трансляции стала проясняться только в нулевые годы. Например, экспериментально про-
демонстрировано, что циркадианные ритмы таких организмов, как нейроспора (лат. Neurospora 
Crassa) и дрозофилы (лат. Drosophila), основаны на механизме запаздывания, как самом роба-
стном и надежном [Denault, Loros, Dunlap, 2001]. Типичное время запаздывания для нейроспо-
ры оценивается в 5-6 часов, период самого циркадианного ритма составляет около 22 часов. 
Такое время запаздывания гораздо больше остальных характерных времен в системе, что по-
зволяет считать их немарковскими. Пренебрегать эффектами запаздывания в этом случае прин-
ципиально нельзя. Возвращаясь к репрессилятору, можно отметить, что его период колебаний 
составляет порядка 3 часов, что меньше осцилляций в нейроспоре, но все равно является до-
вольно медленным процессом. В недавней экспериментальной работе, в которой удалось суще-
ственно стабилизировать «плавание» частоты и амплитуды осцилляций в репрессиляторе за 
счет некоторых модификаций, период колебаний стал еще больше: вплоть до 15 часов [Potvin-
Trottier et al., 2016]. Таким образом, предположение о временной задержке, как существенной 
черте поведения репрессилятора, кажется теперь вполне естественным.  

Работа посвящена детерминистскому описанию поведения репрессилятора с запаздывани-
ем. Необходимо отметить, что динамика настоящего репрессилятора in vivo стохастическая 
и испытывает сильные флуктуации в силу малого числа белковых молекул, участвующих в ре-
гуляции. Все результаты, полученные в рамках детерминистского подхода, которые излагаются 
как в этой статье, так и в работах других авторов, должны оцениваться с учетом этого фактора.  
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Перечислим основные результаты работы. Последовательно исследована линейная устой-
чивость по отношению колебательным возмущениям. Показано, что важную роль в модели иг-
рает точный баланс количества белковых молекул в системе. Игнорирование этого фактора 
приводит к смещению нейтральной кривой для бифуркации Андронова–Хопфа более чем 
в 10 раз. Рассмотрена нелинейная динамика системы. Кроме квазигармонических и релаксаци-
онных колебаний, наблюдаемых в эксперименте, обнаружен колебательный режим, во время 
которого система совершает переходный режим по медленному многообразию. Этот режим 
связан с длительной синхронизацией в работе трех генов (до нескольких тысяч периодов базо-
вого колебания), определяющих, в какой последовательности им включаться и выключаться. 
Обнаружено, что в несимметричном репрессиляторе с разными временами запаздывания мно-
гообразие быстро разрушается. Сложные динамические режимы обнаружены не были, что объ-
ясняется, по-видимому, отсутствием в модели положительных обратных связей.  
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