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УДК 62-50 

СТАБИЛИЗНРУЕМОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ АВТОНОМНЫХ СИСТЕМ 
С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

А. Г. ГАБЕЛАЯ, В. И. ИВАНЕНКО, О. Н. ОДАРИЧ 

: (Киев) 

Д о к а з а н а т е о р е м а , с о д е р ж а щ а я н о в ы е э ф ф е к т и в н ы е н е о б х о д и м ы е и 
д о с т а т о ч н ы е у с л о в и я с т а б и л и з и р у е м о с т и о б ъ е к т а у п р а в л е н и я , о п и с ы в а е ­
м о г о л и н е й н ы м д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м у р а в н е н и е м с з а п а з д ы в а ю щ и м а р г у ­
м е н т о м . 

П р е д л о ж е н а л г о р и т м и ч е с к и й с п о с о б п р о в е р к и п о л у ч е н н о г о к р и т е р и я . 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим объект управления, описываемый линейной системой диф­
ференциальных уравнений с запаздывающим аргументом 

(1) dx(t)/dt=Ax(t)+Avx(t-x)+Bu, t>t0>0, 

где x^Rn — вектор фазовых координат, u^Rm — вектор управления, 
T=const>0 —величина запаздывания, A = {ahj}, Ax={alj}, В= {bki} — по­
стоянные матрицы размерностей соответственно пХп, пХп, пХт: 

Допустим, что при отсутствии управляющего воздействия (и=0) не­
возмущенное движение системы (1) не является асимптотически устой­
чивым [1] . 

Следуя [1] , введем в качестве элемента траекторий, соответствующего 
моменту t, отрезок траекторий x t ( Q ) =#(£+0) ( — т ^ ^ О ) . 

Будем изучать следующую задачу стабилизации системы (1): 
Задача. Найти управление вида 

( 2 ) u=u[xt(Q)], 

где Ui=Ui[xt(Q) ] — линейные функционалы, определенные на кривых 
x t ( Q ) (—т<8^0) , при котором невозмущенное движение х=0 системы 
(1) было бы асимптотически устойчивым. 

Необходимые и достаточные условия разрешимости поставленной за­
дачи были найдены в [2—4]. 

Целью настоящей работы является получение новых эффективных 
условий стабилизируемости систем с запаздывающим аргументом. 

2. Решение задачи 

Приведем сначала решение задачи стабилизируемости, содержащееся 
в работе [4] . 

Следуя [3, 4 ] , введем в рассмотрение г постоянных матриц размерно­
стей 1аХт вида 

(3) АМ={д^}ч^^?о)> (^= 1-•• ^ i = 1 ' • • •' ™; —г)> 
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где • b(t)—i-й вектор-столбец матрицы В, г —число различных собственных 
значений системы 
( 4 ) dx(t)/dt=Ax(t)+Axx(t—%) 

с ReX>0 (система (4) может иметь лишь конечное число собственных 
значений с Re Х>0 [4 ] ) ; d*a

{ka)- ка-ж собственный вектор системы, со­
пряженной к (4) 
(5) dx*{t)ldt=-ATx*{t)-Ax

Tx*(t-%), 

соответствующий собственному числу Хст*=—?w(Re Ха*^0) и определяемый 
условием 
(6) (-P*+%oJ)d*y=0 

(—Р* — оператор системы (5) [1] , / — тождественный оператор); 1& — 
число цепочек Жордана корневых элементов оператора — Р\ соответствую­
щих собственному значению Ха*==—Ха (Re Ко^0). 

Имеет место следующая теорема. 
Теорема 1 [3, 4 ] . Линейная управляемая система с запаздыванием 

(1) стабилизируема тогда и только тогда, когда ранг каждой матрицы А ( д ) 

равен 1а: 
(7) rankA ( f f ) =Z, ( о = 1 , . . . , г). 

Теорема 1 дает необходимое и достаточное условия стабилизируемости, 
однако для практического применения критерия (7) необходимо заранее 
найти все собственные векторы da

 а , соответствующие собственным зна­
чениям оператора — Р* с неположительными вещественными частями. 

Докажем другой критерий стабилизируемости, для проверки которого 
достаточно знание лишь собственных значений оператора Р (системы 
(4)) с Re к>0. 

Теорема 2. Для стабилизируемости линейной управляемой системы 
(I) в классе управлений (2) необходимо и достаточно выполнение ус­

ловия 
( 8 ) r a n k {А + Axe~sx — sE, В) = п. 

\s, R e s > 0 

Доказательство. П о к а ж е м э к в и в а л е н т н о с т ь у с л о в и й (7) и ( 8 ) . 

С о г л а с н о ( 6 ) , в е к т о р ы d a

( f t a ) , ф и г у р и р у ю щ и е в м а т р и ц а х Д ( 0 ) , у д о в л е т в о р я ю т 

у с л о в и я м 

(-P*-Xo*J)dTo) = 0 ( a = l , . . . , г ; & 0 = l , . , . , Z f f ) , 

Ха* - с о б с т в е н н о е з н а ч е н и е о п е р а т о р а -Р* с R e X a * < 0 . П о с л е д н е е с о о т н о ш е н и е э к в и ­
в а л е н т н о у с л о в и я м 

•(9) (AT+Ax

Te^ + ka*E)dTo) = 0 ( о = 1 , . . . , г ; Л а = 1 , . . . , 1а). 

П о д с т а в и в в (9) Ха= - Я а * , и м е е м 

(10) (AT+Ax?e-^-laE)dTa)== 0 { о = 1 , . , . , г; А а = 1 , . . . , Z a ) , 

т . е . da

{h(j)
 я в л я ю т с я с о б с т в е н н ы м и в е к т о р а м и с и с т е м ы 

( I I ) dx(t)/dt=ATx(t)+Ax

Tx(t-r), 

с о о т в е т с т в у ю щ и м и с о б с т в е н н ы м з н а ч е н и я м Ха, ReXa>0, 

(12) \Ат+Ах

те-к°%КЕ\=0 ( о = 1 , . . . , г ) . 

Д а л е е , т а к к а к с о б с т в е н н о м у з н а ч е н и ю К с о о т в е т с т в у ю т Za л и н е й н о н е з а в и с и м ы х 
с о б с т в е н н ы х в е к т о р о в , п р и т о м л ю б а я л и н е й н а я к о м б и н а ц и я э т и х в е к т о р о в т а к ж е 
я в л я е т с я с о б с т в е н н ы м в е к т о р о м , с о о т в е т с т в у ю щ и м XG, з а к л ю ч а е м : л ю б о й ( н е н у л е ­
в о й ) с о б с т в е н н ы й в е к т о р с и с т е м ы (11) (т. е. л ю б о й в е к т о р , у д о в л е т в о р я ю щ и й у с л о ­
в и ю (10) ) d a V с о о т в е т с т в у ю щ и й с о б с т в е н н о м у з н а ч е н и ю Я*, з а д а е т с я в в и д е 
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(13) da* = ^ o y * o ( f e q ) (o=l, . . . , r ) , 

где & k a ~ ~ п р о и з в о л ь н ы е п о с т о я н н ы е , т а к и е , ч т о 

' о 

fto=i 

П о к а ж е м , ч т о (7) э к в и в а л е т н о у с л о в и я м 

(14) BTda*=0 ( а = 1 , . . . , г ) . 

В с а м о м д е л е , т а к к а к 
la la 

(15) Л Г < * о ' = Я г ^ а Л ^ 

ha<=l Hi, = i 

а 

(16) АМ={ВЧ^\вчТ\...гВЧ*{1о)} ( а = 1 , . . . , г) 

( см . ( 3 ) ) , л е г к о в и д е т ь , ч т о у с л о в и я 

r a n k Д«» = r a n k { J 5 r ^ ( 1 ) , B^dT\ . . . , BTdTa)}= la ( a = l , . . . , r) 

э к в и в а л е н т н ы ( 1 4 ) . 
Т а к и м о б р а з о м , (7) э к в и в а л е н т н о у с л о в и я м (14) д л я л ю б о г о н е н у л е в о г о ( с о б с т ­

в е н н о г о ) в е к т о р а dG*, у д о в л е т в о р я ю щ е г о у р а в н е н и ю 
(AT+Ar

Te-^x~XoE)do*=0 
п р и X<j, ReK>0. 

К а к н е т р у д н о в и д е т ь , э т и у с л о в и я э к в и в а л е н т н ы о т с у т с т в и ю н е т р и в и а л ь н ы х 
р е ш е н и й у с и с т е м ы 

(17) (AT+Ax

Te-^rsE)x=0, Втх=0 

п р и л ю б ы х з н а ч е н и я х п а р а м е т р а s с R e s>0. 
Н а к о н е ц , п о с л е д н е е у с л о в и е м о ж н о з а п и с а т ь с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 

Ат _}_ Ат e~sx sE\ 
r a n k ( rp I = r a n k (A + Ae~9x — sE, B) 

y s , R e s > o \ В x ) Vs< R e s > o 

ч т о и т р е б о в а л о с ь д о к а з а т ь . 

Отметим, что условие (8) достаточно проверить лишь для s=Xa 

( G = 1 , . . . , г), Re А,аХ), так как для несобственных значений s условие 
(8) автоматически выполняется. 

Таким образом, для проверки предложенного критерия стабилизируе­
мости необходимо заранее найти собственные значения системы (4), т. е. 
решать уравнение с квазиполиномиальной левой частью 

(18) }A+Axe-x-sE\=0. 

Рассмотрим способ, позволяющий в некоторых случаях существенно 
облегчить задачу проверки критерия стабилизируемости системы (1). 

Для этого отметим, что выполнение (8) эквивалентно отсутствию ре­
шения с Re s>0 у системы 

(19) | а д | - о , i=i,...,N=ci+m, 
где | & i ( s ) I — всевозможные миноры тг-го порядка матрицы (А+Ахе~$х— 
—sE, В). Левые части уравнений системы (19) представляют собой квази­
полиномы, причем (что существенно) некоторые из квазиполиномов 
|Дг(#)| могут вырождаться в полиномы. 

Найдя корни s с Re s>0 самого простого уравнения из системы (19), 
а потом подставляя эти корни (если такие имеются; в противном случае 
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сразу заключаем о стабилизируемости системы (1)) в остальные, можно 
изучить совместность системы уравнений (19) в правой полуплоскости. 

Так, в частности, если rankJ9=/z—1, 
уравнения вида 

dn + alie~sx — s bn bn 

&21 ^22 

то система (19) будет содержать 

(20) a 2 j 
Т - S T 

W n - l 

I т -
Jn n - l 

- 0. 

Уравнение (20) для каждого фиксированного i, K:i<n фактически 
представляет собой характеристическое уравнение одномерной системы 
с запаздывающим аргументом (при этом в некоторых случаях какое-ни­
будь из уравнений вида (20) может вырождаться в линейное, что предель­
но упрощает задачу (см. пример)). 

Изучая сравнительно легко поддающееся исследованию уравнение 
(20) (например, методом D-разбиений), можно получить информацию о 

к о р н я х системы (19). В частности, если какое-нибудь из уравнений вида 
(20) для данной системы не имеет корней с Re s ^ 0 , то система стабили­
зируема. Если же рассмотренное нами уравнение вида (20) имеет корни 
с Re s ^ 0 , то, подставляя поочередно эти корни в остальные уравнения 
(19), проверяем, является ли какой-нибудь из них решением всей систе­
мы (19). Рассматриваемая система будет стабилизируемой, если ни один 
из этих корней не удовлетворяет системе уравнений (19), и нестабилизи-
руемой в противном случае. 

Таким образом, предложенный алгоритмический способ позволяет за­
менить в процедуре проверки критерия стабилизируемости (8) задачу 
решения характеристического уравнения системы с запаздывающим аргу­
ментом тг-го порядка нахождением корней наиболее простого из квазипо­
линомов |A*(s) |, г=1 , . . . ,N. 

Проиллюстрируем сказанное на простом примере. 

Р а с с м о т р и м с и с т е м у 

dxt(t)/dt = 
Ю1 ^анх 

3. Пример 

i (t) + auXi {t-r)) + b in , 

(21) 

dx2 (t)/dt = ^jH (a2iXi (t) + aliXi (t-x)) + b2 

П у с т ь (21) н е я в л я е т с я а с и м п т о т и ч е с к и у с т о й ч и в о й п р и и=0. П о к а ж е м , ч т о (21) 
с т а б и л и з и р у е м а в к л а с с е л и н е й н ы х ф у н к ц и о н а л о в п р и у с л о в и и , ч т о ее к о э ф ф и ц и е н т ы 
у д о в л е т в о р я ю т у с л о в и я м 

х т bi 
(22) 6 2 ^ 0 , ацЬ2-а2АЬ{=0, а,ц - a2i < 0. 

Ьо 

(23) 

Д е й с т в и т е л ь н о , о д н о и з у р а в н е н и й с и с т е м ы (19) в э т о м с л у ч а е б у д е т и м е т ь в и д 

«11+ « и 6 " " — s b ± 

«21+ «21 е S t 6о. •= («11*2 " h'Hl) + («11&2 — «2А) в ^ ~ *ЪЪ = °« 

У р а в н е н и е (23) п р и в ы п о л н е н и и (22) и м е е т е д и н с т в е н н о е р е ш е н и е 

6 , 
s = ац — а2{ <• 0. 

Ь2 

Т а к и м о б р а з о м , с и с т е м а у р а в н е н и й (19) д л я р а с с м о т р е н н о г о с л у ч а я н е б у д е т 
и м е т ь р е ш е н и й с R e ' . s X ) , о т к у д а з а к л ю ч а е м в ы п о л н е н и е у с л о в и я т е о р е м ы 2, т . е. 
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r a n k /an-jr a^e s x — s a12+4> 
y s , Re s>o \«21 + «21 е 8 «22+ «22 е ^ ~~ S *2 

= 2. 

А н а л о г и ч н о м о ж н о п о к а з а т ь с т а б и л и з и р у е м о с т ь с и с т е м ы (21) п р и в ы п о л н е н и и 
у с л о в и й 

X X Ъ<1 
u i ^ O , a i 2 6 2 - « 2 2 * i = 0 , а 2 2 — a i 2 < 0. 

bi 

П у с т ь д а л е е к о э ф ф и ц и е н т ы с и с т е м ы (21) у д о в л е т в о р я ю т у с л о в и я м 

х х bi 
(24) & 2 ^ 0 , а 1 1 6 2 - « 2 1 * 1 = 0 , flu 

Т о г д а у р а в н е н и е (23) и м е е т р е ш е н и е 

s=aa~ anbi/b^O, 

и д л я н е с о в м е с т н о с т и в п р а в о й п о л у п л о с к о с т и ( в к л ю ч а я м н и м у ю ось ) с и с т е м ы (19) 
в д а н н о м с л у ч а е н е о б х о д и м о и д о с т а т о ч н о , ч т о б ы 

«2i >-0< 
о2 

«и + «и 6 

«21 + «21е 

«11- А 

+ 

«12 + «12е 

— «и—a,2i - г - ) т 

«22+«22 е 

— ап—a 2 i - г - т 

— « и — «21" 
+ 

«12 + «12е 

«22+«22 е 
— «11— «21 4 1 тг)' 

= £ 0 . 

Т а к и м о б р а з о м , п р и х о д и м к в ы в о д у : с и с т е м а (21) с т а б и л и з и р у е м а п р и в ы п о л ­
н е н и и у с л о в и й ( 2 4 ) , ( 2 5 ) . 

А н а л о г и ч н о м о ж н о и с с л е д о в а т ь с т а б и л и з и р у е м о с т ь с и с т е м ы (19) п р и в ы п о л н е ­
н и и у с л о в и й 

т г Ь2 

bi=£Q, ai2b2-a22b i=0, а22 - a i 2 >0. 
bi 

В з а к л ю ч е н и е о т м е т и м , ч т о п о л у ч е н н ы й к р и т е р и й с т а б и л и з и р у е м о с т и я в л я е т с я 
о б о б щ е н и е м р а н е е п о л у ч е н н о г о а в т о р а м и к р и т е р и я д л я с и с т е м ы , о п и с ы в а е м ы х о б ы к ­
н о в е н н ы м и д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м и у р а в н е н и я м и [ 5 ] , н а с и с т е м ы с з а п а з д ы в а н и е м . 
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