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АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ПРОСТРАНСТВА СОСТОЯНИЙ 
В ТЕОРИИ УПРАВЛЕНИЯ ЛИНЕЙНЫМИ ОБЪЕКТАМИ 

(обзор зарубежной литературы) 

Ю. Н. АНДРЕЕВ 

(Москва) 

Рассматриваются алгебраические методы пространства состояний 
в теории линейных конечномерных систем с непрерывным временем. 
Приводятся основные результаты, связанные с каноническим представ­
лением линейных систем, с управлением при помощи линейной обрат­
ной связи по состоянию и по выходу, с задачами оптимального (по 
квадратичному критерию качества) и модального управления, с конст­
руированием идентификаторов (наблюдателей) состояния. Обсуждают­
ся вопросы создания «грубых» регуляторов, приложения, вопросы ис­
пользования аппарата абстрактной алгебры, связь алгебраических мето­
дов пространства состояний с методами классической теории регули­
рования. 

1. Введение. Второй метод Ляпунова 

За последние 15 лет в литературе большое внимание уделялось разра­
ботке алгебраических методов пространства состояний (МПС). 

В настоящем обзоре обсуждаются результаты разработки МПС приме­
нительно к тем задачам управления, в которых рассматриваются конечно­
мерные стационарные линейные объекты, управляемые при помощи ли­
нейной обратной связи, без ограничения фазовых координат и управляю­
щих переменных. Этому направлению посвящено значительное количество 
зарубежных работ (главным образом, американских). 

Наряду с традиционными результатами в обзоре обсуждаются вычис­
лительные аспекты теории, вопросы чувствительности и приложения. 

Затронутым здесь темам посвящены обзорные статьи [2, 25—27, 160, 
200, 243, 265, 283, 299, 386, 390]. Сцеди книг необходимо отметить наибо­
лее удачные, на наш взгляд, вводные курсы, предназначенные для началь­
ного ознакомления с предметом [126, 128, 130, 228, 255, 281, 315, 346, 418, 
441, 466] и монографии [5, 6, 24, 56, 78, 94, 122, 124, 129, 131, 139, 219, 
225, 244, 353, 357, 388, 389, 397, 471, 503]. Проблемы и перспективы МПС 
были предметом дискуссии на V Парижском конгрессе ИФАК [266]. 

Второй метод Ляпунова является старейшим из методов, называемых 
в настоящее время методами пространства состояний. Кроме того, имен­
но аппарат второго метода в значительной степени способствовал форми­
рованию современной теории регулирования [225], в чем нетрудно убе­
диться, ознакомившись с подробной статьей одного из пионеров теории 
Р. Калмана [22,2], посвященной второму методу Ляпунова. 

Глубокая связь основных результатов, полученных в рамках МПС, со 
вторым методом Ляпунова отмечалась в [5, 222, 244, 453]. 

В интересующем нам линейном, стационарном, конечномерном случае, 
когда уравнение тг-мюрной системы имеет вид 

(1) x(t)=Ax(t), 
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функция Ляпунова может быть определена как квадратичная форма 
x'(t)Vx(t), где положительно определенная матрица удовлетворяет ли­
нейному матричному уравнению Ляпунова 

(2) A'V+VA=-W. 

Основной результат (теорема Ляпунова) состоит в том, что система 
(1) является асимптотически устойчивой тогда и только тогда, когда 
уравнение (2) имеет положительно определенное решение V при любой 
положительно определенной матрице W. 

Теорема может быть усилена [222] заменой требования положитель­
ной определенности матрицы W требованием ее неотрицательной опреде­
ленности при дополнительном условии, что функция х'(t)Wx(t) не обра­
щается в тождественный нуль при любом х(0)¥=0. 

Существует тесная связь между теоремой Ляпунова и другими алгеб­
раическими критериями устойчивости: критерием Рауса — Гурвица [222, 
325], теоремой Эрмита [214, 368], критерием Шура —Кона [214, 326], 
методом сопутствующей матрицы [360]. Основное преимущество второго 
метода при проверке условий устойчивости связано с возможностью опе­
рировать при вычислениях элементами матрицы А, минуя вычисления 
коэффициентов характеристического многочлена этой матрицы. 

Второй метод используют для оценки динамики переходного процесса. 
Вещественная часть доминирующего собственного значения матрицы А 
может быть оценена, если известно решение уравнения (2), следующим 
образом [222]: 

Re [^макс (А Ж - Я М и н ( W - 1 ) . 

Кроме того, уравнение (2) может быть использовано для оценки квад­
ратичного функционала вида 

оо 

(3) J=[x'(t)Wx(t)dt, 

где x(t) удовлетворяет уравнению (1). Если выполнены условия теоремы 
Ляпунова, то интеграл (3) сходится и его значение равно x'(0)Vx(0}. 
Применению функций Ляпунова для решения оптимальных задач с квад­
ратичным критерием качества посвящены работы [5, 28, 244]. 

Метод Ляпунова успешно используется для оценки чувствительности 
по отношению к нестабильности параметров системы и по отношению к 
внешним возмущениям [222, 415, 416]. Во всех названных вопросах важ­
ную роль играет устанавливаемое теоремой Ляпунова соотношение между 
спектрами матриц A, F, W. 

В этой связи дополнительно к общеизвестным теоремам полезными 
оказываются следующие результаты. В [272] доказано, что уравнение 
A'V+VA=—2oW при любой симметричной положительно определенной 
матрице W и при любом о > 0 имеет положительно определенное реше­
ние F, удовлетворяющее условию V<W, тогда и только тогда, когда ве­
щественные части собственных значений матрицы А меньше, чем —о. 

Если V и W — положительно определенные матрицы с собственными 
значениями 0 < c c i ^ a 2 < . . . < а п и 0 < P i ^ p 2 < . . . соответственно, А — 
устойчивая матрица, причем собственные значения положительно опре­
деленной матрицы АА' отвечают соотношению O < O i ^ 0 2 < . . . < о п , и если 
матрицы А, V, W связаны уравнением (2), то выполнены неравен­
ства [417]: 



Второй метод служит основой для решения задач синтеза систем 
управления. Например, если под синтезом понимать выбор линейной об­
ратной связи по состоянию (ЛОСС) вида u{t)=Kx(t) для системы, опи­
сываемой уравнением x(t)=Ax(t)+Bu{t), где В — матрица (пХт), то 
решение такой задачи при помощи (второго метода Ляпунова можно пред­
ставить согласно следующей идеализированной схеме: 1) в соответствии 
с желаемыми характеристиками^замкнутой системы выбираем матрицы 
W и V; 2) вычисляем матрицу А замкнутой системы, используя уравне­
ние (2); 3) определяем матрицу обратной связи К из уравнения 
А=А+ВК. 

В реальных ситуациях реализация любого из этих этапов является 
сложной задачей. Трудности математического порядка (существование ре­
шений, их единственность, наличие «хорошего» вычислительного алгорит­
ма и т. п.) усугубляются разнообразными дополнительными требованиями 
и ограничениями, которые необходимо учесть при постановке задачи син­
теза. Наиболее часто встречаются следующие задачи: 

1. Считается, что требования к системе сформулированы заданием же­
лаемого спектра матрицы А системы с обратной связью. Тогда требуется 
выбрать матрицу К так, чтобы А=А+ВК имела заданный спектр. 
Один из подходов к решению этой задачи вторым методом Ляпунова об­
суждался в [345, 453']. 

2. Если требуется выбрать матрицу К из условий минимума квадра­
тичного функционала вида (3), то имеем задачу об оптимальном регуля­
торе состояния [208]. Связь этой задачи со вторым методом обсуждалось 
в [5, 222]. На практике, как правило, встречаются различные модифика­
ции этих задач, связанные с необходимостью учета ряда дополнительных 
условий: отсутствие полной информации о состоянии x(t), необходимость 
учета неопределенности параметров матриц 4 , В и учета внешних возму­
щений, шумов в каналах измерения, наличие требований к характеру пе­
реходного процесса и полосе частот,, необходимость точного слежения за 
командными сигналами и т. д. 

Методы решения таких алгебраических задач и составляют основу 
алгебраической теории управления, использующей методы пространства 
состояний. 

В приложениях часто возникает необходимость численного решения 
матричных линейных уравнений типа (2). 

Численные методы решения линейных матричных уравнений приведе­
ны в [21, 29, 169, 188, 189, 205, 238, 242, 246, 314, 437]. Эффективная про­
цедура вычисления матрицы V для случая, когда матрица А является 
сопровождающей матрицей своего характеристического многочлена, дана 
в [287]. Удобная форма необходимых и достаточных условий существова­
ния решения уравнения АХ+ХВ=С и общая формула решения приведе­
ны в [242]. 

2. Управляемость и наблюдаемость. 
Канонические представления систем в пространстве состояний 

Большинство работ, упоминаемых в настоящем обзоре, начинаются 
словами: «Пусть линейная стационарная управляемая система описывает­
ся уравнениями: 

(ЛС) x(t)=Ax(t)+Bu(t), y(t)=Cx(t), 

где x(t)^Rn, u(t)e=Rm, y(£)e=Rp, а д, В, С - м а т р и ц ы соответствующей 
размерности». 

При изучении системы (ЛС) широко используются понятия управляе­
мости и наблюдаемости, впервые введенные Калманом [207]. Эти поня-

\ 
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тия оказались полезными при изучении структурных свойств линейных 
систем и при решении задач оптимального и модального управления (см. 
ниже). 

Наиболее удобная форма критерия управляемости имеет следующий 
вид [55, 150, 224]. Пара матриц {А, В} является управляемой тогда и 
только тогда, когда r ank[5 , АВ, А В, Л п ~ 1 5 ] = я . Двойственным обра­
зом пара матриц {А, С) является наблюдаемой тогда и только тогда, ког­
да пара {А!, С'} управляема. 

Понятия управляемости и наблюдаемости и их приложения к решению 
различных задач управления обсуждались в [22, 30, 31, 150, 174, 209, 
333, 352, 460]. Изучение структурных свойств системы (ЛС) было начато 
в работе [210], где показано, что пространство состояний системы (ЛС) 
может быть представлено как прямая сумма четырех подпространств, 
Содержащих соответственно состояния: 1) управляемые, но ненаблюдае­
мые, 2) управляемые и наблюдаемые, 3) неуправляемые и ненаблюдае­
мые, 4) неуправляемые, но наблюдаемые. Такого рода декомпозиция 
линейной системы оказывается полезной при изучении канонической 
структуры линейных систем [35, 76, 174, 176, 179, 215, 217, 394, 485]. 

На практике основной интерес представляют системы, которые явля­
ются одновременно управляемыми и наблюдаемыми. При исследовании 
таких систем громадную роль играет выбор базиса в пространстве состоя­
ний. Нетрудно убедиться в том, что замена переменной x(t) =Px(t), где 
Р — любая неособенная матрица, не меняет основных свойств системы 
(ЛС) (например, неизменной остается передаточная функция системы). 
Замена базиса в пространстве состояний является основным приемом 
доказательства теоретических результатов. Тот же прием часто лежит в 
основе вычислительных алгоритмов. Для системы с одним входом и одним 
выходом управляемость пары {А, Ь} обеспечивает наличие базиса в про­
странстве i?n, в котором матрица А является сопровождающей матрицей 
своего характеристического многочлена, а вектор Ь имеет единственную 
ненулевую координату Ь / = =[00 ... 1] [55, 212, 225]. Это представление пары 
{А, Ъ} единственно. Результат впервые был установлен Р. Калманом 
[212]. Аналогичное представление имеет место и для наблюдаемой пары 
{А, с} ввиду дуальности понятий управляемости и наблюдаемости. 

Для многомерной системы существует много способов выбрать базис, 
в котором матрицы {А, В} имели бы «каноническую» форму. Канониче­
ские формы, получаемые «по аналогии» с одномерным случаем, приведе­
ны в [64, 198, 206, 261]. Другие канонические формы предлагались в ра­
ботах [204, 249]. Методически простое и подрйбное изложение двух 
способов построения канонических представлений (ЛС) приведено в [78]. 
В [173] предложено каноническое представление, в котором матрица А 
имеет жорданову форму. Канонические представления для нестационар­
ных линейных объектов обсуждались в [211, 367, 371, 374, 421]. Алгоритм 
вычисления двух типов канонических представлений, приспособленных 
«для управления» и «для наблюдения», содержит работа [500]. Обсужде­
ние и сравнение ряда канонических представлений для многомерных си­
стем дано в [261, 458, 498]. В [261] приведено каноническое представле­
ние (ЛС), которое является, по-видимому, наиболее популярным. 

Показано [261], что для управляемой и наблюдаемой (ЛС) всегда 
можно построить с помощью невырожденного преобразования Р эквива­
лентную систему {А, Д С}, задаваемую матрицами: 

Mill &%\Ъ 
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(4) 

(щ X пу) р = 

Pi 

p - ^ = [ Z ) 1 , £ ) 2 , . . . , Z ) P ] , DMdiu di2, A n ] • 

В [167] показано, что в представлении (4) некоторые элементы ма­
триц [Aij] заведомо равны нулю, а именно выполняются следующие ра­
венства: 

а&=0, к>Пг+1, 

aijh=0, й=дг»+:1, &</. 1 

Упомянутые канонические формы не являются инвариантными (за 
исключением вырожденных случаев). Проблема инвариантных канони­
ческих представлений для многомерных систем обсуждалась в [61, 221, 
342, 382]. Основные результаты удачно изложены в [343], и на них оста­
новимся здесь подробнее. 

Для системы (ЛС) рассматривается пространство пар матриц {А, В}^ 
^ftnxin+m) и м н о ж е с х в о преобразований вида А=РАР~1, В=РВ (для всех 
невырожденных матриц Р). Основная 
идея построения канонического пред- ^х(п+т) 
ставления для пары {А, В} иллюстри­
руется при помощи коммутативной диа­
граммы (рис.1) [343], где Д » х ( п + т о ) -
множество всех пар матриц {А, В} ука­
занной размерности, Q — множество так 
называемых канонических форм, а у — 
функция (отображение), которая позво­
ляет для каждой пары {А, В) опреде­
лить соответствующую каноническую 
форму в Q. Предполагается, что любое свойство пары {А, В} может быть 
описано при помощи функции f: RnX(n+m)-*S, где S — подходящее мно­
жество. Как следует из диаграммы, после введения канонической формы 
изучение указанной функции / заменяется изучением новой функции h 
(которая проще). В соответствии с этой интерпретацией автор [343] рас­
сматривает задачу отыскания инвариантного канонического представле­
ния пары {А, В} как задачу отыскания универсального элемента некото­
рой категории. Для точной формулировки этой проблемы абстрактной 
алгебры вводится класс функций W(S). Пусть для каждого множества S 
функция W(S) является множеством всех функций / : в.пХ{п+т)-^ 
~+S({A, B}-+f{A, В}), таким, что для каждой неособенной матрицы 
P^RnXn имеет место равенство f(PAP~\ PB)=f(A, В). Тогда проблема 
универсальности формулируется так: найти множество Q и функцию 
y<=W(Q), такую, что для каждого множества и для каждой функции 
fe=W{S) существует в точности одна функция h: Q-+S, такая, что f=h°y 
(т. е. диаграмма рис. 1 коммутативна). Пару {у, Q}, обладающую назван­
ным свойством, называют универсальным элементом (для функтора из 
категории множеств в категорию множеств) [267]. Задача имеет стан­
дартное решение [267,^268]. Вводится отношение Е, определенное сле­

дующим образом: {А, В} находится в отношении Е с {А, В} тогда и толь-

Рис. 1 



ко тогда, когда существует неособенная матрица Р, такая, что А=РАР~1 

и Б=РВ. Ясно, что Е есть отношение эквивалентности в пространстве 
/ ? n X ( w + m ) . Введем Q как фактор-множество по модулю E:RnX{n+m) и в ка­
честве функции у выберем проекцию Rnx(n+m^Rnx(n+^/E. Тогда пара 
{j/> Q] является универсальным элементом для сформулированной задачи. 
Более того, это решение единственно в смысле, определенном теоремой о 
единственности универсального элемента [268]. Чтобы сделать решение 
доступным для численных вычислений, необходимо ввести дополнитель­
ные ограничения на у и Q. Обычно желательно получить Q в качестве 
подмножества пространства RN (для некоторого целого N, которое надо 
выбрать наименьшим). Кроме того, желательно, чтобы функция у была 
по возможности простой (например, рациональной функцией). После вве­
дения таких ограничений получается уже другая проблема универсально­
сти, которая требует нового решения (вообще говоря, эта проблема может 
и не иметь решения, если введено слишком много ограничений на Q и у). 

В [343] показано, что решение проблемы универсальности, сформули­
рованной выше, эквивалентно отысканию пары {у, Q}, которая удовлет­
воряет следующим свойством инвариантности, независимости и полноты: 

инвариантность: у(РАР~\ РВ) =у(А, В) для любой несингулярной ма­
трицы P e i ? n X n ; 

независимость: для каждого s^Q существует пара (A, ! B ) ^ i ? n X ( n + m ) , 
такая, что у (A, B)=s; _ 

полнота:усзт для двух пар (А, В) и (А, В) из Л п х ( п + т ) выполнено ра­
венство у (А, В)=у(А, В), то существует невырожденная матрица Р*= 
e=RnXn, такая, что А=РАР~1 и В=РВ. 

Приведено решение задачи отыскания для каждой пары (А, В)^ 
&finx(n+m) П О л О Ж И х е л ь н о г о числа N и вектора у (А, В) e i? i Y , координаты 
которого составляют полную систему независимых инвариантов для пары 
{А, В} в соответствии с преобразованиями А=РАР~\ В=РВ (для произ­
вольной неособенной матрицы P^RnXn). 

Полный набор инвариантов системы в том случае, когда пара {А, В} 
управляема и rank 5=ттг, определен следующим образом. 

Рассматривается упорядоченная последовательность векторов: 
(5) Ь 4, Ь 2 , . . . , b m , АЪи АЬ2,..., АЪт,..., А%,А2Ът, 
где Ьг — столбцы матрицы В, Вектор Ahbj из набора (5) называется пред­
шествующим вектору АрЪд из (5) тогда и только тогда, когда Ahbj располо­
жен перед Aphq в (5), т. е. тогда и только тогда, когда km+j<pm+q. 

Для каждого числа т} i-м инвариантом Кронекера щ назы­
вается наименьшее положительное число, такое, что вектор Ап% есть ли­
нейная комбинация предшествующих ему векторов. Показано, что щ+ 
+тг 2+ . . . + т г т = 7 г . Далее доказано, что существует в точности одно упорядо­
ченное множество чисел а^е=#, определенных для г=1 , 2 , . . . , т , / = 1 , 2 , . , . 
. . . , г—1, А=0, 1 , . . . , min (щ и для £=1, 2 , . . . , m; /=г , Н-1, т; 
k=0, 1 , . . . , min (nh щ)— 1, такое, что для каждого t = l , 2 , . . „ , т имеет 
место равенство 

г -_ 4 т1п(пг-,п;—1) т т1п(пг-,п^)-1 

где rii — инварианты Кронекера. 
Основной результат, решающий задачу выбора независимой системы 

инвариантов, следующий: если пара Ы , В} управляема и rank!?—иг, то 
числа щ и am, определенные выше, составляют полную систему независи­
мых инвариантов для пары {А, В} по отношению к преобразованиям вида 
А=РАР-\ В=РВ для произвольной невырожденной матрицы Р е Д п Х п . 

В работе дан алгоритм вычисления канонического представления пары 
матриц { А , В } , которое определено только в терминах инвариантов Пц a^J 
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Подробно обсуждаются свойства инвариантов. В частности, обсуждаются 
приложения полученных результатов к решению проблемы выбора стацио­
нарной обратной связи по состоянию, проблемы классификации управляе­
мых систем (см. также [61]) , проблемы построения канонических форм, 
имеющих минимальное число параметров. 

Развитая в этой работе теория может быть распространена на неуправ­
ляемые системы. Например, в случае отсутствия матрицы В рассмотренная 
выше задача становится эквивалентной классической задаче, решение ко­
торой дается жордановой формой матрицы. Хотя набор чисел щ, am являет­
ся системой независимых инвариантов задачи, но эта система уже не удов­
летворяет условию полноты для неуправляемой пары Ы , В}. 

Различные аспекты использования инвариантов Кронекера в теории ли­
нейных систем обсуждались в [221, 388, 382, 463]. 

3. Модальное управление 
Термин «модальное управление» введен в [384], где рассмотрена задача 

управления дистилляционной колонной — объектом, описываемым систе­
мой нелинейных дифференциальных уравнений 1000-го порядка. Идея ме­
тода состояла в том, чтобы при помощи небольшого числа измерений вы­
явить наиболее медленно затухающие моды линейной модели объекта и 
подобрать управление в виде обратной связи, которое обеспечивало бы 
уменьшение постоянных времени этих мод. Дальнейшему развитию этих 
методов применительно к управлению химическими и другими объектами 
большой размерности (бойлер, ядерный реактор, летательный аппарат) по­
священы работы [18, 32, 97, 106, 254, 348, 350, 387]. Значение модального 
анализа электрических цепей отмечалось в [121]. Для всех этих работ ха­
рактерен полуэмпирический неформальный подход, свойственный пионер­
ской работе [384]. В настоящее время под модальным управлением, как 
правило, понимают задачу конструирования регуляторов с заданным спек­
тром, т. е. задачу выбора такой обратной связи, которая обеспечивает сдвиг 
либо желаемое размещение всех или только некоторых полюсов замкну­
той системы на комплексной плоскости [134, 353, 427]. Популярное введе­
ние в теорию модального управления имеется в [134]. В [2, 155, 200, 299, 
427, 470] дан обзор основных результатов развития техники модального 
управления. 

Основной задачей модального управления является задача выбора такой 
линейной обратной связи по состоянию (ЛОСС) вида хх=Кх (где К — по­
стоянная матрица), чтобы матрица замкнутой системы [А+ВК] имела 
желаемый набор собственных чисел. Для случая управляемой системы с 
одним входом эта задача имеет простое и единственное решение [55, 219, 
225]. Для случая системы с многими входами решение не является един­
ственным. В [486] доказано, что для управляемой пары Ы , В} существует 
матрица К, такая, что матрица [А+ВК] имеет произвольный набор собст­
венных значений (комплексные числа входят в этот набор вместе со своими 
сопряженными). После установления этого факта появилось много работ, 
посвященных решению этой задачи [77, 299, 362, 363, 365]. Это связано с 
неединственностью решения, а также с тем обстоятельством, что могут 
быть предложены различные алгоритмы вычисления матрицы К. 

В [427] приведен алгоритм выбора матрицы К единичного ранга. 
В дальнейшем было предложено еще несколько аналогичных алгоритмов 
[78, 98, 142, 172, 294, 363, 365, 381]. Все эти работы основаны на том, что 
для выбора п собственных чисел тг-мерной системы необходимо наложить п 
ограничений на матрицу К. Если т — размерность вектора входа, то матри­
ца К имеет размерность тХп. Ограничивая п элементов матрицы К (т. е. 
одну ее строку), можно, вообще говоря, расположить произвольным обра­
зом п собственных значений матрицы [А+ВК]. При этом пХ (т—1) эле­
ментов матрицы К произвольны и могут быть выбраны так, чтобы удовлет­
ворить другим конструктивным требованиям. Основная идея работы [427] 
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и состоит как раз в том, чтобы использовать матрицу ^ и м е ю щ у ю лишь 
одну строку, т. е. матрицу единичного ранга. Такой выбор приводит к зада­
че только с яг—! произвольными элементами, именно с произвольными 
константами, на которые умножаются ттг—1 строк. Развитие метода [427] 
на случай кратных собственных значений содержится в [157]. 

Попытки решения задачи при помощи матриц К более высокого ранга 
были предприняты в [3, 36, 82, 261]. Эти попытки были основаны на пре­
образовании системы с многими входами к канонической форме типа (4). 
Полученное решение для матрицы К по-прежнему не является общим, по­
скольку решение не включает все ненулевые элементы, которые имеются 
в каноническом представлении матриц А. В [36] предложен метод выбора 
матрицы К\ улучшающей процедуру Люенбергера [261] в том смысле, 
что он позволяет расширить множество матриц К, решающих задачу выбо­
ра заданного спектра системы. Попытка построения наиболее общего реше­
ния для К путем учета в вычислительной процедуре всех ненулевых эле­
ментов матрицы А, записанной в канонической форме Люенбергера, пред­
принята в [322]. Подход основан на использовании невырожденного пре­
образования Г, которое преобразует матрицу замкнутой системы [А+ВК] 
к желаемой диагональной или жордановой форме. В работе показано, что 
матрица Т может быть определена независимо от К и раньше, чем опреде­
ляется К. Полученная этим методом матрица К имеет максимальное число 
степеней свободы, и это увеличивает возможности достижения других це­
лей регулирования: размещение нулей замкнутой системы, получение за­
данной переходной характеристики, развязывание, учет ограничений на 
коэффициенты обратной связи, уменьшение чувствительности и т. д. Основ­
ная вычислительная трудность предложенного в [322] подхода состоит в 
необходимости преобразования матриц системы к канонической форме. 

В [82] предложен алгоритм вычисления матрицы К, который не тре­
бует, в отличие от большинства алгоритмов, ни предварительного преобра­
зования матриц системы к канонической форме, ни вычисления ее спектра. 
Необходимо лишь проверить, не совпадает ли желаемое собственное значе­
ние замкнутой системы с собственными значениями матрицы А. Дан про­
стой алгоритм осуществления этой проверки. Получаемые методом [82] 
матрицы К, вообще говоря, влияют на нули передаточной функции систе­
мы. Проблема выбора ЛОСС, обеспечивающей заданные нули замкнутой 
системы, пока окончательно не решена. Подходы к решению этой задачи 
имеются в [80, 226, 395, 409, 428]. Другие алгоритмы синтеза ЛОСС, реа­
лизующей заданный сдвиг или данное размещение полюсов, имеются в [38, 
145,313]. 

Так как полная информация о состоянии не всегда доступна, то очень 
важно найти условия, при которых полюсы системы можно произвольно 
разместить, пользуясь линейной обратной связью по выходу (ЛОСВ). Для 
случая, когда доступна лишь стационарная ЛОСВ, в [99] показано, что 
если система управляема и наблюдаема, то щ полюсов замкнутой системы 
можно разместить почти произвольно при помощи ЛОСВ, где m — число 
независимых входов. Этот результат был уточнен в [107, 439], где показа­
но, что для управляемой и наблюдаемой системы (ЛС) можно выбрать 
ЛОСВ вида u= i fy так, чтобы т а х ( р , га) собственных значений матрицы 
[А+ВКС] были бы произвольно близки (но не обязательно равны) 
т а х ( ^ , пг) желаемых собственных значений, где р — число независимых 
выходов. Эти результаты ничего не говорят об остальных п—тах(/?, ттг.) 
полюсах, где п — размерность пространства состояний. 

В [118] показано, что для управляемой и наблюдаемой системы (ЛС), 
в которой rank 5=т?г, a r a n k C = p , почти для всех пар Ш, С} при помощи 
ЛОСВ min (тг, m+p—1) собственных значений могут быть размещены про­
извольно близко к тому же числу заданных значений. В частности, из этого 
результата следует, что почти любая линейная стационарная система мо­
жет быть сделана устойчивой введением ЛОСВ, если только п^т+р—1. 
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В [227] доказано, что если п^т+p—'l, то системе всегда можно при по­
мощи ЛОСВ придать заданное множество собственных чисел, при условии, 
что все эти числа различны. 

В [110] предложен алгоритм синтеза ЛОСВ, основанный на результатах 
работ [99, 107], который позволяет получить заданный спектр замкнутой 
системы. Эффективность алгоритма иллюстрируется примером 41-го по­
рядка. 

Простой тест для проверки существования ЛОСВ, обеспечивающей за­
данный спектр, приведен в [408]. Нужно найти матрицу К, такую, чтобы 
для управляемой и наблюдаемой системы (ЛС) матрица [А+ВКС] имела 
набор {Xi, Я 2 , . . . , Кп} в качестве своих собственных значений. В силу управ­
ляемости пары Ы , В} существует такая F, что [A+BF] имеет требуемый 
набор собственных значений. Отсюда видно, что существование искомой 
матрицы К эквивалентно существованию решения уравнения KC=F. Если 
обозначить через Ct матрицу, образованную из р линейно-независимых 
столбцов матрицы С, а через Ei—nXp матрицу, составленную из столбцов 
единичной матрицы, номера которых соответствуют номерам столбцов мат­
рицы С, то уравнение KC=F запишется в виде K[Cl\C2] =F[Ei\E2]1 где С2 

и Е2—рХ(п—р) и рХ(п—р) матрицы, образованные оставшимися (п—р) 
столбцами матриц С и Е соответственно. Матрица К, удовлетворяющая 
уравнению KC=F, существует тогда и только тогда, когда выполнено ра­
венство F[E2—ElCi~1C2]=0. Аналогичное условие установлено в [302]. 

При управлении полюсами системы при помощи ЛОСВ часто лишь ог­
раниченное число полюсов может быть размещено желаемым образом и 
имеется некоторая неопределенность в расположении остальных полюсов. 
Наконец, если даже имеется возможность разместить все полюсы, то не 
всегда ясно, куда их разместить. В [279] предложен алгоритм смещения 
полюсов системы в заданную область комплексной плоскости. Приведена 
процедура выбора элементов матрицы обратной связи, обеспечивающей 
максимальный сдвиг влево доминирующего собственного значения (т. е. 
собственного значения, ближайшего к мнимой оси). Задача решена без 
учета ограничений, поэтому отклик системы может характеризоваться пере­
регулированием из-за наличия больших коэффициентов усиления в цепи 
обратной связи. В [263] метод [279] распространен на случай, когда огра­
ничены все элементы матрицы обратной связи. Задача формулируется так: 
минимизировать действительную часть ближайшего к мнимой оси собст­
венного значения матрицы [АЛ-В КС \ при ограничении элементов матри­
цы К неравенствами вида a^for^f^. . Приведены алгоритм решения задачи 
и алгоритм исследования чувствительности системы по отношению к деся­
типроцентным возмущениям элементов матриц А, В, К и начальных 
условий, По предложенному алгоритму решены два примера: задача ре­
гулирования синхронного генератора, описываемого системой уравнений 
восьмого порядка с тремя входами и тремя выходами, и задача конструиро­
вания системы управления для шеститарелочного газового абсорбера, опи­
сываемого системой шестого порядка с двумя выходами. 

В [327] дан рекурсивный алгоритм для достижения при помощи ЛОСВ 
заданного спектра замкнутой системы. Доказана сходимость алгоритма. 
В алгоритме используются тр независимых переменных матрицы обратной 
связи, вместо тЛ-р—1 в случае поиска матрицы обратной связи единичного 
ранга, как предлагалось в [141, 184, 193, 301, 410]. Алгоритм [327] особен­
но эффективен в случае, когда т+р—Кп^тр. Некоторые алгоритмы мо­
дального управления при помощи статической ЛОСС и ЛОСВ имеются в 
[7, 38, 112, 125, 145, 156, 192, 194, 220, 232, 258, 313, 329, 339, 341, 391, 412, 
414,424,443,447,465,468,473] . 

Возможности линейной обратной связи по выходу существенно расши­
ряются, если в цепи обратной связи предусмотрены динамические элемен­
ты. Один из способов получения динамических обратных связей, обеспечи­
вающих желаемые модальные свойства замкнутой системы, основан на ком-
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бинировании ЛОСС и динамической системы, называемой идентификатором 
состояния и позволяющей по измеряемым входам и выходам системы по­
лучить оценку ее переменных состояния (см. также разделы 5, 6 настоя­
щего обзора). Остановимся на некоторых результатах, относящихся к ди­
намическим обратным связям по выходу фиксированного порядка [1 , 54, 
79 ,99 ,107 ,168 ,323 ,336 ,411] . 

В [1] решена задача модального управления для случая, когда порядок 
динамического компенсатора в цепи обратной связи фиксирован и равен р. 
Показано, что для каждого значения р существует максимальное число соб­
ственных значений, которые могут быть выбраны произвольно в замкнутой 
системе. Дан алгоритм реализации процедуры вычисления коэффициентов 
этой обратной связи на ЭВМ. Доказано, что для управляемой и наблюдае­
мой системы (ЛС), где А — циклическая матрица, а матрица [С\ АГС, 

А/рС] имеет ранг а (О^р^п), существует компенсатор порядка рг 

такой, что (а+р) собственных значений замкнутой системы произвольно 
близки к (а+р) желаемым собственным значениям. 

Кроме того, в [1] обобщен результат [107] и показано, что 

(6) g=max (а+р, $+р) 

полюсов замкнутой системы можно произвольным образом выбрать, ис­
пользуя динамический компенсатор р-то порядка, где 

a = r a n k [С, А'СГ,..., АГрС'\, [}=rank [В, АВ,..., АРВ]. 

Если система (ЛС) полностью управляема и наблюдаема, то из (6) сле­
дует, что все (п+р) полюсов замкнутой системы можно выбрать произволь­
но, используя компенсатор порядка 

(7) p=mm (vo-1 , V c - 1 ) , 

где v 0 и v c — соответственно индексы наблюдаемости и управляемости си­
стемы (ЛС). Этот результат был впервые получен в [54]. Индексы управ­
ляемости и наблюдаемости определяются следующим образом: 

V c = m i n {р: rank [В, АВ,..., Ар-"В}=п}, 
v 0 = m i n {р: rank [С, А'С\ .., , А'^С'^п}. 

Уравнение (6) дает нижнюю грань для числа полюсов, которые можно 
выбрать произвольно. Аналогично (7) дает верхнюю грань для порядка 
компенсатора, требуемого для выбора всех полюсов. 

В [439] дан пример, когда все полюсы замкнутой системы размещены 
при помощи компенсатора, порядок которого ниже, чем этого требует ра­
венство (7). В [227] показано, что минимальный порядок динамического 
компенсатора, требуемый для почти произвольного размещения полюсов 
замкнутой системы, не превышает числа (п—т—р+1). Этот результат и 
результат [54] являются взаимно независимыми. Имеются случаи, когда 
первый дает более низкое значение порядка компенсатора, чем второй, и 
обратно. Оценка порядка компенсатора числом (п—т—р+1) в [227] более 
оптимистична в тех случаях, когда тжр достаточно велики. В [431] при­
веден пример, когда использование оценки (n—m+p—i) дает компен­
сатор первого порядка, в то время как использование формулы (7) 
приводит к компенсатору второго порядка. Решение задачи точного раз­
мещения полюсов при помощи динамического компенсатора наинизшего 
порядка дано в работе [431]. Там же рассмотрена задача о достижении 
точного или приближенного размещения полюсов при условии минимиза­
ции квадратичного функционала от переменных состояния и от управляю­
щих переменных. Критерий оптимальности в этой формулировке учитыва­
ет квадратичную ошибку желаемого положения полюсов и обычный квад­
ратичный критерий относительно состояний и управляющих воздействий. 

В [413] для размещения полюсов замкнутой системы при помощи 
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ЛОСВ используются динамические компенсаторы с фиксированными соб­
ственными значениями. В [442] предложен алгоритм размещения полю­
сов при помощи ЛОСВ. Доказано, что произвольно можно разместить 
min [т+р—1, п] полюсов в том случае, если все полюсы различны и ис­
ходная система имеет различные ненулевые собственные значения. 

С задачей модального управления тесно связана задача автономного 
управления (задача диагонального «развязывания» системы, или задача 
обеспечения независимого управления выходами системы). 

Задача «развязывания» системы заключается в том, чтобы выбрать об­
ратную связь так, чтобы замкнутая система имела диагональную матрицу. 
Для системы (ЛС) это можно попробовать осуществить при помощи об­
ратной связи вида u=i£x+Lv, где v — новый вход. Матрицы К и L надо 
выбрать так, чтобы матрица передаточной функции С [рЕ— (А+ВК) ] ~*ВЬ 
была бы диагональной. Необходимые и достаточные условия существова­
ния матриц К и L, решающих задачу, а также процедура их вычисления 
даны в [138], где приведен обзор и более ранних результатов. 

Выбор матрицы К, решающей проблему развязывания, не является 
единственным. Эта свобода в выборе матрицы К может быть использова­
на для размещения полюсов замкнутой системы. В [151] продемонстриро­
вано, в чем заключается эта свобода, и показано, что иногда невозможно 
получить устойчивую замкнутую систему при одновременном обеспечении 
развязывания. Если полное развязывание невозможно, то говорят о час­
тичном развязывании. В [404] показано, как получить «максимально раз­
вязанную» систему с блоками на диагонали матрицы замкнутой системы, 
имеющими минимальный размер. Если использовать в обратной связи ди­
намические элементы, то возможности решения задачи расширяются, и 
если матрица ClpE—A^B неособенная, то можно не только обеспечить 
полное развязывание, но и получить произвольное размещение полюсов 
замкнутой системы при помощи динамической обратной связи соответст­
вующей размерности [191, 297, 423, 425]. Необходимые и достаточные ус­
ловия существования ЛОСС или ЛОСВ, обеспечивающей полное развязы­
вание системы и алгоритмы вычисления таких обратных связей, имеются 
в [137, 152, 190, 297, 298, 319, 321, 378, 457, 464]. Задача конструирования 
развязанной системы при помощи ЛОСВ с позиций частотных методов рас­
смотрена в [461]. Проблема диагонального развязывания линейной ста­
ционарной системы (ЛС) при u(t)^R™ и j(t)^Rm формулируется в [461] 
следующим образом: 

найти ЛОСВ вида u(t)=G\{t) +Ky(t), где К, G^RmXm, G — неособен­
ная матрица, так, чтобы передаточная функция замкнутой системы 

С[рЕ-А- BKCY'BG = diag f X, — , . . . Лт —1 
L Wi ; WmJ 

была диагональной и все ее диагональные элементы не равнялись нулю 
тождественно. В работе предложен алгоритм, который позволяет за конеч­
ное число шагов проверить необходимое и достаточное условие разреши­
мости проблемы развязывания и вычислить матрицы К и G, а также все 
элементы диагональной передаточной матрицы развязанной системы. Ин­
тересно отметить, что числители Vi диагональных элементов передаточной 
матрицы развязанной системы зависят от матриц {А, 5 , С} и не зависят 
от матриц обратной связи {G, К], причем при выполнении необходимых и 
достаточных условий развязывания знаменатели диагональных элементов 
передаточных матриц Wi имеют форму ШЦ—ИЦ^Ц где ти и г|з* полностью 
определяются матрицами системы (ЛС), a h (г'=1, 2 , . . . , т) есть произ­
вольный набор вещественных чисел, определяемый выбором матрицы об­
ратной связи К, Множество постоянных h (£=1, 2 , . . . , т) в выражении 
для передаточной функции системы может совпадать с любым множеством 
ненулевых констант за счет выбора матрицы G. Другие алгоритмы развя­
зывания предлагались в [177, 332]. 
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4. Квадратичный критерий качества. Уравнение Риккати 

Задача управления для (ЛС), формулируемая как задача минимизации 
квадратичного критерия качества 

(КК) / = l№(t)(fr(i)+n'{t)R*(t)]dt, 

где R — положительно определенная, a Q — неотрицательно определенная 
матрицы, получила название задачи конструирования регулятора состоя­
ния, поскольку цель этого регулятора состоит в сведении любого началь­
ного состояния к нулю. Ее решение было впервые получено Р. Калманом 
[208]. Оптимальное управление линейно по х и задано в виде и(£) = 
=—R~~iB/Kx(t), где симметрическая матрица К является решением мат­
ричного алгебраического уравнения Риккати 

(УР) KBR ~ ̂ В'К—А 'К—К А—Q=0. 

Уравнение Риккати возникает при решении многих задач теории 
управления [467]. Если определить матрицу Qu имеющую тот же ранг, 
что и матрица Q, уравнением Q^Qt'Qi, то в случае, когда тройка {А, В, 
Qi) управляема и наблюдаема, существует единственное положительно 
определенное решение уравнения (УР), причем замкнутая система x(t) = 
• = [Л— ВВ~1ВгК}х(1) является асимптотически устойчивой, а функция 
и(х) =х'Кх является функцией Ляпунова. 

Условия управляемости и наблюдаемости могут быть заменены более 
слабыми условиями стабилизируемое™ и обнаружаемости [488]. Пара 
матриц {Л, В) стабилизируема, если существует действительная матрица 
i£, такая, что [А +ВК] — устойчивая матрица. Дуальным образом пара 
матриц {А, С} обнаружаема, если пара {Л', С'} стабилизируема. Доказан­
ная в [240] теорема утверждает, что уравнение (УР) имеет единственное, 
симметрическое, положительно полуопределенное решение К, а матрица 
[Л— BR~lB'K] — устойчивая матрица тогда и только тогда, когда тройка 
матриц {Л, 5 , Q) стабилизируема и обнаружаема. Если условия обнаружае­
мости ослабить, то (УР) не имеет уже единственного положительного по­
луопределенного решения и задача отыскания всех этих решений решена 
в предположении, что матрица 

т т г Л -BR-'B' 
н — 

[-Q -А' \ -Q 
не имеет чисто мнимых характеристических чисел [241]. Эта работа обоб­
щает результаты, данные в [277]. Исследованию задачи о регуляторе со­
стояния с квадратичным критерием качества посвящено большое число 
журнальных статей [93, 132, 143, 180, 187, 204, 237, 273, 278, 283, 288, 324, 
344, 351, 370, 372, 379, 450, 454, 467, 499] и книги [5, 56, 244]. 

Практическое использование решения задачи об оптимальном регуля­
торе состояния встречает следующие трудности: 1) необходимо измерять 
все переменные состояния, что не всегда возможно; 2) оптимальный за­
кон управления требует только стационарной обратной связи и не включа­
ет интегральной составляющей; 3) требуются усилители с бесконечной 
полосой пропускания. Если имеются, например, постоянно действующие 
внешние возмущения по нагрузке или ошибки в коэффициентах уравне­
ний модели объекта, то оптимальный регулятор может работать неудов­
летворительно [181,396]. 

Для линейного объекта с одним входом и с постоянным внешним воз­
мущением в [196] получен оптимальный закон обратной связи путем ми­
нимизации не обычного квадратичного критерия, а критерия, который 
учитывает не только значение управляющего воздействия, но и его прои£-



водную. В [251] развиты результаты [196] на случай векторного управ­
ления и векторных возмущений. Джонсон [197] развил свои результаты 
для случая внешних возмущений, которые могут быть представлены поли­
номами т-ж степени от t с неизвестными коэффициентами, и затем рас­
смотрел значительно более общую задачу, в которой возмущение, действу­
ющее на объект, является выходом некоторой фиктивной динамической 
системы [199—202]. Однако и здесь закон управлений зависит от состоя­
ния и от возмущения и требует их оперативной оценки. В [256, 257] дан 
метод решения задачи об оптимальном регуляторе, когда интегральная со­
ставляющая в управлении получается без изменения исходного квадра­
тичного критерия для системы с одним входом. В отличие от метода [196] 
этот метод не требует знания ни начального значения управления, ни из­
мерения каждой переменной состояния в переходном процессе. Метод по­
зволяет преодолеть названные практические трудности. Полученный оп­
тимальный закон управления имеет интегральную составляющую, что по­
зволяет обеспечить стремление выходной координаты к нулю при наличии 
постоянных возмущений в правой части уравнений движения. На простых 
примерах показана эффективность метода. 

В [373] решена задача об оптимальном сервомеханизме для случая, 
когда измеряются лишь выходы системы, а желаемыми выходами являют­
ся произвольные полиномы времени. Число входов системы равно числу 
выходов. При решении использован метод Джонсона [196], т. е. в функ­
ционал введены производные от управляющего воздействия. Приведен ал­
горитм расчета порядка компенсатора. 

Задачи минимизации квадратичного критерия качества при помощи 
обратной связи по выходу рассмотрены в [19, 69, 83, 239, 252, 253, 369]. 
Имеются многочисленные попытки решения задач оптимального управ­
ления с квадратичным критерием качества при учете ограничений на раз­
мещение собственных чисел системы [270, 271, 431, 438, 446, 450, 496]. 
Иногда такие задачи называют задачами оптимального модального управ­
ления [496]. Один из первых результатов, посвященных оптимальному 
модальному управлению, имеется в [4] , где показано, что простое преоб­
разование переменных состояния и управляющих переменных позволяет 
выбрать оптимальную обратную связь, при которой обеспечивается раз­
мещение полюсов системы в заданной области. Эти полюсы можно размес­
тить в полуплоскости Re (s)<—а, где а — выбранная положительная по­
стоянная, в том случае, если домножить квадратичный функционал на 
множитель exp {2at). Получаемая при решении такой задачи система име­
ет заданную степень устойчивости. В [140] обсуждается возможность ис­
пользования условия оптимальности в частотной области для отыскания 
нужного квадратичного критерия оптимальности для предписанного раз­
мещения полюсов. Установлено, что для данного размещения полюсов 
можно найти (выбрать) только один из элементов весовых матриц крите­
рия оптимальности при известных остальных элементах этих матриц. Од­
нако поскольку это предполагается делать методом корневого годографа, 
то процедура получается довольно кропотливой и требует большого вре­
мени. В [431] рассмотрена задача достижения точного или приближенного 
размещения полюсов с помощью динамического компенсатора при усло­
вии минимизации квадратичного функционала. Аналогичная задача для 
случая ЛОСС была рассмотрена в [270, 271], а для случая ЛОСВ решалась 
в [1] . Критерий оптимальности в этих работах учитывает квадратичную 
ошибку желаемого положения полюсов и обычный функционал типа 
(КК). Часто нет необходимости точно фиксировать полюсы, а достаточно 
лишь разместить их внутри ограниченных заданных областей комплекс­
ной плоскости и одновременно потребовать оптимальности по заданному 
квадратичному критерию. Алгоритм решения такой задачи предложен в 
[318], где рассмотрено два вида задания области размещения полюсов: 
1) Re(s)<— а, т, е. все полюса располагаются слева от вертикали х=—а; 
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2) Itg-^llm (s)/Re (s)} | < 0 , т. е. корни лежат в заданном секторе, огра­
ниченном двумя лучами в третьем и четвертом квадрантах. Приведены 
алгоритмы решения задач и числовые примеры. 

Задача об оптимальном регуляторе хорошо изучена и очень популярна 
при конструировании систем управления. К стандартной задаче сводится 
и исследование многих вопросов, связанных с учетом внешних возмуще­
ний, чувствительности и т. д. Задачи с квадратичным критерием сводятся, 
как правило, к решению уравнения Риккати. Классификация решений 
уравнений (УР) приведена в [467]. Основная групйа методов решения 
уравнения Риккати основана на итерационных процедурах типа метода 
Ньютона, когда на каждой итерации приходится решать линейное матрич­
ное уравнение Ляпунова [83, 111, 229, 231, 284, 403, 451]. Итерационная 
схема, основанная на решении квадратичного матричного дифференциаль­
ного уравнения, описана в [178]. Частотное представление уравнения 
(УР) дано в [264]. Обзоры методов решения (УР) и различные алгорит­
мы имеются в [5, 27, 71, 133, 161, 358, 419, 455, 487, 497]. Для стацио­
нарного случая, когда верхний предел интегрирования в (КК) конечен, в 
[448, 454—456] показано, каким образом решения дифференциального 
уравнения Риккати можно представить через стационарное решение алгеб­
раического уравнения Риккати и выражение, которое стремится к нулю 
при В [449] приведено явное выражение для оптимальной траекто­
рии x(t). 

Простое необходимое условие существования единственного стабили­
зирующего решения уравнения Риккати дано в [426], где доказано, что 
если пара {А, В} стабилизируема, то уравнение (УР) имеет стабилизиру­
ющее положительно определенное решение К0 тогда и только тогда, когда 
найдется пХп симметрическая матрица 5, такая, что SBR^B'S—AS—SA— 
-<?>0 . 

Это безусловно полезное условие, хотя регулярной процедуры подбора 
матрицы S пока не найдено. 

Алгоритм, данный в [252] для вычисления оптимальной обратной свя­
зи по выходу, использует необходимые условия оптимальности в виде си­
стемы уравнений, решаемой затем итерационно. На каждой итерации при­
ходится решать нелинейное алгебраическое матричное уравнение, что без­
условно «дорого» по затратам машинного времени. Алгоритм, предложен­
ный в [5] , не требует решения нелинейных уравнений, но гарантия его 
сходимости обеспечена, как и в остальных алгоритмах, только в том слу­
чае, если начальное приближение для матрицы К обеспечивает устойчи­
вость замкнутой системы. Вычисление такой матрицы К можно выполнить 
в соответствии с процедурой, предложенной в [146]. Градиентный метод 
решения уравнений Риккати в задаче управления по выходу предложен в 
[83]. Доказана сходимость алгоритма и дан числовой пример. Общая тео­
рия уравнений Риккати изложена в [63, 65, 66, 70, 71, 289, 359, 377, 467]. 
Интересен метод параметрической релаксации, предложенный в [284]. 
Если обычные итерационные методы, основанные на решении на каждом 
шаге уравнения Ляпунова, требуют от nz до nk сложений и умножений 
или вычисления собственных значений матриц размеров 2тгХ2тг, то предло­
женный метод требует около п операций на каждом шаге. Это достигается 
за счет того, что на каждом шаге начальное приближение улучшается за 
счет изменения только одного элемента матрицы. Метод хорошо работает 
при решении уравнений большой размерности. В работе приведен пример 
расчета оптимальной системы управления движением обеъкта 34-го по­
рядка. 

Когда для решения (УР) используют метод Ньютона, то имеется две 
потенциальные трудности: 1) метод может не сходиться, 2) даже если он 
сходится, то он может не сходиться к искомому положительно полуопре­
деленному решению. В [229] доказано, что эти трудности удается преодо­
леть в том случае, если начальное приближение обеспечивает устойчи­
вость замкнутой системы. В дальнейшем в [230] была дана простая про-
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цедура, обеспечивающая построение стабилизирующего начального при­
ближения. В [403] доказано, что условия теоремы [229] могут быть 
ослаблены, и эта теорема доказана в предположении, что система стабили­
зируема и обнаружаема, причем начальное приближение можно постро­
ить на основании следующего результата. 

Теорема [403]. Если пара {А, В} стабилизируема, то матрица [А+ 
т 

+ВК] устойчива при K=-B'W+{T), где И 7 + ( Г ) = § е-АхВВ'е-А'* dx, 
0 

число Т произвольно, W+(T) — псевдообратная матрица для матри­
цы W{T). 

Уравнение Риккати может иметь симметрическое решение, которое не 
является определенным [66, 469]. Эти решения имеют фазовый портрет 
типа седловой точки и потому они не могут быть определены численно, 
поскольку являются неустойчивыми. В [66] даны необходимые и доста­
точные условия структурной устойчивости решения уравнения Риккати. 
Приведем основной результат этой работы. Пусть уравнение Риккати име­
ет вид 

(8) S{P)=FP+PF'-PMP+C=Q 

и пусть Р* удовлетворяет этому уравнению S(P*)=0. Пусть далее F*=F— 
—Р*М. Тогда симметрическое решение Р* уравнения (8)_ является струк­
турно-устойчивым тогда и только тогда, когда dit[F*®EF*]¥=0. Здесь Е — 
единичная матрица, а через А®В обозначено кронекеровское произведе­
ние двух матриц. Результат этот важен потому, что структурно-неустойчи­
вое решение может существовать даже у управляемой и наблюдаемой 
(ЛС) [5, 66, 216]. 

Число скалярных равенств, соответствующих матричному уравнению 
Риккати, возрастает в квадрате при повышении порядка (ЛС). Попытки 
преодоления трудностей, связанных с большой размерностью задачи, ос­
нованные на аппроксимации исходных уравнений объекта уравнениями 
более низкого порядка, предпринимались в [67, 81, 84, 234, 246, 312, 
430, 452]. 

5. Идентификаторы состояния 

В управляемой системе (ЛС) при помощи ЛОСС можно обеспечить лю­
бую динамику замкнутой системы, решая задачу модального и л и опти­
мального управления. В тех случаях, когда не все переменные состояния 
могут быть измерены, пытаются оценить эти переменные при помощи спе­
циальных динамических систем— идентификаторов (наблюдателей) со­
стояния. На вход идентификатора подаются входные и выходные сигналы 
исходной системы, а его выходы асимптотически стремятся к переменным 
состояния этой системы. 

Впервые устройство для оценки состояния было предложено в [223]. 
Идентификатор состояния, описанный в этой работе (фильтр Калмана), 
представляет собой линейную систему п-то порядка, динамические свой­
ства которой для наблюдаемой системы (ЛС) могут быть выбраны по 
усмотрению [219, 225]. Люенбергером [259] было предложено использо­
вать измеримые выходы системы для снижения порядка идентификатора. 
Показано [259—262], что для наблюдаемой (ЛС), имеющей р линейно-
независимых выходов, порядок идентификатора Люенбергера равен 
{п-р). . . . , 

Конструирование идентификаторов для системы с р выходами может 
быть сведено к конструированию р отдельных идентификаторов с одним 
выходом [260, 261]. Этот результат получен при помощи специального ка­
нонического представления (ЛС), предложенного в [266]. Приведем 
структуру идентификатора Люенбергера. Для системы (ЛС), если пара 
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{А, С} наблюдаема и С имеет ранг р, то {п—р)-мерная линейная система 
i(t)=Fz(t)+Gy(t)+Hu(t), 

где z(t), w(t) — векторы размерности (п—р) и п соответственно, a W— 
— (пХц) матрица, является идентификатором состояния, если 

Km { x ( * ) - w ( * ) } = 0 . 
t-+oo 

Это условие выполняется тогда и только тогда, когда: 1) F — устойчи­
вая матрица, 2) существует (п-р)Хп матрица Т\ такая, что TA-FT=GC, 
3) Н=ТВ, 4) матрица W удовлетворяет условию 

Е = W 
G 

Основная задача конструирования идентификаторов состоит в выборе 
таких матриц F; G; Н и W, чтобы выполнялось равенство TA—FT=GC, а 
F имела заданные собственные числа. 

Был предложен ряд различных алгоритмов конструирования иденти­
фикаторов состояния [49, 92, 147, 259-262, 291, 293, 304, 309, 310, 364, 
380, 383, 475, 502], основанных, как правило, на построении специальных 
канонических форм системы с многими выходами. Существенно более про­
стые алгоритмы построения идентификаторов Люенбергера удается полу­
чить, если принять допущение о том, что множество собственных чисел 
матрицы идентификатора не пересекается с множеством собственных чи­
сел матрицы А [72, 89, 300, 303, 366]. В частности, алгоритм [89] не тре­
бует приведения системы (ЛС) к каноническому виду и позволяет осу­
ществить конструирование идентификатора по явным формулам, если 
выполнены условия: 1) собственные числа матрицы А различны и не сов­
падают с желаемыми собственными числами матрицы идентификатора; 
2) все моды системы управляемы по меньшей мере при помощи одного из 
входов системы; 3) строки матрицы С линейно-независимы. 

В [489] на основе результатов, полученных в [493], представлена 
строгая геометрическая теория идентификаторов Люенбергера минималь­
ной размерности, изложенная на языке линейных пространств. В [163] 
теория идентификаторов обобщена для абстрактных систем, описываемых 
при помощи полугрупп в банаховом пространстве. В [171] рассмотрены 
идентификатор^ для систем с запаздыванием. 

Хотя все собственные числа идентификатора могут быть выбраны при 
конструировании произвольно, однако вопрос об их рациональном выборе 
представляет собой самостоятельную сложную проблему. Ясно, что все 
собственные числа идентификатора по соображениям устойчивости долж­
ны лежать слева от мнимой оси. Однако, например, выбор полюсов иден­
тификатора со слишком большими по модулю вещественными частями 
приводит к тому, что идентификатор превращается в дифференциатор со 
всеми вытекающими отсюда нежелательными последствиями. Далее, по­
люсы идентификатора существенно влияют на переходную характери­
стику системы и, особенно для систем высокого порядка, совсем не просто 
выбрать их таким образом, чтобы эта характеристика была удовлетвори­
тельной. В [306] предложена процедура выбора полюсов идентификатора 
основанная на минимизации квадратичной ошибки слежения за перемен­
ными состояния. Даны примеры расчета идентификаторов для системы 
управления полетом самолета. В [245] эта идея получила дальнейшее 
развитие. Показано, что конструирование идентификаторов минимальной 
размерности можно свести к решению уравнения Риккати (п—р)-то по-

20 



рядка. В [286] предложен идентификатор, нечувствительный к колеба­
ниям параметра объекта. 

Проблема построения идентификаторов состояния для систем, входы 
которых неизмеримы, обсуждалась в [182, 183, 203, 280]. Основная идея 
оценки состояния в присутствии помех основана на представлении сигна­
ла помехи как выхода некоторой наблюдаемой динамической системы, для 
которой конструируется дополнительный идентификатор состояния. Эта 
идея чрезвычайно популярна и широко используется при решении задач 
регулирования и слежения. В частности, она была применена в [225] для 
конструирования асимптотических дифференциаторов. Аналогичным спо­
собом пользуются при моделировании сигналов слежения [104,202] и для 
других недоступных для измерения входных сигналов. Полученные в 
этом направлении основные результаты приведены в [203]. Другие ре­
зультаты, относящиеся к оценке состояния (ЛС) в присутствии помех, 
имеются в [9, 33, 37, 95,154, 166, 462]. 

Экспериментальному исследованию идентификаторов посвящены ра­
боты [406, 440]. В [406] экспериментально исследованы фильтр Калмана 
и идентификатор Люенбергера применительно к задаче оценки состояния 
опытного испарителя. Оба идентификатора исследованы при неточно за­
данных начальных условиях и в присутствии помех. Идентификатор Лю­
енбергера оказался более чувствительным к шумам и, несмотря на извест­
ную свободу в выборе параметров идентификатора, оказалось совсем не­
просто подобрать его динамику для получения удовлетворительной 
оценки состояния при наличии различных возмущений. Более удачным 
оказалось использование фильтра Калмана. 

6. Слежение и регулирование 

Основная задача регулирования многосвязной системы заключается в 
конструировании динамического компенсатора, который обеспечивал бы 
выполнение следующих требований к замкнутой системе: а) вектор вы­
ходных переменных системы точно следует за измеряемым векотором ко 
мандного сигнала — задача слежения; б) вектор выходных переменных 
системы стремится к нулю из произвольного начального состояния, в ко­
торое система попадает благодаря наличию внешних возмущений, не всег­
да измеримых, но обычно принадлежащих определенному классу функ­
ций — задача регулирования. Часто система должна решать задачу сле­
жения в присутствии помех. Формальное различие между задачами 
регулирования и слежения исчезает, если ошибку слежения (разность 
между командным и выходным сигналами) рассматривают в качестве но­
вой переменной, которую надо регулировать. Основной прием, при помо­
щи которого получают структуру регулятора методами пространства со­
стояний, заключается в построении идентификатора состояния системы и 
использования ЛОСС. Если на систему действуют неизмеримые помехи, 
то используют идентификаторы «состояния помехи». Аналогично посту т 
пают при решении задач слежения, когда отслеживаемый сигнал неизве­
стен заранее. Замечательный и очень полезный факт, относящийся к си­
стеме, охваченной цепью обратной связи, которая состоит из идентифика­
тора состояния и ЛОСС, заключается в том, что собственные числа такой 
системы состоят из собственных чисел идентификатора состояния и соб­
ственных чисел объекта, охваченного ЛОСС. Таким образом, выбор пара­
метров идентификатора определяет п собственных чисел (в случае исполь­
зования идентификатора полной размерности фильтр Калмана) или п—р 
собственных чисел (в случае использования идентификатора Люенберге­
ра), и выбор матрицы ЛОСС определяет еще п собственных чисел. При 
этом все 2п или (2п—р) собственных чисел (комплексные числа входят в 
набор вместе со своими сопряженными) можно выбрать при конструиро­
вании по своему усмотрению в том случае, если система (ЛС) управляв-

21 



ма и наблюдаема [47, 78, 225, 299]. Популярное изложение этой схемы 
конструирования регуляторов, снабженное подробными, хорошо подоб­
ранными примерами, можно найти в [62, 436]. Хотя промышленные ре­
гуляторы всегда строят на основе линейной модели, эта модель, как пра­
вило, неточна. Неточности могут быть следствием аппроксимации, сделан­
ной относительно теоретических положений о процессе, из-за линеариза­
ции нелинейной модели, из-за ошибки в идентификации параметров и по 
другим: причинам. Кроме того, управляемый процесс часто подвержен дей­
ствию возмущений, как измеримых, так и неизмеримых. Практически ре­
гуляторы всегда содержат интегральную обратную связь, обеспечиваю­
щую статическую нечувствительность по отношению к внешним возму­
щениям и к ошибкам модели, и часто содержат контур управления по 
возмущению, если возмущение можно измерить. 

Обоснование введения интегральной обратной связи методами прост­
ранства состояний дано в [39, 42, 60, 105, 196, 197, 308, 336, 349, 434, 
436]. Алгоритмы управления по возмущению при помощи МПС даны в 
[53, 103, 104, 114, 115, 162]. В [436] рассматривается система, описыва­
емая уравнениями: 

x = 4 x + 5 u + F w , y=Cx+Du+Fw, 
где w —произвольный постоянный вектор измеримых и неизмеримых воз­
мущений. Показывается, что для системы тогда и только тогда существу­
ет регулятор, содержащий интегральную обратную связь и/или контур 
управления по возмущению, такой, что у(£), x(t)-+0 при и при 
всех w, когда выполнены следующие условия: а) пара {А, В} стабилизи-

руема, б) тапк ^ J == п + т. При этом предполагается без потери общ­

ности, что 

rank ^ _ =п + т. 
[С D F} 

В [115] дано простое алгебраическое доказательство этого результата. 
В [102] решена задача слежения в присутствии неизмеримых возму­

щений для линейной системы: 

x=Ax+Bu+w, у=Сх, х ( 0 ) = х 0 , *>0, 
где у — /ьвектор выходов, a w — тг-вектор неизмеримых возмущений. Тре­
буется найти динамическую обратную связь по выходу минимального по­
рядка, такую, чтобы: 1) y(t) -~^jvei(t) при t->-°°, где Jvet(t) — функция вре­
мени (командный сигнал), удовлетворяющая некоторому линейному диф­
ференциальному уравнению; 2) динамическое поведение замкнутой си­
стемы определялось либо заданным спектром, либо минимумом данного 
квадратичного критерия качества; 3) условия 1), 2) выполнялись при всех 
неизмеримых возмущениях w, которые удовлетворяют линейному вектор­
ному дифференциальному уравнению, имеющему неизвестные начальные 
условия и, возможно, характеристические числа с положительными веще­
ственными частями. Эта задача была рассмотрена в [108] для случая, 
когда w — постоянное возмущение. Джонсон [196, 197] рассмотрел эту 
задачу для специального случая га.пкС=п. В [45] эта задача исследована 
с использованием геометрического подхода и получены достаточные усло­
вия устойчивости системы. В [101, 102] принят чисто алгебраический под­
ход к решению задачи. Основная теорема устанавливает необходимые и 
достаточные условия существования такой динамической стационарной 
обратной связи по выходу, что для любых неизмеримых возмущений w, 
генерируемых линейным дифференциальным уравнением r-го порядка, 
и любых командных сигналов, удовлетворяющих соответствующему век­
торному дифференциальному уравнению r-го порядка, выполнены усло-
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вия: y(t)-+yTei(t) при t-+°° и замкнутая система управляема. Эти необхо­
димые и достаточные условия содержат требование управляемости 
пары {А, В} и требование равенства величине п+rp ранга некоторой мат­
рицы, составленной из матриц системы и матриц систем, генерирующих 
командный сигнал и помеху. 

Получена формула для динамической обратной связи минимального 
порядка и доказано, что замкнутая система может быть построена как по 
условию минимума квадратичного функционала, так и по условию произ­
вольного размещения полюсов на комплексной плоскости. Здесь же пока­
зано, что система является грубой в том смысле, что при любых конеч­
ных (не обязательно малых) возмущениях матриц системы {А, В\ С} или 
матрицы К в цепи обратной связи, не нарушающих условий устойчиво­
сти, система обеспечивает решение задачи в присутствии неизмеримых 
возмущений. 

В [103] сформулированы необходимые и достаточные условия сущест­
вования управления по возмущению, такого, что выходы линейной много­
мерной системы становятся асимптотически равными некоторым заранее 
выбранным функциям времени, независимо от любого измеримого возму­
щения, действующего на систему. Управление при этом имеет вид 

и 00 =К,х (t) +K2w(t) +K3j(t), 

где w(£), y{t) — выходы идентификаторов помехи и командного сигнала 
соответственно. В работе показано, что для класса возмущений w(£), ко­
мандных сигналов y r ef(£), описанных выше, для того чтобы система была 
устойчивой, а у ( t ) -^ jve t ( t ) при необходимо и достаточно, чтобы 
пара {А, В} была стабилизируемой и ранг некоторой матрицы, определя­
емой матрицами системы и коэффициентами уравнений, описывающих по­
меху и командный сигнал, был равен заданному числу. Регулятор состоит 
из идентификаторов и матриц коэффициентов, связывающих выходы 
идентификаторов состояния системы, «состояния» помехи и «состояния» 
отслеживаемого командного сигнала с входом системы. Матрицы коэффи­
циентов обратной связи определяются единственным образом, когда 
число входов равно числу выходов, решение задачи не существует, когда 
число входов меньше числа выходов и матрицы определяются не единст­
венным образом, если входов больше,, чем выходов. Интересно заметить, 
что полная ЛОСС не является необходимой. Динамика системы может 
быть выбрана произвольно при помощи подходящей обратной связи по 
выходу» Решение задачи интерпретируется как решение задачи асимпто­
тического развязывания. 

Задачи слежения за полиномиальными входными сигналами для мно­
госвязной системы рассмотрены в [44, 113, 158]. В [324] дана процедура 
конструирования такого пропорционально интегрального регулятора для 
многосвязной системы, который позволяет отслеживать ступенчатые воз­
мущения на входе с нулевой статической ошибкой. 

Хорошей иллюстрацией общего алгебраического подхода к конструи­
рованию многомерной следящей системы в присутствии активных неиз­
меримых помех служит работа [202]. Следящая система содержит иден­
тификаторы сигнала помехи, командного сигнала, состояния объекта, 
а выходы этих идентификаторов используются в линейной обратной связи 
по состоянию. В работе получен ряд структурных результатов для линей­
ных многомерных нестационарных объектов. Следящая система удовлет­
ворительно работает даже в тех случаях, когда помеха в точности совпа­
дает по форме с командным сигналом. Приведен пример конструирования 
следящей системы для объекта второго порядка. 

Идеи работ [335, 336], в которых были определены структура и поря­
док динамического компенсатора, позволяющего получить произвольное 
размещение полюсов замкнутой системы, развиты в [334], где предлагает-
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ся компенсатор заданной структуры. Для объекта, имеющего уравнения: 
x(t)=A(x){t)+Bu0(t), 
yo(t)=C0x(t)+D0u0(t), 

.yt{t)=C,x(t)+.Dfu0(t), 
гДе У/(t) — выходные переменные для обратной связи, y0(t) — управляе­
мый выход объекта, и 0(£) — управляющий сигнал, искомый компенсатор 
имеет схему, представленную на рис. 2 [334]. Размерность векторов сле­
дующая: х : иХ1, уо: g 0 Xl, u 0 : mXl, г : га0Х1, у , : д,Х1. Порядок этого ком­
пенсатора игр, а матрицы компенсатора {Fu . . . , F p , У 0 , . . . , У р, S0,..., Sp) 

Объект 

£=Ях+Ви0, 

yQ=C0x+V0u0 

Уо 

у* 

Рис. 2 

выбраны так, чтобы обеспечить достижение следующих целей конструиро­
вания: 1) устойчивость в терминах желаемого размещения полюсов,, 
2) статическое или динамическое развязывание между различными ком­
понентами командного входного сигнала r(t) и компонентами контроли­
руемого выхода yo(t) и 3) желаемый отклик на различные входные ко­
мандные сигнала типа скачков и линейно-нарастающих сигналов. 

Процедура конструирования предполагает сначала выбор матриц 
(Fu . . ., Fp, У о, •. •, Ур) так, чтобы получить желаемое размещение полю­
сов, и затем выбор матриц (S0, . . . , 5 Р ) , чтобы выполнять остальные цели 
конструирования. Если цели недостижимы при данном /?, то порядок 
компенсатора может быть повышен до (р+1)т с тем, чтобы обеспечить 
дополнительную свободу в достижении целей 2) и 3). Алгоритм выбора 
параметров матриц компенсатора основан на модификации одной из ка­
нонических форм Люенбергера [261]. Метод не гарантирует построения 
компенсатора наименьшего порядка, однако имеет определенные вычис­
лительные преимущества, так как, например, желаемые полюсы системы 
выражены прямо в терминах жордановой канонической формы, а не кос­
венным образом через коэффициенты характеристического многочлена. 
Результаты применены к решению конкретной задачи выбора системы уп­
равления объектом 11-го порядка. 

Основной «недостаток» конструирования регуляторов по схеме «идеи-
тификатор+ЛОСС» состоит в том, что качество переходного процесса в си­
стеме нельзя оценить на стадии конструирования. На качество переходно­
го процесса оказывает влияние ошибка оценки состояния, получаемая ра 
идентификаторе [282]. В [43] строго показано, что переходная характе­
ристика системы зависит как от идентификатора, так и от коэффициентов 
обратной связи. В [285] исследовано действие ошибки оценки состояния 
на переходный процесс. Показано, что использование последовательного 
соединения идентификатора и динамической обратной связи (вместо 
обычно используемой стационарной), основанной на однократном диффе-
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ренцировании управляющих сигналов, имеет определенные преимущества 
в том случае, когда на стадии конструирования предъявляются определен­
ные требования к переходному процессу. Показано, что ошибки в оценке 
состояния объекта влияют на переходный процесс примерно так же, как 
начальные условия в оптимальном регуляторе. Вместо обычного первого 
этапа конструирования — выбора ЛОСС в работе предлагается искать ди­
намическую обратную связь вида u(t)=Kix(t)+K2n(t), а для замкнутой 
•с помощью такой обратной связи системы, размерность вектора состояний 
которой возросла за счет компонент вектора и ( £ ) , строится обычный 
идентификатор состояния. Сравнение системы с такой обратной связью 
и обычной системы, состоящей из идентификатора и обратной связи, по­
казывает,, что первая система никогда не бывает более чувствительной 
к возмущениям параметров, чем вторая. Преимущество предложенного 
подхода заключается еще и в том, что при использовании стандартной 
процедуры все динамические эффекты обратной связи, вызванные нали­
чием идентификатора, не могут быть оценены до его конструирования, 
а в предлагаемом подходе переходные характеристики системы можно 
оценить до выбора идентификатора. Предложенный подход может осно­
вываться на обратной связи, содержащей не только первые производные, 
но и вторые или более высокого порядка. Так, в [335, 336] показано, что 
закон управления, основанный на г(к—1) раз продифференцированном 
управлении, где к — индекс наблюдаемости объекта, а г — число его 
линейно-независимых выходов, обеспечивает произвольную динамику 
замкнутой системы. Однако вычислительные трудности при этом могут 
быть значительными [290] и, что иногда более важно, теряется интуитив­
ное понимание задачи в тех случаях, когда приходится иметь дело с много 
раз продифференцированным управлением. Закон управления, предло­
женный в [285] и основанный на первой производной от управления, 
достаточно гибок, чтобы можно было объяснить влияние ошибок оценки 
состояния, и вместе с тем интуитивно достаточно прост, так как сохраняет 
наглядность подхода, основанного на конструировании идентификатора. 

Основные результаты, связанные с конструированием регуляторов 
методами пространства состояний, являются чисто алгебраическими и 
могут быть наиболее строго и компактно изложены на геометрическом 
языке конечномерных линейных пространств. Эта работа частично выпол­
нена в [148, 472, 489—496, 500]. Основной результат, полученный в [492] 
и сформулированный на языке тг-мерных линейных пространств, звучит 
так. Задача регулирования выхода разрешима (быть может, при помощи 
динамической компенсации) тогда и только тогда, когда: 1) влияние не­
стабильных и ненаблюдаемых мод объекта на выход системы равно нулю, 
2) стабилизация системы при помощи линейной обратной связи по выхо­
ду возможна, несмотря на ограничения наблюдаемости объекта. Приве­
денная в [492] теория конструктивна, полна и дает полезную структур­
ную информацию. 

В [73,74] при помощи геометрического подхода исследована возмож­
ность одновременного достижения в стандартной линейной многомерной 
системе, подверженной действию неизмеримых возмущений, нескольких 
целей регулирования на основе использования ЛОСС и, возможно, дина­
мических компенсаторов. Среди желаемых целей рассмотрены: развязы­
вание, компенсация возмущений, стабилизация, заданное размещение 
полюсов. Получены необходимые и достаточные условия существования 
решения задач одновременной локализации возмущений и заданного раз­
мещения полюсов или развязывания. Показано, что задача одновременной 
локализации возмущений и стабилизации может быть решена на основе 
использования динамической обратной связи тогда и только тогда, когда 
ее можно решить при помощи статической обратной связи. При стан­
дартных допущениях показано, что задача одновременной компенсации 
возмущений, развязывания и размещения полюсов не имеет решения. 
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В [481, 482] предложен алгоритм синтеза линейных многомерных 
систем в частотной области. Метод дает общую схему синтеза, которая 
применима для достижения любой из следующих целей: произвольного 
размещения полюсов замкнутой системы, обеспечения независимого 
управления выходами или развязывания, точного слежения за моделями 
[459, 478]. Он эквивалентен обычно используемым для решения этих 
задач методам пространства состояний, в которых применяются ЛОСС, 
идентификаторы состояния и динамическая компенсация. Предложенный 
алгоритм основан на факторизации матричных передаточных функций. 
Приведены частотные эквиваленты ЛОСС и идентификаторов состояния. 
Основное преимущество алгоритма заключается в том, что он дает пол­
ную и достаточно общую процедуру конструирования, в которой динами­
ческая система оценки состояния получается естественным образом и 
естественным же образом эта система исчезает в том случае, когда до­
ступно измерение состояния. 

При решении задач конструирования регуляторов методами про­
странства состояний редко учитывают переходную характеристику си­
стемы, которая существенно зависит не только от полюсов передаточной 
матрицы, но и от ее нулей. Вопросам размещения нулей передаточных 
функций посвящены работы [80, 226, 395, 409]. 

Поскольку для многомерной системы матрица К, обеспечивающая си­
стеме заданный спектр, не является единственной, то, вообще говоря, эта 
неединственность может быть использована для размещения нулей. 
В [361] показано, что произвол в выборе матрицы К может быть исполь­
зован для влияния на положение нулей многомерной системы. В [82] 
описан алгоритм выбора матрицы К, обеспечивающей заданный спектр 
многомерной системы и влияющей на положение ее нулей. Однако проце­
дур, которые позволяли бы произвольно выбирать все нули замкнутой 
многомерной системы, пока, по-видимому, не существует. 

Для скалярной линейной системы, имеющей один вход и один выход, 
характеризуемой рациональной передаточной функцией t(s)=r(s)/p(s)1 

можно произвольно разместить при помощи ЛОСС нули p(s) и таким 
образом компенсировать нули г(s) в том случае, если степень многочлена 
числителя r(s) не превышает степени знаменателя p (s ) , т. е. ЛОСС мож­
но выбрать так, чтобы компенсировать все нули знаменателя. Этот резуль­
тат формально справедлив и для линейных многомерных систем. Впервые 
на это обстоятельство было указано в [480, 483]. В [484] дано строгое 
доказательство того факта, что все нули многомерной системы могут быть 
компенсированы выбором соответствующей ЛОСС. 

Важную роль при конструировании многомерных систем играет поня­
тие передаточных нулей, введенное в [388]. Оно оказалось важным при 
изучении различных вопросов теории управления [ 100,102, 244, 292, 296, 
485]. В [116] дано определение передаточных нулей и предложен алго­
ритм их вычисления. Множество комплексных чисел Я, таких, что 

называется множеством передаточных нулей системы {4,2?, С, D}, где 
г и иг —число выходов и входов системы соответственно. Показано, что 
любая система, в которой больше входов, чем выходов, почти всегда не 
имеет передаточных нулей и для такой системы почти всегда разрешима 
задача об идеальном регулировании. 

Понятие передаточных нулей имеет прямое отношение к теории кон­
струирования «грубых» сервомеханизмов [117]. Пусть дана линейная 
стационарная система: 

rank • , I < п + min (г, m), 

(9) x=Ax+Bu+Fw, y=Cx+Du+Fw, 
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где х£Е=Дп, u e i ? m , у ^ Д г , w ^ i ? Q — вектор возмущений, неизмеримый и удов­
летворяющий уравнениям 'ъ^А^и w=Elzi, в которых z^Rn\ пара { Л ^ } -
наблюдаема и z 4 (0) неизвестно. 

Требуется найти такой регулятор для системы (9), чтобы у—уге*-^0 
при Vx(0)^Rn и yZi(0)^Rn и для любых таких конечных возмуще­
ний элементов матриц А, В, С, D, которые не приводят к неустойчивости 
системы. Здесь y r ef определено следующим образом: 

У г е * = б 0 , Z2=A2Z2, . G=E2Z2, 

где z^Rn\ {A2l Е2} наблюдаема, a z 2(0) задано. 
Необходимые и достаточные условия существования такого регуля­

тора, сформулированные в [117], состоят в следующем: а) пара {А, В} 
управляема (или стабилизируема); б) т^г; с) — передаточные нули си­
стемы {А, В, С, D} не совпадают с h; i=l, 2 , . . . , g, где {кг} = {AJ U {Л2} 
({AJ , {Л2} — множества нулей минимальных полиномов матриц Аг и А2 

соответственно). В условиях теоремы минимальный порядок регулятора 
г 

равен rq и управление имеет вид и = К0х +̂ Г̂  .ЙТ^г. 
2 = 1 

Работа [330] содержит краткий обзор различных способов определе­
ния нулей передаточных функций. Дана процедура факторизации пере­
даточной матрицы многомерной системы в предположении, что эта систе­
ма обратима (проблема обращения линейной системы рассмотрена 
в [194, 195]). Показано, что нули такой системы совпадают с нулями 
линейной системы, порядок которой ниже. Доказано, что система (ЛС) 
п-то порядка имеет min (n—m, п—р) нулей. Метод позволяет сократить 
расчет при вычислении нулей системы (ЛС) путем сведения задачи к об­
ращению системы более низкого порядка. 

7. Чувствительность 

Исследование грубости характеристик системы управления по отно­
шению к отклонениям параметров объекта и регулятора — важнейший 
вопрос всякой теории, претендующей на практическое использование. 
В последнее время ему уделяется все большее внимание в литературе, 
посвященной методам пространства состояний. 

В настоящем обзоре не рассматриваются многочисленные работы, в ко­
торых проблемы чувствительности исследуются при помощи второго 
метода Ляпунова. Эти вопросы подробно освещены в отечественной лите­
ратуре. 

При конструировании грубых систем управления и при исследовании 
вопросов чувствительности популярен минимаксный подход [41, 75, 154, 
233, 504], обычная мотивировка которого заключается в следующем. 
Часто не представляется возможным получить статистику неопределен­
ных параметров системы и статистическое описание этих параметров 
выбирают исключительно в целях математического удобства. Вместе с тем 
надежные границы для возмущений и для значений параметров могут 
быть установлены априори па стадии проектирования системы. Наконец, 
во многих приложениях, где надежность и безопасность более важны, чем 
оптимальность, получение надежных оценок функционирования системы 
является вполне достаточным результатом. В [40] рассмотрена задача 
конструирования оптимального линейного регулятора для линейной ди­
скретной системы с неопределенными коэффициентами, для которых 
заданы лишь множества, которым они могут принадлежать. Решена за­
дача выбора обратной связи, обеспечивающей минимум максимального 
значения (максимум берется по множеству значений неопределенных 
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параметров) критерия оптимальности. Для решения задачи использован 
метод динамического программирования. 

Минимаксный подход к задаче оценки состояния системы использо­
ван в [405], где предполагается, что возмущение входов, выходов и на­
чальных условий принадлежат заданным выпуклым множествам. Оценка 
состояния определяется исходя из динамики системы, границ заданных 
множеств и возможных наблюдений. 

В [120] даны геометрические необходимые и достаточные условия до­
стижимости и строгой достижимости линейных управляемых процессов 
в присутствии аддитивных возмущений, принадлежащих некоторым огра­
ниченным выпуклым множествам. Управляемый процесс является строго 
достижимым, если существует допустимое управление, переводящее си­
стему в заданное целевое множество в присутствии «худшего» возмуще­
ния. В [34] минимаксный подход применен к конструированию системы 
управления для объекта с одним входом и одним выходом, имеющего 
неопределенные параметры и нелинейные элементы с неизвестными 
характеристиками. Ищется максмин квадратичного критерия оптималь­
ности, включающего ошибку слежения, норму управления и оценку не­
определенности параметров. Рассмотрены примеры практического при­
менения полученных решений. Минимаксный подход при конструирова­
нии грубых систем использован также в [402,474]. 

Когда при конструировании системы управления требуется достигнуть 
компромисс между оптимальностью характеристик системы и чувстви­
тельностью по отношению к вариациям ее параметров, часто формируют 
единый критерий, учитывающий обе названные цели конструирования. 
Такой подход с квадратичным критерием развит в [235,236,375]. 
В [135, 136] предложен алгоритм решения задачи конструирования опти­
мальной системы, обладающей нулевой или почти нулевой чувствитель­
ностью критерия оптимальности по отношению к колебаниям параметров 
объекта и цели обратной связи. 

В [58, 164, 165] установлено, что условия траекторной и терминальной 
нечувствительности системы по отношению к вариациям параметров си­
стемы в определенном смысле эквивалентны условиям функциональной 
управляемости системы по выходу [58,401], управляемости [164], на­
блюдаемости и управляемости [165]. 

Попытка распространить геометрический подход для формулирования 
условий траекторной нечувствительности в линейных нестационарных 
системах и сформулировать эти условия в терминах некоторых инвари­
антных подпространств предпринята в [85]. 

Некоторые результаты относительно достижения траекторной нечув­
ствительности при помощи управления по разомкнутому контуру приве­
дены в [51]. В [127] задача конструирования нечувствительной системы 
сведена к стационарной задаче об оптимальном регуляторе при квадра­
тичном критерии качества, путем включения в критерий оптимальности 
квадратичной формы от функций чувствительности. 

В [159] рассмотрена проблема чувствительности оптимальной системы 
управления, имеющей критерий качества в виде функционала / р = 

оо 

= j (x'Qx + uRujdt. Введен вектор параметров р, элементами кото-
о 

оо 

рого являются элементы матриц А и В и функционал Z1 = J хКх dt. Здесь 
о 

К — симметрическая неотрицательно определенная матрица, которая дает 
веса чувствительности различных состояний по отношению к другим со­
стояниям, вообще говоря, K^Q. Чувствительность S различных состоя-
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ний к изменениям параметров задана для малых вариаций параметров 
с использованием интеграла J1 следующим образом: S=dJl/dp. Вводится 
далее общий критерий задачи, который имеет вид: 

/* = РЛ + М * P i + ' Р 2 = 1, о < ^ 1 , 

/ s = t r ( — бр'j = tr(56p'). 

Вектор 6р' состоит из элементов матриц {Л, В}. Как обычно, ищется 
такая матрица F, что вдоль траектории движения системы x(t) = 
= [A+BF]x(t) функционал /* достигал бы минимума. Задача вычисления 
оптимальной матрицы F сведена к итерационному решению системы шести 
алгебраических матричных уравнений. В работе дано эвристическое дока­
зательство существования решения. 

Вопросы чувствительности оптимального по квадратичному критерию-
управления исследованы в работах [23, 316, 445]. В [311] показано, что 
добавление члена W'ISW, где w=dx/<90, a S — положительно определенная 
матрица, к подынтегральному выражению критерия (КК) приводит к ли­
нейному управлению, которое делает систему менее чувствительной к из­
менению параметра 0. Показано, однако, что решения этой задачи в форме 
u==Z, x+K2w, где Ki и К2 не зависит от х, вообще говоря, не существует. 
Эти примеры являются типичными для учета грубости системы при поста­
новке и решении оптимальной задачи. Дополнительный материал имеется 
в [46, 50, 90, 91, 307]. Чувствительность модальных регуляторов исследо­
вана в [48, 88, 274, 275, 295, 340, 353, 376, 420, 429, 432]. Здесь внимание 
уделено, главным образом, дифференциальной чувствительности собствен­
ных значений и собственных векторов системы. Типичной в этом плане 
является работа [444], где формулируется следующая задача. Для линей­
ной системы (ЛС) с матрицами, заданными в виде Л 0 +АЛ, В0+АВ, С 0+АС, 
где Л 0 , i?o, Со — известные номинальные значения, а АЛ, AS, АС —малые 
отклонения, требуется найти матрицу F в законе обратной связи u = F x + w , 
такую, чтобы собственные значения замкнутой системы были равны задан­
ным числам набора Ad (ЯД X2

d,... Д / ) с точностью до величин первого 
порядка по отношению к малым вариациям АЛ, АВ, АС, т. е. чтобы собст­
венные числа замкнутой системы, действительно получаемые при исполь­
зовании матрицы F, отклонялись от желаемых значений (А,Д X2

d,... ,Хп) 
на величины второго или более высокого порядка малости по отношению 
к АЛ, AS, АС. Получены необходимые и достаточные условия решения 
задачи и алгоритм вычисления матрицы F. Предложенный алгоритм пред­
полагает использование в законе управления сигнала о величине отклоне­
ния параметра объекта от номинального значения. Однако эта теория часто 
не может быть использована из-за наличия конечных, а не обязательно 
бесконечно малых возмущений параметров объекта, и, кроме того, вопро­
сы чувствительности собственных значений безусловно не исчерпывают 
проблемы построения «грубой» системы. 

Основной прием, позволяющий снизить чувствительность системы к ва­
риациям ее параметров, заключается, помимо выбора величин коэффици­
ентов обратной связи, во введении дополнительных динамических элемен­
тов. В [337] доказано, что повышение порядка динамического компенсато­
ра благоприятно сказывается на чувствительности системы. Хороший при­
мер в этом смысле дает работа [440], где выяснено на реальном объекте, что 
использование идентификатора полной размерности (фильтра Калмана) 
выгоднее использования идентификатора Люенбергера, поскольку иденти­
фикатор Люенбергера более чувствителен как к шумам и ошибкам изме­
рения, так и к ошибкам параметров, чем идентификатор полной размер­
ности. В работе это проверено вычислением соответствующих функций 
чувствительности. 

29 



Влияние паразитных инерционностей, индуктивностей и емкостей 
иногда [347] учитывают, записывая уравнение движения системы в виде 

x ( ^ ) = 4 1 x ( ^ ) + 4 2 z ( ^ ) + B 1 u ( ^ ) , 
ez(*) =A3x(t) +A,z(t) +B2u(t), 

где 8 — малый параметр, векторы х(£), z(£), u(t) имеют размерность пХ1, 
рХ1у тХ1. Вообще говоря, присутствие параметра 8=^0 усложняет задачу 
конструирования, повышая порядок системы. В работе показано, что кон­
струирование регулятора для такой системы можно свести к конструиро­
ванию регулятора для системы ?г-го порядка, получающейся при 8 = 0 . 
Показано, что если Ак — устойчивая матрица и если пара {[^j—А 2Ас 1А 3], 
[В±—AzA^B]} управляема, то существуют матрица К0 и значение 8 0 > 0 , 
такое, что для каждого е ^ [ 0 , е 0 ] состояние равновесия х = 0 , z = 0 системы, 
замкнутой обратной связью и=К0х, асимптотически устойчиво. Эта теоре­
ма формулирует условия, при выполнении которых можно пренебречь па­
разитными элементами при конструировании систем управления. 

Главный интерес, однако, представляют работы, в которых чувствитель­
ность (грубость) системы является важнейшей составной частью критерия 
конструирования или, во всяком случае, важнейшим обстоятельством, учи­
тываемым при конструировании. В [337] требование грубости системы 
включено в общую постановку задачи конструирования и получены необ­
ходимые и достаточные условия существования грубого регулятора. Для 
системы 

x(t) =Ах (t) +Ви (t) +Dw {t), 
w(*)=0 , у ( * ) = < Э Д , x ( 0 ) = X o , w ( 0 ) = w 0 

задача формулируется так. Найти матрицу обратной связи по состоянию К, 
такую, что матрица [А+ВК] устойчива и l i m y ( £ ) = 0 для любого Н а Ч а Л Ь -

i -xx ) 
ного состояния (х 0, w 0 ) . Кроме того, малые, но произвольные возмуще­
ния в К не должны влиять ни на устойчивость, ни на условие регулирова­
ния выхода. В работе даны необходимые и достаточные условия того, что 
возмущения матрицы \ЙГ произвольные, но конечные, вида К+еЖ, где мат­
рица К — произвольная конечная матрица, а е — любое число, удовлетво­
ряющее условию | е | < 8 * , не меняют свойств системы. Этот результат ха­
рактеризует системы, для которых задача может быть решена без введения 
динамических элементов в обратную связь. Для случая, когда требуется 
динамическая компенсация, получен аналогичный результат. Далее в ра­
боте рассмотрена задача с учетом возмущения матриц объекта {А, В, С, D} 
(впервые на грубость в этом смысле некоторых решений задачи регулиро­
вания выхода было указано в [101]). Показано, что задача стабилизации 
многомерной системы с помощью ЛОСС при произвольных возмущениях 
матриц объекта не имеет решения. Даны необходимые и достаточные усло­
вия, которым должны удовлетворять матрицы системы и матрицы обрат­
ной связи, чтобы такое решение существовало. Распространение этих ре­
зультатов на задачи регулирования с условиями внутренней устойчивости 
дано в [338]. Все эти результаты изложены на геометрическом языке ко­
нечномерных линейных пространств. Интересный подход к проблеме кон­
струирования грубых систем предложен в [96], где показано, что приме­
нение динамического компенсатора более высокого порядка в сравнении 
с его минимальной размерностью удовлетворительно решает проблему не­
чувствительности системы по отношению к большим вариациям парамет­
ров объекта и коэффициентов в матрице обратной связи, если рационально 
выбрать свободные параметры динамического компенсатора. Задача реше­
на для линейного объекта, имеющего один вход и один выход, но метод 
решения может быть применен и для объекта многомерного. 

В [432] развит алгоритм [431] применительно к конструированию таких 
обратных связей по выходу, обеспечивающих заданное размещение полюсов 
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замкнутой системы, при которых имеет место минимальная чувствитель­
ность полюсов к вариациям параметров объекта. Рассмотрены две различ­
ные формулировки проблемы. В одной из них вариации параметров объекта 
предполагаются малыми (но неизвестными) в сравнении с их номиналь­
ными значениями, в другой постановке вариации параметров объекта 
могут быть сравнимы с номинальными значениями этих параметров и 
предполагается, что задано распределение вероятностей для этих парамет­
ров в окрестности их номинальных значений. В [117] получены необходи­
мые и достаточные условия решения задачи конструирования «грубой» 
следящей системы, такой, что асимптотическое слежение в присутствии 
измеримого или неизмеримого возмущения реализуется при любых вариа­
циях параметров объекта и/или коэффициентов в цепи обратной связи, 
Получено описание всех грубых регуляторов. Показано, что всякий «гру­
бый» регулятор должен состоять из двух различных устройств: 1) серво­
компенсатора, который совершенно отличен от идентификатора и, скорее, 
соответствует обобщению интегрального регулятора классической теории,. 
2) стабилизирующего компенсатора, единственная цель которого состоит 
в стабилизации системы, полученной после присоединения сервокомпен­
сатора к объекту. Полученный результат весьма интересен, поскольку он 
служит теоретическим обоснованием в терминах МПС широко используе­
мого на практике регулирования по сигналу ошибки. В работе проведено 
исследование случая, когда допустимы возмущения параметров обратной 
связи. Доказана теорема, которая налагает фундаментальные ограничения 
на способность практически используемых сервомеханизмов обеспечивать 
удовлетворительное решение задач регулирования и слежения. 

Известно, что для конструирования систем управления используется 
решение задачи обращения оптимальной линейной системы [119]. Обрат­
ная задача формулируется так. Для данного объекта с заданным, законом 
управления определить все критерии оптимальности, для которых данный 
закон управления является оптимальным. Этот подход используется как 
один из способов синтеза оптимальных регуляторов [119, 194, 195, 422]. 
Приведенные в [119] результаты получены для детерминированных 
систем, т. е. для систем, динамика которых точно известна. Изучению 
проблемы обращения в том случае, когда динамика известна не пол­
ностью, посвящена работа [320]. Изучена следующая задача. Для дан­
ного объекта с заданным законом управления, содержащего неопределен­
ные параметры, определить все критерии оптимальности, если таковые 
найдутся, для которых данный закон управления является гарантирую­
щим. Используя метод размытого (fuzzy) динамического программирова­
ния, автор [320] получил алгебраические условия, выполнения которых 
достаточно для того, чтобы управление было гарантирующего типа. Эти 
условия, однако, затруднительно проверить непосредственно. Для того 
чтобы получить явные условия, рассмотрен случай системы с одним вхо­
дом и одним выходом. 

В заключение этого краткого обзора методов исследования чувствитель­
ности и методов построения «грубых» систем управления необходимо от­
метить, что сама постановка задачи конструирования «грубого» регулято­
ра, рассматриваемая в рамках МПС, весьма перспективна, поскольку при 
проектировании часто имеется возможность выбора как величин парамет­
ров закона управления, так и точности их реализации в натуре (эта точ­
ность может быть связана с допусками на изготовление отдельных эле­
ментов схемы, степенью стабильности используемых усилителей и т. д.). 
Ясно, что за более высокую стабильность отдельных параметров системы 
необходимо нести соответствующие затраты и потому теоретические ре­
шения, позволяющие количественно оценивать и выбирать степень неста­
бильности отдельных элементов системы управления с тем, чтобы полу­
чить ее удовлетворительные выходные характеристики, могут оказаться 
весьма полезными. Отметим, что подобных постановок задач не было в 
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рамках классической теории синтеза, основанной, например, на частотных 
методах, хотя в рамках этой теории и была построена довольно эффек­
тивная теория чувствительности. 

8. Приложения 

Большинство примеров, рассмотренных в терминах МПС, носит иллю­
стративный характер и относится к динамическим объектам невысокого 
порядка (тг=2-г-4). Однако, несмотря на сравнительную молодость теории, 
основанной на МПС, имеется ряд прикладных задач управления объектами 
большой размерности, которые были эффективно решены при помощи 
МПС. Наиболее выпукло эффективность алгебраического подхода, осно­
ванного на комбинировании ЛОСС и идентификаторов, иллюстрируется, 
вообще говоря, модельным примером стабилизации двойного переверну­
того маятника на тележке, рассмотренным в [440]. Объект здесь явля­
ется существенно неустойчивой нелинейной системой, которая стабили­
зируется с использованием методов модального управления и идентифи­
каторов состояния. Математическая модель маятника в окрестности по­
ложения неустойчивого равновесия представляет собой систему (ЛС) 
шестого порядка с одним входом и тремя выходами. В качестве иденти­
фикатора состояния был использован фильтр Калмана, а все 12 характе­
ристических чисел замкнутой системы располагались на вещественной 
оси в отрезке [—4, —6] . Регулятор обеспечивал стабилизацию маятника 
в,присутствии значительных шумов измерения. Приведены эксперимен­
тальные переходные характеристики замкнутой системы. Были предпри­
няты попытки стабилизации маятника при помощи идентификатора 
Люенбергера, имеющего три динамических элемента. Хотя на модели 
маятника, набранной на аналоговой ЭВМ, регулятор, использующий иден­
тификатор Люенбергера, обеспечивал динамические характеристики, 
почти идентичные с первоначально рассмотренным фильтром Калмана, 
стабилизировать реальный маятник не удалось. Объяснение состоит в том, 
что идентификатор Люенбергера является более чувствительным к не­
стабильности параметров и к шумам измерения, чем фильтр Калмана. На 
это обстоятельство указывалось также в [406]. 

Теория модального управления успешно использовалась при расчете 
систем управления химическими объектами [97, 101, 109, 110, 170, 185, 
250, 384, 385, 435]. В [110] при помощи алгоритма размещения полюсов 
замкнутой системы, охваченной обратной связью по выходу, решена зада­
ча управления химическим объектом 41-го порядка, имеющим три выхода 
и восемь входов. Эта же задача с позиций модального управления была 
рассмотрена в [109]. В [384] решена задача управления дистилляционной 
колонной. Этот же объект был исследован с помощью методов модального 
управления в [97, 106, 185, 254]. Задача управления бойлером, описывае­
мым уравнением девятого порядка, изучена в [103, 116]. В [263] решена 
задача модального управления на основе ЛОСВ шеститарелочным газо­
вым абсорбером — Объектом шестого порядка с двумя выходами. Там же 
приведен пример управления ветровой электростанцией — объектом вось­
мого порядка с тремя выходами и с тремя входами. 

Задача управления опытным парогенератором — объектом пятого по­
рядка с тремя входами и тремя выходами — решена в [406]. В [334] ис­
пользован метод конструирования динамических компенсаторов заданной 
структуры, имеющих минимальную размерность, для управления энер­
гетической установкой, состоящей из бойлера", парогенератора, регулятора 
и двухступенчатой турбины. Принятая упрощенная линеаризованная мо­
дель системы имела 11-й порядок при восьми входах и четырех выходах. 
Замкнутая динамической обратной связью по выходу система имела за­
данное размещение всех 19 полюсов. 

В [18] на основе МПС сконструирована система управления ядерной 
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энергетической установкой — объектом, полная математическая модель 
которого содержит 220 нелинейных дифференциальных уравнений. Мо­
дель была аппроксимирована линейной системой дифференциальных 
уравнений сначала 48-го, а затем 18-го порядка. Для этих моделей при 
помощи МПС подобраны динамические компенсаторы, обеспечивающие 
заданные динамические свойства замкнутому объекту. 

В [170] теория оптимальных регуляторов состояния использована для 
конструирования системы управления бойлером. Размерность матриц 
объекта А : (28X28), В: (28X4), С: (6X28). Система управления ядерным 
реактором — объектом девятого порядка сконструирована при помощи 
МПС в [433]. 

Методы МПС широко используются при конструировании электриче­
ских фильтров и других линейных цепей [6, 16]. 

В [83, 86, 87, 144, 269, 276, 305, 306, 356] современные алгебраические 
методы использованы для решения различных задач управления полетом. 
В [269] рассмотрена оптимальная система управления объектом девятого 
порядка, обеспечивающая заданные полюсы системы. В [356] рассмот­
рена задача конструирования регулятора для вертолета в условиях дейст­
вия ветровой помехи, а в [83]—пример конструирования ЛОСВ для 
сверхзвукового транспортного самолета (объект четвертого порядка 
с двумя входами и тремя выходами). 

Задачи управления электродвигателями и генераторами (объекты 
3-^8-го порядка) рассматривались в [8, 17, 68, 136, 263, 317, 407, 501], на 
основе методов модального и оптимального управления. В [400] с исполь­
зованием схемы «идентификатор+ЛОСС» решена задача конструирования 
системы управления движением электрических транспортных средств. 
Приведены примеры расчетов систем управления и характеристики их 
функционирования в присутствии шумов измерения. В качестве критерия 
оптимальности взят квадратичный критерий. Система управления обеспе­
чивала эффективное поддержание ошибок положения и скорости движе­
ния вблизи нулевых значений, несмотря на большое входное возмущение 
и шумы измерения. Аналогичная проблема рассмотрена в [398, 399]. 
Задача оптимального управления движением транспорта на основе ли­
нейных моделей 34-го порядка решалась в [149, 284]. Примеры приложе­
ний МПС в экономике имеются в [52, 354, 355]. 

9. Применение абстрактной алгебры 
Алгебраическая формулировка задач синтеза систем управления, 

основанная на МПС, стимулировала применение аппарата абстрактной 
алгебры для постановки и решения основных задач теории. В этой связи 
следует в первую очередь отметить алгебраическую теорию линейных 
систем, изложенную Р. Калманом в 10-й главе книги [225] и основанную 
на алгебраической теории модулей над кольцом многочленов (см. также 
[392,490,491]) . 

В [12] было замечено, что концепции Р. Калмана являются специаль­
ным случаем подхода, развитого в теории автоматов при исследовании 
нелинейных машин. Авторы [12] предположили, что новый математиче­
ский язык, называемый «теорией категорий», позволит изложить основ­
ные результаты теории наиболее ясно и общо. Попытки реализовать эту 
программу были предприняты в [13, 14, 153]. Другой подход к абстракт­
ной теории систем содержит работа [57]. В ней исследованы системы, 
в которых множества состояний, входов и выходов являются группами. 
В [11] показано, как классическая теория систем может быть распро­
странена на такого рода «групповые машины». 

Все эти исследования [10—15, 57, 153] потребовали нового аппарата, 
значительно более общего, чем аппарат векторов и матриц. 

В [14, 15] показано, что при помощи формализма «теории категорий» 
можно рассмотреть и калмановскую теорию [225], и теорию групповых 
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машин [57]. В частности, показано, что линейность не играет существен­
ной роли в основных результатах теории линейных систем. Этот подход 
позволяет с единой точки зрения рассмотреть теорию линейных систем 
непрерывных и дискретных, алгебраическую теорию автоматов, теорию 
нелинейных последовательных машин и теорию групповых машин. 
Он дает ясную теорию дуальности и обеспечивает простоту всех доказа­
тельств. Кроме того, подход позволяет включить в общие концепции 
и бесконечномерные системы. Высказывается мнение [14], что абстракт­
ный язык теории категорий будет находить все большее применение в тео­
рии систем, являясь универсальным языком для описания линейных 
и нелинейных, непрерывных и дискретных, конечномерных и бесконеч­
номерных систем. При формулировке теории систем в терминах катего­
рий естественную трактовку получает задача построения минимальной 
реализации для заданного отображения вход — выход, которая эквива­
лентна задаче отыскания терминального объекта категории. Решение 
этой общей задачи включает решения Р. Калмана в теории линейных си­
стем, основанные на теории Л-модулей, и решения, полученные в теории 
автоматов, основанные на теории групп. Отдельные результаты приме­
нения аппарата абстрактной алгебры в теории систем содержат работы 
[58 ,59 ,218] . 

10. Заключение 

Основные трудности использования МПС в инженерном проектиро­
вании систем управления линейными объектами связаны с необходимо­
стью учета ограничений управляющих воздействий, фазовых переменных, 
полос пропускания усилителей, переходных характеристик и т. п. Даже 
при возможности получить решение задачи об оптимальном или модаль­
ном регуляторе не всегда бывает просто определить расположение полю­
сов замкнутой системы или выбрать коэффициенты в квадратичном 
критерии качества так, чтобы переходный процесс удовлетворял нуж­
ным техническим условиям [181, 396]. Кроме того, существенное влия­
ние на переходный процесс оказывают нули передаточной функции замк­
нутой системы, а алгоритмы эффективного управления нулями пока 
не разработаны. Трудности применения алгебраического подхода, осно­
ванного на МПС, к синтезу систем управления дают почву для оживлен­
ной полемики в литературе по управлению [20, 181, 225, 243, 266] отно­
сительно теоретической ценности и практической целесообразности 
использования алгебраических методов пространства состояний примерно 
в том плане, как они изложены в работах, которым посвящен настоящий 
обзор. Крайняя точка зрения высказана в [181], где утверждается, что 
методы пространства состояний являются «крайне наивными и несовер­
шенными в практическом смысле», что «хотя все эти задачи и интересны 
с математической точки зрения, но они либо несущественны с инженер­
ной точки зрения конструирования систем с обратной связью, либо 
формализм пространства состояний значительно усложняет проблему, 
в то время как много более прозрачные результаты получены при помо­
щи передаточных функций». 

Безусловно, трудно представить теорию управления без передаточных 
функций и частотных методов, которые имеют ясный физический смысл, 
многократно апробированы и хорошо зарекомендовали себя при решении 
различных проблем конструирования реальных систем управления. 
Но нельзя согласиться и с точкой зрения авторов [181] на роль методов 
пространства состояний. По-видимому, нецелесообразно противопостав­
лять классические частотные методы, основанные на аппарате передаточ­
ных функций, и современную теорию, основанную на МПС. Безусловно, 
эти теории не исключают одна другую, а, скорее, являются двумя ветвя­
ми общей теории управления; каждая ветвь имеет свои преимущества 
ж свои типичные трудности. Дальнейшее развитие должно заключаться 
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не в отрицании одного из этих направлений, а в интенсивном развитии 
обоих направлений и в отыскании связующих звеньев между этими на­
правлениями. Полезная работа в этом смысле проделана в [123, 175, 186, 
213, 328, 331, 380, 393, 476—479], где основные понятия МПС интерпре­
тированы в терминах передаточных функций. 

О перспективности МПС свидетельствуют два обстоятельства. Во-пер­
вых, формируя единообразный формальный, строго математический под­
ход к типичным проблемам: теории управления, современная алгебраиче­
ская теория, основанная на МПС, позволяет совершенно естественным 
образом привлечь развитый аппарат различных разделов аналитической 
механики, теории дифференциальных уравнений, алгебры и машинной 
математики для решения важнейших проблем синтеза систем управле­
ния* Во-вторых, этот подход позволяет получать совершенно формаль­
ным путем решение задач конструирования систем с наперед заданными 
динамическими характеристиками, которые в принципе могут быть про­
извольно хорошими, и указывает средства реализации таких систем. 
Необходимо отметить, что подобная постановка задачи синтеза была 
не доступна в рамках классической теории регулирования. 
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ALGEBRAICAL METHODS OF STATE SPACE 
IN LINEAR PLANT CONTROL THEORY 

(Review of Fore ign Li te ra ture) 

Yu. N. ANDREEV 

The paper is concerned with algebraical methods of state space in theory of l inear 
finite dimensional systems wi th infinite t ime. Basic resul ts in canonical representa t ion 
of l inear systems, in control with l inear state and output feedback, in opt imal (in 
te rms of the r.m.s. performance criterion) and model control wi th design of s tate 
identifier (observer) are given. Design of «crude» controllers, applications, the use 
of tools of abstract algebra and relat ion of the algebraical state space methods wi th 
methods of the classical control theory are discussed. 


