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ДРОБНОЕ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ В ТЕОРИИ УПРАВЛЕНИЯ.

I. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ И

ПРОБЛЕМА ИНТЕРПРЕТАЦИИ

Обзор посвящён проблемам использования дробного интегро-диффе-
ренциального исчисления для описания динамики различных систем и
процессов управления. Рассматриваются основные понятия и проблема
интерпретации дробных операторов. Приведены примеры физических си-
стем, адекватное описание которых требует привлечения обсуждаемого
аппарата.

1. Введение

Дробное интегро-дифференциальное исчисление (в дальнейшем – дробное
исчисление, ДИ) развивается уже более трёхсот лет, беря начало от обсуж-
дения в 1695 г. в переписке между Г. Лопиталем и Г. Лейбницем вопроса
о смысле производной порядка 1/2 [1]. Считается [1], что первый шаг в по-
строении ДИ был сделан Л. Эйлером в 1738 г., заметившим, что результату
вычисления производной порядка p от степенной функции можно придать
смысл при нецелом p. Исследования в данном направлении проводились так-
же П. Лапласом, С. Лакруа и Ж. Фурье, который в 1822 г. предложил первое
в истории определение дробной производной произвольного положительного
нецелого порядка p от произвольной, но достаточно гладкой функции f(x)
на основе следующего интегрального равенства:

dpf(x)

dxp
=

1

2π

∞
∫

−∞

λpdλ

∞
∫

−∞

f(t) cos
(

tx− tλ+
pπ

2

)

dt,

где t и λ – переменные интегрирования.
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Достаточно богатая история развития ДИ, вплоть до середины XX в., неод-
нократно и весьма полно описана в [1–8]. В первой половине XX в., пример-
но с 20-х гг., начали развиваться исследования не только фундаментального
математического характера, но и исследования, связанные с моделировани-
ем физических систем и объяснением их свойств на основе использования
аппарата ДИ. Следует отметить, что первые попытки таких исследований
предпринимались ещё Ж. Лиувиллем и Н. Абелем при решении задачи о
таутохроне и других классических задач, в которых возникают интегральные
уравнения или соотношения, представляющие собой интегралы и производ-
ные дробного порядка. В конце XIX – начале XX вв. О. Хевисайдом было по-
строено операционное исчисление, позволяющее проводить расчёты электри-
ческих схем. О. Хевисайдом и Т. Бромвичем было показано, что для распре-
делённых систем, таких как полубесконечная резистивно-ёмкостная линия,
передаточная функция (импеданс) выражается интегро-дифференциальным
оператором, представляющим собой производную порядка 1/2. В 30–40-е гг.
XX в. А. Гемантом (A. Gemant), А.Н. Герасимовым, Г. Скоттом-Блэром
(G.W. Scott-Blair) и Ю.Н. Работновым были проведены обширные исследо-
вания свойств вязкоупругих материалов, в ходе которых также было про-
демонстрировано, что в волокнистых полимерах напряжение представляется
в виде свёртки дробно-степенной функции и деформации или производной
от деформации. При этом дробный показатель в степенной функции обу-
словлен реальными физическими свойствами таких материалов. В середине
XX в. Ф. Майнарди и М. Капуто показали, что использование дифферен-
циальных уравнений дробного порядка для построения моделей в задачах
термовязкоупругости более адекватно из физических соображений и позво-
ляет более точно воспроизводить в расчётах экспериментально наблюдаемые
данные. Дальнейшие обобщения привели к моделям Ю.Н. Работнова и Р. Бэг-
ли и П. Торвика, позволившим объяснить ряд экспериментальных данных,
касающихся наблюдений эффекта гистерезиса при деформации вязкоупру-
гих материалов и различном поведении этих материалов при разном режиме
динамического нагружения. В настоящее время существует уже ряд более
сложных и глубоко проработанных моделей поведения вязкоупругих сред,
основанных на использовании ДИ, для которых продемонстрировано более
точное соответствие с экспериментом и физическим смыслом по сравнению
с моделями, использующими только дифференциальные уравнения целого
порядка [6, 8]. Аналогичные физические факторы, выражающиеся в возник-
новении в определяющих уравнениях не просто некоторых функций и/или
их производных, а их интегральных свёрток (причём с дробно-степенным
ядром), характерны и для пористых, гранулированных, трубчатых, волок-
нистых и других неоднородных сложно-структурированных сред и процес-
сов переноса в них. В середине XX в. появились публикации, касающиеся
вопросов релаксации в диэлектриках и поведения электрохимических сред
[6, 8]. Были проведены эксперименты, показавшие наличие феномена памя-
ти в процессах зарядки-разрядки конденсаторов и электрохимических ячеек.
Для этих экспериментов были построены модели на основе дифференциаль-
ных уравнений дробного порядка и продемонстрировано лучшее соответствие
результатов моделирования по сравнению с моделями на основе уравнений

4



целого порядка. В дальнейшем ДИ было успешно применено для построения
моделей разных процессов (сверхмедленной релаксации, переноса и волно-
вых процессов в неупорядоченной среде) в физике полупроводников, физике
плазмы, астрофизике и т.д.

Во второй половине XX в. исследователи обратили внимание на возмож-
ность использования ДИ в теории систем и сигналов. В связи с этим стали
развиваться работы по “дробному” обобщению вариационного исчисления и
теории дробных дифференциальных включений, а также по дробному обоб-
щению классических интегральных преобразований (Фурье, Лапласа, Гиль-
берта и др.). В 1974 г. вышла первая монография по дробному исчислению [2].
В том же году Б. Росс (B. Ross) организовал в Университете Нью-Хэвена
I Международную конференцию по проблемам ДИ и его приложениям (Frac-
tional Calculus and Its Applications) [3]. На рубеже XX и XXI в. получило
развитие векторное обобщение ДИ [9, 10]. В связи с заметным ростом коли-
чества реальных систем, для которых более адекватно описание в терминах
ДИ, весьма актуальной стала необходимость разработки эффективных мето-
дов и устройств управления данными системами. В последние годы активно
развивается направление, посвящённое проектированию контроллеров дроб-
ного порядка. Такие устройства имеют больше настраиваемых параметров,
чем обычные пропорционально-интегрально-дифференциальные контролле-
ры (ПИД-контроллеры), за счёт возможности изменения показателей инте-
грирующего и дифференцирующего звеньев и показали бóльшую эффектив-
ность и гибкость в задачах управления системами как целого, так и дробного
порядков.

В настоящее время, под влиянием бурного научно-технического прогресса
ДИ превратилось в мощное научное направление, включающее как фунда-
ментальные, так и прикладные исследования. Это обусловлено необходимо-
стью более точного описания физических систем и процессов, ставших объек-
тами интереса современных исследователей. Отличительными чертами таких
систем и процессов являются их нелокальный характер и/или феномен па-
мяти. Например, это касается микро- и наноструктурированных сред, детер-
минированных и хаотических (в том числе “фрактально-хаотических”) про-
цессов в природе и технике.

О значительной степени проработки вопросов ДИ свидетельствует богатая
библиография публикаций по проблемам ДИ и его приложениям в разных об-
ластях науки и техники. Насчитывается много монографий и тематических
сборников статей [1, 2, 4–32], посвящённых как вопросам развития ДИ, так и
разным аспектам его применения. Поисковые запросы по ключевым словам
“fractional calculus”, “fractional operators”, “fractional equations” в известных
базах научных публикаций (Science Direct, E-Library, Scopus, IOP Publishing,
SpringerLink и др.) выдают более 100 тысяч публикаций! Регулярно проводят-
ся конференции по дробному анализу, в том числе конференция “Fractional
Differentiation and Its Applications” (FDA) совместно с Международным кон-
грессом по автоматическому управлению (IFAC).

В мире существует несколько основных научных школ, развивающих идеи
ДИ и связанных с именами Ф. Майнарди (F. Mainardi), И. Подлубного (I. Pod-
lubny), Я.К. Чена (Y.Q. Chen), А.М. Нахушева, А.А. Килбаса, Р.Ш. Нигма-
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туллина и др. Издаются четыре специализированных журнала по проблемам
ДИ и его приложений: “Fractional Calculation and Applied Analysis” (издаётся
с 1998 г. Институтом математики и информатики Болгарской Академии наук)
[33], “Journal of Fractional Calculus” (издаётся с 1992 г. компанией Descartes
Press Co.), “Fractional Differential Equations” (издаётся с 2010 г. издательским
домом “Element d.o.o”) [34], “Communications in Fractional Calculus” (издаётся
с 2010 г. компанией Asian Academic Publisher Ltd.) [35].

В настоящем обзоре основное внимание сосредоточено на работах, посвя-
щённых поиску адекватной интерпретации операций дробного интегрирова-
ния и дифференцирования, и на работах, посвящённых использованию ДИ
в задачах моделирования дробных динамических систем и управления таки-
ми системами. В первой части обзора рассматриваются математические ос-
новы ДИ, теории дифференциальных (вернее, интегро-дифференциальных
или дифферинтегральных) уравнений и включений с дробными производ-
ными и дробного вариационного исчисления. Также рассматриваются раз-
ные подходы к интерпретации (геометрической, физической, вероятностно-
статистической) дробных операций. Кратко обсуждаются реальные проявле-
ния дробной динамики, физический смысл и физические следствия исполь-
зования дробных операторов для описания реальных систем.

2. Основные определения

Интеграл дробного порядка определяется на основе обобщения известной
формулы Коши, позволяющей свести многократный интеграл целого порядка
к однократному:

x
∫

a

dξn

ξn
∫

a

dξn−1 . . .

ξ2
∫

a

dξ1f(ξ1) =
1

(n− 1)!

x
∫

a

(x− ξ)n−1f(ξ)dξ, n ∈ N.(1)

В случае нецелого n, обозначаемого в дальнейшем α, в правой части (1)
выражение (n− 1)! заменяется гамма-функцией Γ(α). Отличия разных фор-
мальных определений дробных интегралов связаны с различными способами
задания пределов интегрирования и подынтегральной функции (вернее, ин-
тегрального ядра).

При определении производной дробного порядка существует, по-видимому,
два основных подхода. Первый из них, как и в случае дробного интегра-
ла, основан на обобщении формулы Коши (1). Такой подход использовался
в работах Ж. Лиувилля, Б. Римана, Х. Хольмгрена, Г. Вейля, А. Маршо,
Ж. Адамара, М. Рисса [1], Н.Я. Сонина [1, 36] и А.В. Летникова [1, 37].
Этот же подход лежит и в основе модификаций А. Эрдейи и Х. Кобера [38],
Ж. Коссара [39], С.Г. Самко [40], С.П. Гейсберга [41] и др. Второй подход
развит в работах А. Грюнвальда и А.В. Летникова [1, 6, 16, 37, 42, 43] и
основан на обобщении определения производной как предела отношения бес-
конечно малых приращений функции и её аргумента. Идея данного подхода
была высказана Ж. Лиувиллем [1]. Э. Пост предложил обобщение подхода
Грюнвальда–Летникова к определению дробной производной через предел
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конечно-разностного отношения, названное Э. Постом обобщённым диффе-
ренцированием [44].

Наиболее распространённым и используемым в подавляющем большин-
стве приложений определением дробного интеграла является определение
Римана–Лиувилля. В случае дробных производных аналогичное положение
занимают определения Римана–Лиувилля, Капуто и Грюнвальда–Летникова.
Ниже приведём строгие формулировки этих определений для левосторонних
операторов.

Опр е д е л е н и е 2.1. Дробный интеграл Римана–Лиувилля произвольно-

го нецелого порядка α > 0 от функции f(x) ∈ L1(a, b), a, b ∈ R1, определяется

выражением

aI
α
x f(x) =

1

Γ(α)

x
∫

a

f(ξ)dξ

(x− ξ)1−α
.

Опр е д е л е н и е 2.2. Дробная производная Римана–Лиувилля произволь-

ного нецелого порядка α > 0 от функции f(x) ∈ L1(a, b), a, b ∈ R1, определя-

ется выражением

RL
a+D

α
xf(x) =

1

Γ(1− {α})

d[α]+1

dx[α]+1

x
∫

a

f(ξ)dξ

(x− ξ){α}
,

где [α] и {α} – соответственно целая и дробная части числа α.

Опр е д е л е н и е 2.3. Дробная производная Капуто произвольного нецело-

го порядка α > 0 от функции f(x) ∈ AC [α]+1(a, b), a, b ∈ R1 определяется

выражением

C
a+D

α
xf(x) =

1

Γ(1− {α})

x
∫

a

d[α]+1f(ξ)

dξ[α]+1

dξ

(x− ξ){α}
.

Опр е д е л е н и е 2.4. Дробная производная Грюнвальда–Летникова про-

извольного нецелого порядка α > 0 с бесконечным пределом от функции

f(x) ∈ AC [α]+1(a, b), a, b ∈ R1, определяется выражением

GL
+ Dα

xf(x) = lim
ξ→0

1

ξα

∞
∑

k=0

(−1)k
Γ(α+ 1)

k!Γ(α − k + 1)
f(x− kξ),

где ξ – бесконечно малое приращение независимой переменной.

Опр е д е л е н и е 2.5. Дробная производная Грюнвальда–Летникова про-
извольного нецелого порядка α > 0 с конечным пределом от функции f(x) ∈

∈ AC [α]+1(a, b), a, b ∈ R1, отличной от нуля только при x > a, определяется

выражением

GL
a+D

α
xf(x) = lim

K→∞

(

K

x− a

)α K
∑

k=0

(−1)k
Γ(α+ 1)

k!Γ(α − k + 1)
f

(

x− k
x− a

K

)

.
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Из определений 2.2 и 2.3 видно, что в случае определения дробной произ-
водной по Капуто на функцию налагаются более существенные ограничения,
связанные с требованием существования входящего в определяющую фор-
мулу интеграла. Вообще, условиям, налагаемым на функцию, над которой
выполняются операции дробного интегрирования и дифференцирования, по-
священо много работ, в том числе [1, 5, 13, 16, 17].

Как уже упоминалось в разделе 1, одним из первых приложений ДИ ста-
ло решение задачи о таутохроне, в которой фигурируют операторы дробного
порядка, задаваемые определениями 2.1 и 2.2 (в принципе, возникающее в
данной задаче уравнение Абеля может быть записано и с использованием
производной Капуто). Производная Римана–Лиувилля появляется и в выра-
жении для импеданса бесконечной резистивно-ёмкостной линии [8]. Опреде-
ление 2.3 было введено позднее, когда при описании вязкоупругих сред бы-
ло показано, что в них механическое напряжение выражается свёрткой пер-
вой производной от деформации и степенной функции, отражающей свойства
среды. Аналогичным образом данная производная возникла в дальнейшем и
в моделях релаксации в разных средах. Определения 2.4 и 2.5 были введены
исходя из математических соображений, чтобы придать дробной производ-
ной смысл предела отношения бесконечно малых величин аналогично клас-
сическому анализу. Для данного типа производных авторами определения
была продемонстрирована идентичность с производными Римана–Лиувилля
на широком классе функций [1].

Вычисление дробных производных в соответствии с различными опреде-
лениями не всегда даёт одинаковый результат. Можно показать [1, 6], однако,
что для функции f(x) , определённой на всей оси x ∈ (−∞,∞) и имеющей
[α] + 1 непрерывных производных, стремящихся к нулю при x → ±∞, спра-
ведливо равенство:

GL
−∞Dα

xf(x) =
GL
+D

α
xf(x) =

C
−∞Dα

xf(x) =
RL
−∞D

α
xf(x).

Аналогичное равенство справедливо в этом случае и для правосторонних про-
изводных.

Известны и другие подходы к определению операций интегрирования и
дифференцирования нецелого порядка, а также ряд обобщений и модифика-
ций определений 2.1–2.5, некоторые из них описаны далее.

М. Сайго в [45] предложена форма обобщённых операторов дробного диф-
ференцирования, основанная на свёртке с гипергеометрической функцией.
Некоторые композиционные свойства операторов Сайго исследованы в [46].

Ж. Адамаром был предложен подход к определению дробной производной
от аналитической в круге функции на основе её разложения в ряд Тейлора
[1, 47]:

Dα
z f(z) =

∞
∑

k=0

Γ(k + 1)

Γ(k + 1− α)
ck(z − z0)

k−α, ck =
f (k)(z0)

k!
.

Данное определение, как и другие, основанные на разложении в ряды, ба-
зируется на лемме о почленном дифференцировании [1], справедливой, если
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соответствующие бесконечные ряды (функций и их производных) сходятся
равномерно в круге |x− a| < r, r – некоторое вещественное неотрицательное
число.

Подход Адамара [47] был развит в серии работ В.А. Чурикова [48–51].
В частности, данный подход применялся для определения не только про-
изводной, но и интегралов, как определённого, так и неопределённого [48];
были вычислены дробные производные и интегралы от элементарных функ-
ций [49], а также исследована алгебра операторов Адамара и топологические
свойства пространств операторов Адамара [51].

Ж. Адамаром также предлагалось [1, 47] определение дробного интеграла
в виде

Iαf(z) =
zα

Γ(α)

1
∫

0

(1− ξ)α−1f(zξ)dξ,

получившее развитие в работах М.М. Джрбашяна [52, 53].

В [54] для функций комплексной переменной предложен подход к опреде-
лению дробных операций на основе преобразования Фурье. В [55, 56] дробная
производная в комплексной плоскости введена на основе формулы Коши для
производной аналитической в круге функции.

В [57] введено обобщение определения Грюнвальда–Летникова, полезное,
как отмечают авторы, в теории систем:

GLm
θD

α
xf(z) = e−iθα lim

|h|→0

1

|h|α

∞
∑

k=0

(−1)k
Γ(α+ 1)

k!Γ(α− k + 1)
f(z − kh),

где h = |h|eiθ, θ ∈ (−π, π]. Это определение пригодно в случае комплексной и
действительной переменных. В случае θ = 0 оно сводится к обычному опре-
делению левосторонней производной Грюнвальда–Летникова. В случае θ =
= π получаемое из приведённого определения выражение пропорционально
правосторонней производной Грюнвальда–Летникова с точностью до соот-
ветствующего фазового множителя e−iπθ.

В [58] вводится не только производная, но и интеграл Грюнвальда–Летни-
кова вида

GL
a+I

α
x f(x) =

GL
a+D

−α
x f(x) = lim

K→∞

(

x− a

K

)α K
∑

k=0

Γ(α+ k)

k!Γ(α)
f

(

x− k
x− a

K

)

.

Можно показать [58], что в случае целого положительного показателя это
определение может быть сведено к определению обычного интеграла (при
соответствующих предположениях о свойствах функций и сходимости ряда).

В заключение отметим следующие результаты. В [9, 10, 20, 59–62] предло-
жены подходы к определению дробных дифференциальных форм и дробных
дифференциалов. Изучалась связь ДИ со специальными математическими
функциями. Здесь, помимо монографий [1, 13, 16, 17], имеет смысл упомя-
нуть работы [63–65] и недавно опубликованный обзор [66] по теории и при-
ложениям функций Миттаг-Леффлера, играющих центральную роль в ДИ.
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Обсуждалось в публикациях и вычисление дробных интегралов и производ-
ных от обобщённых функций, например дельта-функции Дирака и функции
Хевисайда [1, 2, 4, 17, 57, 67].

3. Основные свойства дробных производных и интегралов

Свойства дробных интегралов и производных, заданных разными опреде-
лениями, и взаимосвязь различных способов определения дробных операций
достаточно полно исследованы и описаны в [1, 2, 4–6, 9, 10, 13, 16–18, 20, 28,
44–57]. В базовых монографиях [1, 6] приводятся функциональные свойства
дробных операций для каждого из приведённых выше определений. Поэтому
в данном разделе приведём только некоторые из них, необходимые для даль-
нейшего изложения. Поскольку, как правило, свойства, справедливые для ле-
восторонних интегралов и производных, справедливы и для правосторонних,
здесь и далее будут рассматриваться только первые из них.

3.1. Общие свойства дробных операторов

Дробное интегрирование и дифференцирование являются линейными опе-
рациями. Операция инверсии аргумента переводит левостороннюю произ-
водную соответствующего типа в правостороннюю. Для дробных интегралов
Римана–Лиувилля и дробных производных Грюнвальда–Летникова справед-
ливо полугрупповое свойство:

aI
α
x aI

β
x = aI

α+β
x ,

GL
aD

α
x

GL
aD

β
x = GL

a Dα+β
x .

Для других разновидностей дробных производных полугрупповое свойство в
общем случае не выполняется, хотя существует ряд условий, когда оно ока-
зывается справедливым [1, 9, 18].

Одним из главных отличий дробных производных от целочисленных яв-
ляется их нелокальность: зависимость результата дифференцирования не от
значений функции в точках из малой окрестности данной точки, а от её зна-
чений во всех точках некоторого отрезка или всей числовой прямой. Особен-
но наглядно это видно в случае определения Грюнвальда–Летникова [6, 17].
Несложно убедиться, что при целых неотрицательных значениях α беско-
нечный ряд в формуле, определяющей дробную производную Грюнвальда–
Летникова, обрывается и получающееся выражение совпадает с определе-
нием обычной производной соответствующего порядка. При целых отрица-
тельных α = m < 0 упомянутый бесконечный ряд не будет обрываться, а
приобретёт вид суммы Дарбу [6, 17]. Нелокальность операторов дробного
дифференцирования проявляется также в представлении их в виде дробных
степеней оператора дифференцирования [68, 69], приводящего к выражению
дробной производной через ряды Тейлора и Фурье, содержащие производные
целого порядка.
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3.2. Свойства производных Римана–Лиувилля и Капуто

Дробная производная Римана–Лиувилля, Капуто и Грюнвальда–Летни-
кова с конечным нижним пределом порядка α от периодической ([α] + 1)
раз дифференцируемой функции, не равной константе, не может быть пе-
риодической функцией c тем же периодом [70, 71]. Если один из пределов
интегрирования (нижний для левосторонней производной и верхний для пра-
восторонней) является бесконечным, то, как было показано в [72], результа-
том дифференцирования периодической функции может быть периодическая
функция.

Любопытным свойством, отличающим производную Римана–Лиувилля от
остальных, является то, что она не равна нулю для константы, хотя и зануля-
ется в случае целого положительного значения порядка [1, 6]. При этом про-
изводная Римана–Лиувилля порядка α от степенной функции вида (x− a)µ−1

равна нулю при α = µ [1, 6]. Эти факты, наряду с другими, являются поводом
для многих исследователей говорить о неясном смысле определения Римана–
Лиувилля и преимуществах использования других определений (главным об-
разом, определения Капуто), дающих в случае константы тождественный
нуль. Мотивация в данном случае основывается и на том, что производная
должна характеризовать скорость роста функции, которая для константы
по смыслу равна нулю. Здесь следует упомянуть модификацию определения
Римана–Лиувилля, предложенную в [73], которая для левосторонней произ-
водной может быть записана в виде

RLm
a+ Dα

xf(x) =
1

Γ(1− {α})

d[α]+1

dx[α]+1

x
∫

a

(f(ξ)− f(0))dξ

(x− ξ){α}
, α > 0.

Такое определение приводит к производной, обнуляющейся для функции,
равной константе, и оказывается полезным при работе с недифференцируе-
мыми в классическом смысле функциями. В [73] развивается аппарат дроб-
ных рядов Тейлора. В [74] приведены основные свойства модифицированной
производной Римана–Лиувилля и выражения для производных от элемен-
тарных функций.

Одним из основополагающих теоретических вопросов ДИ является вопрос
о взаимном соответствии (в смысле обратимости) операторов дробного ин-
тегрирования и дифференцирования. Здесь существует две основные точки
зрения.

Одна из них, наиболее распространённая, заключается в постулировании
того, что взаимно обратными операциями являются дробное интегрирова-
ние и дифференцирование (одного и того же порядка) по Риману–Лиувиллю
[1, 2, 4, 6, 13, 16]. При этом результат интегрирования производной выра-
жается не разностью значений функции на концах отрезка (аналогом фор-
мулы Ньютона–Лейбница), а более сложной формулой, содержащей дробно-
степенную функцию независимой переменной, в которую в качестве коэффи-
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циентов входят значения дробных производных в начальной точке отрезка:

aI
α
x
RL
a D

α
xf(x) = f(x)−

[α]+1
∑

j=1

(x− a)α−j

Γ(α− j + 1)

(

d[α]+1−j

dx[α]+1−j a
I1−{α}
x f(x)

)
∣

∣

∣

∣

∣

x=a

.(2)

Иногда формулу (2) называют дробным обобщением формулы Ньютона–
Лейбница [13].

Другая точка зрения основана на представлении о том, что дробное инте-
грирование и дифференцирование как взаимно-обратные операции должны
быть связаны формулой типа Ньютона–Лейбница:

aI
α
x aD

α
xf(x) = f(x)− f(a).(3)

Показано [10], что равенство (3) справедливо при aD
α
x = C

aD
α
x , т.е. взаимно

обратными операциями являются дробное интегрирование по Риману–Лиу-
виллю и дробное дифференцирование по Капуто. Похожие доводы и рассуж-
дения, не оформленные в виде теорем, излагаются в [18].

Обнуление производной от константы и выполнение формулы Ньютона–
Лейбница являются весомыми поводами для многих исследователей отдавать
предпочтение определению дробной производной по Капуто. С другой сторо-
ны, производная Капуто не вполне корректно сводится к производной целого
порядка [75, 76]:

lim
α→[α]

C
aD

α
xf(x) = f ([α])(x)− f ([α])(a),

lim
α→[α]+1

C
aD

α
xf(x) = f ([α]+1)(x).

Для производной Римана–Лиувилля, напротив, в данном случае наблюдается
корректное соответствие.

В общем случае дробные производные Римана–Лиувилля и Капуто связа-
ны формулой

C
aD

α
xf(x) =

RL
aD

α
xf(x)−

[α]
∑

j=0

(x− a)j−α

Γ(j − α+ 1)

(

djf(x)

dxj

)
∣

∣

∣

∣

x=a

.(4)

Из (4) видно, что значения производных Римана–Лиувилля и Капуто совпа-
дают при нулевых (однородных) начальных условиях.

Приведём формулы преобразования Лапласа для производных Римана–
Лиувилля и Капуто:

L
[

RL
0D

α
xf(x)

]

= pαf̄(p)−

[α]
∑

k=0

pkf (α−k−1)(0+),(5)

L
[

C
0D

α
xf(x)

]

= pαf̄(p)−

[α]
∑

k=0

pα−k−1f (k)(0+),(6)
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где

f (α−k−1)(0+) =
[

RL
0 D

α−k−1
x f(x)

]
∣

∣

∣

x=0
=

= lim
ε↓0

RL
0 D

α−k−1
x f(0 + ε), α ∈ R.

В отличие от данных типов дробной производной образ Лапласа в случае
производной Грюнвальда–Летникова содержит только первое слагаемое, что
полностью аналогично случаю производных целого порядка и имеет более
явную физическую интерпретацию.

4. Обобщения определений дробного интегрирования

и дифференцирования

В целом, вопрос о возможности выбора единственного определения для
дробных операторов пока однозначно не решён. Эта проблема усугубляется
ещё и отсутствием единой концепции, объясняющей геометрический и физи-
ческий смысл дробных операций. При этом в разных областях науки рассмат-
риваемые физические (или иные) модели приводят к дробным производным
различного типа. Одним из путей преодоления описанных проблем является
построение обобщённых определений, включающих в себя разные известные
определения как частные случаи.

В [31] предложено обобщение производных Римана–Лиувилля и Капуто в
виде двухпараметрической дробной производной Хильфера (R. Hilfer). Для
левосторонней производной справедливо определение:

aD
α,β
x f(x) = aI

(1−β)(n−α)
x Dn

aI
β(n−α)
x f(x).(7)

Аналогичным образом определяется и правосторонняя производная. При β =
= 0 (7) сводится к определению производной Капуто, а при β = 1 – к опреде-
лению дробной производной Римана–Лиувилля. Поэтому иногда говорят, что
двухпараметрическая производная Хильфера является интерполяцией меж-
ду производными Капуто и Римана–Лиувилля с параметром интерполяции β.
В [77] показано, что теорема о неотрицательности дробной производной неко-
торой функции в точке максимума данной функции (аналогичная соответ-
ствующей теореме для производной первого порядка) справедлива для обоб-
щённой производной Хильфера порядка α ∈ (0, 1) только при β = 0, т.е. толь-
ко для производной Капуто.

Другая модификация определений производных Римана–Лиувилля, Капу-
то и Адамара дана в [78] на основе введённого автором определения дробного
интеграла, объединяющего определения Римана–Лиувилля и Адамара.

Известен ряд обобщений определений дробных операторов на случай
нестационарного порядка. В [79–81] рассматриваются операторы, у которых
порядок дифференцирования является детерминированной функцией време-
ни, а в [82] исследовался случай, когда порядок дифференцирования является
случайной величиной. При этом в [79] предложен алгоритм численного рас-
чёта и схемотехническая реализация введённого оператора.

13



Следует упомянуть и работы по дискретному дробному исчислению, вве-
дённому в середине XX в. [83–85] и ставшему особенно актуальным в послед-
нее время в связи с разработкой численных методов решения уравнений с
дробными операторами. В [86–93] дано обобщение и развитие полученных ра-
нее результатов, выведены формулы для дискретного преобразования Лапла-
са и построен метод решения разностных дробных уравнений на его основе.
В [94] предложена процедура дискретизации значений дробной производной
Римана–Лиувилля на основе разложения в ряды по полиномам Чебышёва.

5. Дифференциальные уравнения и

включения дробного порядка

Дифференциальным уравнением/включением дробного порядка или дроб-
ным дифференциальным уравнением/включением (ДДУ/ДДВ) будем назы-
вать дифференциальное уравнение/включение, содержащее хотя бы один
оператор дифференцирования дробного порядка. Будем подразумевать при
этом, что фигурирующие в ДДУ или ДДВ функции обладают всеми свой-
ствами, обеспечивающими существование дробной производной от них и свой-
ствами, необходимыми для существования решений соответствующих ДДУ
или ДДВ. В дальнейшем будем, в основном, обсуждать ДДУ, разрешённые
относительно производных, для которых ниже приведены определения.

Опр е д е л е н и е 5.1. Обыкновенным ДДУ (ОДДУ ) называется ДДУ, со-
держащее только полные дробные производные, т.е. ДДУ вида

N
∑

i=1

ai × aD
αi

x y(x) = f(x, y(x)),(8)

где ai – коэффициенты, aD
αi

x – операторы дифференцирования порядков αi,

i = 1, N , y(x) – искомая функция и f(x, y(x)) – некоторая ограниченная

функция.

Опр е д е л е н и е 5.2. Дробным дифференциальным уравнением в частных

производных (ДДУЧП ) называется уравнение, содержащее частные произ-

водные дробного порядка, т.е. ДДУ вида

N
∑

i=1

M
∏

k=1

aik · aD
αk

i
xk
y(x1, . . . , xk) = f(x1, . . . , xk, y(x1), . . . , y(xk)),(9)

где aik – коэффициенты, aD
αk

i
xk

– оператор дробного дифференцирования по-

рядка αk
i по независимой переменной xk, i = 1, N , k = 1,M , y(x1, . . . , xk) –

искомая функция и f(x1, . . . , xk, y(x1), . . . , y(xk)) – некоторая ограниченная

функция.

В литературе (например, в [17]) рассматриваются также ДДУ с составным
оператором дифференцирования (или секвенциальные ДДУ) – ДДУ вида (8)
или (9), в которых вместо одного оператора дифференцирования в левой
части стоит произведение операторов.
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Публикации, посвящённые изучению ДДУ и ДДВ, можно условно разде-
лить на две группы: работы, посвящённые изучению математических про-
блем (существование и единственность решений, зависимость решений от на-
чальных и граничных условий, форма и смысл начальных и граничных усло-
вий, вид и метод построения общего решения для основных типов уравнений
и др.) и работы, связанные с качественным исследованием (анализ устой-
чивости решений, наличия особых точек и т.д.) и с решением конкретных
типов и разновидностей уравнений (или включений). Число публикаций по
последней группе работ растёт очень быстрыми темпами, поэтому в данном
обзоре (во второй части) будут обсуждаться лишь некоторые, более общие
(концептуальные), работы такого рода.

Значительный объём материала по математическим вопросам ДДУ собран
в монографиях [1, 4, 6, 12, 13, 16–19, 23, 28]. В частности, в них приводят-
ся теоремы существования и единственности решения начальных и краевых
задач для, главным образом, линейных ДДУ, содержащих дробные производ-
ные (в смысле Римана–Лиувилля, Капуто, Грюнвальда–Летникова), и обсуж-
даются основные методы решения ДДУ, такие как сведение к интегральному
уравнению, метод интегральных преобразований (Лапласа, Меллина, Фурье),
метод функций Грина и т.д. В справочнике [95] для решения ОДДУ, помимо
преобразования Лапласа, применяется сведение ОДДУ к ОДУ целого поряд-
ка. Интересным приложением ДДУ является построение точных решений
дифференциальных уравнений целого порядка [1, 16].

Среди большого числа публикаций, посвящённых квазилинейным и нели-
нейным ДДУ, упомянем работы [77, 96–117]. В них доказаны теоремы, касаю-
щиеся существования решений уравнений с дробными производными Капуто
[77, 96–108] и Римана–Лиувилля [99, 102, 109–117], в том числе в случаях,
когда неоднородность (правая часть) уравнений не является непрерывной
функцией [102]. В [77, 100, 102, 105–108, 112–116] исследуются вопросы един-
ственности решений ДДУ и доказаны соответствующие теоремы. Основные
результаты в этой области обобщены в обзорах [108, 111] для уравнений с
производными Капуто и Римана–Лиувилля соответственно.

В [118–141] описаны новые (по сравнению с упомянутыми выше) методы
решения ДДУ. Предложен метод операционной матрицы, сводящий по ана-
логии с ОДУ решение ОДДУ к решению системы алгебраических уравнений
на основании разложения решения и неоднородности, входящей в уравнение,
по полиномам Лежандра [118, 119], вейвлетам [120–122] или B-сплайнам [123].
Для ДДУ с переменными коэффициентами в [124, 125] развит операторный
подход, в рамках которого решение ДДУ строится на основе преобразова-
ния Лапласа. В [126–128] предложен метод решения ДДУ на основе анали-
за гомотопий, а в [129–131] решение ДДУ строится на основе вариационно-
итерационного метода. Последние два метода могут быть использованы для
решения как ОДДУ, так и ДДУЧП. Метод декомпозиции Адомиана [132, 133]
также успешно используется для решения ДДУ [134–137]. Решение линейных
ДДУ может быть построено на основе разложений входящих в уравнение
функций в ряд Тейлора [138] или в степенной ряд, полученный из представле-
ния входящих в уравнение функций через функции Миттаг–Леффлера [139].
В [140] решение ДДУ строится на основе итерационной процедуры с исполь-
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зованием монотонных последовательностей. Процедура, позволяющая полу-
чать асимптотические формулы для решения ОДДУ при больших временах,
построена в [141].

В [18, 111, 142–146] изучены свойства функциональных ДДУ для урав-
нений, содержащих дробные производные Римана–Лиувилля [142], Капуто
[143–145] и Нишимото (Nishimoto) [146]. Общая теория таких уравнений стро-
ится как обобщение теории уравнений с отклоняющимся аргументом, извест-
ной для случая производных целого порядка.

Изложенные выше результаты позволяют утверждать, что в настоящее
время теория ДДУ, хотя и не является законченной, но представляет собой
весьма обширную и проработанную область исследований. Гораздо меньше
работ опубликовано по ДДВ. В данной области пока отсутствуют моногра-
фические работы, но в последние 3–5 лет наблюдается заметный рост числа
публикаций, посвящённых этой теме [108, 110, 111, 147–159]. В [110, 111, 147–
152] сформулированы и доказаны теоремы существования решений квази-
линейных и нелинейных ДДВ, содержащих производные Римана–Лиувилля.
Аналогичные результаты для ДДВ, содержащих производные Капуто, изло-
жены в [108, 110, 153–157]. Также в этих работах рассматриваются вопросы
единственности решений ДДВ и исследуются случаи различных типов гра-
ничных условий для ДДВ в частных производных. В [151, 158, 159] изучается
существование решений и общие свойства функциональных ДДВ.

6. Проблема корректной постановки начальных и

граничных условий для ДДУ

Отсутствие единственного определения дробной производной связано и от-
части обусловливает другую проблему – проблему корректной постановки на-
чальных и/или граничных условий для ДДУ, содержащих тот или иной тип
производных. Здесь же возникает проблема зависимости решения ДДУ от
типа фигурирующих в нём дробных производных и соответственно типа на-
чальных и граничных условий. Актуальной при этом становится и проблема
интерпретации начальных и/или граничных условий для ДДУ.

При изучении ОДДУ чаще всего обсуждается уравнение вида

aD
α
xy(x) = f(x, y(x))(10)

или уравнение более общего вида (8). Для такого уравнения по аналогии с
ОДУ можно поставить задачу Коши. Можно показать [1, 6, 9, 16, 17, 18, 160],
что выбор единственного решения уравнения (8) или (10) в случае, когда
производная понимается в смысле Капуто, осуществляется на основе знания
значений производных целого порядка искомой функции в начальный мо-
мент времени, а в случае, когда производная понимается в смысле Римана–
Лиувилля, – на основе задания значений дробной производной в начальный
момент времени. Это обусловлено, в частности, свойствами преобразования
Лапласа от дробных производных (см. (5) и (6)). Начальные условия в этих
двух случаях называют локальными или обыкновенными и нелокальными
или дробными начальными условиями соответственно. Аналогичные пробле-
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мы возникают и для ОДДУ с переменными коэффициентами, и в случае
краевых задач для ДДУЧП.

Необходимость задания значений дробных производных в начальной точ-
ке отрезка вызывает дополнительные трудности, в том числе с точки зрения
физического смысла и интерпретации начальных и/или граничных условий
такого вида. В [161] на ряде примеров из области вязкоупругости проиллю-
стрирован физический смысл дробных начальных условий. Тем не менее про-
блема корректной постановки и интерпретации начальных и краевых задач
для ДДУ остаётся, в целом, открытой. Некоторые авторы считают, что сама
возможность постановки начальных условий для ДДУ также представляет
собой открытый вопрос, так как такие начальные условия должны иметь
нелокальный характер и отражать предысторию системы [160, 162–164]. Из-
вестен контрпример, демонстрирующий, что начальные задачи с производны-
ми Римана–Лиувилля и Капуто могут давать решение, не соответствующее
реальному поведению и физической модели систем, проявляющих дробную
динамику и моделируемых с помощью ДДУ [163]. Для физически коррект-
ной постановки начальных условий авторами [163] используется специальное
представление системы, заданной не уравнениями типа (8) или (10), а с помо-
щью дробно-степенной передаточной функции, выбираемой из физических
соображений. Отмечается, что используемый авторами подход фактически
означает представление дробной системы в виде бесконечномерной системы
дифференциальных уравнений целого порядка. Аналогичная интерпретация
была описана в [165]. Она же используется в [164], в которой начальная задача
для линейного ОДДУ решается на основе сведения его к бесконечномерному
ОДУ, для которого осуществляется постановка начальных условий и решение
задачи.

Одним из самых простых способов преодоления проблемы нелокальных
начальных и/или граничных условий является сведение задачи к задаче с
нулевыми начальными и/или граничными условиями. Такая процедура мо-
жет быть реализована, например, с помощью некоторой замены переменных
или преобразования правой части уравнения. В [115, 166, 167] построен ряд
процедур, позволяющих сводить задачу Коши для ОДДУ с производными
Римана–Лиувилля и нелокальными начальными условиями к видоизменён-
ной задаче Коши для преобразованного ОДДУ с локальными начальными
условиями, содержащими производные только целого порядка.

В [29, с. 27–42; 160, 162] для решения проблемы постановки начальных
условий для ДДУ предлагается формализм инициализирующих функций.
Легко убедиться, что значение нижнего предела интегрирования a (для ле-
восторонних операторов) будет оказывать влияние на результат вычисления,
т.е. текущее состояние будет зависеть от предыстории. При постановке на-
чальной задачи необходимо задать начальные условия – определить значе-
ния интересующих функций в некоторый момент c, причём, вообще говоря,
c 6= a, т.е. в данном случае постановка начальных условий должна учитывать
предысторию системы, её память о состояниях, предшествовавших моменту
времени, принятому за начальный. Интеграл, входящий в определения дроб-

17



ных операторов, можно записать в виде двух слагаемых:

aI
α
x f(x) =

1

Γ(α)

x
∫

a

f(ξ)dξ

(x− ξ)1−α
=

=
1

Γ(α)

c
∫

a

f(ξ)dξ

(x− ξ)1−α
+

1

Γ(α)

x
∫

c

f(ξ)dξ

(x− ξ)1−α
=

=
1

Γ(α)

c
∫

a

f(ξ)dξ

(x− ξ)1−α
+ cI

α
x f(x), x > c > a.

(11)

При этом первое слагаемое в (11) представляет собой инициализирующую
функцию для интеграла Римана–Лиувилля, учитывающую предысторию си-
стемы. Следует отметить, что инициализирующая функция зависит от аргу-
мента x только при нецелых значениях α и обращается при целых значени-
ях α в константу. Аналогичным образом формулируются определения ини-
циализирующей функции для дробных производных различных типов [29,
с. 27–42; 160, 162].

В [166, 167] предложено приближённое представление дробных систем,
описываемых с помощью систем ОДДУ, системами целого порядка, описы-
ваемыми в терминах систем ОДУ. Последние допускают однозначную поста-
новку начальных условий в явном виде. Оценена точность приближения [166]
и проведено сравнение двух методов построения приближений [167].

7. Дробные обобщения вариационных задач

В связи с развитием приложений ДИ в области теории динамических си-
стем и теории управления сформировалось и развивается такое направление
исследований, как дробное вариационное исчисление. Приведём обзор основ-
ных публикаций, позволяющий составить представление об имеющихся на-
работках в этой области.

Опубликовано большое число работ, касающихся дробных обобщений
лагранжева и гамильтонова формализма в задачах теоретической физики
(см. [9, 20, 31, 170–173] и библиографию в них). В частности, получены дроб-
ные аналоги уравнений Эйлера–Лагранжа и Гамильтона с помощью под-
становки в обычные уравнения Эйлера–Лагранжа и Гамильтона функций
Лагранжа и Гамильтона, в которых обобщённая скорость выражается дроб-
ной производной Римана–Лиувилля или Капуто от обобщённой координаты,
либо с помощью дробной вариации функций Лагранжа и Гамильтона, содер-
жащих производные только целого порядка. Показано, что основным отличи-
ем дробных лагранжевых и гамильтоновых систем будет их диссипативность.
В частности, доказано, что решения диссипативных уравнений являются экс-
тремалями некоторых дробных лагранжевых действий [173].

Изучение дробных вариационных задач и дробных уравнений Эйлера–
Лагранжа проводится в [174–176] для функционалов, содержащих производ-
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ные Римана–Лиувилля и в [177–181] для функционалов, содержащих произ-
водные Капуто и Рисса–Капуто. Выведены условия оптимальности для раз-
личных функционалов с производными упомянутых типов.

Получены обобщения теоремы Нётер для дробных вариационных задач
с производными Римана–Лиувилля [182, 183], Капуто и Рисса–Капуто [184,
185] и выведены соответствующие законы сохранения. Показано, что авто-
номность гамильтониана, содержащего дробные производные, не гарантиру-
ет выполнения для системы законов сохранения в отличие от случая систем
целого порядка. В связи с этим отмечается [182, 184], что пока возможно дать
дробные обобщения понятия экстремалей Понтрягина, но не удаётся сфор-
мулировать дробное обобщение принципа максимума Понтрягина.

В [186] представлено дробное обобщение теоремы вириала с использова-
нием производных Римана–Лиувилля и Капуто.

В [187] рассмотрены уравнения Эйлера–Лагранжа и условия трансверсаль-
ности для дробных вариационных задач с производными Римана–Лиувилля
и Капуто. Исследована связь условий трансверсальности и естественных гра-
ничных условий. Показано, что дробные граничные условия (т.е. граничные
условия, записанные в терминах дробных производных) могут быть необхо-
димы даже в случае, когда задача поставлена в терминах производной Капу-
то. Более того, обе производные (Римана–Лиувилля и Капуто) появляются в
формулировках даже тогда, когда дробная вариационная задача определена в
терминах только одной дробной производной. Обобщение этих результатов и
теоремы Нётер для функционалов с производными Капуто привело к постро-
ению дробного вариационного исчисления на основе обобщённых производ-
ных Хильфера (R. Hilfer) [31, 188]. С использованием трёхпараметрических
обобщённых производных Хильфера в [189] получена формула дробного инте-
грирования по частям, сформулированы и исследованы вариационные задачи
для функционалов, содержащих одну или несколько дробных производных,
а также определён обобщённый импульс и развит гамильтонов формализм.

В [190] введено дробное вариационное исчисление с дискретным време-
нем, построенное с использованием результатов, упоминавшихся в разделе 4
[83–94] по дискретному ДИ. Установлены необходимые условия оптимально-
сти первого и второго рода. Даны примеры, иллюстрирующие использование
новых условий типа Эйлера–Лагранжа и Лежандра. Показано, что обсуждае-
мые решения дробных задач переходят в классические решения с дискретным
временем, когда порядок дискретных производных является целым числом,
и что они сходятся к дробным решениям непрерывного типа, когда шаг по
времени стремится к нулю. В [191] дискретные уравнения Эйлера–Лагранжа
получены с использованием производных Грюнвальда–Летникова. Построена
численная схема их решения, для которой проведён анализ точности аппрок-
симации.

8. Проблема интерпретации дробных интегралов и производных

Одной из характерных черт дробных операций интегрирования и диффе-
ренцирования, осложнявших долгое время их широкое применение в при-
кладных задачах, является отсутствие явной однозначной интерпретации
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данных операций. Проблема явной физической и геометрической интерпре-
тации дробных операций была включена в список открытых (нерешённых)
проблем в области ДИ, опубликованный в материалах упоминавшейся в пер-
вом разделе I Международной конференции по дробному исчислению и его
применениям. В настоящее время существует несколько подходов к данной
проблеме. Условно можно разделить эти подходы на три группы: геометри-
ческую, физическую и вероятностную.

Авторы геометрических и физических подходов пытаются, как правило,
построить аналогию со случаем операций целого порядка, для которых гео-
метрический и физический смысл весьма прозрачен. При этом в области гео-
метрических подходов к интерпретации условно можно выделить две под-
группы: классической, “регулярной”, геометрии и фрактальной геометрии.
В первом случае исследователи пытаются найти аналогичное случаю целых
порядков геометрическое истолкование дробного интегрирования и диффе-
ренцирования, основанное на понимании данных операций в терминах площа-
дей некоторых плоских фигур, являющихся двумерными проекциями более
сложных многообразий на определённые плоскости. Вторая группа подхо-
дов основана на идее о существовании связи между дробными операторами
и фракталами. При этом исследователи пытаются толковать смысл дробных
операций в терминах операций, заданных на фрактальных (самоподобных)
многообразиях (как пространственных, так и временны́х). Следует сразу же
отметить, что подобные попытки часто встречают весьма серьёзную критику
и, вообще говоря, далеко не всегда являются достаточно строго обоснован-
ными. Поэтому часто высказывается точка зрения, что “фрактальная” трак-
товка дробных операций может рассматриваться лишь в качестве некоторого
приближения или удобной иллюстрации.

Среди физических подходов также существуют несколько подгрупп: под-
ходы на основе теории линейных систем, авторы которых пытаются отож-
дествить дробные операции с линейными системами, имеющими дробно-
степенные передаточные функции; подходы на основе теории измерений, в
которых операции дробного интегрирования и дифференцирования рассмат-
риваются как результаты измерения заданной величины с помощью “прибо-
ра”, влияющего на результат измерения; подходы на основе представления
о наличии фрактальных свойств в пространственной структуре изучаемой
системы и/или её временнóй динамике.

Вероятностные подходы исходят из анализа статистических распределе-
ний, проявляющих “неклассическое” поведение, связанное, главным образом,
с негауссовостью.

8.1. Геометрическая интерпретация дробных операций

Одна из наиболее известных попыток наглядной геометрической интер-
претации дробных операций предпринята И. Подлубным (I. Podlubny) в [192]
(она описывается и в [6, 11, 70, 193]). Эта интерпретация основана на пред-
ставлении левостороннего дробного интеграла Римана–Лиувилля в виде ин-
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Иллюстрация геометрической интерпретации дробного интеграла
Римана–Лиувилля [6].

теграла от заданной функции по другой функции:

0I
α
x f(x) =

1

Γ(α)

x
∫

0

f(ξ)dξ

(x− ξ)1−α
=

x
∫

0

f(ξ)dgx(ξ),(12)

где

gx(ξ) =
1

Γ(α+ 1)
(xα − (x− ξ)α).(13)

Аналогичные рассуждения (с аналогичными выводами) можно провести и
в случае правостороннего интегрирования по Риману–Лиувиллю [192]. Если
рассматривать интеграл (12) при фиксированном x, то он будет представлять
собой известный интеграл Стилтьеса.

Рассмотрим теперь трёхмерное пространство с системой координат
(ξ, g, f ). В плоскости (ξ, g) построим график функции gx(ξ), 0 6 ξ 6 x (см.
рисунок). В каждой точке полученной кривой задано значение функции f(ξ),
которое можно отложить по третьей координатной оси. Таким образом, по-
лучается трёхмерный график f(ξ, g) и поверхность Π (показана серым цве-
том на рисунке), ограниченная этой кривой и кривой gx(ξ) в трёхмерном
пространстве. В [192] описанная процедура сравнивается с построением “за-
бора”, высота каждого элемента (“доски”) которого определяется значени-
ем f(ξ) (рисунок). Рассмотрим теперь проекции полученной поверхности Π
на плоскости (ξ, f) и (g, f) (см. рисунок), которые образно можно назвать
тенями, отбрасываемыми построенным “забором” на соответствующие плос-
кости. Первая из них представляет собой обычный интеграл от функции f(ξ).
Вторая же представляет собой значение интеграла (12) при фиксированном
x. При gx(ξ) = ξ обе проекции равны. Это с геометрической точки зрения под-
тверждает тот факт, что обычное интегрирование целого порядка является
частным случаем левостороннего интегрирования по Риману–Лиувиллю. При
нефиксированном x форма кривой f(ξ, g), соответствующей поверхности Π и
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проекций данной поверхности на упомянутые плоскости будут динамически
изменяться.

Интерпретация дробных операторов Грюнвальда–Летникова с позиций
классической геометрии дана в [11, Ch. 5.8]. В этой работе определение про-
изводной Грюнвальда–Летникова с конечным пределом (см. определение 2.5)
записывается в виде

GL
a+D

α
xf(x) = lim

K→∞

(

K

x− a

)α K
∑

k=0

(−1)k
Γ(α+ 1)

k!Γ(α − k + 1)
f

(

x− k
x− a

K

)

=

= lim
h→0

(x−a)/h
∑

k=0

Ak
f(x− kh)

hα
,

(14)

где Ak = (−1)k Γ(α+1)
k!Γ(α−k+1) , h = (x− a)/K. Далее в [11] автор пытается прове-

сти аналогию со случаем обычного интегрирования, считая, что каждый член
суммы в формуле (14) при α ∈ (−1, 0) представляет собой площадь под беско-
нечно малым участком графика функции вида Af(x), или “перенормирован-
ную” площадь Sf под бесконечно малым участком графика функции f(x):

Ak
f(x− kh)

hα
= Akh

−α−1[f(x− kh)h] = Akh
−α−1Sf .

Однако, это не позволяет перейти к “макроскопической” интерпретации дроб-
ного интегрирования, так как “нормировочный коэффициент” в данном слу-
чае будет зависеть от индекса суммирования и бесконечно малого прираще-
ния аргумента. Также следует ещё раз подчеркнуть, что сходимость ряда,
входящего в определение Грюнвальда–Летникова, при α < 0 не гарантирова-
на [1].

В случае α > 0 для дробного дифференцирования в [11] предложена ана-
логичная интерпретация в терминах бесконечно малых величин. В рассмот-
рение вводится элементарная скорость δfk = (f(x)− f(x− h))/h, характе-
ризующая быстроту изменения функции между двумя соседними точками,
отстоящими на бесконечно малую величину h. Далее говорится, что воз-
никающая в ряде Грюнвальда–Летникова комбинация (f(x)− αf(x− h))/hα

представляет собой эффективную или “взвешенную”, или “дробную”, элемен-
тарную скорость. Аналогично случаю интегрирования такая трактовка не
позволяет перейти к явной “макроскопической” интерпретации.

Похожая на изложенную в [11] идея “перенормировки” лежит в основе ин-
терпретации дробной производной от степенной функции, представленной в
[194]. Авторы в [194] рассматривают прямоугольный треугольник площади S,
образованный касательной к графику функции (наклон которой определяет-
ся первой производной от функции), осью абсцисс и перпендикуляром, опу-
щенным из точки касания на ось абсцисс. Далее рассматривается значение
дробной производной в точке касания и предлагается [194] интерпретировать
его как тангенс угла наклона другой прямой, проходящей через эту точку
(и уже не являющейся касательной к графику). Эта прямая вместе с пер-
пендикуляром на ось абсцисс и осью абсцисс также будет ограничивать на
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плоскости прямоугольный треугольник меньшей площади S′, определяемой
показателем производной. В [194] показано, что произведение площади S′ на
значение дробной производной в данной точке будет константой, не зави-
сящей от порядка дифференцирования, что вполне очевидно из алгоритма
построения этого треугольника.

В [195] геометрическая интерпретация дробной производной даётся в тер-
минах касания соответствующего порядка (совпадающего с порядком про-
изводной). Но такая интерпретация не вполне наглядна и не получила на
сегодня широкого признания.

Среди работ, в которых геометрическая интерпретация дробных опера-
ций даётся на основании связи с фракталами, упомянем [6, 7–9, 20, 196–204].
Критика такого подхода содержится в [6, 9, 20, 165, 192, 205–208].

Одной из первых работ, в которых обсуждается связь дробных операторов
с фракталами, является работа Р.Р. Нигматуллина [196], в которой предло-
жена геометрическая интерпретация дробного интеграла Римана–Лиувилля
как свёртки подынтегральной функции с функцией, определённой на кан-
торовом множестве – фрактальном объекте, имеющем промежуточную про-
странственную размерность между точкой и прямой. Иными словами, дроб-
ное интегрирование понимается в данном случае как интегрирование задан-
ной функции по канторову множеству. Свёртка с дельта-функцией и свёрт-
ка с функцией Хевисайда являются своеобразными предельными случаями:
первый из них даёт интеграл “нулевого” порядка, значение подынтегральной
функции в той точке, где отлична от нуля дельта-функция, а второй да-
ёт определённый интеграл первого порядка от подынтегральной функции на
заданном отрезке. При этом показатель дробного интеграла в точности совпа-
дает с фрактальной размерностью канторового множества [196]. Эти рассуж-
дения были подвергнуты критике в [165, 205, 206], заставившей Р.Р. Нигма-
туллина пересмотреть свои вычисления. В результате была построена моди-
фицированная теория [8, раздел IV; 197–199], в которой, в частности, появи-
лось уточнённое истолкование дробного интеграла как интеграла по “усред-
нённому” множеству Кантора или свёртки заданной функции с функцией, не
просто определённой, а усреднённой на канторовом множестве. Также были
учтены возможные корреляции между полосками Кантора, приводящие к по-
явлению мнимой части у показателя дробного интегрирования. Эта модифи-
цированная теория также была раскритикована в [207, 208], где показано, что
предложенная процедура усреднения гладкой функции по множеству Канто-
ра даёт только асимптотически (с точностью до константы) ядро в интеграле
типа (12), равное произведению степенной функции на логопериодическую.
Поэтому такая процедура может рассматриваться только как некоторое при-
ближение, возможно весьма грубое, дробного интеграла Римана–Лиувилля.

Связь дробных операторов с канторовым множеством и иллюстрация воз-
можности их геометрической и физической интерпретации как операций,
определённых на этом множестве, обсуждается в [200–204]. В работах [209,
210] дробные интегралы Римана–Лиувилля рассматриваются как интегралы
от функций с фрактальным носителем, определённые на множестве Кантора
[209] или на кривой Коха [210].
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В [211] содержатся результаты исследования связи дробного интегродиф-
ференцирования (понимаемого в смысле Римана–Лиувилля или Грюнвальда–
Летникова) с кривыми Коха. Утверждается, что простой взаимно однознач-
ной связи между фракталами и дробными операторами не существует: фрак-
талы могут генерироваться и полностью описываться без использования
дробных операций, а определённый дробный оператор не обязательно порож-
дает определённый (однозначно с ним связанный) фрактальный процесс или
фрактальное многообразие. Но, как показано в [211], использование дробных
операций позволяет генерировать на основе заданного фрактального процес-
са (многообразия) другой фрактальный процесс (многообразие), фракталь-
ная размерность которого связана с показателем дробного интегродиффе-
ренцирования линейным соотношением. Так, в случае дробного интегрирова-
ния фрактальная размерность порождаемого многообразия (процесса) будет
больше исходной на величину, равную показателю интегрирования. В случае
дробного дифференцирования фрактальная размерность будет уменьшать-
ся на величину, равную показателю дифференцирования. Обнаруженные за-
кономерности, по мнению автора [211], позволяют говорить о возможности
генерации фракталов с заданными свойствами или “прецизионного управле-
ния” (“precise control”) размерностью генерируемых фракталов. Аналогичные
результаты о линейной связи показателя дробного оператора и фрактальной
размерности получаемого многообразия получены в [212], в которой обсужда-
ется фрактальная размерность графика функции Вейерштрасса и её дробных
производной и интеграла (понимаемых в смысле Римана–Лиувилля).

В [9, 20] дробные интегралы Римана–Лиувилля понимаются как интегралы
по пространству дробной размерности. При этом показатель интегрирования
связан с размерностью пространства однозначным соотношением.

8.2. Физическая интерпретация дробных операций

Если геометрическая интерпретация допускает рассмотрение фракталов и
операций с ними, то при физической интерпретации такой подход не вполне
оправдан, поскольку для реальных физических сред свойство самоподобия
может выполняться только в определённом диапазоне масштабов. Поэтому
при физической интерпретации дробных операций в рамках “фрактального”
подхода чаще пытаются связать их с нецелой топологической размерностью,
характеризующей данную физическую среду со сложной микроструктурой
[6, 9, 20]. Существует большое число работ, посвящённых изучению физиче-
ских свойств таких микроструктурированных и сильно неоднородных сред и
использованию аппарата ДИ для объяснения наблюдаемых отличий в этих
свойствах от свойств обычных сред (см. [6–9, 20, 25, 26, 31, 213–229] и ссылки
в этих работах).

В упоминавшихся выше работах Р.Р. Нигматуллина [8, раздел IV; 196–199]
в одной парадигме даётся не только геометрическая, но и физическая интер-
претация дробных операций. Последняя заключается в том, что в реальных
физических системах, динамика которых представляет собой самоподобный
во времени процесс, часть состояний системы в процессе её эволюции “теря-
ется”, становится недоступной. Именно это свойство и моделируется струк-
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турой канторова множества, позволяющего автоматически учитывать недо-
ступность части состояний. Поскольку фрактальные многообразия разрывны
на всех масштабах, то перейти к непрерывному описанию можно, используя
временное усреднение по ансамблю фракталов. В результате в системе воз-
никают сверхмедленные процессы диффузионного типа, описанные в [6–9,
20, 25, 26, 29, 31, 229–232]. Существование таких сверхмедленных процес-
сов обусловливает наличие у среды памяти или временнóй нелокальности
[229, 233–236], называемой также немарковской динамикой. Пространствен-
ная нелокальность проявляется в том, что состояние и/или отклик физи-
ческой системы на внешнее воздействие зависит не только от её состояния
(значения каких-либо характеристик) в определённой точке и её бесконечно
малой окрестности, а определяется состоянием всей системы или как мини-
мум некоторой конечной окрестности данной точки [6–9, 20, 29, 229–238]. Та-
кая нелокальность характерна для плазмоподобных сред и сред со сложной
микроструктурой, а также для электролитических сред, как искусственных
[6–8, 196–199, 228, 239], так и природных [228, 240, 241]. В работе [242] фрак-
тальные свойства структуры и наличие эффектов памяти и дальнодействия
обсуждаются применительно к таким объектам, как галактика.

Отмеченная нелокальность, пространственная и временнáя, проявляется
и в системах, не обладающих фрактальными свойствами. В [9, 20, 229, 243-
248] показано, как наличие дальнодействия в системе может приводить к
появлению феномена памяти у среды, при этом в уравнениях, описывающих
динамику этой среды, появляются дробные производные (в смысле Римана–
Лиувилля или Капуто). В [249] проводится сравнение двух подходов – на
основе представления среды как фрактального многообразия и на основе рас-
смотрения среды как системы с дальнодействием. Дробные производные при
этом понимаются в смысле Римана–Лиувилля и в смысле Маршо.

В [250–253] рассмотрены конкретные примеры сильно неоднородных фи-
зических систем с дальнодействием, для описания которых строятся модели
с использованием ДИ. В частности, построена модель распространения опти-
ческого излучения через хиральный слой [250], позволяющая в случае веще-
ственного показателя дробных операторов описывать процессы оптического
вращения (вращения плоскости поляризации света), а в случае комплекс-
ного показателя – процессы кругового дихроизма и оптической активности.
В [251] построена модель, описывающая процесс спонтанной эмиссии в фотон-
ных кристаллах. Обзор использования формализма ДИ для описания релак-
сационных процессов в средах со сложной структурой и наличием сверхмед-
ленных процессов и эффектов памяти приведён в [252], в основном на примере
задач вязкоупругости. В [253] показано, что дробные фликкер-шумы (шумы,
спектральная плотность которых изменяется по обратно-степенному закону
с нецелым показателем степени S(f) ∼ f−α, f – частота), наблюдаемые в
электронных приборах, могут быть интерпретированы как действие дробно-
го дифференциатора. Такой эффект возникает, например, в МОП-структурах
из-за особенностей динамики носителей заряда в области границы раздела
полупроводник–диэлектрик.

Рассмотрение систем, имеющих передаточную функцию вида S(f) ∼ f−α,
как систем, реализующих операции дробного интегрирования, было проведе-
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но ещё в начале 60-х гг. XX в. в работах С. Манабе (S. Manabe) [254, 255].
В этих же работах содержится одно из первых указаний на возможности ис-
пользования ДИ в задачах управления. Такой подход основан на том, что
результат преобразования Лапласа (см. (5)–(6)) и Фурье от дробной произ-
водной или интеграла пропорционален образу этой функции, умноженному
на степенную функцию параметра преобразования с дробным показателем
степени [1]. Появление дробно-степенных зависимостей в интегральных ха-
рактеристиках, описывающих поведение различных систем, является поэто-
му веским основанием для многих исследователей говорить об обнаружении
характерных черт дробной динамики в поведении системы или о большей
адекватности дробного формализма для описания таких систем. Однако в
результате критики [196] Р. Рутман показал в [165], что подобный подход и
физическая интерпретация дробных операций как линейных систем (филь-
тров, описываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями с по-
стоянными коэффициентами) с упомянутой выше дробно-степенной переда-
точной функцией может рассматриваться лишь как некоторое весьма грубое
и далеко не всегда адекватное приближение. Более обоснованным является
представление дробных операций интегрирования и дифференцирования в
виде бесконечной системы линейных ОДУ первого порядка с переменными
коэффициентами [165]. Такое представление дробных операций характерно
для распределённых систем и фактически отражает уже неоднократно от-
меченное свойство нелокальности дробных операторов. Следовательно, мож-
но говорить о том, что системы, описываемые в терминах ДИ, являются по
определению распределёнными (нелокальными), а аппарат ДИ является есте-
ственным формализмом для описания и анализа распределённых систем.

В [31, 208, 256–261] обсуждаются вопросы статистической физики систем
с памятью и/или пространственной нелокальностью, описываемых в фор-
мализме ДИ, в том числе возникновение в таких системах неэргодичности
и сверхмедленных процессов. Одними из основных проблем, обсуждаемых
в упомянутых работах, являются “крупнозернистое” усреднение во времени,
аналогичное боголюбовскому, и энтропия, зависящая от ошибок измерений,
для которой выводится дробное обобщение принципа максимума энтропии.
Кроме того, ранее (раздел 7) упоминалось заметное число работ, посвящён-
ных обобщению классической лагранжевой и гамильтоновой механики на
случай систем, описываемых уравнениями с дробными производными. Были
получены дробные аналоги базовых уравнений механики и показано, что в
таких системах возникает ряд новых свойств, основным из которых является
неконсервативность (диссипативность).

Интересная трактовка дробных операторов переменного (зависящего от
аргумента) порядка представлена в работе [262], авторы которой на приме-
ре вязкоупругого осциллятора с памятью показывают, что переменный по-
рядок оператора дробного дифференцирования может быть отождествлён с
нормированным фазовым сдвигом между ускорением и координатой такого
осциллятора.

Физическая интерпретация дробных операций даётся и в работе [192], об-
суждавшейся выше. Данная интерпретация даётся для случая, когда незави-
симой переменной является время, и основывается на представлении о том,
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что время может измеряться по-разному в различных системах отсчёта и/или
различными приборами. В частности, рассматривается пример, когда наблю-
датель движется в машине и способен измерять одновременно скорость ма-
шины по спидометру, показывающему истинную скорость, и время по ча-
сам, показывающим неверное время. Связь этого неверного времени с ис-
тинным временем описывается с помощью некоторой функции, аналогичной
обсуждавшейся выше функции (13). В этом случае получается, что время из-
меряется по неравномерной шкале [192]. Тогда истинный путь, пройденный
наблюдателем на машине, будет определяться дробным интегралом Римана–
Лиувилля аналогично формуле (12) [192].

8.3. Вероятностная интерпретация дробных операций

В [208] показана связь между устойчивыми распределениями, изучаемыми
в теории вероятностей, и дробными интегралами. Рассматривается система,
в которой временнáя степень свободы является стохастической и представля-
ет собой сумму случайных временных отрезков. Каждый из таких отрезков,
в свою очередь, является случайной величиной, подчиняющейся устойчиво-
му вероятностному распределению. Далее проводится математически обос-
нованный предельный переход от дискретных временных отрезков (“шагов”)
к непрерывному пределу. Это приводит к кинетическим уравнениям, содер-
жащим дробные операторы. При этом показатель дробного оператора име-
ет прямую связь с параметром соответствующего устойчивого распределе-
ния вероятности. Наличие дробных операторов в кинетических уравнениях
отражает тот факт, что они описывают подчинённые случайные процессы,
при этом направляющий процесс связан со случайным процессом, имеющим
устойчивое вероятностное распределение. Автор [208] пишет о “стохастиче-
ской стреле времени”, для которой характерен неравномерный шаг (являю-
щийся в данном случае случайной величиной). Эти рассуждения в опреде-
лённом смысле похожи на обсуждавшуюся выше физическую интерпрета-
цию, данную И. Подлубным в [192]. В [208] показано, что такой характер
вероятностного распределения приводит к наличию долговременной памя-
ти у подчинённого процесса, а релаксация в такой системе характеризуется
степенным спадом. Физические следствия данного подхода, позволяющие с
единых позиций рассматривать явления релаксации в различных типах фи-
зических систем, обсуждаются в [263]. В [264] показано, что обобщение пуас-
соновского процесса со случайной интенсивностью, описывающего статисти-
ческое распределение интервала между случайными скачками, содержащее
дробно-степенную функцию в образе Лапласа статистического распределе-
ния, приводит к дробному дифференциальному уравнению для плотности
распределения интервалов между скачками.

В [265] также обсуждается вероятностная интерпретация дробных опера-
ций, но в случае определения Грюнвальда–Летникова. При этом интерпре-
тация строится на основе сведéния дробного оператора к операторам цело-
го порядка, имеющим вполне ясную и однозначную геометрическую интер-
претацию. Рассматривая определение Грюнвальда–Летникова с бесконечным
пределом (см. определение 2.4), можно, используя терминологию теории ве-
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роятностей, сказать, что ряд

−

∞
∑

k=0

(−1)k
Γ(α+ 1)

k!Γ(α − k + 1)
f(x∓ kξ)≡−

∞
∑

k=0

γ(α, k)f(x∓ kξ)(15)

представляет собой математическое ожидание E(X) случайной величины X.
При этом P (X = f(kξ)) = |γ(α, k)|. Несложно убедиться, что γ(α, 0) = 1

и −
∞
∑

k=0

γ(α, k) = 1, т.е. “настоящее”, так же как и все моменты “прошло-

го” и “будущего” наблюдаются с вероятностью единица, а каждая реали-
зация f(x′) имеет вес, определяемый заданной вероятностью, которая тем
ближе к единице, чем ближе x′ к “настоящему”. На основании изложенного
в [265] предлагается и геометрическая (вероятностно-геометрическая) интер-
претация дробной производной. Рассматривается график функции f(x) и тре-
угольник, вершинами которого являются f(0) (“настоящее”), величина E(X)
(определяемая формулой (15)) и точка пересечения перпендикуляра, опущен-
ного из точки f(0) на ось абсцисс, с прямой f = E(X). Показано, что при
ξ → 0 угол наклона прямой, проходящей через точки f(0) и E(X) (тангенса
угла, образованного данной прямой с горизонталью), стремится к значению
дробной производной порядка α в данной точке. В случае, когда α → 1, эта
прямая стремится к касательной, а её угол наклона – к значению первой про-
изводной. Следует отметить, что такая интерпретация имеет много общего
(кроме вероятностного аспекта) с геометрической интерпретацией, данной в
более поздней работе [194] для степенной функции (см. выше). Также в [265]
демонстрируется, что величина γ(α, k) имеет степенной спад γ(α, k) ∼ k−α−1,
свидетельствующий о наличии эффекта памяти. В [266, 267] на основе описан-
ной выше интерпретации строятся дробно-рациональные приближения для
частотного отклика дробного дифференциатора.

В [260, 268] обсуждается энтропия, основанная на дробных операторах.
В [268] показано, что введённая таким образом энтропия, в целом, аналогична
энтропии Шеннона, но не обладает свойством аддитивности.

9. Заключение

Проведённый обзор наглядно демонстрирует, что ДИ является, в целом,
более общей и сложной областью исследований, чем классический анализ.
Аналогично теория ДДУ и ДДВ, а также теория дробных динамических си-
стем и дробное вариационное исчисление включают в себя системы целого
порядка в качестве особых случаев.

Несмотря на значительные успехи в разработке многих фундаментальных
и прикладных направлений развития ДИ, в этой области остаётся тем не ме-
нее обширное поле для исследований. В частности, до сих пор нет единой
ясной интерпретации геометрического и физического смысла дробных опе-
раторов. Нет также единого определения дробной производной: в более аб-
страктных математических исследованиях используется, как правило, опре-
деление Римана–Лиувилля, а в более прикладных исследованиях, связанных
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с физикой или теорией управления, в подавляющем большинстве случаев ис-
пользуется определение Капуто или более адекватное при численных расчё-
тах определение Грюнвальда–Летникова. В последние годы стали развивать-
ся “синтетические” подходы: определения, модифицирующие и обобщающие
существующие подходы.

В исследованиях по ДДУ имеются серьёзные наработки, но отсутствует
их систематизация: нет единых справочников, позволяющих сопоставить ба-
зовым постановкам начальных и начально-краевых задач соответствующие
функции Грина, передаточные функции и характеристические уравнения, в
том числе в случаях различных определений дробной производной. Доста-
точно малое количество работ посвящено исследованию ДДВ и изучению
качественной динамики систем, описываемых ДДУ и ДДВ.

До конца нерешённой остаётся задача корректной и физически осмыслен-
ной постановки граничных и начальных условий для ДДУ (в том числе в
зависимости от используемого типа дробной производной). При этом приоб-
ретает актуальность вопрос о построении стандартизирующих функций [269,
270] для начальных, краевых и начально-краевых задач, содержащих ДДУ,
позволяющих изменять вид неоднородности в уравнениях и тем самым сво-
дить соответствующие задачи к задачам с нулевыми граничными и/или на-
чальными условиями.
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