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ПРИМЕНЕНИЕ ГАРАНТИРУЮЩЕГО ПОДХОДА

К ЗАДАЧЕ КАЛИБРОВКИ БЛОКА НЬЮТОНОМЕТРОВ1

Гарантирующий подход применяется к задаче совместной калибров-
ки блока ньютонометров и высокоточного стенда. Получен оптимальный
план калибровки с минимальным суммарным числом угловых положений
стенда. Построены оптимальные гарантирующие оценки искомых пара-
метров. Поскольку точно реализовать нужные положения стенда часто
затруднительно, обсуждается процедура, позволяющая учесть ошибки,
возникающие из-за неточности установок стенда в требуемые положения.
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1. Введение

Гарантирующий подход к оцениванию в так называемой априорной поста-
новке впервые появился в публикациях [1–3] (см. также [4]) и впоследствии
был развит в [5–8]. Гарантирующий подход традиционно имеет свои приложе-
ния в космической баллистике. В данной статье показано, что при небольшой
модификации область применения этого подхода намного шире.

В [9, 10] при помощи гарантирующего подхода исследовалась задача ка-
либровки блока ньютонометров на стендах с грубой информацией об угловом
положении стенда (с ошибками порядка десятков угловых минут).

В данной статье рассматривается применение гарантирующего подхода к
задаче калибровки блока ньютонометров на прецизионных стендах, когда
измерения угловых положений стенда весьма точны (с флуктуационными
ошибками порядка нескольких угловых секунд). В этом случае математиче-
ская модель соответствующей задачи оценивания существенно отличается от
моделей в [9, 10]; в частности, в настоящей статье измерения состоят из трех
функций, а в предыдущих – из одной. Следовательно, оптимальные планы из-
мерений также существенно отличаются. Отметим, что после осреднения по-
казаний блока ньютонометров помеха в соответствующей задаче оценивания
состоит из суммы остаточной ошибки электромеханического контура блока и
отброшенных квадратичных членов. Эта величина не имеет ни четкой пара-
метрической модели, ни стабильного спектра. Еще более важно, что решение

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект №18-01-00054-а).
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задачи оптимального гарантирующего оценивания из всей совокупности из-
мерений выделяет ограниченное число наиболее информативных измерений.
Таким образом, заодно решается и задача оптимального планирования экспе-
риментов. Поэтому применение гарантирующего подхода для решения задачи
калибровки очень адекватно рассматриваемой проблеме.

Опишем прикладное содержание проблемы. Одним из основных сенсоров
инерциальной навигационной системы [11, 12] является блок из трех ньюто-
нометров, измеряющий удельную силу, действующую на условную чувстви-
тельную массу блока со стороны объекта, на котором он установлен. Согласно
второму закону Ньютона эта сила равна разности между абсолютным ускоре-
нием чувствительной массы (центра объекта) и гравитационным ускорением.
В технике эта величина называется кажущимся ускорением. При статических
испытаниях она равна ускорению силы тяжести (с обратным знаком). Хоро-
шо известно, что блок ньютонометров нуждается в калибровке перед его ос-
новным использованием. Вопросами калибровки традиционно занимаются во
многих специализированных предприятиях и научных заведениях. Калибров-
ке блока ньютонометров (в технике они часто называются акселерометрами)
посвящено необъятное количество публикаций (см., например, [10, 13–31]).
Часто в них исследуются технологические особенности процесса калибровки,
но строгие математические постановки задач редки. В известных авторам
публикациях вопросы минимизации числа угловых положений стенда излага-
ются скупо (кроме [9, 10]) и исходят из эвристических соображений. Нередко
после составления модели и упоминания о методе максимального правдопо-
добия все остальное доверяется стандартным пакетам программ, максимизи-
рующим функцию правдоподобия без должного анализа задачи оценивания.
Иногда соответствующие задачи оптимизации являются невыпуклыми, что
крайне осложняет их численное решение.

Простые “инженерные” алгоритмы стендовой калибровки блока ньютоно-
метров очень наглядны: надо поставить (при помощи стенда) ньютонометры
вверх и вниз и что-то сложить или вычесть и разделить пополам. При этом
обычно предполагается, что угловые и геометрические погрешности прецизи-
онных стендов малы настолько, что ими можно пренебречь. Однако анализ
разнообразных источников погрешностей блока и самого стенда показыва-
ет, что, на первый взгляд, тривиальная процедура калибровки не так про-
ста. Кроме того, представляется разумным включать в состав оцениваемых
параметров возможные геометрические погрешности (перекосы осей враще-
ния, негоризонтальность основания из-за просадки фундамента), инструмен-
тальные погрешности (систематические ошибки измерения углов поворота)
номинально высокоточного стенда с одновременным решением и задачи ка-
либровки, и задачи функциональной диагностики стенда. Это обстоятель-
ство дополняет традиционную постановку задачи калибровки. Однако она
становится многопараметрической. При высоких размерностях выбор плана
экспериментов не очевиден. Учет погрешностей высокоточных стендов – от-
носительно новое направление в калибровке; при этом вопрос о минимизации
суммарного числа угловых положений стенда в публикациях, насколько ав-
торам известно, математически четко не исследовался.
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В [16] описана инженерная задача калибровки с учетом погрешностей но-
минально высокоточного стенда и при помощи анализа соответствующей ва-
риационной задачи для каждого оцениваемого параметра найдены некоторые
оптимальные угловые положения стенда. Суммарное количество положений
стенда при этом равнялось 15 – числу неизвестных параметров. Проведе-
ние каждого калибровочного эксперимента является технологически слож-
ной процедурой, поэтому весьма желательно сократить число экспериментов.
В данной статье рассмотрен вопрос о минимизации общего числа положений
стенда при оценке всех параметров. При помощи построения соответствую-
щей двойственной задачи показано, что суммарное число угловых положений
стенда можно сократить до 10 (но не менее). На первый взгляд, такой вывод
может показаться парадоксальным: ведь по 10 измерениям нельзя опреде-
лить 15 параметров. Дело в том что при каждом положении стенда имеются
три измерения, и поэтому суммарное число измерений равно 30.

2. Постановка задачи оценивания

Опишем кратко двухстепенной стенд [16]. Его конкретные реализации мо-
гут быть различными, но математическая схема одна и та же. Примером
может служить стенд фирмы “Acutronic” [32]. Основание стенда неподвижно
относительно Земли. Внешняя ось стенда из-за неточности установки основа-
ния отклонена от горизонтальной плоскости на малый угол κ. Внешняя рама
стенда может поворачиваться относительно основания вокруг внешней оси
на угол αtr; внутренняя рама может поворачиваться относительно внешней
рамы вокруг внутренней оси на угол βtr. Углы поворота рам измеряются на
фоне помех:

α = αtr +∆α+∆αfl, β = βtr +∆β +∆βfl,

где α, β – результаты измерений, ∆α, ∆β – неизвестные одинаковые для всех
измерений константы, ∆αfl, ∆βfl – неизвестные непараметрические (флук-
туационные) составляющие, разные для разных измерений углов. Так как
стенд предполагается высокоточным, то составляющими ∆αfl, ∆βfl всюду в
дальнейшем будем пренебрегать. Это обстоятельство отличает высокоточный
стенд от грубого стенда, при использовании которого нельзя пренебрегать ве-
личинами этого типа.

При αtr = 0 внутренняя ось направлена (почти) по географической верти-
кали; отклонение внутренней оси от вертикальной плоскости, образованной
внешней осью и географической вертикалью, вследствие негоризонтально-
сти основания обозначается малым углом α∗. Указанные оси пересекаются в
точке M b и могут не быть в точности ортогональны; малый угол их неорто-
гональности обозначим через ǫ. С внутренней рамой жестко свяжем систему
координат M bj следующим образом. Ось M bj3 направлена по внутренней
оси. Ось M bj1 при βtr = 0 лежит в плоскости, образованной внешней и внут-
ренней осями, ортогональна M bj3 и близка к внешней оси. ОсьM

bj2 образует
с M bj1 и M bj3 правый ортогональный трехгранник.

С блоком ньютонометров свяжем правый ортогональный трехгранникMz,
по осям которого в идеале должны располагаться оси чувствительности нью-
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тонометров (точка M является центром блока). Этот трехгранник называет-
ся приборным. Блок ньютонометров устанавливается на планшайбу, жестко
прикрепленную к внутренней раме так, чтобы оси Mz как можно точнее
были направлены по осям трехгранника M bj. Погрешность установки Mz
относительно M bj характеризуется неизвестным вектором малого поворота
θ = (θ1, θ2, θ3)

T. Неточность в знании ускорения силы тяжести в точке про-
ведения испытаний обозначим через ∆g.

Пусть 〈f ′
z〉 – известные осредненные показания блока ньютонометров в

некотором неподвижном относительно Земли угловом положении, α, β –
результат измерения углов поворота внешней и внутренней рам стенда,
f̃z(α, β) – предсказанные по непосредственному измерению углов поворота
рам стенда показания блока (точно вычисляемые). Тогда измерения z(α, β)
для соответствующей задачи оценивания формируются как нормированная
разность сигналов 〈f ′

z〉 и f̃z(α, β) следующим образом:

z(α, β) = g−1
{

〈f ′
z〉 − f̃z(α, β)

}

=

= g−1
{

(E + Γ) (−gz(α, β, qb)) + ∆f0 − (−g̃z(α, β))
}

+ ̺(α, β),

(1)

где (см. [10, 16]) g – модельное значение ускорения силы тяжести, E ∈ R3×3 –
единичная матрица, Γ – матрица погрешностей блока (характеризуемая
ошибками масштабных коэффициентов и несоосностью ньютонометров),
∆f0 – систематические смещения показаний блока, gz(α, β, qb) – истинное
значение вектора ускорения силы тяжести в проекциях на оси приборного
трехгранника Mz, qb = (κ, ǫ,∆α,∆β, α∗, θ1, θ2, θ3,∆g/g)T – вектор парамет-
ров погрешностей стенда, g̃z(α, β) – точно вычисляемый по измерениям уг-
лов прогнозируемый вектор ускорения силы тяжести в проекциях на оси при-
борного трехгранника Mz, ̺(α, β) – флуктуационная составляющая ошибок
измерений. Определение величин Γ и ∆f0 составляет цель калибровки.

Линеаризуя невязки (1) относительно параметров погрешностей стенда и
блока, можно получить, что компоненты невязки

(p)
z (α, β) ∈ R1, p = 1, 2, 3,

связаны с неизвестными оцениваемыми параметрами

(q1, . . . , q15)
T = q ∈ R15,

представляющими собой физически содержательные линейные комбинации
погрешностей параметров блока и неточностей стенда, следующими соотно-
шениями:

(p)
z (α, β) =

(p)

H T(α, β) q +
(p)
̺ (α, β), p = 1, 2, 3,(2)

143



где известные векторы
(p)

H (α, β) ∈ R15 определяются формулами

(3)

(1)

H(α, β)=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
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⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

− cosβ

− cosα sinβ

− cosα cosβ

cosα

sinα sinβ

sinα cosβ

1

0

0

0

0

0

0

0

0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
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⎟
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⎟
⎟
⎟
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,
(2)

H(α, β)=
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sinβ
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,
(3)

H(α, β)=
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0
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⎟
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⎟
⎟
⎟
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⎟
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⎟
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⎟
⎠

,

наблюдаемые комбинации параметров имеют вид:

q1 = κ, q2 = ∆α+ α∗, q3 = ǫ,

q4 = Γ13 − θ2, q5 = Γ11 −
∆g

g
, q6 = Γ12 −∆β + θ3,

q7 =
∆f0

1

g
, q8 = Γ23 + θ1, q9 = Γ21 +∆β − θ3,

q10 = Γ22 −
∆g

g
, q11 =

∆f0
2

g
, q12 = Γ31 + θ2,

q13 = Γ32 − θ1, q14 = Γ33 −
∆g

g
, q15 =

∆f0
3

g
,

(4)

а
(p)
̺ (α, β) – неизвестные ошибки измерений (также безразмерные), которые

могут принимать произвольные значения, но при этом ограничены по абсо-
лютной величине известной константой σ:

|
(p)
̺ (α, β) | � σ, p = 1, 2, 3.(5)

Будем считать, что стенд можно поставить во все допустимые положе-
ния, т.е. углы α и β могут принимать любые значения из отрезка [0, 2π]. Та-
ким образом, соотношения (2)–(5) описывают всевозможные показания блока
ньютонометров при континууме его угловых положений. Требуется по всем

измерениям {
(p)
z (α, β) } определить все компоненты вектора параметров q.

3. Метод гарантирующего оценивания

Опишем кратко метод гарантирующего оценивания в априорной поста-
новке [1–8] в форме, применимой для решения задачи калибровки. Рассмот-
рим три группы измерений (2), где известные непрерывные по (α, β) векторы
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(p)

H (α, β) ∈ Rm,m = 15, определяются формулами (3), а помехи
(p)
̺ (α, β) из (5)

являются всюду определенными на [0, 2π] × [0, 2π] интегрируемыми по Лебегу
функциями.

Пусть a ∈ Rm – заданный вектор. В рассматриваемом случае a = e(ν), где
e(ν) – один из единичных координатных ортов из Rm с единицей на ν-м месте.
Рассмотрим линейные оцениватели для l = aTq вида

l̃ =
3∑

p=1

⎧

⎨

⎩

∫
(p)

Φ0 (α, β)
(p)
z (α, β) dα dβ +

Mp∑

s=1

(p)

Φ s

(p)
z

(

(p)
α s,

(p)

β s

)
⎫

⎬

⎭
,(6)

где
(p)

Φ0 (α, β) – некоторые весовые функции, интегрируемые по Лебегу, а
(p)

Φ s,
(p)
α s,

(p)

β s, s = 1, . . . ,Mp, – некоторые числа и значения углов из [0, 2π]. В от-
личие от широко распространенной формы оценивателя этот оцениватель
содержит не только интегральный член, но и слагаемые, зависящие от от-
дельных значений измерений в некоторых точках.

Для сокращения записи будем условно писать, что

l̃ =
3∑

p=1

{∫
(p)

Φ (α, β)
(p)
z (α, β) dα dβ

}

,

(p)

Φ (α, β) =
(p)

Φ 0 (α, β) +

Mp∑

s=1

(p)

Φ s δ

(

(α, β) −

(

(p)
α s,

(p)

β s

))

,

где δ((α, β) − (αs, βs)) – дельта-функция Дирака:

∫

f(α, β)δ((α, β) − (αs, βs))dα dβ = f(αs, βs).

Величина

sup
q∈Rm, |̺(α,β)|�σ

| l̃ − l|

называется гарантированной ошибкой оценки; здесь и далее укороченная за-
пись |̺(α, β)| � σ означает выполнение условия (5).

При выбранном оценивателе это максимальное значение ошибки оценки
при всевозможных значениях неопределенных факторов. Будем искать ве-

совые коэффициенты
(p)

Φ (α, β), минимизирующие гарантированную ошибку
оценки, т.е. получаемые из решения следующей минимаксной задачи:

inf
Φ(α,β)

sup
q∈Rm, |̺(α,β)|�σ

| l̃ − l|.

Такая задача называется задачей оптимального гарантирующего оценивания.
Таким образом, для решения задачи калибровки и диагностики стенда нужно
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решить m отдельных задач. Интересно отметить, что привлечение нелиней-
ных оценивателей в дополнение к линейным оценивателям вида (6) не при-
водит к уменьшению гарантированной ошибки оценки [8]. Другими словами,
можно ограничиться линейными оценивателями.

Явно вычисляя верхнюю грань в формуле предыдущего абзаца, можно
показать, что эта задача сводится к вариационной задаче вида

inf
Φ(α,β)

σ

3∑

p=1

∫

|
(p)

Φ (α, β) | dα dβ(7)

при ограничениях

3∑

p=1

∫
(p)

H (α, β)
(p)

Φ (α, β) dα dβ = a.(8)

Величина функционала (7) определяет гарантированную ошибку оценки.
Условия (8) называются условиями несмещенности, так как при их выпол-

нении в отсутствие ошибок измерений оценка l̃ совпадает с l. Поскольку кон-
станта σ входит только множителем перед функционалом, то в дальнейшем
при анализе (7), (8) будем считать σ = 1.

Те ор ем а 1. Если векторы
(p)

H (α, β) непрерывны на [0, 2π] × [0, 2π], то
решение задачи (7), (8) существует и по крайней мере одно решение

{
(p)

Φ
0(α, β)}3p=1 является импульсной функцией с не более чемm импульсами:

(p)

Φ
0(α, β) =

mp∑

s=1

(p)

Φ
0
sδ

(

(α, β) −

(

(p)
α 0

s,
(p)

β 0
s

))

, p = 1, 2, 3,

3∑

p=1

mp � m.

Именно это обстоятельство и требует вводить импульсные оцениватели в чис-
ло допустимых.

3.1. Двойственная задача

Соответствующая задаче (7), (8) двойственная задача имеет вид [7, 10]

sup
λ∈Rm

aTλ(9)

при ограничениях

|
(p)

H T(α, β)λ | � 1, (α, β) ∈ [0, 2π] × [0, 2π], p = 1, 2, 3.(10)

При этом исходная проблема (7), (8) называется прямой. Двойственная зада-
ча полезна, например, следующим обстоятельством.
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Те ор ем а 2. Пусть λ0 – решение задачи (9), (10). Оптимальный оцени-

ватель
(p)

Φ0(α, β) отличен от нуля лишь в тех точках (α, β), для которых

|
(p)

H T(α, β)λ0 |=1.

Еще удобнее для анализа исходной вариационной проблемы (7), (8) вме-
сто двойственной задачи (9), (10) рассматривать эквивалентную ей задачу о
нахождении так называемого обобщенного чебышевского полинома.

При оценивании координаты qν обобщенным полиномом относительно пе-
ременных (α, β) с коэффициентами ys называется тройка обобщенных поли-
номов

(p)

Hν(α, β) +
∑

s∈{1,...,ν−1,ν+1,...,m}

ys
(p)

Hs(α, β), p = 1, 2, 3.(11)

Задача о нахождении обобщенного чебышевского полинома состоит в опре-
делении такого обобщенного полинома с коэффициентами y0s , который имеет
наименьшее уклонение от нуля, т.е. является решением задачи вида

(12) Lν = min
y1,...,yν−1,yν+1,...,ym

max
p=1,2,3

max
(α,β)∈[0,2π]×[0,2π]

∣
∣
∣
∣
∣
∣

(p)

Hν(α, β) +

+
∑

s∈{1,...,ν−1,ν+1,...,m}

ys
(p)

Hs(α, β)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Обобщенный чебышевский полином имеет важное свойство.

Те ор ем а 3. Оптимальный оцениватель
(p)

Φ 0(α, β) отличен от нуля

лишь в тех точках (α, β), для которых компоненты обобщенного чебышев-
ского полинома принимают значение ±Lν. При этом величина L−1

ν равна

оптимальному значению исходной вариационной задачи (7), (8).

Таким образом, если найти обобщенный чебышевский полином и опреде-

лить точки (
(p)
α 0

s,
(p)

β 0
s), в которых его компоненты для p = 1, 2, 3 достигают

значения ±Lν , то оптимальный оцениватель можно найти из условий несме-

щенности (8), записанных только для точек (
(p)
α 0

s,
(p)

β 0
s).

Те ор ем а 4. Пусть для оценивателя
(p)

Φ (α, β), который удовлетворя-

ет условиям несмещенности (8), и для коэффициентов {ys}, s = 1, . . .
. . . , ν − 1, ν + 1, . . . ,m, значение функционала (7) равно L−1

ν (y), где Lν(y)

есть уклонение от нуля обобщенного полинома (11). Тогда
(p)

Φ (α, β) есть
решение прямой задачи (7), (8), а {ys} – решение задачи (12).

Теорема 1 показывает, что решение задачи оптимального гарантирующего
оценивания сосредоточено в не более чем m точках, определяющих угловые
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положения стенда. Следовательно, при применении гарантирующего подхо-
да заодно решается проблема выбора оптимального плана измерений. Это
принципиально важно для задачи калибровки, так как из решения задачи
гарантирующего оценивания сразу следует план калибровки.

Теорема 3 позволяет предложить конструктивный алгоритм решения зада-
чи оптимального гарантирующего оценивания. Нужно: а) найти обобщенный

чебышевский полином и определить точки (
(p)
α 0

s,
(p)

β 0
s); б) по этим точкам из

условий несмещенности (8) определить соответствующие весовые коэффици-
енты.

Теорема 4 также предоставляет способ решения задачи (7), (8). В качестве
гипотезы допустим, что набор {ys}, s = 1, . . . , ν − 1, ν + 1, . . . ,m, доставляет
решение задачи (12). Тогда в соответствии с теоремой 3 точки, в которых
обобщенный полином достигает наибольшего уклонения (со знаком ±), есть
точки, в которых оцениватель отличен от нуля. При этом соответствующие
весовые коэффициенты определяются из условий несмещенности (если они
совместны). Если же значение функционала прямой задачи (7) на выбранном
оценивателе равно L−1

ν (y), то получены решения для обеих задач (7), (8)
и (12).

Доказательства теорем 1–3 основаны на теории двойственности выпуклых
вариационных задач [33–35] и аналогичны доказательствам схожих теорем
в [7, 10]. Главным здесь является компактность области интегрирования (от-
резок и сфера в [7, 10] и квадрат в (7), (8)), а отличия состоят в относительно
громоздких, но технических деталях. Доказательство теоремы 4 непосред-
ственно следует из общих результатов теории двойственности [33–35].

4. Нахождение оптимальных решений

Найдем аналитическое решение задач (7), (8) при a = e(ν), ν = 1, . . . ,m;
m = 15. Будет показано, что минимальное общее число экспериментов рав-
но 10.

4.1. Оценивание q3

Начнем анализ с третьей компоненты q3 : a = e(3). Этот случай относи-
тельно прост для исследования и, к тому же, к нему сводится исследование
многих других компонент вектора q. Решим эту задачу при помощи теоре-
мы 4 так, как это указано в конце раздела 3. Предположим, что соответст-
вующий обобщенный чебышевский полином имеет нулевые коэффициенты

y1, y2, y4, . . . , ym, т.е. он определяется тройкой функций
(p)

H3(α, β), p = 1, 2, 3,
и, следовательно, L3(0) = 1. Согласно теореме 3 оптимальными положениями

могут быть только те, в которых векторы
(p)

H 3(α, β) принимают максималь-
ные по абсолютной величине значения. В данном случае это коэффициен-
ты (− cosα cos β) и cosα sin β. Тогда ясно, что для первой группы измерений
(p = 1) нужно рассматривать только положения (0, 0), (0, π), (π, 0), (π, π), а
для второй группы (p = 2) — (0, π2 ), (0,

3π
2 ), (π, π2 ), (π,

3π
2 ).
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Соответствующая система уравнений несмещенности примет вид

(1)

H (0, 0)
(1)

Φ 1 +
(1)

H (0, π)
(1)

Φ 2 +
(1)

H (π, 0)
(1)

Φ 3 +
(1)

H (π, π)
(1)

Φ 4 +(13)

+
(2)

H
(

0,
π

2

) (2)

Φ 1 +
(2)

H

(

0,
3π

2

)
(2)

Φ 2 +
(2)

H
(

π,
π

2

) (2)

Φ 3 +
(2)

H

(

π,
3π

2

)
(2)

Φ 4= e(3).

Несмотря на то что число уравнений больше числа неизвестных, система (13)
совместна, и ее решение определяется двумя однопараметрическими семей-
ствами (в зависимости от ξ и η):

(1)

Φ 1= ξ −
1

4
,

(1)

Φ 2=
1

4
− ξ,

(1)

Φ 3=
1

4
+ η,

(1)

Φ 4= −
1

4
− η,

(2)

Φ 1= ξ,
(2)

Φ 2= −ξ,
(2)

Φ 3= η,
(2)

Φ 4= −η.

(14)

Значение функционала равно

2

∣
∣
∣
∣
ξ −

1

4

∣
∣
∣
∣
+ 2 |ξ|+ 2

∣
∣
∣
∣
η +

1

4

∣
∣
∣
∣
+ 2 |η| .

Легко показать, что минимальное значение функционала равно 1 = L−1
3 (0) и

достигается при любых ξ, η из промежутков

0 � ξ �
1

4
, −

1

4
� η � 0.(15)

По теореме 4 соотношения (14), (15) определяют все решения прямой задачи

для случая a = e(3), а обобщенный полином имеет вид
(p)

H 3(α, β), p = 1, 2, 3.

Таким образом, возможны 9 вариантов решений, соответствующих сле-
дующим множества значений ξ, η:

ξ = 0, η = −
1

4
; ξ = 0, η = 0; ξ =

1

4
, η = −

1

4
;

ξ =
1

4
, η = 0; ξ = 0, −

1

4
< η < 0; 0 < ξ <

1

4
, η = −

1

4
;

0 < ξ <
1

4
, −

1

4
< η < 0; 0 < ξ <

1

4
, η = 0; ξ =

1

4
, −

1

4
< η < 0.

Рассмотрим первые четыре варианта. Они выделяют следующие наборы
угловых положений и соответствующие им оценки:

(0, 0), (0, π)
︸ ︷︷ ︸

(1) группа

,
(

π,
π

2

)

,

(

π,
3π

2

)

︸ ︷︷ ︸

(2) группа

;(16)

q̃3 =
1

4

[

−
(1)
z (0, 0)+

(1)
z (0, π)−

(2)
z
(

π,
π

2

)

+
(2)
z

(

π,
3π

2

)]

;
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(0, 0), (0, π), (π, 0), (π, π)
︸ ︷︷ ︸

(1) группа

;(17)

q̃3 =
1

4

[

−
(1)
z (0, 0)+

(1)
z (0, π)+

(1)
z (π, 0)−

(1)
z (π, π)

]

;

(

0,
π

2

)

,

(

0,
3π

2

)

,
(

π,
π

2

)

,

(

π,
3π

2

)

︸ ︷︷ ︸

(2) группа

;(18)

q̃3 =
1

4

[
(2)
z
(

0,
π

2

)

−
(2)
z

(

0,
3π

2

)

−
(2)
z
(

π,
π

2

)

+
(2)
z

(

π,
3π

2

)]

;

(π, 0), (π, π)
︸ ︷︷ ︸

(1) группа

,
(

0,
π

2

)

,

(

0,
3π

2

)

︸ ︷︷ ︸

(2) группа

;(19)

q̃3 =
1

4

[
(1)
z (π, 0)−

(1)
z (π, π)+

(2)
z
(

0,
π

2

)

−
(2)
z

(

0,
3π

2

)]

.

Нетрудно показать, что для остальных пяти вариантов (ξ, η) соответствую-
щие наборы угловых положений включают в себя по крайней мере один из
первых четырех. Поэтому с точки зрения минимизации суммарного количе-
ства положений их можно не рассматривать.

Итак, проведен полный анализ случая оценивания q3. Из этого анализа
следует, что один из четырех наборов положений (16), (17), (18) и (19) обя-
зательно войдет в итоговый набор экспериментов.

4.2. Оценивание остальных компонент q

4.2.1. Оценивание q1

Вновь используем теоремы 3 и 4, предполагая, что при a = e(1) y2 = . . .

. . . = ym = 0. Тогда обобщенный полином определяется функциями:
(p)

H1(α, β),
p = 1, 2, 3, с соответствующими компонентами вида (− cos β) и sin β. Следо-
вательно для оценивания первой компоненты q1 следует использовать конти-
нуум пар углов (α, β), в которых второй угол принимает четыре значения: 0,
π
2 ,

3π
2 и π; при этом будут задействованы векторы из первой и второй груп-

пы: p = 1 и p = 2. Однако в силу континуальности исследовать возможные
варианты так же, как и для q3, здесь затруднительно. Поэтому применение
теоремы 3 не дает результата.

Вместе с тем можно использовать информацию, полученную при рассмот-
рении q3, именно: можно показать, что любого из наборов (16), (17), (18)
или (19) достаточно для оценивания параметра q1. Покажем это, например,
для (16), а для остальных наборов это делается аналогично.

Для набора (16) условия несмещенности примут вид

(1)

H (0, 0)
(1)

Φ 1 +
(1)

H (0, π)
(1)

Φ 2 +
(2)

H
(

π,
π

2

) (2)

Φ 1 +
(2)

H

(

π,
3π

2

)
(2)

Φ 2= e(1).
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Эта система совместна, а ее решение, очевидно, определяется равенствами
(1)

Φ 1= −
(1)

Φ 2= −1
4 и

(2)

Φ 1= −
(2)

Φ 2=
1
4 . При этом значение функционала равно

1 = L−1
1 (0), т.е. по теореме 4 является оптимальным. Соответствующая оп-

тимальная оценка определяется выражением

q̃1 =
1

4

[

−
(1)
z (0, 0)+

(1)
z (0, π)+

(2)
z
(

π,
π

2

)

−
(2)
z

(

π,
3π

2

)]

.

Итак, оценка для q1 строится на уже найденных необходимых наборах
(16), (17), (18) и (19). Поэтому новые наборы не нужны.

Те же самые рассуждения, что и для q1, справедливы и при оценивании
параметров q2, q4, q7, q8, q14 и q15. Таким образом, все эти параметры оцени-
ваются на одних и тех же планах, порожденных базовым параметром q3.

4.2.2. Оценивание параметров q5, q6, q9–q13

Совершенно аналогично можно показать, что базовыми параметрами яв-
ляются и параметры q6, q9, q12, q13, для каждого из которых выделяются
по два необходимых набора угловых положений. Они получаются из тех же
соображений, что и для q3. При этом на обязательных планах q12 можно
оценить q5, а на обязательных планах q13 можно оценить q10 и q11.

Тем самым, решены все задачи (7), (8) для ν = 1, . . . , 15, опираясь при
этом на теорию двойственности.

4.3. Необходимые положения стенда

Проведенное выше исследование необходимых положений стенда показы-
вает, что для минимизации числа положений стенда достаточно ориентиро-
ваться на базовые параметры q3, q6, q9, q12 и q13. Их необходимые положения
представлены в табл. 1.

При сопоставлении планов для базового параметра q12 с планами для ба-
зового параметра q9 и планов для базового параметра q13 с планами для

Таблица 1. Необходимые положения стенда для базовых параметров

Базовые
параметры

Планы экспериментов

q3

(0, 0), (0, π),
(

π,
π

2

)

,

(

π,
3π

2

)

или (0, 0), (0, π), (π, 0), (π, π) или

(

0,
π

2

)

,

(

0,
3π

2

)

,
(

π,
π

2

)

,

(

π,
3π

2

)

или (π, 0), (π, π),
(

0,
π

2

)

,

(

0,
3π

2

)

q12

(π

2
,
π

2

)

,

(
π

2
,
3π

2

)

или

(
3π

2
,
π

2

)

,

(
3π

2
,
3π

2

)

q13

(π

2
, 0
)

,
(π

2
, π
)

или

(
3π

2
, 0

)

,

(
3π

2
, π

)

q6

(π

2
, π
)

,

(
3π

2
, π

)

или
(π

2
, 0
)

,

(
3π

2
, 0

)

q9

(
π

2
,
3π

2

)

,

(
3π

2
,
3π

2

)

или
(π

2
,
π

2

)

,

(
3π

2
,
π

2

)
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Таблица 2. Варианты наборов с 10 суммарными положениями стенда

Группы
параметров

Необходимые наборы угловых положений

q1, q2, q3, q4 ∗ (0, 0), (0, π),
(

π,
π

2

)

,

(

π,
3π

2

)

или (0, 0), (0, π), (π, 0), (π, π)

q7, q8, q14, q15 или
(

0,
π

2

)

,

(

0,
3π

2

)

,
(

π,
π

2

)

,

(

π,
3π

2

)

или (π, 0), (π, π),
(

0,
π

2

)

,

(

0,
3π

2

)

q5, q9, q12 ∗
(π

2
,
π

2

)

,

(
3π

2
,
π

2

)

,

(
π

2
,
3π

2

)

или
(π

2
,
π

2

)

,

(
3π

2
,
π

2

)

,

(
3π

2
,
3π

2

)

или
(π

2
,
π

2

)

,

(
π

2
,
3π

2

)

,

(
3π

2
,
3π

2

)

или

(
π

2
,
3π

2

)

,

(
3π

2
,
3π

2

)

,

(
3π

2
,
π

2

)

q6, q10, q11, q13 ∗
(π

2
, π
)

,

(
3π

2
, π

)

,
(π

2
, 0
)

или
(π

2
, π
)

,

(
3π

2
, π

)

,

(
3π

2
, 0

)

или
(π

2
, 0
)

,

(
3π

2
, 0

)

,
(π

2
, π
)

или
(π

2
, 0
)

,

(
3π

2
, 0

)

,

(
3π

2
, π

)

базового параметра q6 из табл. 1 следует, что существует много вариантов
наборов необходимых экспериментов (по крайней мере 64) из 10 положений.
Использовать меньше, чем 10 положений, очевидно, нельзя. Эти варианты
указаны в табл. 2.

Для каждой группы параметров возьмем, например, наборы, отмечен-
ные ∗. На этих экспериментах и построим требуемые оптимальные гаран-
тированные оценки в порядке, соответствующем указанным выше группам
(оптимальные гарантированные ошибки этих оценок равны σ):

q̃1 =
1

4

[

−
(1)
z (0, 0)+

(1)
z (0, π)+

(2)
z
(

π,
π

2

)

−
(2)
z

(

π,
3π

2

)]

,

q̃2 =
1

4

[
(1)
z
(

π,
π

2

)

−
(1)
z (π,

3π

2
)−

(2)
z (0, 0)+

(2)
z (0, π)

]

,

q̃3 =
1

4

[

−
(1)
z (0, 0)+

(1)
z (0, π)−

(2)
z
(

π,
π

2

)

+
(2)
z

(

π,
3π

2

)]

,

q̃4 =
1

4

[
(1)
z (0, 0)+

(1)
z (0, π)−

(1)
z
(

π,
π

2

)

−
(1)
z

(

π,
3π

2

)]

,

q̃7 =
1

4

[
(1)
z (0, 0)+

(1)
z (0, π)+

(1)
z
(

π,
π

2

)

+
(1)
z

(

π,
3π

2

)]

,

q̃8 =
1

4

[
(2)
z (0, 0)+

(2)
z (0, π)−

(2)
z
(

π,
π

2

)

−
(2)
z

(

π,
3π

2

)]

,
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q̃14 =
1

2

[
(3)
z (0, 0)−

(3)
z
(

π,
π

2

)]

,

q̃15 =
1

2

[
(3)
z (0, 0)+

(3)
z
(

π,
π

2

)]

,

q̃5 =
1

2

[
(1)
z
(π

2
,
π

2

)

−
(1)
z

(
π

2
,
3π

2

)]

,

q̃9 =
1

2

[
(2)
z
(π

2
,
π

2

)

−
(2)
z

(
3π

2
,
π

2

)]

,

q̃12 =
1

2

[
(3)
z
(π

2
,
π

2

)

−
(3)
z

(
π

2
,
3π

2

)]

,

q̃6 =
1

2

[

−
(1)
z
(π

2
, π
)

+
(1)
z

(
3π

2
, π

)]

,

q̃10 =
1

2

[
(2)
z
(π

2
, 0
)

−
(2)
z
(π

2
, π
)]

,

q̃11 =
1

2

[
(2)
z
(π

2
, 0
)

+
(2)
z
(π

2
, π
)]

,

q̃13 =
1

2

[
(3)
z
(π

2
, 0
)

−
(3)
z
(π

2
, π
)]

.

Отметим, что в дополнение к компонентам q представляют интерес оценки
для перекосов осей блока [10]:

Γ12 + Γ21 = q6 + q9, Γ13 + Γ31 = q4 + q12 и Γ23 + Γ32 = q8 + q13.

В [16] показано, что оптимальные оценки для этих трех комбинаций имеют
вид

˜(q6 + q9) = q̃6 + q̃9, ˜(q4 + q12) = q̃4 + q̃12 и ˜(q8 + q13) = q̃8 + q̃13.

Это свойство аддитивности, привычное для оценок, полученных по методу
наименьших квадратов, для метода гарантирующего оценивания в общем
случае неверно.

5. Субоптимальный набор измерений

Для оценивания каждой компоненты вектора q, т.е. для a = e(ν), ν = 1, . . .
. . . ,m, требуется решитьm отдельных задач (7), (8). Решение каждой из этих
задач в соответствии с теоремой 1 определяет оптимальные угловые поло-

жения (
(p)
α 0

s,
(p)

β 0
s), s = 1, . . . ,mp, p = 1, 2, 3, суммарное количество которых не

превышает m. В совокупности для всех компонент q соответствующие реше-
ния из континуума [0, 2π] × [0, 2π] выделяют S � m2 пар угловых положений,
составляющих суммарный оптимальный план измерений.
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Для дальнейших рассмотрений упростим обозначения. Оптимальным уг-
ловым положениям соответствуют оптимальные измерения. Обозначим со-
вокупность всех оптимальных измерений через Z0 = (zi0

1
, . . . , zi0

S
)T∈ RS, со-

ответствующие им векторы – через H0 = (Hi0
1
, . . . ,Hi0

S
)T∈ Rm×S , а помехи –

через P0 = (̺i0
1
, . . . , ̺i0

S
)T∈ RS. Тогда в матричной форме совокупность опти-

мальных измерений можно представить в виде

Z0 = HT

0 q + P0.

Обозначим оптимальные оцениватели для qν , ν = 1, . . . ,m, через Ψ(ν) ∈
∈ RS , т.е.

q̃ν = Ψ(ν)TZ0,

причем в силу условий несмещенности (8)

H0Ψ
(ν) = e(ν), ν = 1, . . . ,m,(20)

и каждый Ψ(ν) содержит не более m отличных от нуля компонент.

Если исследователь в состоянии реализовать указанные измерения (в рас-
сматриваемом случае безупречно установить стенд в строго оптимальные по-
ложения), то задача полностью решена. Однако установить стенд точно в за-
данные положения не всегда технически легко. Часто его можно установить
в некоторые близкие положения. Тогда в матричной форме набор субопти-
мальных измерений представим в виде

Z = HTq + P,(21)

где Z – вектор, составленный их субоптимальных измерений, P = (̺i1 , . . .
. . . , ̺iS )

T – вектор помех, H = (Hi1 , . . . ,HiS ); при этом векторы Hi1 , . . . ,HiP

соответствуют углам, близким к оптимальным, и поэтому близки к опти-
мальным векторам Hi0

1
, . . . ,Hi0

P
. По аналогии можно попытаться сформиро-

вать оценки, соответствующие близким планам, но с теми же оптимальными
оценивателями:

q̃′ν = Ψ(ν)TZ.(22)

Однако для близких планов условия несмещенности, вообще говоря, уже не
выполняются:

HΨ(ν) �= e(ν), ν = 1, . . . ,m.

Тогда, как легко показать, гарантированные ошибки оценок (22) бесконечны,
и поэтому оценки (22) непригодны.

Выходом из этой ситуации является следующий прием. Введем матрицу D
порядка m× S, образованную оптимальными оценивателями для всех ком-
понент:

D =
(

Ψ(1), . . . ,Ψ(m)
)
T
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и умножим на нее слева уравнения (21). Тогда получим систему m уравнений
относительно m неизвестных q:

DZ = DHTq +DP.

Матрица H близка к H0, для которой выполнены условия несмещенно-
сти (20): DHT

0 = Em, где Em – единичная матрица порядка m. Поэтому квад-
ратная матрица DHT близка к единичной и, следовательно, невырожденна,
и оценки qν можно построить следующим образом:

q̃∗ν = e(ν)Tq̃∗, q̃∗ =
(

DHT

)−1
DZ,

т.е. q̃∗ν = Ψ̃(ν)TZ, Ψ̃(ν) = DT

((

DHT

)−1
)
T

e(ν).

(23)

При этом, очевидно, Ψ̃(ν) ≈Ψ(ν).

Построенные выше оценки q̃∗ν являются несмещенными, так как в силу (23)
очевидно, что

HΨ̃(ν) = e(ν), ν = 1, . . . ,m.(24)

Вычислим гарантированные ошибки оценок qν , полагая, что в задаче ка-
либровки все ошибки измерений ограничены одной величиной – единицей
(σ = 1). Учитывая условия несмещенности (24) и вводя обозначения для ком-

понент оценивателей Ψ̃(ν) =
(

Ψ̃
(ν)
1 , . . . , Ψ̃

(ν)
S

)T

, получим равенства:

max
q∈Rm, {|̺ik |�σ, k=1,...,S}

| q̃∗ν − qν | = max
q∈Rm, {|̺ik |�σ, k=1,...,S}

∣
∣
∣Ψ̃(ν)TZ − e(ν)Tq

∣
∣
∣ =

= max
q∈Rm, {|̺ik |�σ, k=1,...,S}

∣
∣
∣
∣

(

HΨ̃(ν) − e(ν)
)
T

q + Ψ̃(ν)TP

∣
∣
∣
∣
=

= max
{|̺ik |�σ, k=1,...,S}

∣
∣
∣Ψ̃(ν)TP

∣
∣
∣ =

S∑

k=1

∣
∣
∣Ψ̃

(ν)
k

∣
∣
∣ .

В силу близости Ψ̃(ν) и Ψ(ν) последнее выражение близко к величине
∑S

k=1 |Ψ
(ν)
k |, равной оптимальному гарантированному значению ошибки оцен-

ки каждой компоненты qν . Таким образом, построение оценок искомых па-
раметров по реализуемым формулам (23) приводит к почти оптимальным
оценкам.

6. О необходимости учитывать погрешности стенда

Выше получены оптимальные гарантирующие оценки параметров блока
ньютонометров в предположении неидеальности стенда. Возникает вопрос:
если при построении алгоритма оценивания не производить его диагностику,
условно полагая его идеальным, то нельзя ли получить оценки параметров
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блока более простым способом, исходя из модели, учитывающей только по-
грешности самого блока, которые и при неидеальном стенде были бы доста-
точно точными.

Нетрудно увидеть, что если не принимать во внимание погрешности стен-
да (другими словами, полагая в (2) q1 = q2 = q3 = 0), то задача оценивания
(7), (8) декомпозируется на три независимых задачи гарантирующего оце-
нивания – отдельную для каждого ньютонометра. Среди оптимальных для
упрощенной модели оценок некоторые оценки могут оказаться оптимальны-
ми и для полной системы, а какие-то существенно неоптимальными и сме-
щенными (т.е. условия (8) будут нарушены): ошибки стенда напрямую пере-
ходят в ошибки оценок блока, увеличивая их по сравнению с оптимальными.
Однако заранее, без анализа полной системы, выяснить, какая оценка являет-
ся несмещенной при неидеальном стенде, а какая – смещенной, невозможно.
Поэтому при оценке погрешностей блока ньютонометров учитывать неиде-
альность стенда необходимо. При этом можно установить, что усложнение
модели за счет учета неидеальности стенда не приводит к увеличению оши-
бок определения погрешностей блока.

7. Другие способы установки блока ньютонометров на планшайбу

Назовем описанное выше положение блока ньютонометров на планшайбе
базовым. Возможны и другие варианты установки блока. В них оси блока
ньютонометров совпадают с осями в базовом положении, но при других ну-
мерации и направлении осей. Это соответствует ортогональной матрице Q,
состоящей из нулей и единиц (со знаком плюс или минус); определитель мат-
рицы Q равен единице. Далее будет показано, что новые результирующие
соотношения не нужно выводить заново с самого начала, а можно получить
их, немного модифицируя полученные выше базовые соотношения.

Опишем новый вариант установки блока на планшайбу, искусственно
представляя, что сначала блок был установлен на планшайбу (с некоторой
небольшой погрешностью) в соответствии с базовым, а потом дополнительно
точно повернут в соответствии с матрицей Q. При этом χ′′ = Qχ′, Q−1 = QT,
где χ′ – координаты произвольного вектора в проекциях на оси приборного
трехгранника Mz, установленного в соответствии с базовым вариантом, а
χ′′ – координаты этого же вектора в проекциях на оси Mz в его новом поло-
жении.

Пусть z(α, β) – нормированная невязка показаний блока ньютонометров в
новом положении, ̺(α, β) – флуктуационная погрешность блока ньютономет-
ров в новом положении. Тогда, очевидно, для нового положения блока имеет
место следующее соотношение, аналогичное (1):

z(α, β) = g−1
{

〈f ′〉 − f̃(α, β)
}

+ ̺(α, β) = g−1
{

〈f ′〉 −Qf̃z(α, β)
}

+ ̺(α, β) =

= g−1
{

(E + Γ)Q (−gz(α, β, qb)) + ∆f0 −Q (−g̃z(α, β))
}

+ ̺(α, β),

где: 〈f ′〉 — известные осредненные показания блока в новом положении;

f̃(α, β) — предсказанные по измерениям углов α, β показания блока в новом
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положении; f̃z(α, β) — предсказанные показания блока в базовом положении;
Γ, ∆f0

z — параметры погрешностей блока; gz(α, β, qb) – как и ранее, истин-
ное значение вектора ускорения силы тяжести в проекциях на оси приборного
трехгранникаMz в базовом положении; qb=(κ,ǫ,∆α,∆β,α∗,θ1,θ2,θ3,∆g/g)T—
как и ранее, параметры погрешностей стенда; g̃z(α, β) — как и ранее, точно
вычисляемый по измерениям углов прогнозируемый вектор ускорения силы
тяжести в проекциях на оси приборного трехгранника Mz в базовом положе-
нии.

Тогда, очевидно,

Q−1z(α, β)=g−1
{

Q−1〈f ′〉 − f̃z(α, β)
}

+Q−1̺(α, β) =

= g−1{(E+Q−1ΓQ)(−gz(α, β, qb))+Q−1∆f0− (−g̃z(α, β))}+Q−1̺(α, β).(25)

Формула (25) одинакова по структуре со вторым равенством в (1) и пол-
ностью совпадает с ним при заменах:

z → Q−1z, Γ → Q−1ΓQ, ∆f0 → Q−1∆f0, ̺ → Q−1̺;(26)

при этом исходные элементы меняют свое расположение соответственно Q.

Таким образом, используя известную из предыдущих рассуждений зави-
симость (2) итоговых показаний от погрешностей стенда и блока, получена
аналогичная зависимость для нового положения блока ньютонометров. При
этом в качестве удобных итоговых измерений берется величина Q−1z(α, β).
Тогда при помощи представленной выше методики оцениваются величины
Q−1ΓQ и Q−1∆f0. Опишем это более подробно.

При новом варианте установки блока ньютонометров физически осмыс-
ленно поступить следующим образом. Сначала надо перейти от системы
координат M bj к новой системе координат M bk, по осям которой в идеа-
ле должен быть установлен блок ньютонометров. Матрица ориентации M bk
относительно M bj определяется известной матрицей Q. Затем, в силу сум-
марной погрешности установки планшайбы по осям M bk и блока на план-
шайбу, образуется неточность в угловой ориентации приборного трехгран-
ника Mz относительно M bk. Эта неточность описывается матрицей (E + θ̂k),
где θk = (θk1 , θ

k
2 , θ

k
3 )

T – неизвестный вектор малого поворота Mz относительно

M bk, а θ̂k – соответствующая ему кососимметрическая матрица.

Вначале этот переход был формализован искусственно: сначала ориента-
цияM bj была чуть изменена при помощи неизвестного вектора малого пово-
рота θ с неявным построением нового трехгранника M bj(θ), а потом точным
известным поворотом, определяемым матрицей Q, было получено истинное
положение приборного трехгранника Mz.

Поэтому кососимметрические матрицы θ̂k и θ̂, соответствующие векторам
малых поворотов θk и θ, связаны соотношением

Q(E + θ̂) = (E + θ̂k)Q, θ̂k =

⎛

⎜
⎝

0 θk3 −θk2
−θk3 0 θk1
θk2 −θk1 0

⎞

⎟
⎠
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(матрица θ̂ определяется аналогично), откуда

θ̂ = Q−1θ̂kQ.(27)

Следовательно, при новом положении блока в основных формулах (4),
связывающих непосредственно оцениваемые параметры q с ошибками блока
ньютонометров и стенда, надо сделать замены (26), (27).

Тогда с учетом формул (4) нетрудно получить следующие соотношения:

κ = q1, ∆α+ α∗ = q2, ǫ = q3,

⎛

⎜
⎝

∆f0
1

∆f0
2

∆f0
3

⎞

⎟
⎠ = g Q

⎛

⎝

q7
q11
q15

⎞

⎠ ,(28)

(

Γ + θ̂k
)

= Q

⎛

⎝

q5 q6 q4
q9 q10 q8
q12 q13 q14

⎞

⎠Q−1 + E
∆g

g
−QNQ−1∆β,

N =

⎛

⎝

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

⎞

⎠ .

(29)

Формулы (28) и (29) являются основой для построения оценок погрешно-
стей блока ньютонометров и ошибок стенда при небазовом положении блока.
Обычно принимается одно из стандартных соглашений относительно Γ: счи-
тается, что матрица Γ является либо нижнетреугольной, либо симметричной.
Кроме того, элементы E∆g

g
много меньше диагональных элементов Γ, а два

ненулевых, внедиагональных элемента QNQ−1∆β много меньше соответст-
вующих элементов θ̂k; поэтому ими можно пренебречь. Тогда, подставляя в
(28), (29) вместо компонент q их оценки, найденные при помощи базового
алгоритма, подробно описанного выше, легко построить оценки для погреш-
ностей стенда κ, ∆α+ α∗, ǫ, систематических смещений ∆f0

1 , ∆f0
2 , ∆f0

3 и

элементов матрицы Γ + θ̂k. Используя стандартные соглашения относитель-

но Γ и кососимметричность θ̂k, по оценке Γ + θ̂k легко однозначно оценить
элементы Γ и величины θk1 , θ

k
2 и θk3 .

8. Заключение

В статье подробно описано применение метода гарантирующего оценива-
ния для получения минимального числа угловых положений при калибровке
блока ньютонометров на номинально высокоточном стенде. Показано, что
минимальное число положений стенда равно 10. Получен итоговый мини-
мальный план калибровки, и построены оптимальные гарантирующие оценки
параметров. Исследован случай неточной реализации оптимальных угловых
положений. Приведены формулы пересчета при общем положении блока нью-
тонометров на планшайбе. Применение предложенного подхода к реальной
задаче калибровки с диагностикой стенда показало высокую эффективность
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метода гарантирующего оценивания. Этот метод может быть использован
для решения многих задач оценивания, когда число измерений должно быть
минимизировано.
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