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МОДЕЛИРОВАНИЕ РЕФЛЕКСИИ В НЕЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ
ТРЕХАГЕНТНОЙ ОЛИГОПОЛИИ ШТАКЕЛЬБЕРГА ДЛЯ

ТЕЛЕКОММУНИКАЦИОННОГО РЫНКА РОССИИ

Рассматривается проблема определения равновесий в играх трех аген-
тов на рынке олигополии при линейной функции спроса и нелинейных
функциях издержек агентов. При стратегической рефлексии агентов о
наличии лидера (лидеров) по Штакельбергу первого и второго уровней
получены выражения информационных равновесий. Моделирование для
реальных функций издержек агентов и функции спроса телекоммуника-
ционного рынка России позволило сформировать набор информационных
равновесий, сопоставление которых с параметрами реального рынка по-
казало наличие рефлексии первого и второго рангов.

Ключевые слова: олигополия, лидер по Штакельбергу, рефлексивная иг-
ра, равновесие по Нэшу.

1. Введение

Национальные рынки телекоммуникаций многих стран мира являются
олигополистическими, причем зачастую количество компаний мобильной
связи на этих рынках равно трем. Анализ телекоммуникационных рынков
Индонезии [1], Испании [2], Польши [3], США [4], Чехии [5], Южной Кореи [6],
Японии [7], а также усредненные данные [8] по 177 операторам мобильной
связи из 45 стран мира подтверждают этот факт. Телекоммуникационные
рынки играют значительную роль в современной экономике: объемы продаж
100 крупнейших мировых телекоммуникационных компаний достигли [9, 10]
1,6 трлн. долл. США в 2011 г., что составляло 2% мирового ВВП.

Олигополия есть рынок [11], на котором идентичный товар предлагается
несколькими продавцами, причем доля каждого из них достаточно велика
для того, чтобы оказывать существенное влияние на равновесную рыночную
цену. Вследствие этого прибыль каждого олигополиста является функцией не
только его действия (объема выпуска), но и действий остальных продавцов
(далее агентов), называемых окружением. Равновесие на рынке олигополии
устанавливается в результате наилучших ответов (best response) агентов на
выбранные действия контрагентов, формальная запись которых в виде явных
(неявных) функций действия агента от действий окружения называется урав-
нениями реакций. Следовательно, процесс установления равновесий олигопо-
лии является игрой в трактовке теории игр [12], а устойчивое состояние рынка
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как решение соответствующей игры формализовано равновесием Нэша [13].
Поскольку намерения окружения априори неизвестны каждому агенту, то за-
дача выбора оптимального действия агента рынка олигополии усложняется
по сравнению, например, с выбором оптимума фирмы на совершенно конку-
рентном или монопольном рынках. Впервые задача оптимизации действий
олигополиста была исследована А. Курно [14] на основе гипотезы об игно-
рировании влияния выпуска окружения на выбор данного агента, т.е. сим-
метрии информированности агентов, которая не вполне достоверно отражала
состояния реальных рынков. В дальнейшем в оптимизационных моделях оли-
гополии проблема несовершенства информированности агента решалась с по-
мощью задания предположительных вариаций (conjectural variation) [15], ха-
рактеризующих предполагаемое агентом ответное изменение объема выпуска
контрагента, оптимизирующее критерий последнего при выбранном действии
первого. Олигополия, в которой один из агентов (лидер) информирован о том,
что окружение игнорирует его действия в соответствии с гипотезой Курно,
исследована Г. Штакельбергом [16]; соответствующее равновесие, при кото-
ром лидер априори полагает предположительные вариации окружения как
ведомых агентов, получило название лидерства по Штакельбергу. В дальней-
шем классические модели олигополии Курно – Штакельберга отнесем к игре
действий , поскольку знание предположительных вариаций при этом являет-
ся априорным и совпадает с реальностью, т.е. фактические действия агентов
совпадают с предположениями об этих действиях.

Современные исследователи, как правило, рассматривают линейную мо-
дель олигополии, т.е. вводят гипотезу о линейных функциях рыночного спро-
са и издержек агентов. Сформировался обширный корпус исследований игры
действий в случае симметричной информированности агентов для линейной
модели олигополии [17–21], а также для нелинейной модели олигополии, см.
[22–25], в том числе обзоры [26, 27]. Исследования рынка олигополии с лидер-
ством по Штакельбергу [28, 29], как правило, базируются на априори задан-
ных позициях лидера и ведомого. Кроме того, постановка проблемы сравни-
тельного анализа позиций лидера и ведомого [30, 31] определила направление
исследований состояний рынка олигополии в случае неединственности лиде-
ров [32–34].

Однако не уделено должного внимания анализу рефлексивного поведения
агентов, при котором проблема несовершенства информированности решает-
ся на основе представлений о стратегиях агентов, выдвигаемых каждым из
агентов. Под рефлексией понимается процесс самооценки рыночного поло-
жения агента, называемый рефлексией первого рода, или процесс выдвиже-
ния гипотез о возможных действиях окружения, т.е. рефлексия второго рода.
В последнем случае рефлексия классифицируется на стратегическую, при
которой агент предполагает действия окружения, и информационную, когда
агент предполагает информированность окружения. Рефлексивное поведение
агентов существенно влияет на равновесие рынка олигополии, поскольку при
этом агенты выбирают наилучшие ответы исходя не из реальных действий
окружения, а из собственных представлений о намерениях окружения. Это
приводит к рефлексивным играм [35–37], в которых выражается асиммет-
рия человеческого восприятия. Исследования в рамках рефлексивной моде-
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ли Лефевра проводились для случаев рефлексии о себе [38] с позиции влия-
ния на стимулы поведения человека [39]. Важнейшее направление исследо-
ваний посвящено стратегической рефлексии и оценке оптимальной глубины
рефлексии [40–43]. Следует отметить, что предметом рефлексивных моделей
является именно асимметрия человеческого восприятия, а не проблема игры
с неполной информированностью игроков [44, 45] как игры с асимметричной
информированностью. Одна из разновидностей рефлексивного поведения бы-
ла исследована [46] в дуополии Штакельберга как «борьба за лидерство», при
которой оба дуополиста предполагают, что их контрагенты действуют как
ведомые; поскольку эти предположения одновременно не могут быть реаль-
ностью, то они являются представлениями агентов, а соответствующая игра,
приводящая к неравновесию Штакельберга, является рефлексивной.

В дальнейшем, во-первых, абстрагируемся от рефлексии первого рода, по-
лагая, что состояние агента и его представление о себе тождественны; во-
вторых, будем рассматривать представления агента о наилучшем действии
(стратегии) окружения, или так называемую стратегическую рефлексию.
Представления агента о наилучшем действии окружения выстраиваются в
бесконечную последовательность следующего вида: 1) представление агента
о стратегиях окружения; 2) представление агента о представлениях окруже-
ния о стратегии агента; 3) представление агента о представлениях окружения
о представлении агента о стратегиях окружения и т.д. Ранг рефлексии опре-
деляется как порядковый номер представления в последовательности пред-
ставлений агента; в приведенной выше последовательности рангами будут
соответственно числа 1, 2, 3. В этих терминах проблема оценки оптимальной
глубины рефлексии сводится к определению оптимального ранга рефлексии.

Рефлексивные игры агентов рынка олигополии исследованы в модели
Курно – Штакельберга для первых двух рангов стратегической рефлексии
[47–49], анализировались информационные равновесия при информацион-
ной рефлексии [50]. Проводился [51] сравнительный анализ эффективности
равновесий по Курно и Штакельбергу; рассматривались [52] динамические
рефлексивные игры в модели Штакельберга и анализировалось временное
влияние информационного преимущества на эффективность агентов; иссле-
довалось [53] взаимодействие нескольких лидеров по Штакельбергу. Однако
актуальной проблемой, требующей дальнейшего исследования, представля-
ется анализ равновесий на рынке олигополии при более высоких рангах ре-
флексивных представлений.

Следует уточнить взаимосвязь исследуемого вопроса с проблемой инфор-
мированности агентов. Информированность агентов рынка олигополии, как
было отмечено выше, является априори неполной. В связи с этим теоретико-
игровой анализ является необходимым этапом решения проблемы выбора оп-
тимального действия агента, поскольку позволяет агенту спрогнозировать ре-
акции окружения на его действия. Модель рефлексивной игры в этом случае
является инструментом описания информированности агентов и алгоритмов
принятия ими решений в условиях общей кривой спроса рынка олигополии.
В данной статье множество представлений агентов о стратегиях окружения
трансформируется в множество состояний рынка, для каждого из которых
отдельно решается задача выбора оптимального действия агента при пол-
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ной информированности. Другими словами, информированность агентов в
рефлексивной игре задается экзогенно в виде множества представлений о
стратегиях окружения или о представлениях окружения в зависимости от
моделируемого ранга рефлексии. Поэтому рассматривается стратегическая
рефлексия агента на множестве состояний рынка, в каждом из которых опре-
деляется решение игры агента с представляемыми или фантомными агента-
ми окружения. Агент по отношению к окружению может быть симметричен,
если представляет фантома как агента с тем же уровнем информированности,
что и он. Агент по отношению к окружению может быть асимметричен, если
представляет фантома как более (менее) информированного агента. Поэтому
решением рефлексивной игры является не реальное, а информационное рав-
новесие — вектор действий реальных и фантомных (существующих во мне-
нии реальных) агентов, при котором агент максимизирует целевую функцию
исходя из своей информированности об окружении, т.е. если бы окружение
выбирало те действия, которые представляет этот агент.

Таким образом, тема исследования заключается в том, чтобы получить ре-
шения всех возможных игр агента с фантомами в системе трех агентов рынка
олигополии. Это позволяет сформировать набор теоретических решений для
последующего сравнения с параметрами реального телекоммуникационного
рынка России с целью оценки ранга рефлексии реальных агентов.

2. Методология

Рассмотрим следующую нелинейную модель рынка олигополии. Пусть
агенты выбирают действия исходя из максимума своих функций полезности
(прибыли)

Πi(Q,Qi) = P (Q)Qi − Ci(Qi), Qi ≥ 0, i ∈ N = {1, . . . , n}(1)

при линейной функции цены спроса на товар от суммарного объема предло-
жения всех агентов рынка

P (Q) = a+ bQ, a > 0, b < 0, Q =
∑
i∈N

Qi,(2)

и нелинейных (степенных) функциях издержек агентов

Ci (Qi) = CF i +BiQ
βi
i , CF i > 0, Bi > 0, βi ∈ (0, 2) , i ∈ N,(3)

где Qi, Πi – выпуск и прибыль i-го агента; N – множество агентов рынка; n –
количество агентов; P , Q – равновесная цена и суммарный объем рынка; CF i,
Bi, βi – коэффициенты функций издержек агентов, CF i интерпретируется как
постоянные издержки; a, b – коэффициенты обратной функции спроса.

Модели выбора оптимальных (символ «∗») действий агентов с учетом
условий (1)–(3) запишем в виде

Q∗
i = arg max

Qi≥0
Πi(Q,Qi) = arg max

Qi≥0

{
(a+ bQ)Qi − CF i −BiQ

βi
i

}
, i ∈ N.(4)
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Равновесие Нэша в системе (4) представляет собой вектор оптимальных
действий агентов при выбранных действиях окружения и определяется путем
решения системы уравнений реакций следующего типа (при заданном векторе
предположительных вариаций):

∂Πi (Qi, xik)

∂Qi
= 0, i, k ∈ N,(5)

где xik = Q′
kQi

– предположительная вариация в уравнении реакции i-го аген-
та, т.е. предполагаемое изменение выпуска k-го агента в ответ на единичный
прирост выпуска i-го агента. Поскольку согласно модели (4) оптимумы аген-
тов зависят не только от собственного действия i-го агента Qi, но и от дей-
ствий окружения через Q, то последняя зависимость представлена в систе-
ме (5) как функция полезности Πi (Qi, xik) от вектора предположительных
вариаций, характеризующих влияние действий окружения на изменение Q.

Анализ (5) показывает, что решение задачи поиска равновесия невозмож-
но без введения вектора предположительных вариаций, который зависит от
представлений агентов в их рефлексивном процессе. Сформулируем гипоте-
зы, принимаемые в дальнейшем при анализе рефлексивного поведения аген-
тов.

1. Гипотеза синхронности действий агентов на рынке: агенты выбирают
действия одновременно, однократно и независимо.

2. Гипотеза рационального поведения агентов: агент выбирает действия,
максимизирующие его функцию полезности исходя из доступной ему инфор-
мации о действиях окружения.

3. Гипотеза информированности агентов: в момент выбора действий аген-
ты располагают информацией о функциях полезности всех агентов (функци-
ях рыночного спроса и издержек агентов), о количестве агентов, а также о
том, что окружение имеет равный с ними уровень информированности.

4. Гипотеза рациональности рефлексии: рассматриваются представления
агентов о наилучших стратегиях окружения (стратегическая рефлексия), не
рассматриваются представления агентов о самих себе (рефлексия второго
рода).

Последовательность представлений i-го агента имеет вид следующего мно-
жества

Gi =
{
Gr

ik, k ∈ N\i, r ∈ Z
}
, i ∈ N,(6)

где в нижнем индексе первым символом обозначен рефлексирующий агент,
вторым символом – номер агента окружения; r – ранг рефлексии. На раз-
личных рангах рефлексии представления агентов описываются следующим
образом: G1

ik – представление i-го агента о стратегиях окружения; G
2
ik – пред-

ставление i-го агента о представлениях окружения о стратегиях i-го агента;
G3

i – представление i-го агента о представлениях окружения о представлении
i-го агента о стратегиях окружения и т.д.

Опр е д е л е н и е 1. F -стратегия (стратегия ведомого агента) – это вы-
бор действия i-м агентом, i ∈ N , по модели (4) из системы (5) при условии
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xik = 0, k ∈ N\i; L-стратегия (стратегия лидера по Штакельбергу) – это
выбор действий i-м агентом, i ∈ N , по модели (4) из системы (5) при усло-
вии xki = 0, k ∈ N\i.

Другими словами, выбирая F -стратегию, i-й агент предполагает, что окру-
жение в своих моделях выбора (4) не учитывает его действия согласно клас-
сической гипотезе Курно [14]; выбирая L-стратегию, этот агент предполагает,
что окружение в своих моделях выбора (4) считает, что он выбрал F -страте-
гию согласно классической постановке Штакельберга [16].

Утв е ржд е ни е 1. Представление агента о стратегиях окружения при
гипотезах 1–4 может быть двух типов: L-стратегия или F -стратегия.

Введем понятие уровней лидерства агентов в представляемой игре с уче-
том рефлексии агентов. Для этого запишем возможную представляемую
иерархию агентов в виде множества

G = (M0,M1, . . . ,Ml),(7)

где l – количество уровней лидерства агентов; Mm (m = 0, . . . , l) – множества
агентов; M0 – множество ведомых агентов; Mm (m = 1, . . . , l) – множество
лидеров m-го уровня. Множество (7) есть разбиение множества агентов N ,
удовлетворяющее ограничениям

Mm ∩Mj = ∅, m �= j, M0 ∪M1 ∪ . . . ∪Ml = N = {1, . . . , n}.

Например, возможны следующие уровни лидерства агентов: ведомый
агент, выбирающий стратегию независимо от стратегий окружения; лидер
по Штакельбергу первого уровня, выбирающий стратегию исходя из пред-
положения о том, что окружение реагирует как ведомый агент; лидер по
Штакельбергу второго уровня, выбирающий стратегию исходя из предполо-
жения о том, что окружение реагирует как лидер по Штакельбергу первого
уровня, и т.д.

Множество уровней лидерства (7) позволяет формально записать пред-
ставления (6). Например, в дуополии (n = 2) при M0 = (1), M1 = (2) пред-
ставления агента в зависимости от ранга рефлексии могут иметь вид: пред-
ставление на 1-м ранге рефлексии первого агента, считающего второго агента
лидером по Штакельбергу, есть G1

12 = (M0,M1); представление на 2-м ранге
рефлексия первого агента, считающего, что второй агент считает первого
агента ведомым, есть G2

12 = (M0,M1), и т.д.
Согласно утверждению 1 представление о том, что окружение выбирает

F -стратегию, записывается в виде (7) как G1
i(−i) = (M0) и означает, что век-

тор предположительных вариаций в уравнении i-го агента системы (5) есть
xik = 0, i, k ∈ N ; представление о том, что окружение выбирает L-стратегию,
записывается в виде (7) как G1

i(−i) = (Mm), m > 0 и означает, что xik �= 0,
i, k ∈ N . Поэтому существует следующая зависимость:

xik

(
G1

i(−i)

)
=

{
0, если G1

i(−i) = (M0), i, k ∈ N,

xik(m), если G1
i(−i) = (Mm), m > 0,
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где вид функции xik (m) рассмотрен ниже для m = 1, 2. Поэтому функция
полезности i-го агента Πi (Qi, xik) в системе (5) есть сложная функция от
представления G1

i(−i).

Опр е д е л е н и е 2. Уровень i-го агента есть его наилучший ответ (обо-
значим как BRi ∈Mm, m = 0, . . . , l) на представление первого ранга о стра-
тегиях окружения, т.е. функция принадлежности к такому подмноже-
ству множества G, которое максимизирует на множестве уровней Ml его
функцию полезности при данном представлении G1

i(−i), равна

BRi

(
G1

i(−i)

)
= arg max

i∈Mm⊂Ml

Πi

[
Qi, xik

(
G1

i(−i)

)]
, i ∈ N,(8)

где символом «−i» обозначено окружение.
Если окружение включает в себя более одного агента, то наилучшие отве-
ты i-го агента (8) по отношению к разным агентам могут быть различны, и
уровень i-го агента определяется как наибольший из них.

Множество возможных рефлексивных представлений агентов (6) путем
анализа наилучших ответов (8), как будет показано ниже, может быть при-
ведено к набору множеств уровней лидерства (7). Тем самым рефлексивная
игра сводится к множеству игр с полной информированностью, в которых
агент максимизирует целевую функцию (4) исходя из информации о том,
что окружение выбирает такие действия, которые представляет этот агент.
Следовательно, рефлексивная игра Γ есть кортеж множества агентов, множе-
ства стратегий агентов, множества функций полезности (прибыли) агентов и
множества уровней:

Γ =
〈
N, {Qi, i ∈ N} , {Πi, i ∈ N} , G

〉
,(9)

где агенты выбирают стратегии по наилучшему ответу (8).
Решения игры (9) для модели выбора действий (4) были получены [54] в

виде системы (5) уравнений равновесия Нэша:

a+ bQ∗ + bQ∗
i

⎛
⎝1 +

∑
k∈N\i

xik

⎞
⎠−BiβiQ

∗βi−1
i = 0, Qi > 0, i ∈ N

при 2b−Biβi (βi − 1)Q
∗βi−1
i < 0.

(10)

Вектор предположительных вариаций xik, k ∈ N\i в системе (10) опреде-
ляется для конкретных видов множества G следующим образом:

G = (M0) , M0 = (N) : xik = 0 ∀k, i ∈M0, i �= k,(11)

G = (M0,M1) : xik = −

f∏
j=1\i

(uj − 1)

ϕf + ψf +
f−2∑
γ=2

f∏
j=1\γ

(uj − 1)

, k ∈M0, i ∈M1,(12)
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G = (M0,M1,M2) :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ukxik +

f+L1∑
l=1\i

xil = −1, k = 1, . . . , f,

ukxik+

f∑
l=1

⎛
⎝1+Qk

∑
j∈N\M1

yjk

⎞
⎠xil+ L1∑

l=f+1\i
xil =−

⎛
⎝1+Qk

∑
j∈N\M1

yjk

⎞
⎠,

k = f + 1, . . . , L1,

(13)

где uj =
Uj

b
, Uj = 2b−Bjβj(βj − 1)Q

βj−2
j , ϕf = (uf−1uf − 1)

f−2∏
j=1

(uj − 1),

ψf =
f∏

j=2
(uj − 1), yjk =

∂xj
∂Qk

, j ∈M0, f — количество ведомых агентов,

L1 — количество лидеров первого уровня. В случае (13) вектор xik опре-
деляется из решения соответствующей системы уравнений.

Найдем все возможные решения рефлексивной игры (9) в модели выбора
действий (4) для трех агентов на произвольном ранге рефлексии, одинако-
вом для всех агентов ri = r−i, i ∈ N , r ∈ Z. Далее применим решения этой
игры, полученные в виде (10)–(13), для анализа информационных равновесий
рынка олигополии в случае рефлексии первого и второго рангов.

3. Результаты

Вначале сформулируем свойства уровней лидерства следующим образом.

Утв е ржд е ни е 2. Повышение уровня лидерства агента не уменьшает
его максимальной полезности:

max
Qi≥0

Πi|i∈Mm+1
≥ max

Qi≥0
Πi|i∈Mm

, m = 0, . . . , l, i ∈ N,(14)

наилучшим ответом i-го агента на представление первого ранга об
уровне Mm агентов окружения является уровень Mm+1:

BRi

(
G1

i(−i)

)
∈Mm+1, m = 0, . . . , l,

i ∈ N∀G1
i(−i) = (Mm) , Mm = (−i) .

(15)

Например, если в представлении i-го агента окружение имеет уровень ве-
домых агентов, то BRi (M0 = (−i)) ∈M1, т.е. i-й агент реагирует как лидер
первого уровня [55]; аналогично, если в представлении i-го агента окружение
имеет реакции лидеров, то BRi (M1 = (−i)) ∈M2, следовательно, наилучший
ответ i-го агента имеет вид реакции лидера второго уровня, и т.д.

Свойство уровней лидерства (15) позволяет путем анализа наилучших от-
ветов (8) свести множество возможных рефлексивных представлений аген-
тов (6) к набору множеств уровней лидерства (7).
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Рассмотрим игру трех агентов (n = 3), для которой запишем систему пред-
ставлений (6), возможных с учетом утверждения 1, на произвольном ранге
рефлексии

(a) Gr
i(−i) = {F,F} ,

(b) Gr
i(−i) = {F,L} ,

(c) Gr
i(−i) = {L,L} ,

r ∈ Z.(16)

Запишем систему представлений агентов (16) в виде (7) по свойству (15):

Gr
i(−i) = (M0,M1) , M0 = (N\i) , M1 = (i) ,(17a)

Gr
i(−i) = (M0,M1,M2) , M0 = (j) , M1 = (k) , M2 = (i) ,

j �= k �= i ∈ N,(17b)

Gr
i(−i) = (M1,M2) , M1 = (N\i) , M2 = (i) .(17c)

Было показано [56], что представление агента на r-м ранге рефлексии сво-
дится к представлению агента на первом ранге рефлексии по следующей фор-
муле:

G1
ij = (Mm+r−1)∀Gr

ij = (Mm) , j ∈ N\i, r ∈ Z, i ∈ N.(18)

С учетом (18) и (15), структуры множества уровней лидерства (7) в слу-
чаях (17) на произвольном ранге рефлексии имеют вид:

G (r) = (Mr−1,Mr) , Mr−1 = (N\i) , Mr = (i) ,(19a)

G (r) = (Mr−1,Mr,Mr+1) , Mr−1 = (j) , Mr = (k) , Mr+1 = (i) ,

j �= k �= i ∈ N,(19b)

G (r) = (Mr,Mr+1) , Mr = (N\i) , Mr+1 = (i) ,(19c)

где G (r) – множество G на r-м ранге рефлексии. В дальнейшем рассмот-
рим структуры множества уровней лидерства (7) на первом и втором рангах
рефлексии.

В случае трех агентов получим расчетные формулы предположительных
вариаций для вычисления информационных равновесий в играх (19), осно-
вываясь на решениях (10)–(13), найденных для игры (9).

Утв е ржд е ни е 3. В игре трех агентов типа G = (M0,M1) при L1 = 1
предположительные вариации ведомых агентов вычисляются по формулам

G = (M0,M1) : xik =
1− uk
2∏

j=1\k
uj − 1

, k ∈M0, i ∈M1;(20)
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Рис. 1. Фактические зависимости цен на голосовой трафик за 2007–2015 гг.,
интернет-трафик за 2012–2015 гг. от объемов соответствующих услуг, и ре-
грессионные модели и прогноз на 2016 г. (руб.).

в игре трех агентов типа G = (M0,M1,M2) при L2 = 1 – по формулам

G = (M0,M1,M2) : xli =
giluk − gik
gik − uiuk

, xlk =
ui − gil
gik − uiuk

,

k ∈M0, i ∈M1, l ∈M2;
(21)

в игре трех агентов типа G = (M1,M2) при L2 > 1 – по формулам

G = (M1,M2) : xli =
giluk − gikgki
gikgki − uiuk

, xlk =
gklui − gilgki
gikgki − uiuk

,

k, i ∈M1, l ∈M2,
(22)

где введены обозначения

gik = 1 +Qi

∑
j∈N\M1

yjk, gil = 1 +Qi

∑
j∈N\M1

yjl,

L2 – количество лидеров второго уровня.
Таким образом, информационные равновесия в играх (19) вычисляются из

решения системы (10), в которой предположительные вариации рассчитыва-
ются по формулам (20)–(22) соответственно для случаев а) ведомых агентов
и лидера (лидеров) первого уровня G = (M0,M1); б) ведомых агентов, лидера
(лидеров) первого уровня и одного лидера второго уровня G = (M0,M1,M2),
L2 = 1; в) лидера (лидеров) первого уровня и нескольких лидеров второго
уровня G = (M1,M2), L2 > 1.

Рассмотрим телекоммуникационный рынок России, являющийся олигопо-
лией, поскольку в 2016 г. три оператора («МТС» [57], «Мегафон» [58], «Вым-
пелКом» [59]) оказывают услуги связи более 90% абонентов. Сформируем
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Рис. 2. Зависимости фактических издержек (млрд руб.) на голосовые услуги
от объема трафика, регрессионные модели агентов рынка в 2002–2015 гг. и
прогноз на 2016 г.

Рис. 3. Зависимости фактических издержек (млрд руб.) на интернет-передачу
данных от объемов передачи, регрессионные модели агентов рынка в 2002–
2015 гг. и прогноз на 2016 г.
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Таблица 1. Коэффициенты регрессионных моделей (23), (24), CГ
Fi = CИ

Fi = 0,
i = 1, 2, 3

Регрессионная
модель aГ, aИ bГ, bИ BГ

i , B
И
i , i = 1, 2, 3 βГ

i , β
И
i , i = 1, 2, 3

PГ
(
QГ
)

1,77 −0,0009

PИ
(
QИ
)

1,34 −0,0007

CГ
1 (Q) 2,41 0,76

CГ
2 (Q) ∀QГ

2 > 104 1,36 0,85

CГ
3 (Q) ∀QГ

3 > 119 2,46 0,81

CИ
1 (Q) 6,70 0,31

CИ
2 (Q) 6,48 0,29

CИ
3 (Q) 6,18 0,32

регрессионные модели функций спроса и издержек агентов рынка. Анализ
динамических рядов средневзвешенных цен голосового трафика (обозначен
индексом «Г») и интернет-трафика (обозначен индексом «И») в зависимо-
сти от суммарного объема этих услуг показал (рис. 1) наличие линейного и
нелинейного трендов. Поскольку линейные тренды соответствуют более со-
временному периоду, сформируем регрессии цен в виде

PГ (QГ) = aГ + bГQГ, PИ (QИ) = aИ + bИQИ,(23)

где aГ, bГ, aИ, bИ – коэффициенты регрессионных функций аппроксимации
цен; QГ и QГ – объемы голосовых услуг и интернет-трафика рынка за соот-
ветствующий период (млрд мин, млрд Мб).

Тренды динамических рядов издержек агентов на голосовой трафик
(рис. 2) и интернет трафик (рис. 3) имеют степенной характер, поэтому сфор-
мируем регрессии издержек в следующем виде:

CГ
i (Q

Г
i ) =CГ

F i+B
Г
i

(
QГ

i

)βГ
i , CИ

i (QИ
i ) =CИ

F i+B
И
i

(
QИ

i

)βИ
i , i=1, 2, 3,(24)

где CГ
F i, C

И
F i – постоянные издержки i-го агента на голосовые услуги и

интернет-передачу; QГ
i и QИ

i – объемы голосовых услуг и интернет-трафика
i-го агента за соответствующий период; BГ

i , B
И
i , β

Г
i , β

И
i – коэффициенты ре-

грессий. Введем следующую индексацию агентов рынка: 1 – ПАО «МТС»,
2 – ПАО «МегаФон», 3 – ПАО «ВымпелКом».

Результаты оценки коэффициентов регрессий (23), (24) методом наимень-
ших квадратов в табличном процессоре Excel приведены в табл. 1, стати-
стические характеристики регрессий показаны в табл. 6. Высокие значения
коэффициента детерминации и критерия Фишера, рассчитанного при уровне
значимости 0,05, говорят о высоких объясняющих характеристиках регрес-
сионных моделей (23), (24), их адекватности и статистической значимости.
Результаты теста Гельдфельда – Квандта [60–62] для моделей (23), (24) по-
казывают гомоскедастичность регрессионных остатков, поскольку отношение
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Таблица 2. Структура информационных равновесий на рынке голосовых услуг,
QГ

i , млрд мин

Агент
Факт
2015 г.

Курно Один лидер L1 Два лидера L1

M0=(N)
M1=(1),
M0=(2,3)

M1=(2),
M0=(1,3)

M1=(3),
M0=(1,2)

M1=(1,2),
M0=(3)

M1=(1,3),
M0=(2)

МТС 360,6 458,3 331,9 628,2 278,6 344,9 168,2
МегаФон 306,3 403,5 493,3 1083,8 240,5 492,8 54,2

ВымпелКом 241,1 111,3 102,5 56,3 621,4 102,0 955,5
Всего 908,0 973,0 927,7 1768,3 1140,5 939,8 1177,8

Агент

Один лидер L2 Два лидера L2

M2=(1),
M1=(2),
M0=(3)

M2=(2),
M1=(1),
M0=(3)

M2=(3),
M1=(1),
M0=(2)

M2=(3),
M1=(2),
M0=(1)

M2=(2, 3),
M1=(1)

M2=(1, 2),
M1=(3)

МТС 106,9 672,9 703,1 145,6 126,3 415,1
МегаФон 550,9 103,2 90,3 414,9 216,4 326,2

ВымпелКом 254,6 145,9 292,5 172,7 474,9 225,7
Всего 912,4 922,1 1085,9 733,2 817,6 966,9

Таблица 3. Структура информационных равновесий на рынке интернет-трафика,
QИ

i , млрд МБ

Агент
Факт
2015 г.

Курно Один лидер L1 Два лидера L1

M0=(N)
M1=(1),
M0=(2,3)

M1=(2),
M0=(1,3)

M1=(3),
M0=(1,2)

M1=(1,2),
M0=(3)

M1=(1,3),
M0=(2)

МТС 598,5 440,5 973,9 558,8 256,7 695,2 706,2
МегаФон 623,9 447,6 266,2 1794,4 267,4 708,8 169,1

ВымпелКом 473,2 439,3 253,7 557,3 970,6 18,1 698,4
Всего 1695,6 1327,4 1493,9 2910,6 1494,6 1422,2 1573,7

Агент

Один лидер L2 Два лидера L2

M2=(1),
M1=(2),
M0=(3)

M2=(2),
M1=(1),
M0=(3)

M2=(3),
M1=(1),
M0=(2)

M2=(3),
M1=(2),
M0=(1)

M2=(2, 3),
M1=(1)

M2=(1, 2),
M1=(3)

МТС 106,9 672,9 696,9 371,5 126,3 415,1
МегаФон 550,9 103,2 311,1 624,2 216,4 326,2

ВымпелКом 254,6 145,9 73,2 75,7 474,9 225,7
Всего 912,4 922,1 1081,3 1071,4 817,6 966,9

наибольшей и наименьшей суммы квадратов остаточных отклонений соответ-
ствует распределению Фишера.

Решения рефлексивной игры (9), полученные путем численного реше-
ния системы уравнений (10) методом сопряженных градиентов, приведены в
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табл. 2, 3. Точность численного решения задавалась как модуль отклонения
уравнений (10) от нуля; погрешность решения определялась как доля точно-
сти от последнего слагаемого (предельных издержек) в уравнениях (10) и не
превышала 2%.

Также были рассчитаны объемы рынка в случае картельного сгово-
ра как решения уравнения a+ 2bQ∗ −BβQ

∗β−1 = 0, аналогичного уравне-
нию (10) при средних значениях коэффициентов функций издержек агентов.
При картельном сговоре равновесный объем рынка голосовых услуг соста-
вил 706,8 млрд мин, равновесный объем рынка интернет-трафика составил
892,6 млрд МБ.

4. Обсуждение

Сформированные по ретроспективным данным до 2015 г. регрессионные
модели цен (23) и издержек агентов (24) имеют удовлетворительную пред-
сказательную силу, поскольку прогнозы цен и издержек, рассчитанные на
2016 г., отличаются от фактических значений цен и издержек в 2016 г. не
более чем на 10%.

Анализ регрессий (24) приводит (табл. 1) к следующим выводам:
1) издержки на интернет-передачу данных рассматриваемых агентов

описываются степенными функциями, значения коэффициентов которых
BИ

i ≈ 6, βИ
i ≈ 0,3 ∀i = 1, 2, 3 выражают схожесть процессов, протекающие в

этом секторе рынка;
2) издержки на голосовые услуги агента ПАО «МТС» описываются сте-

пенной функцией при всех QГ
1 > 0, а агентов ПАО «МегаФон» и ПАО «Вым-

пелком» – степенными функциями при объемах услуг QГ
i > Q̃Г

i > 0, i = 2, 3,
характерных для последних восьми лет ретроспективного периода, причем
их коэффициенты также близки по величине βГ

i ∈ [0,83; 0,85] ∀i = 1, 2, 3;
3) степенные функции издержек (24) описывают состояние агентов в дол-

госрочном периоде, поскольку CF i = 0, i = 1, 2, 3;
4) функции издержек на интернет-передачу данных и на голосовые услу-

ги характеризуются положительным эффектом от расширения масштаба
βИ
i , β

Г
i < 1 ∀i = 1, 2, 3, однако βИ

i < βГ
i ∀i = 1, 2, 3, что выражает экономию

от масштаба на интернет-передачу данных за счет накопленных мощностей
оказания голосовых услуг. Таким образом, поскольку параметры функций
издержек агентов на передачу данных в отличие от издержек агентов на голо-
совые услуги отклоняются незначительно, то распределение интернет-рынка
будет более существенно определяться влиянием информационной асиммет-
рии.

Анализ информационных равновесий (табл. 2, 3) приводит к следующим
выводам. Реальный суммарный объем рынка голосовых услуг и интернет-
трафика существенно превышает расчетный объем соответствующего рынка
в случае картельного сговора, что подтверждает наличие конкуренции на
телекоммуникационном рынке РФ в целом.

Модель Курно на рынке голосовых услуг (табл. 1) показывает, что при
отсутствии рефлексии (случай M0 = (N)) агенты 1 (МТС) и 2 (Мега-
Фон), имеющие преимущество по функции издержек (βГ

3 < βГ
1 < βГ

2 , но
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BГ
2 < BГ

1 < BГ
3 ), могут рассчитывать на значительно большие доли рын-

ка (соответственно 458,3 и 403,5 млрд мин), чем в реальности (360,6 и
306,3 млрд мин). Агент 3 (ВымпелКом), имеющий худшие параметры функ-
ции издержек, может в этом случае рассчитывать на меньшую долю рын-
ка (111,3 млрд мин), чем в реальности (241,1 млрд мин). Следовательно,
при установлении равновесия на реальном рынке голосовых услуг играет
роль не учтенный в моделях издержек информационный фактор. Суммар-
ный объем рынка голосовых услуг по Курно (973 млрд мин) больше реального
(908 млрд мин), а равновесная цена ниже фактической (рис. 1), что говорит
о менее выраженной конкуренции на реальном рынке.

Модель Курно (случайM0 = (N)) на интернет-рынке (табл. 3) показывает,
что все агенты как имеющие близкие по величине коэффициенты функции
издержек могут рассчитывать на значительно меньшие доли рынка, чем в ре-
альности (440,5 млрд МБ против 598,5 млрд МБ для агента 1, 447,6 млрд МБ
против 623,9 млрд МБ для агента 2, 439,3 млрд МБ против 473,2 млрд МБ
для агента 3). Следовательно, на равновесие реального интернет-рынка так-
же влияет не учтенный в моделях издержек агентов информационный фак-
тор. Суммарный объем интернет-рынка по Курно (1327,4 млрд МБ) меньше
реального (1695,6 млрд МБ), а равновесная цена выше фактической (рис. 1),
что говорит о более высокой степени конкуренции на реальном рынке. Дей-
ствительно, интернет-рынок в РФ является растущим, значит высококонку-
рентным, а рынок голосовых услуг стабилизировался, поэтому интенсивность
конкурентной борьбы агентов за рыночные ниши снизилась.

Модели игры с одним лидером первого уровня по Штакельбергу (колонки
«Один лидер L1» в табл. 2, 3) типа (19а) G = (M0,M1),M0 = (N\i),M1 = (i),
i ∈ N приводят к информационным равновесиям на рынке голосовых услуг
и на интернет-рынке, в которых лидер имеет преобладающую рыночную до-
лю. Исключением является случай M1 = (1), M0 = (2, 3) на рынке голосо-
вых услуг, в котором лидер агент 1 не имеет преобладающей рыночной доли
(331,9 млрд мин против 493,3 млрд мин у агента 2), поскольку доля аген-
та 3 с более высокими предельными издержками перераспределяется не в его
пользу, а в пользу агента 2, у которого минимальные предельные издержки
(BГ

2 < BГ
1 < BГ

3 ).
Модели игры с двумя лидерами первого уровня по Штакельбергу (колон-

ки «Два лидера L1» в табл. 2, 3) типа (19а) G = (M0,M1), M0 = (N\i, j),
M1 = (i, j), i, j ∈ N приводят к информационным равновесиям на рынке го-
лосовых услуг и на интернет-рынке, в которых лидеры имеют преобладаю-
щую рыночную долю. На рынке голосовых услуг в модели M1 = (1, 2) рав-
новесие характерно тем, что равновесная доля (102 млрд мин) ведомого
агента 3 с наиболее высокими предельными издержками существенно мень-
ше реальной (241,1 млрд мин), а доля агента-лидера 2 (492,8 млрд мин),
у которого минимальные предельные издержки, существенно больше ре-
альной (306,3 млрд мин); в модели M1 = (1, 3) доля агента-лидера 1
(168,2 млрд мин) с наивысшими предельными издержками значимо меньше
реальной (360,6 млрд мин). На интернет-рынке в модели M1 = (1, 2) равно-
весие характерно тем, что доля ведомого агента 3 (18,1 млрд МБ) с наиболь-
шими предельными издержками меньше реальной (473,2 млрд МБ), а доля
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агента-лидера 2 (708,8 млрд МБ) с наименьшими предельными издержками
существенно больше реальной (623,9 млрд МБ). В модели интернет-рынка
M1 = (1, 3) доля ведомого агента 2 (169,1 млрд МБ) значимо меньше реаль-
ной (623,9 млрд МБ), а доли лидеров агента 1 (706,2 млрд МБ) и агента 3
(698,4 млрд МБ) больше реальных (598,5 млрд МБ и 473,2 млрд МБ соот-
ветственно). Следовательно, модели игры с двумя лидерами первого уров-
ня по Штакельбергу не соответствуют рефлексии агентов на реальных
рынках .

Модели игры с одним лидером первого уровня и одним лидером второго
уровня по Штакельбергу (колонки «Один лидер L2» в табл. 2, 3) типа (19b)
G = (M0,M1,M2), M0 = (N\i, j), M1 = (i), M2 = (k), i, k ∈ N приводят к ин-
формационным равновесиям на рынке голосовых услуг и на интернет-рынке,
в которых лидер второго уровня не имеет преобладающей рыночной доли;
во всех равновесиях наибольшую долю рынка имеет лидер первого уровня.
Следовательно, подтверждается известное [61] положение о неэффективно-
сти углубления рефлексии. Отметим, что в линейной модели трехагентной
олигополии имел место [54] противоположный результат – рыночная доля
лидера второго уровня превышала долю лидера первого уровня; это объяс-
няется тем, что при линейных функциях издержек агентов решение систе-
мы (13) идентично выражению (12), т.е. предположительные вариации урав-
нений (10) для всех лидеров выше первого уровня такие же, как для лидеров
первого уровня. Поскольку распределение рынка при равновесиях типа (19b)
отличается от реального, то модели игры с единичными лидерами первого и
второго уровня по Штакельбергу не соответствуют рефлексии агентов на
реальных рынках .

Модели игры с одним лидером первого уровня и двумя лидерами второго
уровня по Штакельбергу (колонки «Два лидера L2» в табл. 2, 3) типа (19с)
G = (M1,M2), M1 = (N\k), M2 = (k), i, k ∈ N формируют информационные
равновесия на рынке голосовых услуг и на интернет-рынке, в которых лидеры
второго уровня имеют преобладающие рыночные доли за счет лидера пер-
вого уровня. Следовательно, в рассматриваемом случае нелинейных функ-
ций издержек трех агентов выявлено новое свойство рефлексии: несовпаде-
ние рангов рефлексии, при котором один агент имеет первый ранг рефлек-
сии, а окружение – второй ранг, обеспечивает эффективность рефлексии
для агентов с более высоким рангом. Значит известный вывод [61] о сниже-
нии эффективности рефлексивного поведения с увеличением ранга рефлек-
сии имеет исключение для модели игры с линейным спросом и нелинейными
издержками агентов.

Одна из моделей G = (M1,M2), M1 = (N\k), M2 = (k), i, k ∈ N , а именно
модель игры G = (M1,M2), M1 = (3), M2 = (1, 2), достаточно точно описы-
вает реальное равновесие на телекоммуникационном рынке РФ (табл. 4, 5).
Отметим, что на рынке голосовых услуг модель M1 = (3), M2 = (1, 2) более
точно соответствуют реальному распределению рынка в 2016 г. (погрешность
по отдельным агентам не превышает 7%, по суммарному рынку – не бо-
лее 1%); на интернет-рынке модель M1 = (3), M2 = (1, 2) более точно опи-
сывает реальное распределение рынка в 2015 г. (погрешность по отдельным
агентам не превышает 12%, по суммарному рынку – не более 5%). Получен-
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Таблица 4. Анализ отклонений информационного равновесияM2 = (1, 2),M1 = (3)
от реального равновесия на рынке голосовых услуг

Агент
Факт QГ

i ,
млрд мин,
2015 г.

Прогноз QГ
i ,

млрд мин,
2016 г.

M2=(1, 2),
M1=(3)

ΔQi

от 2015 г.,
%

ΔQi

от 2016 г.,
%

МТС 360,6 390,2 415,1 15% 6%
МегаФон 306,3 328,3 326,2 6% –1%
ВымпелКом 241,1 243,0 225,7 –6% –7%
Всего 908,0 961,5 966,9 6% 1%

Таблица 5. Анализ отклонений информационного равновесияM2 = (1, 2),M1 = (3)
от реального равновесия на интернет-рынке

Агент
Факт QИ

i ,
млрд МБ,
2015 г.

Прогноз QИ
i ,

млрдs МБ,
2016 г.

M2=(1, 2),
M1=(3)

ΔQi

от 2015 г.,
%

ΔQi

от 2016 г.,
%

МТС 598,5 727,4 533,0 –11% –27%
МегаФон 623,9 697,2 551,0 –12% –21%
ВымпелКом 473,2 492,2 519,0 10% 5%
Всего 1695,6 1916,8 1603,1 –5% –16%

ный результат объясняется тем, что рынок голосовых услуг в РФ стабили-
зировался, а интернет-рынок является динамично развивающимся, следова-
тельно, формализация рефлексии на интернет-рынке должна основываться
на трендах с менее глубоким ретроспективным периодом.

Таким образом, эмпирически обоснованным является следующее сужде-
ние о рефлексивных представлениях агентов телекоммуникационного рын-
ка РФ в 2015–2016 гг.: агенты 1 и 2 являются лидерами второго уровня,
т.е. представляют всех агентов окружения, в том числе других лидеров вто-
рого уровня, лидерами первого уровня; агент 3 является лидером первого
уровня, т.е. представляет всех агентов окружения ведомыми агентами. Это
значит, что агентам 1 и 2 свойственна рефлексия 2-го ранга, т.е. они считают,
что все агенты окружения думают о них как о ведомых; агенту 3 присуща
рефлексия 1-го ранга, т.е. он рассматривает окружение как ведомых агентов.
Установленная закономерность рефлексивных представлений агентов прак-
тически значима для агента 3, который может улучшить свою стратегию,
максимизируя функцию полезности с учетом информации о реакциях аген-
тов 1, 2 как лидеров второго уровня, в результате чего он станет лидером
третьего уровня. Практически это реализуемо путем расчета агентом 3 ин-
формационного равновесия в игре G = (M2,M3), M3 = (3), M2 = (1, 2), вы-
числения цены соответствующего равновесия и назначения этой цены на свои
услуги.

В целом, полученные информационные равновесия представляют собой
набор теоретических решений возможных игр агентов рынка олигополии,
применимых для сравнения с параметрами реальных рынков с целью оценки
ранга рефлексии реальных агентов.
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5. Заключение

Исследована проблема поиска равновесий на рынке олигополии при нали-
чии лидера (лидеров) по Штакельбергу с учетом рефлексивного поведения
агентов рынка. Сформированы модели рефлексивных игр для рынка трех
агентов в случаях совпадения представлений агентов друг о друге как о ве-
домых агентах {F,F}, совпадения представлений агентов друг о друге как
о лидерах по Штакельбергу {L,L}, противоположности представлений аген-
тов {F,L}, один из которых представляет контрагента ведомым, а другой –
лидером. Получены выражения для нахождения информационных равнове-
сий в этих играх для первого и второго рангов рефлексии, в частности, для
случаев одного или нескольких лидеров по Штакельбергу первого и второ-
го уровней. Аналитические формулы информационных равновесий являются
основой эффективного моделирования рефлексивного поведения агентов, что
позволяет решать прикладные задачи анализа глубины рефлексии агентов на
реальных рынках. Анализ случая с несколькими лидерами по Штакельбергу
второго уровня, не исследованный в [54], для реальной игры на рынке мобиль-
ной телефонии России позволил получить неизвестные ранее закономерности
рефлексивного поведения.

Статистический анализ динамики телекоммуникационного рынка России
как олигополии показал наличие линейных ценовых трендов на голосовые
услуги и интернет, а также нелинейных степенных трендов издержек аген-
тов. Моделирование рефлексивных игр на примере этого рынка показало, во-
первых, влияние на реальные рыночные равновесия информационного фак-
тора, не учтенного в моделях издержек агентов; во-вторых, преобладание на
рынке лидера (лидеров) первого уровня по Штакельбергу; в-третьих, преоб-
ладание на рынке лидера первого уровня при наличии лидера второго уровня,
специфичное исключительно для модели олигополии с нелинейными издерж-
ками агентов; в-четвертых, преобладание на рынке лидеров второго уровня,
если их несколько, над лидером первого уровня. Последнее свойство также
специфично для олигополии с нелинейными издержками агентов: несовпаде-
ние рангов рефлексии, при котором один агент имеет первый ранг рефлек-
сии, а окружение – второй ранг, обеспечивает эффективность рефлексии для
агентов с более высоким рангом.

Сравнение найденных информационных равновесий с параметрами реаль-
ного рынка позволило определить ранги рефлексии реальных агентов: аген-
там 1 (МТС) и 2 (МегаФон) свойственна рефлексия 2-го ранга, т.е. они счи-
тают, что все агенты окружения думают о них как о ведомых; агенту 3 (Вым-
пелКом) присуща рефлексия 1-го ранга, т.е. он рассматривает окружение как
ведомых агентов.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 1. Из гипотезы 2 следует, что
агент выбирает действие, либо игнорируя возможные действия окружения,
т.е. является ведомым агентом, либо считая действия окружения заданны-
ми, т.е. является лидером по Штакельбергу. Предположим, что может быть
некое третье представление о стратегиях окружения, например, агент пред-
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ставляет стратегию окружения как лидера η-го уровня, т.е. считает, что он
по отношению к окружению является лидером (η-1)-го уровня – это проти-
воречит гипотезе 4 об отсутствии самооценки. В силу гипотезы 3 все агенты
одинаково информированы, поэтому все они могут представлять стратегии
окружения только типов L, F .

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 2. Покажем вначале, что в зада-
че (4) максимальная полезность лидера по Штакельбергу не меньше макси-
мальной полезности ведомого агента

max
QL�0,QF=fF (QL)

ΠL (Q,QL) � max
QF�0

ΠF (Q,QF ) ,

где fF (QL) – известная лидеру функция реакции ведомого агента (реше-
ние уравнения (5)), записанная в явном виде; лидер из соответствующего
ему уравнения (5) определяет свою функцию реакции fL (QF ), точка пере-
сечения которых согласно (5) есть равновесие Нэша. В равновесии равен-
ство прибылей агентов достигается по (1) в случае равенства их выпусков
Q∗

L = Q∗
F , которое соответствует равенству угловых коэффициентов реакций∣∣∣fFQL

∣∣∣ = ∣∣∣fLQL

∣∣∣ в точке их пересечения. Но поскольку

Q∗
L = arg max

QL�0,QF=fF (QL)
ΠL (Q,QL) ,

то реакция лидера по (4), (5) определена из условия(
[a− b (QL + fF (QL))]QL − CFL −BLQ

βL
L

)′
QL

= 0

и имеет больший угловой коэффициент, чем реакция ведомого, определенная
из условия (

[a− b (QL +QF )]QF − CFF −BFQ
βF
F

)′
QF

= 0,

на величину f ′FQL
QL. Следовательно, в равновесии Нэша

∣∣∣f ′FQL

∣∣∣ � ∣∣∣f ′LQL

∣∣∣, по-
этому Q∗

L � Q∗
F , откуда следует

max
QL�0,QF=fF (QL)

ΠL (Q,QL) � max
QF�0

ΠF (Q,QF ).

Далее, из определения (8) следует, что если окружение в представлении
i-го агента имеет уровень Mm, то BRi

(
G1

i(−i) =Mm

)
∈Mη, η > m, т.е. соот-

ношение i-го агента и окружения равносильно соотношению L и F , следова-
тельно, получим (14).

Покажем (15): если G1
i(−i) = (Mm), Mm = (−i), то предположим, что (15)

не выполняется BRi

(
G1

i(−i)

)
/∈Mm+1. Тогда случай BRi

(
G1

i(−i)

)
∈Mη,

η > m+ 1, например, BRi

(
G1

i(−i)

)
∈Mm+2, противоречит гипотезе 4, по-

скольку агент выбирает стратегию не как лидер по отношению к окружению
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как к ведомым. Другой случай BRi

(
G1

i(−i)

)
∈Mη, η < m+ 1 с учетом (14) не

является максимумом прибыли агента.
Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 3. В игре G = (M0,M1) в случае

L1 = 1 имеем f = 2, ϕf = uf−1uf − 1, ψf = 0,
f−2∑
γ=2

f∏
j=1\γ

(uj − 1) = 0, поэтому

из (12) непосредственно следует (20). В игре типа G = (M0,M1,M2) при
L2 = 1 система уравнений (13) имеет вид

{
xli + ukxlk = −1, k ∈M0,

uixli + gikxlk = −gil, l ∈M2.
(Π.1)

Например, если первый агент является лидером второго уровня, второй
агент – лидером первого уровня, а третий агент – ведомым, т.е. M2 = (1),
M1 = (2), M0 = (3), то k = 3, l = 1, i = 2, и эта система для вариаций аген-
та 1 имеет вид

x12 + u3x13 = −1, u2x12 + g23x13 = −g21,
g23 = 1 +Q2 (y13 + y33) , g21 = 1 +Q2 (y11 + y31) .

Решение системы (П.1) дает (21).
Если количество лидеров второго уровня более одного, то с учетом (18)

будем считать, что эти лидеры представляют всех агентов окружения, в том
числе других лидеров второго уровня, как лидеров первого уровня. Тогда си-
стема уравнений (13) нахождения предположительных вариаций для реакции
l-го агента примет вид

{
uixlk + gikxli = −gil, i, k ∈M1,

gkixlk + ukxli = −gkl, l ∈M2, i �= k.
(Π.2)

Например, если первый агент является лидером первого уровня, второй и
третий агенты – лидерами второго уровня, т.е. M2 = (2, 3), M1 = (1), то
k, i = 1, l = 2, 3, система нахождения предположительных вариаций для тре-
тьего агента (одного из двух высших лидеров) имеет вид

u1x31 + g12x32 = −g13, g21x31 + u2x32 = −g23,
g21 = 1 +Q2 (y11 + y31) , g12 = 1 +Q1 (y22 + y32) ,

g13 = 1 +Q1 (y23 + y33) , g23 = 1 +Q2 (y13 + y33) .

Для второго агента, также высшего лидера, эта система следующая:

u1x21 + g13x23 = −g12, g31x21 + u3x23 = −g32,
g31 = 1 +Q3 (y11 + y21) , g13 = 1 +Q1 (y23 + y33) ,

g12 = 1 +Q1 (y22 + y32) , g32 = 1 +Q3 (y12 + y22) .

Решение системы (П.2) дает (22).
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Таблица 6. Статистические характеристики регрессионных моделей (23), (24)

Регрессионная
модель

R2 Число
наблюдений

n

Число
факторов
модели m

Fфакт Fтабл
Тест Гельдфельда – Квандта1

maxSn1

minSn1
n1

Fтабл(n1−m−1,
n1 −m− 1)

PГ
(
QГ
)

0,92 14 2 65,0 3,59 4,5 5 9,28
PИ
(
QИ
)

0,97 12 2 145,5 3,86 8,2 5 9,28
CГ

1 (Q) 0,99 15 3 363,0 3,36 1,5 6 19
CГ

2 (Q) 0,97 14 3 107,8 3,48 9,0 6 19
CГ

3 (Q) 0,98 14 3 163,3 3,48 4,8 6 19
CИ

1 (Q) 0,93 13 3 39,8 3,63 9,2 6 19
CИ

2 (Q) 0,89 13 3 24,3 3,63 13,8 6 19
CИ

3 (Q) 0,92 13 3 34,5 3,63 14,3 6 19
1 maxSn, minSn – наибольшая и наименьшая суммы квадратов остаточных отклонений,
n1 – число наблюдений в подвыборке.
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