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ЗАДАЧА РАВНОМЕРНОГО РАЗМЕЩЕНИЯ НА ОТРЕЗКЕ
ДЛЯ АГЕНТОВ С МОДЕЛЬЮ ВТОРОГО ПОРЯДКА1

Рассматривается специальная задача управления формацией мобиль-
ных агентов – задача равномерного размещения нескольких идентичных
агентов на отрезке прямой. Для случая агентов, описываемых динамиче-
ской моделью первого порядка, данная задача была, по-видимому, впер-
вые сформулирована в 1997 г. И.А. Вагнером и А.М. Брукштайном под
названием “выравнивание в ряд” (row straightening). В настоящей статье
приводится обобщение алгоритма “выравнивания” на более интересный
случай, когда динамика агентов описывается дифференциальными урав-
нениями второго порядка, иными словами, управлением является ускоре-
ние агента (или приложенная к нему сила).

1. Введение

Многие сложные системы, рассматриваемые в естественных, обществен-
ных и технических науках, могут быть представлены в виде объединения
простых подсистем, или агентов, каждый из которых взаимодействует (пу-
тем обмена информацией либо физических воздействий) с несколькими “со-
седними” агентами. Граф, описывающий возможные направления таких взаи-
модействий, может иметь сложную и переменную структуру. Примерами та-
ких систем, называемых мультиагентными (multi-agent systems) и извест-
ных также под названиями сложные сети (complex networks), клеточные
сети (cellular network), взаимосвязанные системы (interconnected systems) и
др., являются сети осцилляторов, малые энергетические сети, сети роботов и
сенсоров, модели экономического и социального взаимодействия и биологи-
ческие популяции. Примеры соответствующих систем могут быть найдены в
недавно вышедших монографиях и обзорах [1–6].

1 Статья частично поддержана Российским фондом фундаментальных исследований
(проект № 14-08-01015), Санкт-Петербургским государственным университетом (проект
№ 6.38.230.2015) и Российским научным фондом (проекты № 16-11-00063 и № 14-29-00142).
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Основополагающими принципами синтеза мультиагентных систем явля-
ются автономность агентов, локальные взаимодействия между ними без
использования глобальной информации о системе в целом и децентрализа-
ция, т.е. отсутствие центрального регулятора или модуля, вырабатывающего
общие для всех агентов решения. Гибкость и дешевизна децентрализованных
решений в сравнении с классическим централизованным подходом привели к
широкому применению мультиагентных систем в технике и промышленности,
а также к быстрому развитию соответствующей математической теории.

Одной из наиболее важных областей применения мультиагентных систем
является управление формациями (formation control), ставящая целью фор-
мирование группой агентов желаемых неподвижных или подвижных гео-
метрических образов правильной формы. Задачи динамического управле-
ния формациями [5–9] главным образом связаны с управлением мобильными
агентами, такими как колесные роботы, беспилотные летательные, подвод-
ные и космические аппараты. Часто мотивацией развития систем такого рода
служит желание скопировать поведение биологических формаций [10], таких
как стая птиц или рой насекомых. Распределенные алгоритмы для формиро-
вания статических формаций применяются в ряде задач теории сенсорных
сетей, таких как равномерное размещение агентов в некоторой области или на
многообразии (deployment problem) [11–15], оптимальное покрытие (coverage
problem) [16] и разделение области на зоны (area partition problem) [17].

Один из наиболее простых алгоритмов управления формациями, обеспечи-
вающий размещение агентов на статическом отрезке прямой, был предложен
в [18] под названием “выравнивание в ряд” (row straightening). Идеей, ле-
жащей в основе алгоритма управления, является усреднение: каждый агент
движется по направлению к середине отрезка, соединяющего двух его сосе-
дей, измеряя лишь относительные расстояния до них. Похожие по смыслу
алгоритмы были предложены для мультиагентного размещения дискретных
“муравьеобразных” агентов на кольце [14, 15]. Другой итерационной проце-
дурой, приводящей к равномерному размещению агентов на эллипсе, ста-
ла так называемая “схема Ван Лоуна” [19, 20]. Помимо задачи управления
формациями, усредняющая модель была использована в [18] для описания
прохождения сигнала (напряжения) по каскадно соединенным RC-цепочкам.
В [21, 22] этот алгоритм был распространен на случай возмущенных агентов.
Нелинейный закон управления, предложенный в [21, 22], обеспечивает рав-
номерное размещение за конечное время, независимое от начальных условий.
Протокол для равномерного размещения агентов на отрезке напоминает по
структуре алгоритмы консенсуса (согласования, синхронизации) в мульти-
агентной системе [1, 2, 4, 5, 23–28], однако в отличие от указанных алгорит-
мов, приводит к замкнутой системе с единственным глобально устойчивым
положением равновесия.

Серьезным недостатком алгоритмов, рассмотренных в [15, 18, 20–22], яв-
ляется предположение о том, что агент имеет простейшую динамику одиноч-
ного интегратора, т.е. его скорость доступна для прямого управления. В на-
стоящей статье представлено обобщение усредняющего алгоритма на случай
более реалистичных моделей агентов, описываемых уравнениями второго по-
рядка. Показано, что при наличии в модели агента демпфирующей обрат-
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ной связи по скорости можно применять непосредственно закон управления
из [18]. Если трение в модели агента пренебрежимо мало, можно ввести в
закон управления обратную связь по скорости, предложенную в [29]. Этот
подход, однако, подразумевает, что каждый агент способен измерять свою
абсолютную скорость, что является весьма ограничительным предположе-
нием.Основными результатами данной статьи являются алгоритмы для рав-
номерного размещения, основанные только на относительных измерениях.
Каждый агент измеряет как свою позицию, так и свою скорость не в абсолют-
ной системе координат, а относительно двух соседних агентов. Идея такого
решения является довольно общей для задач мультиагентного управления
агентами второго порядка [1, 5, 30]. Более того, показано, что за счет неко-
торого ухудшения характеристик переходного процесса можно отказаться от
измерения относительной скорости, заменив ее выходом дифференцирующе-
го фильтра нижних частот, на вход которого подается относительное поло-
жение агента (похожая идея использована, например, в [31]). Таким образом,
получено решение задачи равномерного размещения агентов с моделью двой-
ного интегратора, не использующее каких-либо измерений скорости, а лишь
измерения относительного положения.

2. Предварительная информация и постановка задачи

Всюду в данной статье будем иметь дело с группой из N � 1 подвиж-
ных агентов, пронумерованных от 1 до N , и двумя статичными агентами
с индексами 0 и N + 1. Положение j-го агента в момент времени обозначим
xj(t) ∈ R

d (где j = 0, 1, . . . , N + 1). Необходимо найти алгоритм управления
(называемый также протоколом), который обеспечивает равномерное разме-
щение подвижных агентов на отрезке, соединяющем неподвижные точки x0
и xN+1.

Представленную задачу можно формально свести к классической зада-
че достижимости (или терминального управления), если агентам требуется
попасть в желаемые точки за конечное время, или задаче стабилизации, ес-
ли нужно обеспечить лишь асимптотическую сходимость. Для обоих случаев
необходимо вычислять желаемые положения на отрезке. В том случае, если
агенты выстраиваются на отрезке в порядке возрастания своих индексов, це-
левая точка j-го агента имеет вид x0j := x0+xN+1(j−1)/N . После этой пред-
варительной процедуры каждый агент будет двигаться к соответствующей
целевой точке независимо от остальных агентов. Полагая, что агент имеет
модель первого порядка

ẋj(t) = uj(t) ∈ R
d, j = 1, . . . , N,(1)

простейший алгоритм управления может задаваться П-регулятором

ẋj(t) = η(x0j − xj), x0j := x0 + xN+1(j − 1)/N.(2)

Несмотря на кажущуюся простоту, алгоритм (2) опирается на важное
ограничительное предположение, которое, по сути, исключает применение
регулятора (2) для больших формаций агентов, а именно: для каждого агента
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предполагается возможным измерять положение относительно целевой точ-
ки. В частности, каждый агент вынужден либо рассчитывать свою терми-
нальную точку самостоятельно, либо каким-то образом распознавать ее в
пространстве (например, используя специальный приемопередатчик). В обо-
их случаях агенты формации не являются взаимозаменяемыми и применяют
разные законы управления: каждый из них движется к своей цели. Если один
или несколько агентов выходят из строя, то для перегруппировки формации
необходимо производить полный перерасчет целевых значений x0j .

2.1. Децентрализованный протокол для равномерного размещения
агентов с моделью интегратора

В противоположность прямому “централизованному” решению (2) в [18,
20, 29] предложен и изучен более перспективный децентрализованный про-
токол для агентов первого порядка (1), который обеспечивает равномерную
расстановку агентов с использованием только “локальных” взаимодействий:

uj(t) =
1

2
(xj−1(t)− xj(t)) +

1

2
(xj+1(t)− xj(t)), j = 1, . . . , N.(3)

Протокол (3) обладает множеством преимуществ в сравнении с (2). Агенты
используют только относительные измерения без доступа к полной информа-
ции о группе. Кроме того, каждому агенту нужно знать в формации только
своих “предшественника” и “последователя”, не зная собственного номера в
формации. Если j-й агент выйдет из строя, необходимо лишь одно “перепод-
ключение” в системе для назначения агентов j − 1 и j + 1 соседями, после
чего протокол (3) автоматически расположит равномерно оставшихся N − 1
агентов. Аналогичное переподключение позволяет добавить нового агента в
формацию.

Поскольку протокол (2) покоординатно развязан, не умаляя общно-
сти, можно положить d = 1: xj(t) ∈ R. Вводя вектор состояния системы
x = [x1, x2, . . . , xN ]�, можно записать ее динамику в матричной форме

ẋ = Ax+ b,(4)

где матрица A и вектор b имеют вид:

A :=

⎡⎢⎢⎣
−1 0,5 0 . . . 0
0,5 −1 0,5 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0,5 −1

⎤⎥⎥⎦ ∈ R
N×N ,(5)

b := [x0/2, 0, . . . , 0, xN+1/2]
� ∈ R

N .(6)

Трехдиагональная матрица A имеет собственные числа [32]

λk = −2 sin2
kπ

2(N + 1)
, k = 1, . . . , N.(7)
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Поскольку λk < 0 при любом k = 1, . . . , N , то матрица A является гурвицевой
и система (4) имеет одно экспоненциально устойчивое положение равновесия

x∗ := −A−1b = x0[1, . . . , 1]
� +

xN+1 − x0
N + 1

[1, 2, . . . , N ]� ∈ R
N .(8)

Иными словами, протокол (3) обеспечивает равномерное расположение аген-
тов на отрезке с концами x0 и xN+1 независимо от начальных условий. Из (7)
сразу следует оценка скорости сходимости

‖x(t)− x∗‖ � e−λ̂t‖x(0) − x∗‖,(9)

справедливая для любого решения системы (4), где x(0) — вектор началь-
ного положения агентов, а показатель скорости сходимости λ̂ определяется
соотношением

λ̂ = min
k

|λk| = 2 sin2
π

2(N + 1)
.(10)

Следует отметить, что таким же образом можно исследовать дискретную
версию системы (1), (3), изученную в [18].

В данной статье рассматривается задача равномерного размещения аген-
тов с более реалистичной динамикой второго порядка

ẍj + aẋj = uj, j = 1, . . . , N.(11)

Здесь a � 0 обозначает постоянный коэффициент трения. При a = 0 мо-
дель (11) превращается в двойной интегратор. Задачи консенсуса в муль-
тиагентных системах и управления формациями с агентами второго порядка
представляют значительный интерес в связи с приложениями к мультиагент-
ным группам мобильных роботов, например, см. [1, 5, 6].

3. Основные результаты

Представим основные результаты — распределенные протоколы управле-
ния, обеспечивающие равномерное размещение агентов второго порядка (11)
на заданном отрезке.

Для начала посмотрим, можно ли применять протокол управления (3) для
агентов второго порядка (11). Введем некоторые обозначения. Для двух чи-
сел p, q ∈ R пусть h1(p, q), h2(p, q) ∈ C — два корня (действительные или ком-
плексные) уравнения h2 + hp+ q = 0 и H(p, q) := max(Reh1(p, q),Re h2(p, q)).
Другими словами,

H(p, q) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−p/2, p2 − 4q < 0,

−p+
√
p2 − 4q

2
, p2 − 4q � 0.

(12)

В следующей теореме показано, что при наличии у каждого агента обрат-
ной связи по скорости (a > 0) можно применить протокол (3) для агентов
такого рода и получить оценку скорости сходимости.
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Те ор ем а 1. Пусть a > 0. Тогда протокол (3) обеспечивает равномерное
размещение агентов (11) на отрезке с концами x0 и xN+1, т.е. x(t) → x∗ и
ẋ(t) → 0 при t→ +∞. При этом сходимость является экспоненциальной

‖x(t)− x∗‖+ ‖ẋ(t)‖ � Ce−μt,(13)

где C = C(x(0), ẋ(0)) и μ := −H(a, λ̂) > 0.
При a → 0 получаем μ → 0, таким образом, скорость сходимости к поло-

жению равновесия при использовании протокола (3) замедляется. В действи-
тельности при a = 0 протокол не обеспечивает сходимости к равномерному
положению, поскольку соответствующая линейная система

ẍ = Ax+ b,

где матрицы A, b – те же, что в уравнении (4), не является экспоненциально
устойчивой, а лишь устойчивой по Ляпунову. Решения системы имеют вид
x(t) = x∗ +Re[vke

iωk ], где vk — собственный вектор A, отвечающий собствен-
ному числу λk, а ωk :=

√|λk|. Вместе с тем теорема 1 допускает следующую
модификацию протокола (3), применимую не только при a = 0, но и для лю-
бого неустойчивого агента (11) (a < 0).

Сл ед с т в и е. Алгоритм управления

uj(t) = −κẋj(t) +
1

2
(xj−1(t)− xj(t)) +

1

2
(xj+1(t)− xj(t))(14)

обеспечивает равномерное размещение агентов на отрезке с концами x0 и
xN+1 при a+ κ > 0. При этом скорость сходимости имеет вид (13), где
μ := −H(a+ κ, λ̂) > 0.

Дока з а т е л ь с т в о. При помощи протокола (14), применяемого к аген-
там (11), получаем замкнутую систему, аналогичную той, которую можно
было бы получить с использованием первоначального алгоритма (14) к аген-
там с измененным коэффициентом “трения” a �→ a+κ. Поэтому утверждение
следствия вытекает из теоремы 1.

В отличие от протокола (3) закон управления (14) использует не только
относительные измерения, но и абсолютную скорость агента. В некоторых
приложениях измерение абсолютной скорости может быть доступно, несмот-
ря на то что измерить позицию в неподвижной системе невозможно. Приме-
ром является морское судно, для которого скорость может измеряться элек-
тромагнитным или допплеровским лагом. При этом интегрирование данной
скорости дает слишком большие погрешности в оценке позиции, чтобы ее
можно было использовать для управления. Другим примером являются си-
стемы инерциальной навигации, которые могут определять абсолютную ско-
рость объекта существенно более точно, чем его координаты. Тем не менее
существенно более широкий круг приложений имеют алгоритмы управления
формациями, основанные исключительно на относительных измерениях.
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Применительно к рассматриваемой в статье задаче предлагается следую-
щий протокол управления:

uj(t) =
1

2
(xj−1(t)− xj(t)) +

1

2
(xj+1(t)− xj(t)) +

p

2
(ẋj−1(t)− ẋj(t))+

+
p

2
(ẋj+1(t)− ẋj(t)), j = 1, . . . , N.

(15)

Здесь p > 0 — некоторый постоянный коэффициент. Следующий результат
показывает, что протокол (15) позволяет равномерно выстраивать агентов на
отрезке и обеспечивает экспоненциальную сходимость.

Те ор ем а 2. Пусть a = 0 и p > 0. Тогда протокол (15) обеспечивает рав-
номерное размещение агентов (11) на отрезке с концами x0 и xN+1, т.е.
x(t) → x∗ и ẋ(t) → 0 при t→ +∞, кроме того, выполнено (13), где

μ = −max
k

H(−pλk,−λk) > 0и λk определяется из (7).

Протокол (15) позволяет равномерно выстраивать агентов на основе отно-
сительных измерений. Вместе с тем можно вообще избежать необходимости
измерения скорости ценой снижения скорости сходимости. Обозначим через
wj(t) := (xj−1(t) + xj+1(t))/2 − xj(t), тогда алгоритм (15) можно переписать
в виде uj(t) = wj(t)+pẇj(t). Идея, заимствованная из [31], заключается в за-
мене производной ẇj(t) выходом некоторого дифференцирующего фильтра
низких частот ẇj(t)≈ ẏj(t), где

ẏj(t) = −γyj(t) + wj(t), γ > 0.

Сделав такую замену, протокол управления (15) преобразуется к виду:

uj(t) = wj(t) + pẏj(t) = (1 + p)wj(t)− pγyj(t),

ẏj(t) = −γyj(t) + wj(t),

wj(t) =
1

2
(xj−1(t)− xj(t)) +

1

2
(xj+1(t)− xj(t)).

(16)

Протокол (16) также позволяет получить равномерное расположение аген-
тов с экспоненциальной сходимостью, что подтверждается следующей теоре-
мой.

Те ор ем а 3. Пусть a = 0 и p, γ > 0. Тогда протокол управления (16)
обеспечивает равномерное размещение агентов (11) на отрезке с конца-
ми x0 и xN+1, т.е. x(t) → x∗ и ẋ(t) → 0 при t→ +∞, кроме того, выпол-
няется (13), где

μ = −max
{
Re z : z3 + γz2 − (p+ 1)λkz − γλk = 0

}
> 0.

Зам е ч а ни е 1. Рассматриваемый специальный алгоритм управления
формацией можно рассматривать как частный случай задачи об “удержи-
вающем управлении” (containment control): группа мобильных агентов при-
меняет алгоритм, удерживающий их в выпуклой оболочке нескольких “лиде-
ров”, которые в простейшем случае являются неподвижными [1]. Данная за-
дача не сводится к обычному консенсусному протоколу; граф взаимодействий
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не имеет остовного дерева, а покрывается остовным лесом деревьев, имеющих
корнями неподвижных лидеров. В отличие от консенсусных протоколов, в ко-
торых имеется бесконечно много положений равновесия, протоколы в задаче
об “удерживающем управлении” с фиксированными лидерами, как правило,
обеспечивают сходимость агентов к единственному положению равновесия.
Данное положение равновесия зависит, вообще говоря, от топологии и поло-
жений лидеров, в общем случае вычисление данного финального положения
агентов является трудоемким даже для случая одиночных интеграторов [1].
В рассматриваемом случае не только явно вычисляются установившиеся по-
ложения агентов (точки, равномерно расставленные на отрезке между двумя
лидерами), но и оценивается скорость сходимости к этим положениям.

Зам е ч а ни е 2. Близкие по структуре алгоритмы управления формация-
ми для агентов второго порядка изучены в [33]. Предложенный в [33] крите-
рий устойчивости формации относится к случаю более общего графа взаимо-
действий (агент может использовать информацию не только о двух соседях)
и требует решения линейного матричного неравенства, включающего лапла-
сиан графа и коэффициенты передаточной функции агента. Для вывода кри-
териев устойчивости в [33] был использован метод “обобщенной частотной пе-
ременной”, по существу, эквивалентный методу Поляка–Цыпкина [34], приме-
няемому в данной статье. Вместе с тем применительно к агентам с динамикой
второго порядка результаты [33] имеют ряд ограничений. Так, следствия 5.1
и 5.2 из [33], где рассматриваются распределенные алгоритмы, аналогичные
по структуре (15), предполагают, что коэффициент трения строго положи-
телен a > 0. В случае агентов с динамикой двойного интегратора доказана
сходимость алгоритма более сложной структуры, включающего интегрирую-
щее звено (следствие 5.3 в [33]). В отличие от [33] для модели без трения
в настоящей статье устанавливается сходимость алгоритма (15); кроме того,
рассматривается также алгоритм с “дифференциатором” (16), позволяющий
не измерять относительные скорости соседних агентов. Помимо этого, тео-
ремы 1–3 дают точные оценки скорости сходимости алгоритма, которые не
были установлены в [33].

4. Примеры

Продемонстрируем эффективность предложенных протоколов управления
для равномерного размещения агентов на плоскости:

ξ̈j + aξj = uj, ξj = [xj, yj ]
� ∈ R

2.(17)

Как уже указывалось ранее, все результаты справедливы для пространства
любой размерности, поскольку протоколы управления покоординатно развя-
заны. Во всех тестовых примерах рассматривается мультиагентная система
со следующими параметрами: группу из N = 5 агентов вида (17) необходимо
равномерно разместить на отрезке с концами ξ0 = [−2, 3,1]� и ξ6 = [2, 2,1]�.

На первом примере показано движение агентов (17), a = 2, под действием
протокола управления (3). На рис. 1 агенты стремятся выстроиться равно-
удаленно в соответствии с теоремой 1.

159



Рис. 1. Протокол (3) для агентов с демпфирующей обратной связью
по скорости (a = 2).

Рис. 2. Траектории агентов без трения (a = 0) при протоколе управ-
ления (15).

В следующих примерах показана применимость алгоритмов (15) и (16)
для агентов без отрицательной обратной связи по скорости: a = 0. При мо-
делировании были приняты следующие значения констант: p = 10 и γ = 1,4
(последний параметр задействован только в алгоритме (16)). На рис. 2 пока-
зано поведение системы под действием протокола (15), использующего отно-
сительные скорости, а на рис. 3 представлены траектории системы при ис-
пользовании протокола (16). Оба протокола обеспечивают равномерное раз-
мещение, что и утверждается в теоремах 2 и 3. Необходимо также отметить,
что алгоритм (15) дает более “гладкие” траектории и более высокую ско-
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Рис. 3. Траектории агентов без трения (a = 0) при протоколе управ-
ления (16).

рость сходимости. Такое поведение объясняется введением дополнительной
динамической системы — дифференцирующего фильтра низких частот, за-
медляющего динамику всей системы.

5. Заключение

В статье рассматривается специальная задача построения статичной фор-
мации агентов – равномерной расстановки на отрезке с фиксированными
концами. В отличие от предшествующих публикаций рассматривается слу-
чай, когда уравнения агентов имеют второй порядок, при этом агент может
измерять свое положение относительно соседей и абсолютную (или также от-
носительную) скорость. Кроме того, рассматривается более общий случай,
когда измерение даже относительных скоростей невозможно, а вместо них
используются оценки, полученныe с помощью дифференцирующего филь-
тра нижних частот. Теоретические результаты подкреплены компьютерным
моделированием. В дальнейшем авторы планируют рассмотреть задачи по-
строения мобильных агентов в плоскую или пространственную формацию.

Теоремы 1 и 2 получены при поддержке Российского научного фонда (про-
ект 16-11-00063). Теорема 3 получена при поддержке Российского научного
фонда (проект 14-29-00142) в Институте проблем машиноведения РАН.

ПРИЛОЖЕНИЕ

При доказательстве устойчивости замкнутых систем, полученных при ис-
пользовании протоколов (3), (15) и (16) для агентов вида (11), будем пользо-
ваться следующим критерием устойчивости, разработанным Б.Т. Поляком и
Я.З. Цыпкиным [34], позднее независимо полученным Ш. Хара [33], и осно-
ванным на понятии “обобщенной частотной переменной”.
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Положим, что необходимо исследовать устойчивость линейной системы
высокого порядка, имеющей вид

φ

(
d

dt

)
x(t) = Ax(t),(Π.1)

где φ(s) — скалярный полином, матрица A имеет размерность N×N . Обозна-
чив характеристический полином матрицы A черезD(s) := det(sI −A), легко
показать, что система (Π.1) устойчива тогда и только тогда, когда полином
G(s) := D(φ(s)) гурвицев. В более общем случае пусть φ(s) = ψ(s)/ρ(s) —
рациональная функция, аналитическая в закрытой правой полуплоскости
C̄+ := {s : Re s � 0} (т.е. полином ρ — гурвицев). Тогда система (Π.1) при-
мет вид

ψ

(
d

dt

)
x(t) = ρ

(
d

dt

)
Ax(t)

и будет являться устойчивой тогда и только тогда, когда у рациональной
функции G(s) = D(φ(s)) нет нулей в C̄+. Несмотря на то что это свойство
можно проверять напрямую, не используя структуры G(s), такая процедура
может оказаться вычислительно затратной для полиномов высоких степеней.
В качестве альтернативы можно использовать понятие Ω-области, введенное
в [34]. По определению Ω-область функции φ(s) есть множество точек λ на
комплексной плоскости, для которых функция φ(s) − λ не имеет нулей в
замкнутой правой полуплоскости:

Ω = {λ ∈ C : φ(s)− λ �= 0,Re s � 0} .
Следуюшая теорема П.1, установленная в [34], упрощает задачу исследо-

вания устойчивости системы (Π.1), разбивая на две более простые подзада-
чи, а именно: а) вычисление собственных чисел матрицы A и б) нахождение
Ω-области функции φ(s).

Те ор ем а П.1. Характеристическая функция G(s) = D(φ(s)) не имеет
нулей в C̄+ тогда и только тогда, когда все нули D(s), т.е. собственные
числа λk матрицы A, лежат в Ω-области функции φ(·). Для любого реше-
ния (Π.1) справедлива оценка

|x(t)| � Ceαt, α := max{Re s : φ(s) = λk при некотором k = 1, . . . , N}.
Для доказательства сходимости алгоритмов равномерной расстановки нет

необходимости точно определять Ω-область (детали соответствующего алго-
ритма приведены в [34]). Поскольку матрица A вида (5) гурвицева, достаточ-
но показать, что соответствующая Ω-область содержит все отрицательные
вещественные числа.

Перейдем теперь к доказательству основных результатов.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Обозначим через x = [x1, x2, . . . , xN ]�,

тогда замкнутую систему (11), (3) легко переписать в виде

φ

(
d

dt

)
x(t) = Ax(t) + b, φ(s) = s2 + as,(Π.2)
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где A и b имеют вид (5) и (6) соответственно. Устойчивость положения равно-
весия x∗ = −A−1b эквивалентна устойчивости автономной системы (Π.1). По
предположению a > 0, поэтому уравнение φ(s) = λ не имеет неустойчивых
корней при λ < 0 (полином φ(s) − λ гурвицев), откуда сразу следует устой-
чивость: все собственные числа матрицы A вещественные отрицательные и
имеют вид (7). В соответствии с теоремой П.1, показатель экспоненты μ в (13)
имеет вид μ = maxkH(a,−λk), что влечет за собой μ = H(a, λ̂), поскольку
функция H(a, ·) неубывающая. Теорема 1 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Пусть a = 0. Запишем замкнутую си-
стему (11), (15) в виде

s2x = (ps+ 1)(Ax+ b), s :=
d

dt
,

что представляет собой (Π.2) с рациональной функцией φ(s) = s2/(ps + 1).
Устойчивость положения равновесия x∗ = −A−1b эквивалентна устойчивости
автономной системы (Π.1), что следует из теоремы П.1, поскольку уравнение
φ(s) = λ не имеет неустойчивых корней при λ < 0 (полином s2 − pλs− λ гур-
вицев при p > 0 и λ < 0). В частности, Ω-область содержит все собственные
числа λk. Формула скорости сходимости очевидным образов вытекает из тео-
ремы П.1. Теорема 2 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Аналогично предыдущим доказатель-
ствам система (11), (15) приводится к виду

s2x = q(s)(Ax+ b), s :=
d

dt
, q(s) := 1 +

ps

s+ γ
,

что равносильно системе (Π.2) с рациональной функцией φ(s) =
= s2(s+ γ)/(s(p + 1) + γ). Для проверки устойчивости достаточно по-
казать, что у уравнения φ(s)− λ нет неустойчивых корней при λ < 0.
Устойчивость вытекает из критерия Рауса—Гурвица, утверждающего, что
полином s3 + as2 + bs+ c гурвицев тогда и только тогда, когда a, b, c > 0 и
ab > c. В частности, полином s2(s+ γ)− λ(p+ 1)s − λγ гурвицев при γ, p > 0
и λ < 0. Таким образом, положение равновесия является экспоненциально
устойчивым. Формула для скорости сходимости следует из теоремы П.1.
Теорема 3 доказана.
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