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Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà, � 4, 2005 Îáçîðû

© 2005 ã. Â. È. ÂÎ�ÎÒÍÈÊÎÂ, ä-ð �èç.-ìàò. íàóê(Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,Íèæíåòàãèëüñêèé òåõíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò)×ÀÑÒÈ×ÍÀß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ È ÓÏ�ÀÂËÅÍÈÅ:ÑÎÑÒÎßÍÈÅ Ï�ÎÁËÅÌÛ È ÏÅ�ÑÏÅÊÒÈÂÛ �ÀÇÂÈÒÈß1Àíàëèçèðóåòñÿ ñîñòîÿíèå ìåæäèñöèïëèíàðíîé ïðîáëåìû, ñâÿçàííîé ñ èññëå-äîâàíèåì çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè íåëèíåéíûõ äèíàìè-÷åñêèõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè ïî ÷àñòè ïå-ðåìåííûõ (÷àñòè êîîðäèíàò �àçîâîãî âåêòîðà). Äàåòñÿ êëàññè�èêàöèÿ òàêèõçàäà÷ è ðàññìàòðèâàåòñÿ èõ ñâÿçü ñ äðóãèìè, â òîì ÷èñëå è âíîâü âîçíèêøèìè âïîñëåäíèå ãîäû, çàäà÷àìè óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè. Àíàëèçèðóþòñÿ îñíîâ-íûå íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ òåîðèè è ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, óêàçûâàþòñÿ ðÿäïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ïðèëîæåíèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ êîíöåïöèÿ ÷àñòè÷íî-ãî óïðàâëåíèÿ, òàêæå âîçíèêøàÿ íà ñòûêå äèñöèïëèí. Ïðèâîäèòñÿ îáøèðíàÿáèáëèîãðà�èÿ ðàáîò â äàííûõ îáëàñòÿõ.1. ÂâåäåíèåÍàðÿäó ñ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïî âñåì ïåðåìåííûì îñíîâîïîëîæíè-êó ñîâðåìåííîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè À.Ì. Ëÿïóíîâó òàêæå ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâ-êà áîëåå îáùåé çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîé çàäàííîé ÷àñòèïåðåìåííûõ (à íå ïî âñåì ïåðåìåííûì), îïðåäåëÿþùèõ ñîñòîÿíèå èññëåäóåìîé ñè-ñòåìû [73℄. Íà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû XX ñòîëåòèÿ ýòà çàäà÷à, à çàòåì è òåñíî ñâÿçàííàÿñ íåé çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ïî îòíîøåíèþ ê ÷àñòè ïåðåìåííûõ ñòàëè ñèñòåìàòè÷å-ñêè ðàçðàáàòûâàòüñÿ â íàó÷íûõ öåíòðàõ �îññèè è áûâøåãî ÑÑÑ�, à òàêæå Åâðîïû,ÑØÀ, Èíäèè, ßïîíèè è Êèòàÿ. Áëàãîäàðÿ áîëüøîé ìàòåìàòè÷åñêîé îáùíîñòè ïî-ñòàíîâêè óêàçàííûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ìåæäèñöèïëèíàðíûìè è åñòåñòâåííûì îáðà-çîì âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìíîãèõ ÿâëåíèé è óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ â ñà-ìûõ ðàçíûõ ðàçäåëàõ íàóêè: ìåõàíèêå, �èçèêå, ýêîíîìèêå, áèîëîãèè, è äðóãèõ. Îíè÷àñòî íàçûâàþòñÿ òàêæå çàäà÷àìè ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè). Îñíîâî-ïîëàãàþùèå ðåçóëüòàòû â äàííîé îáëàñòè ïðèíàäëåæàò Â.Â. �óìÿíöåâó [109�113℄,â ðàáîòàõ êîòîðîãî çàëîæåíû îñíîâû òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõäëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷à-ñòüþ, à òàêæå ïîêàçàíà ïðèíöèïèàëüíàÿ ïðèìåíèìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ êçàäà÷àì óñòîé÷èâîñòè áîëåå îáùèõ ìîäåëåé ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ çâåíüÿ ñ ðàñïðå-äåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ ìíîãèõ ó÷åíûõ òåîðèÿ è ìåòîäû1 �àñøèðåííûé è ïåðåðàáîòàííûé âàðèàíò àíàëèòè÷åñêîãî îáçîðà, ïîäãîòîâëåííîãî äëÿ �îñ-ñèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 03-01-07003). 3



èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ïîëó÷èëèîïðåäåëåííîå ðàçâèòèå; òàêæå ðåøåí ðÿä âàæíûõ ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì.Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ âûÿâèëè ïðèíöèïèàëüíûå òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèåïðè èçó÷åíèè çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, äëÿ ïðå-îäîëåíèÿ êîòîðûõ ïîòðåáîâàëèñü ñóùåñòâåííî íîâûå èäåè, âûäâèíóòûå â ðÿäå ðà-áîò. Áûëè âñêðûòû è ñïåöè�è÷åñêèå îñîáåííîñòè ýòèõ çàäà÷, ïðîëèâàþùèå ñâåòíà îïàñíîñòè, êîòîðûå êðîþòñÿ íà ïóòè ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ íåêîòîðûõçàìàí÷èâûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ. Îêàçàëîñü òàêæå, ÷òî çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè(ñòàáèëèçàöèè) ïî ÷àñòè è ïî âñåì ïåðåìåííûì òåñíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé è äîïîë-íÿþò äðóã äðóãà ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ âîïðîñîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñâîéñòâî÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè â ðÿäå ñëó÷àåâ ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûì äëÿ íîð-ìàëüíîãî �óíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåì, íî è íåîáõîäèìûì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ æåëàòåëü-íûõ ðåæèìîâ èõ ðàáîòû. Èìåííî çàäà÷è ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè),â îòëè÷èå îò çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) ïî âñåì ïåðåìåííûì, ñòàíîâÿòñÿñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé áàçîé äëÿ ìíîãèõ âàæíûõ ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé.Ôîðìàëüíî-ìàòåìàòè÷åñêèé àñïåêò ðàçâèòèÿ òåîðèè ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè(ñòàáèëèçàöèè) ñâÿçàí íå òîëüêî ñ äàëüíåéøèì èçó÷åíèåì ñèñòåì îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ, íî è ñ ðàññìîòðåíèåìáîëåå îáùèõ êëàññîâ ýòèõ ñèñòåì (ðàçðûâíûõ, ñ ìíîãîçíà÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ, äè�-�åðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ), à òàêæå ñèñòåì èíîé �îðìû ìàòåìàòè÷åñêîãî îïè-ñàíèÿ: ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè (â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ), �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ, ñòîõàñòè÷åñêèõ, äèñêðåòíûõ, à òàêæå àáñòðàêòíûõ äèíàìè÷å-ñêèõ ñèñòåì â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì ïîìèìî ïåðâîíà÷àëüíîãî èçó÷å-íèÿ òîëüêî çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) ïî îòíîøåíèþ ê ÷àñòè ïåðåìåííûõ, âòåîðèè ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) ñòàëè ðàññìàòðèâàòüñÿ è ïðèìûêà-þùèå ê íèì çàäà÷è: óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè �÷àñòè÷íûõ� ïîëîæåíèé ðàâíîâå-ñèÿ, ñòàáèëèçàöèè ïî îòíîøåíèþ ê íåêëàññè÷åñêîé öåëåâîé �óíêöèè, óñòîé÷èâîñòèè ñòàáèëèçàöèè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ �÷àñòè÷íûõ� ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ è äð.Êðîìå òîãî, ïîëó÷èëè ðàçâèòèå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïî äâóì ìåðàì, ïîëèóñòîé-÷èâîñòè, áîëåå îáùàÿ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè �îò âõîäà ê âûõîäó�, ðàíåå îõâàòûâàâøàÿòîëüêî àíàëèç îïåðàòîðíûõ ñîîòíîøåíèé �âõîä-âûõîä� äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåì, à òàê-æå çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè íåêîìïàêòíûõ (çàìêíóòûõ, íî íåîãðàíè÷åííûõ) ìíîæåñòâ.Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, â òîì ÷èñëå èãðîâûå çàäà÷è óïðàâ-ëåíèÿ ïðè íåêîíòðîëèðóåìûõ ïîìåõàõ è íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ, òàêæå è äàæå âáîëüøåé ñòåïåíè åñòåñòâåííû äëÿ òåîðèè è ïðèëîæåíèé è èíòåíñèâíî ðàçâèâàþòñÿ.Ñ íàó÷íîé è ìåòîäè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ èõ åñòåñòâåííî è íåáåçûíòåðåñíî ðàññìàò-ðèâàòü ñîâìåñòíî ñ ïðîáëåìàìè ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè, è â íàñòî-ÿùåå âðåìÿ îùóùàåòñÿ ïîòðåáíîñòü â ñèñòåìàòèçàöèè è îñìûñëåíèè íàêîïëåííîãîâ óêàçàííûõ îáëàñòÿõ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà íà áàçå åäèíîéêîíöåïöèè çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) è óïðàâëåíèÿ.Ïðåäëàãàåìûé îáçîð âêëþ÷àåò:� êëàññè�èêàöèþ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè, àíàëèç èõ ñâÿçåé ñ äðóãèìèçàäà÷àìè óñòîé÷èâîñòè, òàêèìè êàê çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâ (êîìïàêòíûõ èíåêîìïàêòíûõ), �âõîä-âûõîäíûõ� îïåðàòîðíûõ ñîîòíîøåíèé, îò �âõîäà ê âûõîäó� âïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé è äð.;� êëàññè�èêàöèþ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè;� àíàëèç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé, ïî êîòîðûì ïðîèñõîäèò ðàçâèòèå òåîðèè è ìå-òîäîâ èññëåäîâàíèÿ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè, íåêîòîðûå îñíîâíûåïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû (äëÿ ñëó÷àÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé);� èçó÷åíèå îñîáåííîñòåé çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè;� âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè(ñòàáèëèçàöèè) ê àíàëèçó çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) ïî âñåì ïåðåìåííûì,4



à òàêæå âçàèìîñâÿçè ñ çàäà÷àìè íåëèíåéíîé �íóëü-îáíàðóæèâàåìîñòè�, óñòîé÷èâî-ñòè �îò âõîäà-âûõîäà ê �àçîâîìó âåêòîðó�, �÷àñòè÷íîé îáíàðóæèâàåìîñòè�;� àíàëèç êîíöåïöèè ÷àñòè÷íîãî óïðàâëåíèÿ;� áèáëèîãðà�èþ ðîññèéñêèõ è çàðóáåæíûõ ðàáîò.Â çàêëþ÷åíèå îáñóæäàþòñÿ ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ è âû-äåëÿþòñÿ íåêîòîðûå íåðåøåííûå ïðîáëåìû.Àêòóàëüíîñòü ïðåäëàãàåìîãî îáçîðà âûçâàíà óñèëèâàþùèìñÿ èíòåðåñîì ê çàäà-÷àì ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) è óïðàâëåíèÿ êàê â íàó÷íîé, òàê è âó÷åáíîé ëèòåðàòóðå, èõ âîçðàñòàþùåé ðîëüþ äëÿ ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé â íåëè-íåéíîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ìåõàíèêå, áèîëîãèè, à òàêæå íà ñòûêå �èçèêè, õèìèè èòåîðèè óïðàâëåíèÿ.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè àíàëèçó çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè(ñòàáèëèçàöèè) è óïðàâëåíèÿ óæå ïîñâÿùåí ðÿä îáçîðíûõ ðàáîò [102, 260, 214, 22,320℄2 è ìîíîãðà�èé [120, 21, 319, 33℄, ãäå ïðèâîäèòñÿ îáøèðíàÿ áèáëèîãðà�èÿ. Ïî-ýòîìó ïðè ïîäãîòîâêå äàííîãî îáçîðà ñäåëàíà ïîïûòêà áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ îáîá-ùåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, à ðàññìîòðåíèå ëèíèè ðàçâèòèÿ òåîðèè ÷àñòè÷íîéóñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) è áëèçêèõ ê íèì çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ó÷èòûâàåò ñàìûåíîâûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé, ìíîãèå èç êîòîðûõ âåäóòñÿ ñ äîñòàòî÷íî ðàçíûõïîçèöèé. 2. Êëàññè�èêàöèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè)è óïðàâëåíèÿ. Ñâÿçü ñ äðóãèìè çàäà÷àìèÌíîãîîáðàçèå çàäà÷, ðàññìàòðèâàåìûõ â òåîðèè ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáè-ëèçàöèè), òðåáóåò èõ ñèñòåìàòèçàöèè è îñìûñëåíèÿ. Âàæíûì øàãîì íà ýòîì ïóòèïðåäñòàâëÿåòñÿ âûäåëåíèå òàêèõ îñíîâíûõ çàäà÷, êîòîðûå íå òîëüêî õàðàêòåðèçóþòâ îñíîâíûõ ÷åðòàõ ïðîáëåìó ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) è åå ñâÿçè ñäðóãèìè çàäà÷àìè óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè), íî è ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåí-íûìè è íàãëÿäíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ êàê ñàìîé ïîñòàíîâêè, òàê è ìåòîäîâ èññëå-äîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ ìåð. Ïðîáëåìàòèêà÷àñòè÷íîãî óïðàâëåíèÿ òàêæå âêëþ÷àåò ðÿä çàäà÷, áëèçêèõ ïî ñóòè, íî îòëè÷àþ-ùèõñÿ òåðìèíîëîãè÷åñêè. Ó÷èòûâàÿ â òî æå âðåìÿ, ÷òî ðàçðàáîòêà çàäà÷ ÷àñòè÷íîéóñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) è óïðàâëåíèÿ â ðàçíûõ ðàçäåëàõ íàóêè (ìåõàíèêå, �è-çèêå, õèìèè, áèîëîãèè è äð.) èìååò ñâîþ ñïåöè�èêó è äîñòàòî÷íî ðàçíûå èñõîäíûåïîçèöèè, âàæíî �íàùóïàòü� ñâÿçè ìåæäó ýòèìè èññëåäîâàíèÿìè. Äàëåå äåëàåòñÿïîïûòêà óêàçàííîé ñèñòåìàòèçàöèè è îñìûñëåíèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè(ñòàáèëèçàöèè) è óïðàâëåíèÿ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðèâîäèìûå äàëåå îïðåäåëåíèÿ èïîñòàíîâêè çàäà÷ íå âñåãäà â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ïî �îðìå ñ àâòîðñêèìè, íî ïîë-íîñòüþ îòðàæàþò èõ ñîäåðæàíèå.2.1. Êëàññè�èêàöèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòèÄëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî âûäåëèòü òðèîñíîâíûõ êëàññà çàäà÷, õàðàêòåðèçóþùèõ â îñíîâíûõ ÷åðòàõ ïðîáëåìó ÷àñòè÷íîéóñòîé÷èâîñòè. Ýòî çàäà÷è:1) óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (çàäà÷è÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè Ëÿïóíîâà � �óìÿíöåâà);2) óñòîé÷èâîñòè �÷àñòè÷íûõ� ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ;3) óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ �÷àñòè÷íûõ� ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ.2 Çäåñü è äàëåå ññûëêè äàþòñÿ â õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå. 5



2.1.1. Çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ. Ê äàííîìó êëàññó çàäà÷ îòíî-ñÿòñÿ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà y (êðàòêî � çàäà÷è y-óñòîé÷è-âîñòè) ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x =
(

yT, zT
)T

= 0 íåëèíåéíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ẏ = Y(t,y, z), ż = Z(t,y, z)(2.1)ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ äîïóùåíèÿõ îòíîñèòåëüíî âåêòîð-�óíêöèé Y, Z. (Çäåñü èäàëåå T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ.)Â ýòîì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ
Y(t,0,0) ≡ 0, Z(t,0,0) ≡ 0,(2.2)ïðè÷åì ñèñòåìà (2.1), (2.2) ñòðîèòñÿ (êàæäûé ðàç çàíîâî) êàê ñèñòåìà âîçìóùåííîãîäâèæåíèÿ äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî èçó÷àåìîãî íà óñòîé÷èâîñòü ïðîöåññà, à ïîíÿòèåóñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ìàòåìàòè÷åñêè �îðìàëèçóåòñÿ. �àçóìååò-ñÿ, ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ íå òðåáóåòñÿ, åñëè äëÿ èñõîäíîéñèñòåìû èçó÷àåòñÿ çàäà÷à y-óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0.Ñòàíäàðòíûå äëÿ òåîðèè ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè äîïóùåíèÿ íà âåêòîð-�óíê-öèè Y, Z âêëþ÷àþò ïðåäïîëîæåíèÿ î íåïðåðûâíîñòè ñèñòåìû (2.1) â îáëàñòè
t ≥ 0, ‖y‖ ≤ h, ‖z‖ < ∞,(2.3)à òàêæå î åäèíñòâåííîñòè è z-ïðîäîëæèìîñòè åå ðåøåíèé.Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(t) = x(t; t0,x0) ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà-÷àëüíîìó óñëîâèþ x0 = x(t0; t0,x0).Îïð å ä å ë å í è å 1 ([109, 184, 267℄). Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1),

(2.2):
1) y-óñòîé÷èâî, åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0, t0 ≥ 0 íàéäåòñÿ δ(ε, t0) > 0 òàêîå, ÷òîèç ‖x0‖ < δ ñëåäóåò ‖y(t; t0,x0)‖ < ε ïðè âñåõ t ≥ t0;
2) ðàâíîìåðíî y-óñòîé÷èâî, åñëè δ íå çàâèñèò îò t0;
3) àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî, åñëè îíî y-óñòîé÷èâî è äëÿ ëþáîãî t0 ≥ 0íàéäåòñÿ ∆ (t0) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x(t; t0,x0) ñèñòåìû (2.1),

(2.2), äëÿ êîòîðîãî ‖x0‖ < ∆, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
lim ‖y(t; t0,x0)‖ → 0, t → ∞;(2.4)

4) ýêâèàñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî, åñëè äëÿ ëþáîãî t0 ≥ 0 íàéäåòñÿ ∆(t0) > 0òàêîå, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.4) âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî x0 èç îáëàñòè ‖x0‖ < ∆:äëÿ ëþáîãî ÷èñëà η > 0 íàéäåòñÿ íå çàâèñÿùåå îò x0 ÷èñëî T (t0, η) > 0 òàêîå,÷òî ‖y(t; t0,x0)‖ < η ïðè t ≥ t0 + T è ‖x0‖ < ∆ (ýòî ãàðàíòèðóåò òàêæå è
y-óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1), (2.2));

5) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî, åñëè îíî ðàâíîìåðíî y-óñòîé÷èâîè ∆ íå çàâèñèò îò t0, à ñîîòíîøåíèå (2.4) âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t0, x0 èçîáëàñòè t0 ≥ 0, ‖x0‖ < ∆ (äëÿ ëþáîãî η > 0 íàéäåòñÿ íå çàâèñÿùåå îò t0 è x0÷èñëî T (η) > 0 òàêîå, ÷òî ‖y(t; t0,x0)‖ < η ïðè t ≥ t0 + T è ‖x0‖ < ∆);
6) àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî â öåëîì (globally asymptoti
ally y-stable), åñëèîíî y-óñòîé÷èâî è ñîîòíîøåíèå (2.4) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ t0 ≥ 0 è x0

(â ýòîì ñëó÷àå ñòàíäàðòíûå äëÿ òåîðèè ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè äîïóùåíèÿ îò-íîñèòåëüíî ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (2.1) äåëàþòñÿ â îáëàñòè t ≥ 0, ‖x‖ < ∞ èëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) ñ÷èòàåòñÿ îïðåäåëåííûì ïðè âñåõ t ≥ 0);
7) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî â öåëîì, åñëè îíî ðàâíîìåðíî y-óñ-òîé÷èâî è ñîîòíîøåíèå (2.4) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ t0 ≥ 0 è x0 ðàâíîìåð-íî ïî t0, x0 èç îáëàñòè t0 ≥ 0, x0 ∈ K, K � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò x-ïðîñòðàíñòâà6



(äëÿ ëþáûõ η > 0 è r > 0 íàéäåòñÿ íå çàâèñÿùåå îò t0 è x0 ÷èñëî T (η, r) > 0 òàêîå,÷òî ‖y(t; t0,x0)‖ < η ïðè t ≥ t0 + T è ‖x0‖ ≤ r);
8) ýêñïîíåíöèàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî, åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæè-òåëüíûå ïîñòîÿííûå ∆, M è α, òàêèå ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x(t; t0,x0) ñèñ-òåìû (2.1), (2.2), äëÿ êîòîðîãî ‖x0‖ < ∆, ïðè âñåõ t ≥ t0 ≥ 0 èìååò ìåñòî ñîîò-íîøåíèå

‖y(t; t0,x0)‖ ≤ M‖x0‖ exp[−α(t − t0)];(2.5)
9) ýêñïîíåíöèàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî â öåëîì, åñëè ñóùåñòâóþòïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå M è α, òàêèå ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.5) âûïîëíÿåòñÿïðè t ≥ t0 ≥ 0 è ïðîèçâîëüíûõ t0 ≥ 0 è x0.Çàìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î z-ïðîäîëæèìîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1) íå ÿâ-ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì �àêòà y-óñòîé÷èâîñòè. Ïîýòîìó z-ïðîäîëæèìîñòü ðåøåíèé èçó-÷àåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îòäåëüíî îò y-óñòîé÷èâîñòè. Ñàìè æå ïî ñåáå óñëîâèÿ y-óñ-òîé÷èâîñòè ìîãóò �ïðîïóñòèòü� â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ ñèñòåìû ñ z-íåïðîäîëæèìû-ìè ðåøåíèÿìè [23, 319, 33℄.�àçâèòèåì çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à óñòîé÷è-âîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1) ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðûì çàäàí-íûì �óíêöèÿì êîîðäèíàò �àçîâîãî âåêòîðà (çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè �ïî âûõîäó�) [34,198, 88℄.2.1.2. Çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè �÷àñòè÷íûõ� ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ê çàäà÷àì äàí-íîãî êëàññà îòíîñÿòñÿ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè (ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà y) �÷àñòè÷íûõ�ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ y = 0 ñèñòåìû (2.1). Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Y(t,0, z) ≡ 0,(2.6)è ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1) ïîëîæåíèå y = 0ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì ýòîé ñèñòåìû.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷ ñèñòåìà (2.1) ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàêïðàâèëî, �ñàìà ïî ñåáå� è íå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïåðåõîäà ê ñèñòåìå âîçìóùåííîãîäâèæåíèÿ äëÿ íåêîòîðîé äðóãîé èñõîäíîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå ñèñòå-ìà (2.1) ìîæåò è íå èìåòü íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0. Â òî æå âðåìÿ,åñòåñòâåííî, â ñëó÷àå (2.2) ñèñòåìà íå îáÿçàíà èìåòü �÷àñòè÷íîå� ïîëîæåíèå ðàâíî-âåñèÿ y = 0, õîòÿ íåðåäêè ñëó÷àè, êîãäà ñèñòåìà (2.1) èìååò è ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
x = 0, è (îäíîâðåìåííî) �÷àñòè÷íîå� ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ y = 0.Îïð å ä å ë å í è å 2 ([278, 138, 120, 31℄). �×àñòè÷íîå� ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ y =
= 0 ñèñòåìû (2.1), (2.6):

1) óñòîé÷èâî, åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0, t0 ≥ 0 íàéäåòñÿ δ(ε, t0) > 0 òàêîå, ÷òîèç ‖y0‖ < δ ñëåäóåò ‖y(t; t0,x0)‖ < ε ïðè âñåõ t ≥ t0 è ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè z0

(÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ýêâèâàëåíòíàÿ çàïèñü ‖z0‖ < ∞);
2) ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî, åñëè δ íå çàâèñèò îò t0;
3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè îíî óñòîé÷èâî è äëÿ ëþáîãî t0 ≥ 0 íàé-äåòñÿ ∆(t0) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x(t; t0,x0) ñèñòåìû (2.1), (2.6) ñ

‖y0‖ < ∆ ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè z0 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2.4);
4) ýêâèàñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè äëÿ ëþáîãî t0 ≥ 0 íàéäåòñÿ ∆(t0) > 0òàêîå, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.4) âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî y0 èç îáëàñòè ‖y0‖ <

< ∆ ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè z0: äëÿ ëþáîãî η > 0 íàéäåòñÿ T (t0, η) > 0 òàêîå,÷òî ‖y(t; t0,x0)‖ < η ïðè t ≥ t0 + T , ‖y0‖ < ∆ è ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè z0 (ýòîãàðàíòèðóåò òàêæå è óñòîé÷èâîñòü �÷àñòè÷íîãî� ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0ñèñòåìû (2.1), (2.6));
5) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè îíî ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî è ∆íå çàâèñèò îò t0, à ñîîòíîøåíèå (2.4) âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t0, y0 èç îáëà-7



ñòè t0 ≥ 0, ‖y0‖ < ∆ ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè z0 (äëÿ ëþáîãî η > 0 íàéäåòñÿ
T (η) > 0 òàêîå, ÷òî ‖y(t; t0,x0)‖ < η ïðè t ≥ t0 + T , ‖y0‖ < ∆ è ïðîèçâîëüíîìçíà÷åíèè z0);

6) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â öåëîì, åñëè îíî óñòîé÷èâî è ñîîòíîøåíèå (2.4)âûïîëíÿåòñÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ t0 ≥ 0 è x0;
7) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â öåëîì, åñëè îíî ðàâíîìåðíî óñòîé-÷èâî è ñîîòíîøåíèå (2.4) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ t0 ≥ 0 è x0 ðàâíîìåðíîïî t0, y0 èç îáëàñòè t0 ≥ 0, y0 ∈ Ky, Ky � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò y-ïðîñòðàíñòâà,ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè z0 (äëÿ ëþáûõ η > 0 è r > 0 íàéäåòñÿ T (η, r) > 0 òàêîå,÷òî ‖y(t; t0,x0)‖ < η ïðè t ≥ t0 + T , ‖y0‖ ≤ r è ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè z0);
8) ýêñïîíåíöèàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â öåëîì, åñëè ñóùåñòâóþò ïî-ëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå M è α, òàêèå ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1),

(2.2) ïðè âñåõ t ≥ t0 ≥ 0 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
‖y(t; t0,x0)‖ ≤ M‖y0‖ exp[−α(t − t0)].(2.7)Îòìåòèì, ÷òî ðàâíîìåðíîñòü ëîêàëüíîé ñõîäèìîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1), (2.6)ê ìíîæåñòâó y = 0 (ï.ï. 4, 5 îïðåäåëåíèÿ 2) ìîæíî îïðåäåëÿòü è íåñêîëüêî èíà÷å,ïîëàãàÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.4) âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî x0 (ï. 4) èëè ðàâíî-ìåðíî ïî t0, x0 (ï. 5) èç îáëàñòè t0 ≥ 0, ‖y0‖ < ∆, z0 ∈ Kz, ãäå Kz � ïðîèçâîëü-íûé êîìïàêò z-ïðîñòðàíñòâà. Àíàëîãè÷íî, ðàâíîìåðíîñòü ãëîáàëüíîé ñõîäèìîñòè êìíîæåñòâó y = 0 (ï. 7 îïðåäåëåíèÿ 2) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñõîäèìîñòü, ðàâíîìåð-íóþ ïî t0, x0 èç îáëàñòè t0 ≥ 0, x0 ∈ K. Îäíàêî ðàâíîìåðíîñòü àñèìïòîòè÷åñêîéóñòîé÷èâîñòè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2 â á�îëüøåé ìåðå îòðàæàåò íåçàâèñèìîñòü ñî-îòâåòñòâóþùèõ ïîíÿòèé óñòîé÷èâîñòè �÷àñòè÷íîãî� ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0 îòíà÷àëüíûõ çíà÷åíèé �àçîâîãî x-âåêòîðà â z-ïðîñòðàíñòâå.Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âûïîëíåíèå ñîáñòâåííî ñîîòíîøåíèé (2.4), (2.5), (2.7) äëÿ

y-êîìïîíåíò ðåøåíèÿ x(t; t0,x0) ñèñòåìû (2.1) íå ñâÿçàíî, âîîáùå ãîâîðÿ, ñ íàëè÷è-åì ó ñèñòåìû (2.1) íè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0, íè �÷àñòè÷íîãî� ïîëîæåíèÿ ðàâ-íîâåñèÿ y = 0 [33, 30℄. Îäíàêî â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñèñòåìû (2.1) àñèìïòîòè÷å-ñêè óñòîé÷èâîãî �÷àñòè÷íîãî� ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0 ýòî ïîëîæåíèå ðàâíîâå-ñèÿ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì àòòðàêòîðîì â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé äàííîé ñèñòå-ìû [198, 88℄.�àçâèòèåì çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè �÷àñòè÷íîãî� ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0 ñèñ-òåìû (2.1) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ïî òåì �óíêöèÿì êîîðäèíàò �àçîâîãî âåê-òîðà, ïî êîòîðûì ñèñòåìà (2.1) äîïóñêàåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Ýòà çàäà÷à òåñíîñâÿçàíà ñ çàäà÷åé óñòîé÷èâîñòè èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ (ñì. [35, 89, 209℄ è äðóãèåðàáîòû).2.1.3. Óíè�èêàöèÿ ïîíÿòèé â äâóõ êëàññàõ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè. Çà-äà÷è óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ Ëÿïóíîâà � �óìÿíöåâà íå ñâîäÿòñÿ [267,33℄, âîîáùå ãîâîðÿ, ê êàêîãî-ëèáî ðîäà çàäà÷àì óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâ, â òî âðåìÿêàê çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè �÷àñòè÷íûõ� ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìèóñòîé÷èâîñòè íåêîìïàêòíûõ (çàìêíóòûõ, íî íåîãðàíè÷åííûõ) ìíîæåñòâ [242, 313℄.Òåì íå ìåíåå ïðè îïðåäåëåííîé âçàèìíîé ìîäè�èêàöèè ïîíÿòèé óñòîé÷èâîñòè ïî÷àñòè ïåðåìåííûõ Ëÿïóíîâà � �óìÿíöåâà è óñòîé÷èâîñòè �÷àñòè÷íûõ� ïîëîæåíèéðàâíîâåñèÿ óêàçàííûå çàäà÷è ìîæíî ñáëèçèòü, à óñëîâèÿ èõ ðàçðåøèìîñòè ñäåëàòüîäèíàêîâûìè (ñì. ðàçäåë 3.2).Íà÷íåì ñ ìîäè�èêàöèè ïîíÿòèÿ y-óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0ñèñòåìû (2.1), (2.2) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.Îïð å ä å ë å í è å 3 ([278, 120, 21, 319, 29℄). Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòå-ìû (2.1), (2.2):8



1) y-óñòîé÷èâî â öåëîì ïî z0 (y-stablå to the whole of z0), åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0,
t0 ≥ 0 íàéäåòñÿ δ(ε, t0) > 0 òàêîå, ÷òî èç ‖y0‖ < δ ñëåäóåò ‖y(t; t0,x0)‖ < ε ïðèâñåõ t ≥ t0 è ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè z0 (‖z0‖ < ∞);

2) y-óñòîé÷èâî â öåëîì ïî z0 ðàâíîìåðíî ïî t0, åñëè δ = δ(ε);
3) y-óñòîé÷èâî ïðè áîëüøîì z0 (y-stablå for large z0), åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0,

t0 ≥ 0 è ëþáîãî çàäàííîãî ÷èñëà L > 0 íàéäåòñÿ δ(ε, t0, L) > 0 òàêîå, ÷òî èç
‖y0‖ < δ, ‖z0‖ < L ñëåäóåò ‖y(t; t0,x0)‖ < ε ïðè âñåõ t ≥ t0;

4) y-óñòîé÷èâî ïðè áîëüøîì z0 ðàâíîìåðíî ïî t0, åñëè δ = δ(ε, L).Çàìåòèì òàêæå, ÷òî y-óñòîé÷èâîñòü â öåëîì ïî z0 íàçûâàåòñÿ [253℄ y-óñòîé-÷èâîñòüþ ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ z-âîçìóùåíèÿõ (y-stability under arbitrary
z-perturbations).Âñòðå÷íûì øàãîì íà ïóòè ñáëèæåíèÿ è óíè�èêàöèè ïîíÿòèé ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåò-ñòâóþùåå óòî÷íåíèå ïîíÿòèÿ óñòîé÷èâîñòè �÷àñòè÷íûõ� ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ.Îïð å ä å ë å í è å 4 ([28, 31℄). �×àñòè÷íîå� ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ y = 0 ñèñòå-ìû (2.1), (2.6):

1) êâàçèóñòîé÷èâî (èëè óñòîé÷èâî ïðè áîëüøîì z0), åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0,
t0 ≥ 0 è ëþáîãî çàäàííîãî ÷èñëà L > 0 íàéäåòñÿ δ(ε, t0, L) > 0 òàêîå, ÷òî èç
‖y0‖ < δ, ‖z0‖ < L ñëåäóåò ‖y(t; t0,x0)‖ < ε ïðè âñåõ t ≥ t0;

2) ðàâíîìåðíî êâàçèóñòîé÷èâî (óñòîé÷èâî ïðè áîëüøîì z0 ðàâíîìåðíî ïî t0),åñëè δ = δ(ε, L).Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðîâåäåííàÿ óíè�èêàöèÿ ïîíÿòèé ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè ïî-ðàçíîìó êîñíóëàñü ïîíÿòèé y-óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòå-ìû (2.1), (2.2) è óñòîé÷èâîñòè �÷àñòè÷íîãî� ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0 ñèñòå-ìû (2.1), (2.6). Â ñàìîì äåëå, îïðåäåëåíèå 3 äàåò áîëåå îáùåå ïîíÿòèå y-óñòîé÷èâîñòèïîëîæåíèÿ x = 0, ÷åì â îïðåäåëåíèè 1 (ï.ï. 1 è 2). Â òî æå âðåìÿ îïðåäåëåíèå 4äàåò áîëåå ñëàáûå â ñðàâíåíèè ñ îïðåäåëåíèåì 2 (ï.ï. 1 è 2), ïîíÿòèÿ óñòîé÷èâîñòè�÷àñòè÷íîãî� ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0. Ïî ñóòè, óñòîé÷èâîñòü ïðè áîëüøîì z0�÷àñòè÷íîãî� ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0 â îïðåäåëåíèè 4 åñòü ëèøü êâàçèóñòîé-÷èâîñòü, ïîñêîëüêó óñòîé÷èâîñòü (îïðåäåëåíèå 2) ïðåäïîëàãàåò ïðîèçâîëüíîå çíà-÷åíèå z0; ýòî îáúÿñíÿåò äâîéíóþ òåðìèíîëîãèþ â îïðåäåëåíèè 4.Äðóãîé ïóòü ê óíè�èêàöèè [30℄ ïðåäïîëàãàåò àíàëèç ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè�îöåíî÷íîãî� äëÿ ñèñòåìû (2.1) ïîëîæåíèÿ x = 0, êîòîðîå ìîæåò è íå áûòü ïîëî-æåíèåì ðàâíîâåñèÿ ýòîé ñèñòåìû. Çäåñü ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãèþ ñ êîíöåïöèåéýâåíòóàëüíîé óñòîé÷èâîñòè (eventual stability), âîçíèêøåé â 60-õ ãîäàõ XX â. â òåî-ðèè àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ [236℄, à òàêæå ñ êîíöåïöèåé �îöåíî÷íîé� óñòîé÷èâîñòè(rated stability) [337℄.Àíàëîãè÷íî ïðîâîäèòñÿ óíè�èêàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîíÿòèé ÷àñòè÷íîé àñèìï-òîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè [28℄.Îïð å ä å ë å í è å 5 ([278, 21, 319, 28, 31℄). Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòå-ìû (2.1), (2.2):
1) àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî â öåëîì ïî z0, åñëè îíî y-óñòîé÷èâî â öåëîìïî z0 è äëÿ ëþáîãî t0 ≥ 0 íàéäåòñÿ ∆(t0) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ

x(t; t0,x0) ñèñòåìû (2.1), (2.2) ñ ‖y0‖ < ∆ ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè z0 (‖z0‖ <
< ∞) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2.4);

2) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî â öåëîì ïî z0, åñëè y-óñòîé÷è-âîñòü â öåëîì ïî z0 ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé (ïî t0), ∆ íå çàâèñèò îò t0, à ñîîòíîøå-íèå (2.4) âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t0, y0 èç îáëàñòè t0 ≥ 0, ‖y0‖ < ∆ ïðè ïðî-èçâîëüíîì çíà÷åíèè z0;
3) ýêñïîíåíöèàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî â öåëîì ïî z0, åñëè ñóùå-ñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå ∆, M è α, òàêèå ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ9



x(t; t0,x0) ñèñòåìû (2.1), (2.2), äëÿ êîòîðîãî ‖y0‖ < ∆, ïðè âñåõ t ≥ t0 ≥ 0 èïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè z0 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2.7);
4) àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî ïðè áîëüøîì z0, åñëè îíî y-óñòîé÷èâî ïðèáîëüøîì z0 è äëÿ ëþáîãî t0 ≥ 0 íàéäåòñÿ ∆(t0, L) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãîðåøåíèÿ x(t; t0,x0) ñèñòåìû (2.1), (2.2) ñ ‖y0‖ < ∆, ‖z0‖ < L èìååò ìåñòî ñîîò-íîøåíèå (2.4);
5) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî ïðè áîëüøîì z0, åñëè y-óñòîé-÷èâîñòü ïðè áîëüøîì z0 ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé (ïî t0), ∆ = ∆(L), à ñîîòíîøå-íèå (2.4) âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t0, x0 èç îáëàñòè t0 ≥ 0, ‖y0‖ < ∆, ‖z0‖ < L

(äëÿ ëþáîãî η > 0 íàéäåòñÿ T (η, L) > 0 òàêîå, ÷òî ‖y(t; t0,x0)‖ < η ïðè t ≥ t0 + T ,
‖y0‖ < ∆, ‖z0‖ < L);

6) àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî â öåëîì ðàâíîìåðíî ïî t0, y0 èç îáëàñòè t0 ≥ 0,
y0 ∈ Ky ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè z0 (globally uniformly asymptoti
ally y-stablå tothe whole of z0), åñëè îíî y-óñòîé÷èâî â öåëîì ïî z0 ðàâíîìåðíî ïî t0, à ñîîòíîøå-íèå (2.4) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ t0 ≥ 0, x0 ðàâíîìåðíî ïî t0, y0 èç îáëàñòè
t0 ≥ 0, y0 ∈ Ky.Îïð å ä å ë å í è å 6 ([28℄). �×àñòè÷íîå� ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ y = 0 ñèñòå-ìû (2.1), (2.6):

1) àñèìïòîòè÷åñêè êâàçèóñòîé÷èâî (àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè áîëü-øîì z0), åñëè îíî êâàçèóñòîé÷èâî (óñòîé÷èâî ïðè áîëüøîì z0) è äëÿ ëþáûõ t0 ≥ 0íàéäåòñÿ ∆(t0, L) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x(t; t0,x0) ñèñòå-ìû (2.1), (2.6) ñ ‖y0‖ < ∆, ‖z0‖ < L èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2.4);
2) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè êâàçèóñòîé÷èâî (ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêèóñòîé÷èâî ïðè áîëüøîì z0), åñëè êâàçèóñòîé÷èâîñòü (óñòîé÷èâîñòü ïðè áîëü-øîì z0) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé (ïî t0), ∆ = ∆(L), à ñîîòíîøåíèå (2.4) âûïîëíÿåòñÿðàâíîìåðíî ïî t0, x0 èç îáëàñòè t0 ≥ 0, ‖y0‖ < ∆, ‖z0‖ < L.Îïðåäåëåíèÿ 3�6 ïîçâîëÿþò óíè�èöèðîâàòü ïîíÿòèÿ â ââåäåííûõ äâóõ êëàññàõçàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè è, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ïîëó÷èòü åäèíûå óñëîâèÿ óñòîé-÷èâîñòè: y-óñòîé÷èâîñòè (àñèìïòîòè÷åñêîé y-óñòîé÷èâîñòè) â öåëîì ïî z0 èëè ïðèáîëüøîì z0 ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1) â ñëó÷àå (2.2), à òàêæå óñòîé-÷èâîñòè (àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè) èëè êâàçèóñòîé÷èâîñòè (àñèìïòîòè÷åñêîéêâàçèóñòîé÷èâîñòè) �÷àñòè÷íîãî� ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0 â ñëó÷àå (2.6).2.1.4. Çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ �÷àñòè÷íûõ� ïîëîæåíèé ðàâíî-âåñèÿ. Äàííûé êëàññ ïðåäñòàâëÿåò ñâîåãî ðîäà îáúåäèíåíèå ïåðâûõ äâóõ óêàçàííûõêëàññîâ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè. Ïóñòü y =

(

yT
1 ,yT

2

)T è ïðåäïîëîæèì, ÷òîñèñòåìà (2.1) äîïóñêàåò �÷àñòè÷íîå� ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ y = 0. Ïðèìåì äîïóùå-íèÿ î íåïðåðûâíîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (2.1) â îáëàñòè
t ≥ 0, ‖y1‖ ≤ h, ‖y2‖ < ∞, ‖z‖ < ∞,(2.8)à òàêæå î åäèíñòâåííîñòè è (y2, z)-ïðîäîëæèìîñòè åå ðåøåíèé.Îïð å ä å ë å í è å 7 ([29℄). �×àñòè÷íîå� ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ y = 0 ñèñòå-ìû (2.1), (2.6):

1) y1-óñòîé÷èâî, åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0, t0 ≥ 0 íàéäåòñÿ δ(ε, t0) > 0 òàêîå, ÷òîèç ‖y0‖ < δ ñëåäóåò ‖y1(t; t0,x0)‖ < ε ïðè âñåõ t ≥ t0 è ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè z0

(‖z0‖ < ∞);
2) y1-êâàçèóñòîé÷èâî (y1-óñòîé÷èâî ïðè áîëüøîì z0), åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0,

t0 ≥ 0 è ëþáîãî çàäàííîãî ÷èñëà L > 0 íàéäåòñÿ δ(ε, t0, L) > 0 òàêîå, ÷òî èç
‖y0‖ < δ, ‖z0‖ < L ñëåäóåò ‖y1(t; t0,x0)‖ < ε ïðè âñåõ t ≥ t0;

3) àñèìïòîòè÷åñêè y1-óñòîé÷èâî, åñëè îíî y1-óñòîé÷èâî è äëÿ ëþáîãî t0 ≥ 0íàéäåòñÿ ∆(t0) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1), (2.6) ñ ‖y0‖ < ∆10



ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè z0 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå lim ‖y1(t; t0,x0)‖ → 0,
t → ∞.Ïî àíàëîãèè òàêæå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ðàâíîìåðíîé y1-óñòîé÷èâîñòè (â òîì ÷èñëåàñèìïòîòè÷åñêîé è ïðè áîëüøîì z0), à òàêæå ðÿä äðóãèõ îïðåäåëåíèé äàííîãî òèïà;ïîëó÷åíû óñëîâèÿ òàêîãî ðîäà óñòîé÷èâîñòè â êîíòåêñòå ìåòîäà �óíêöèé Ëÿïóíî-âà [29, 4℄. 2.2. Ñâÿçü ñ äðóãèìè çàäà÷àìè óñòîé÷èâîñòèÌàòåìàòè÷åñêàÿ ñîäåðæàòåëüíîñòü è òåñíàÿ ñâÿçü ïîñòàíîâêè çàäà÷ ÷àñòè÷íîéóñòîé÷èâîñòè ñ ïðàêòè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿìè ïðèâåëè ê òîìó, ÷òî âîçíèêëè ñâÿ-çàííûå ñ íåé íîâûå îáùèå êîíöåïöèè óñòîé÷èâîñòè, òàêèå, êàê:� óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê äâóì ìåðàì [90, 124, 234℄, êîãäà áëèçîñòü íåâîçìó-ùåííîãî è âîçìóùåííûõ äâèæåíèé â íà÷àëüíûé è ïîñëåäóþùèé ìîìåíòû âðåìåíè,êàê è â çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, îöåíèâàåòñÿ ïî ðàçíûì ìåðàì;� ïîëèóñòîé÷èâîñòü (ïîëèóñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ÷àñòè ïåðåìåí-íûõ) [5, 80, 81℄, êîãäà ðàçëè÷íûå ãðóïïû ïåðåìåííûõ (ðàçëè÷íûå ãðóïïû çàäàííîé÷àñòè ïåðåìåííûõ) ñèñòåìû âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ îáëàäàþò ðàçëè÷íûìè âèäàìèóñòîé÷èâîñòè;� óñòîé÷èâîñòü �îò âõîäà ê âûõîäó� (input to output stability) [304, 305℄, îçíà-÷àþùàÿ, ÷òî ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèÿõ �âûõîäíûå� ïåðåìåííûå ñèñòåìûîñòàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè (ñòàíîâÿòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûìè), åñëè âíåøíèå �âõîäíûå�âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó òàêæå îãðàíè÷åíû (äîñòàòî÷íî ìàëûå);� ÷àñòè÷íàÿ óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèé îáùèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ìåòðè÷åñêîìïðîñòðàíñòâå [252, 258℄, âêëþ÷àÿ äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, êîòîðûå íå ìîãóò áûòüîïðåäåëåíû îáû÷íûìè êëàññè÷åñêèìè (äè��åðåíöèàëüíûìè) óðàâíåíèÿìè.Äëÿ ðÿäà ïðèëîæåíèé, òàêèõ êàê (äèíàìèêà áèîöåíîçîâ è äèíàìèêà òâåðäîãîòåëà) òàêæå ïîëåçíî ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè ïî çàäàííîìó (â êîëè÷åñòâåííîì îòíî-øåíèè) ÷èñëó ïåðåìåííûõ, áåç �èêñàöèè èõ ñîñòàâà [21, 319℄.2.2.1. Óñòîé÷èâîñòü ïî äâóì ìåðàì. Ïåðâîíà÷àëüíî ïîñòàâëåííàÿ äëÿ ñëó÷àÿñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè [90℄ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ïî äâóì ìåðàìçàòåì ïîëó÷èëà ðàçâèòèå è äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ, à òàêæå �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [234, 40℄. Ïóñòü ρ0(x) è ρ(t,x) � äâå íåïðåðûâíûå�óíêöèè (ìåðû), ρ0(0) = 0, ρ(t,0) ≡ 0, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèêèîòêëîíåíèé òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.1), (2.2) îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñîîòâåò-ñòâåííî â íà÷àëüíûé t = t0 è ïðîèçâîëüíûé ïîñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè t > t0.Îïð å ä å ë å í è å 8 ([234℄). Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1), (2.2)íàçûâàåòñÿ:

1) (ρ0, ρ)-óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ÷èñåë ε > 0, t0 ≥ 0 íàéäåòñÿ δ(ε, t0) > 0òàêîå, ÷òî èç ρ0(x0) < δ ñëåäóåò ρ(t,x(t; t0,x0)) < ε ïðè âñåõ t > t0;
2) àñèìïòîòè÷åñêè (ρ0, ρ)-óñòîé÷èâûì, åñëè îíî (ρ0, ρ)-óñòîé÷èâî è, êðîìå òî-ãî, äëÿ êàæäîãî t0 ≥ 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî ∆(t0) > 0 òàêîå, ÷òî ðåøåíèå x(t; t0,x0)ñ ρ0(x0) < ∆ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ lim ρ(t,x(t; t0,x0)) = 0, t → ∞.Çàìåòèì, ÷òî ïðè ρ0 = ‖x0‖ è ρ = ‖y‖ îïðåäåëåíèå 8 ïåðåõîäèò â îïðåäåëåíèå 1

y-óñòîé÷èâîñòè (àñèìïòîòè÷åñêîé y-óñòîé÷èâîñòè) ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0ñèñòåìû (2.1). Ïîýòîìó, íà íàø âçãëÿä, èìåííî çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïå-ðåìåííûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííîé è íàãëÿäíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ îñî-áåííîñòåé êàê ñàìîé ïîñòàíîâêè, òàê è ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ñèñïîëüçîâàíèåì äâóõ ìåð. Â ëèòåðàòóðå èìååòñÿ ðÿä äðóãèõ îïðåäåëåíèé óñòîé÷è-âîñòè ïî äâóì ìåðàì, â òîì ÷èñëå è äëÿ ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìîé âèäà (2.1)ñ íåîãðàíè÷åííûì ðàçðûâíûì îïåðàòîðîì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå [234℄. 11



2.2.2. Ïîëèóñòîé÷èâîñòü. Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ ïîëèóñòîé÷è-âîñòè íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî÷àñòè ïåðåìåííûõ òîãî èëè èíîãî âèäà ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñî÷åòàíèè ñ óñòîé÷èâî-ñòüþ (íåàñèìïòîòè÷åñêîé) ïî âñåì ïåðåìåííûì. Âûäåëèì äâà ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿâ ïðèëîæåíèÿõ ïîíÿòèÿ òàêîãî ðîäà, îäíî èç êîòîðûõ ââåäåíî [75℄ åùå íà çàðå ðàç-âèòèÿ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè.Îïð å ä å ë å í è å 9 ([75, 5℄). Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1), (2.2)íàçûâàåòñÿ:
1) óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó è (îäíîâðåìåííî) àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâûì,åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0, t0 ≥ 0 íàéäåòñÿ δ(ε, t0) > 0 òàêîå, ÷òî èç ‖x0‖ < δ ñëåäóåò

‖x(t; t0,x0)‖ < ε ïðè âñåõ t ≥ t0 è, êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî t0 ≥ 0 íàéäåòñÿ ∆(t0) >
> 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x(t; t0,x0) ñèñòåìû (2.1), (2.2), äëÿ êîòîðîãî
‖x0‖ < ∆, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2.4);

2) ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó è (îäíîâðåìåííî) ýêñïîíåíöèàëüíî àñèì-ïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0, t0 ≥ 0 íàéäóòñÿ δ(ε) > 0 è÷èñëà M > 0 è α > 0 òàêèå, ÷òî èç ‖x0‖ < δ ïðè âñåõ t ≥ t0 ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå
‖x(t; t0,x0)‖ < ε è ñîîòíîøåíèå (2.5).�ÿä äðóãèõ ïîíÿòèé è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ïîëèóñòîé÷èâîñòè ìîæíî íàé-òè â ðàáîòàõ [5, 81, 247, 125℄. �àññìàòðèâàåòñÿ òàêæå è çàäà÷à ïîëèóñòîé÷èâîñòè ïî÷àñòè ïåðåìåííûõ [80℄.2.2.3. Óñòîé÷èâîñòü îò �âõîäà ê âûõîäó�. �àññìîòðèì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó

ẋ = X(x,w), y = h(x) (X(0,0) = 0, h(0) = 0),(2.9)â êîòîðîé x � �àçîâûé âåêòîð, y � âåêòîð �âûõîäíûõ� ïåðåìåííûõ (�âûõîä� ñèñòå-ìû), à âåêòîð w õàðàêòåðèçóåò âíåøíèå �âõîäíûå� âîçäåéñòâèÿ (âîçìóùåíèÿ).Âåêòîð-�óíêöèÿ X(x,w) íåïðåðûâíà è ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ïî x ðàâíîìåðíîïî w; h(x) ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ïî x, à w(t) èçìåðèìà è ëîêàëüíî ñóùåñòâåííîîãðàíè÷åíà ïðè âñåõ t ≥ 0. Ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x0è ëþáîãî âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ w ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(t; t0,x0,w)ñèñòåìû (2.9), êîòîðîå îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t ≥ t0 ≥ 0. Êëàññ äîïóñòèìûõ âíåø-íèõ âîçäåéñòâèé äîñòàòî÷íî øèðîê è ïîçâîëÿåò îõâàòèòü, â ÷àñòíîñòè, ãàóññîâñêèåñëó÷àéíûå ïðîöåññû.Äëÿ �îðìóëèðîâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé óñòîé÷èâîñòè èñïîëüçóþòñÿñëåäóþùèå �óíêöèè:1) �óíêöèÿ γ(r) êëàññà K (K-�óíêöèÿ γ) � íåïðåðûâíàÿ, ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿïðè r ∈ [0,∞), èëè êëàññà K∞ (K∞-�óíêöèÿ γ), åñëè, êðîìå òîãî, γ(r) → ∞ ïðè
r → ∞;2) �óíêöèÿ β(r, t) êëàññà KL (KL-�óíêöèÿ β) � íåïðåðûâíàÿ, êëàññà K ïî
r ∈ [0,∞) äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî t è ñòðîãî óáûâàþùàÿ ê íóëþ ïðè t → ∞ äëÿëþáîãî �èêñèðîâàííîãî r.Â îòëè÷èå îò åâêëèäîâîé íîðìû ‖ · ‖ îáîçíà÷èì ‖w‖∞ = ess sup{‖w(t)‖, t ∈
∈ [0,∞]}.Îïð å ä å ë å í è å 10 ([305�307℄). Ñèñòåìà (2.9) íàçûâàåòñÿ:

1) óñòîé÷èâîé �îò âõîäà ê âûõîäó� (input to output stable), åñëè ñóùåñòâóþò
KL-�óíêöèÿ β è K-�óíêöèÿ γ òàêèå, ÷òî ‖y(t; t0,x0,w)‖ ≤ β(‖x0‖, t) + γ(‖w‖∞)äëÿ âñåõ x0, w è âñåõ t ≥ t0 ≥ 0;

2) óñòîé÷èâîé �îò âõîäà ê âûõîäó� íåçàâèñèìî îò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ (state �independently input to output stable), åñëè ñóùåñòâóþò KL-�óíêöèÿ β- è K-�óíê-öèÿ γ, òàêèå, ÷òî ‖y(t; t0,x0,w)‖ ≤ β(‖y0‖, t) + γ(‖w‖∞) äëÿ âñåõ x0, w è âñåõ
t ≥ t0 ≥ 0.12



�ðóáî ãîâîðÿ, ñèñòåìà (2.9) óñòîé÷èâà �îò âõîäà ê âûõîäó�, åñëè åå ïîëîæåíèåðàâíîâåñèÿ x = 0 ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî â öåëîì ïðè w = 0 (ïðèîòñóòñòâèè âîçìóùåíèé), à ý��åêò âîçäåéñòâèÿ ïîìåõ íà ýòó óñòîé÷èâîñòü ïðîïîð-öèîíàëåí èõ âåëè÷èíå: ñèòóàöèÿ, èìåþùàÿ ìåñòî äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì. Îòìåòèì,÷òî ïðè w = 0 îïðåäåëåíèå 10 ïåðåõîäèò â ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåð-íîé àñèìïòîòè÷åñêîé y-óñòîé÷èâîñòè â öåëîì ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòå-ìû (2.1).Ïîñòàíîâêà çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè �îò âõîäà ê âûõîäó� â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿ-íèé ñèñòåìû (2.9) èìååò ïðèíöèïèàëüíûé õàðàêòåð, èáî ïîçâîëÿåò ñáëèçèòü òåîðèþóñòîé÷èâîñòè Ëÿïóíîâà ñ äðóãîé âàæíîé âåòâüþ ñîâðåìåííîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè,â êîòîðîé èçó÷àåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ñîáñòâåííî �âõîä-âûõîäíûõ� îïåðàòîðíûõ ñîîòíî-øåíèé äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåì [334, 226℄. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè �îòâõîäà ê âûõîäó� â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ [305, 301, 306,302, 189, 307, 303, 222℄.2.2.4. ×àñòè÷íàÿ óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèé îáùèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïóñòü
(X, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé d. Èìåÿ â âèäó îõâàòèòü ÷àñòè÷íóþóñòîé÷èâîñòü, ïðåäïîëîæèì, ÷òî (X, d) åñòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìåòðè÷åñêèõ ïðî-ñòðàíñòâ (Y, dy) è (Z, dz), òàê ÷òî X = Y × Z, ò.å. äëÿ êàæäîãî x ∈ X èìååì
x = (yT, zT)T, ãäå y ∈ Y , z ∈ Z. Íîðìó d îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: d(x1,x2) =
= (dy(y1,y2)p + dz(z1, z2)p)1/p äëÿ âñåõ x1 = (yT

1 , zT
1 )T, x2 = (yT

2 , zT
2 )T ∈ X , 1 ≤ p ≤

≤ +∞, ãäå äëÿ p = +∞ èìååì d(x1,x2) = max{dy(y1,y2), dz(z1, z2)}. �àññòîÿ-íèå ìåæäó òî÷êîé w ∈ X è ìíîæåñòâîì M ⊂ X îïðåäåëÿåòñÿ êàê d(w, M) =
= inf

q∈M
d(w,q). Äàëåå T áóäåò îçíà÷àòü èëè R+ = [0,∞) èëè N = {0, 1, 2, . . .}.Ïóñòü A ⊂ X . Äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî a ∈ A, t0 ∈ T îòîáðàæåíèå p(·,a, t0) :

Ta,t0 → X íàçûâàåòñÿ äâèæåíèåì, åñëè p(t0,a, t0) = a, Ta,t0 = [t0, t1) ∩ T , t1 > t0è t1 êîíå÷íî èëè áåñêîíå÷íî. Äëÿ ëþáîãî äâèæåíèÿ p(·,a, t0) èìååì p(t, a, t0) =
= (py(t, a, t0),pz(t, a, t0)), ãäå py(t, a, t0) ∈ Y , pz(t, a, t0) ∈ Z. Ïóñòü S áóäåò ñåìåé-ñòâîì äâèæåíèé:

S ⊂ {p(·,a, t0) ∈ Λ : p(t0,a, t0) = a} ,

Λ =
⋃

(a,t0)∈A×T

{Ta,t0 × {a} × {t0} → X} .Ñîâîêóïíîñòü {T, X, A, S} íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (íåïðåðûâíîé ïîâðåìåíè, åñëè T = R+, è äèñêðåòíîé ïî âðåìåíè, åñëè T = N), à ìíîæåñòâî M ⊂ Aíàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé ñèñòåìå, åñëè a ∈ M ïðåäïîëàãàåò,÷òî p(t, a, t0) ∈ M äëÿ âñåõ t ∈ Ta,t0, ëþáîì t0 ∈ T è p(·,a, t0) ∈ S.Ïî ñìûñëó ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî M = My ×Mz. Òîãäà y ∈

∈ My è z ∈ Mz äëÿ ëþáîãî x =
(

yT, zT
)T

∈ M . �àññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè py ∈ Y è
pz ∈ Z è ìíîæåñòâàìè My ⊂ Y , Mz ⊂ Z îïðåäåëèì êàê dy(py , My) = inf

qy∈My

d(py ,qy)è dz(pz , Mz) = inf
qz∈Mz

d(pz ,qz) ñîîòâåòñòâåííî. Ìíîæåñòâî M ⊂ A íàçûâàåòñÿ y-èí-âàðèàíòíûì ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå {T, X, A, S}, åñëè a ∈ M ïðåäïîëàãàåò, ÷òî
py(t, a, t0) ∈ My äëÿ âñåõ t ∈ Ta,t0, ëþáîì t0 ∈ T è p(·,a, t0) ∈ S.Îïð å ä å ë å í è å 11 ([252℄). Ïóñòü M = My × Mz ⊂ A ÿâëÿåòñÿ y-èíâàðèàíò-íûì ìíîæåñòâîì ïî îòíîøåíèþ ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå {T, X, A, S}. Ìíîæå-ñòâî M íàçûâàåòñÿ:

1) y-óñòîé÷èâûì ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå {T, X, A, S}, åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0,
t0 ∈ T íàéäåòñÿ δ(ε, t0) > 0 òàêîå, ÷òî dy(py(t, a, t0), My) < ε äëÿ âñåõ t ∈ Ta,t0è âñåõ p(·,a, t0) ∈ S, åñëè òîëüêî d(a, M) < δ; 13



2) ðàâíîìåðíî y-óñòîé÷èâûì ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå {T, X, A, S}, åñëè δ =
= δ(ε).Ïðè X = Rn, T = R+ è M = {x = 0} ⊂ Rn ââåäåííûå ïîíÿòèÿ ïåðåõîäÿòâ ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿ y-óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìûîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1), (2.2), à ïðè X = Rn, T = R+è M = {x : y = 0} ⊂ Rn � â ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿ óñòîé÷èâîñòè �÷àñòè÷íîãî�ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0 ñèñòåìû (2.1), (2.6).Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ [252℄ è ðÿä äðóãèõ ïîíÿòèé ÷àñòè÷íîé (â òîì ÷èñëå è àñèìï-òîòè÷åñêîé) óñòîé÷èâîñòè äëÿ îáùèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.2.3. Çàäà÷è ÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè è óïðàâëåíèÿÄàëüíåéøèì ðàçâèòèåì çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè íà êëàññ óïðàâëÿåìûõñèñòåì ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè [36, 116, 280, 136, 120, 21, 106, 61,319, 338, 33, 44℄, ïðåäïîëàãàþùèå:� ñòàáèëèçàöèþ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ëèáî ïðîãðàììíûõ äâèæåíèé óïðàâëÿå-ìûõ ñèñòåì, ëèáî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåì (áåç óïðàâëåíèé) äîïîëíèòåëüíûìèñèëàìè;� ñòàáèëèçàöèþ �÷àñòè÷íûõ� ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåì äîïîëíèòåëüíûìèñèëàìè.Áîëåå îáùèìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè: �ïî âûõîäó� [245, 190,205℄; ïî îòíîøåíèþ ê íåêëàññè÷åñêîé öåëåâîé �óíêöèè (íå ÿâëÿþùåéñÿ îïðåäåëåííîïîëîæèòåëüíîé ïî âñåì ïåðåìåííûì) [198, 88, 293�295℄; �îò âõîäà ê âûõîäó� [190℄.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óæ�å â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ [104, 65℄ ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ îò-ìå÷àåòñÿ ïðèíöèïèàëüíàÿ íåîáõîäèìîñòü â ðÿäå âàæíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé ñëó÷àåâèññëåäîâàíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ëèøü ïî îòíîøåíèþ ê ÷àñòè êîîðäèíàò �àçîâîãîâåêòîðà ñèñòåìû. Òàêèå çàäà÷è íàçûâàþòñÿ òàêæå çàäà÷àìè óïðàâëåíèÿ ïî ÷àñòèïåðåìåííûõ [92, 21, 60, 230, 319℄. (Â îòëè÷èå îò çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè ðå÷ü èäåò îáóïðàâëåíèè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè.) Àíàëîãè÷íûìè, à òàêæå òåñíî ñâÿ-çàííûìè ñ íèìè áîëåå îáùèìè çàäà÷àìè, ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ: ñ �ïîäâèæ-íûìè êîíöàìè� [104℄; íà ìíîãîîáðàçèÿõ [43℄; â �ïðîñòðàíñòâå êîí�èãóðàöèé� [107℄;�ïî âûõîäó� [241, 149, 223℄; ÷àñòè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (partial 
ontrol) [319, 198, 88℄.Çàìåòèì, ÷òî ïî ñìûñëó ÷àñòè÷íàÿ ñòàáèëèçàöèÿ è óïðàâëåíèå ïðåäïîëàãàþòìåíüøåå âîçäåéñòâèå íà èçó÷àåìóþ ñèñòåìó, ÷åì ñòàáèëèçàöèÿ è óïðàâëåíèå ïî âñåìåå �àçîâûì ïåðåìåííûì, è ìîãóò â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñîõðàíèòü åñòåñòâåííóþäèíàìèêó ýòîé ñèñòåìû. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè è óïðàâëåíèÿ â êîíòåêñòå çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñ èñïîëüçî-âàíèåì ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé ñèñòåìû, àêòóàëüíîñòü êîòîðûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿâîçðàñòàåò. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ñêàçàííîå, ïðèíöèïèàëüíûé õàðàêòåð ñîáñòâåííîçàäà÷ ÷àñòè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ñòàë ïîä÷åðêèâàòüñÿ òîëüêî â ïîñëåäíåå âðåìÿ, è ðàñ-òóùèé èíòåðåñ ê ýòîé ïðîáëåìå íàáëþäàåòñÿ â ìåõàíèêå [319, 33℄ è êèáåðíåòè÷åñêîé�èçèêå [197, 135℄.Ñ íåñêîëüêî èíûõ ïîçèöèé êîíöåïöèÿ ÷àñòè÷íîãî óïðàâëåíèÿ âûäâèíóòà è ñè-ñòåìàòè÷åñêè ðàçðàáàòûâàåòñÿ íà ñòûêå õèìèè è òåîðèè óïðàâëåíèÿ [217, 229, 230℄.Çäåñü ñòèìóëîì ê ðàçðàáîòêå äàííîé êîíöåïöèè ïîñëóæèë ðàçäåë òåîðèè óïðàâëå-íèÿ (plantwide 
ontrol), ðàçðåøàþùèé ïîñòîÿííî âîçíèêàþùèé ïåðåä èíæåíåðàìèâîïðîñ î òîì, �êàêèå ïåðåìåííûå äîëæíû áûòü óïðàâëÿåìûìè, êàêèå äîëæíû èç-ìåðÿòüñÿ, êàêèå âõîäíûå âîçäåéñòâèÿ äîëæíû ïîäáèðàòüñÿ è êàêèå ñâÿçè äîëæíûáûòü óñòàíîâëåíû ìåæäó íèìè� [243℄.�àññìîòðèì çàäà÷è ÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè, íàèáîëåå áëèçêèå ê ïðîáëåìàòèêåäàííîãî îáçîðà.14



2.3.1. Ñòàáèëèçàöèÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ïðîãðàììíûõ äâèæåíèé óïðàâëÿåìûõñèñòåì. Èñïîëüçóÿ êîíöåïöèþ âîçìóùåííîãî-íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, äîïóñòèì,÷òî âîçìóùåííîå äâèæåíèå îáúåêòà óïðàâëåíèÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåí-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ẋ = X(t,x,u), X(t,0,0) ≡ 0,(2.10)â êîòîðîé x =

(

yT, zT
)T � âåêòîð �àçîâûõ ïåðåìåííûõ, a u � âåêòîð óïðàâëåíèé,�îðìèðóåìûé ïî ïðèíöèïó îáðàòíîé ñâÿçè â âèäå u = u(t,x), u(t,0) = 0. Ïðåäïî-ëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîð-�óíêöèÿ u = u(t,x) íåïðåðûâíà â îáëàñòè (2.3), ïðàâàÿ ÷àñòüñèñòåìû (2.10) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â îáëàñòè

t ≥ 0, ‖y‖ ≤ h, ‖z‖ < ∞, ‖u‖ < ∞,(2.11)à ñèñòåìà (2.10) ïðè u = u(t,x) óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì, íàëîæåííûì íà ñèñ-òåìó (2.1). Â ýòîì ñëó÷àå äàëåå ïèøåì u ∈ U .Ç à ä à ÷ à 1 ([116, 280℄). Íàéòè âåêòîð-�óíêöèþ u = u0(t,x) ∈ U , îáåñïå÷è-âàþùóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ y-óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòå-ìû (2.10).Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 1 ÷àñòî äîïîëíÿåòñÿ òðåáîâàíèåì y-ñòàáèëèçàöèè èç çàäàííîéîáëàñòè íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé. Ñðåäè äðóãèõ âàæíûì ÿâëÿåòñÿ è òðåáîâàíèå ñî-áëþäåíèÿ çàäàííûõ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèÿ. Â ïðèëîæåíèÿõ òàêæå èìååò ìåñòîíåïîëíîòà èí�îðìàöèè î òåêóùåì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû.�àçâèòèåì çàäà÷è 1 ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà óïðàâëåíèé u ∈ U , òàê ÷òî ïîëî-æåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (2.10) íå òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî çàäàí-íîé ÷àñòè ïåðåìåííûõ, íî è óñòîé÷èâî (íåàñèìïòîòè÷åñêè) ïî âñåì ïåðåìåííûì [39,319℄. Òàêóþ çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäèí èç âàðèàíòîâ çàäà÷è ïîëèñòàáè-ëèçàöèè.2.3.2. Ñòàáèëèçàöèÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ñèñòåì äîïîëíèòåëüíûìè ñèëàìè. �àñ-ñìîòðèì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó
ẋ = X∗(t,x) + R(t,x,u),(2.12)â êîòîðîé X∗(t,0) ≡ R(t,x,0) ≡ 0. Âûðàæåíèå R(t,x,u) â (2.12) ìîæíî òðàêòîâàòüêàê âåêòîð äîïîëíèòåëüíûõ âîçäåéñòâèé íà ñèñòåìó
ẋ = X∗(t,x).(2.13)Ç à ä à ÷ à 2 ([120℄). Íàéòè âåêòîð óïðàâëåíèé u ∈ U òàê, ÷òîáû ïîñðåäñòâîìâåêòîðà R äîïîëíèòåëüíûõ âîçäåéñòâèé ñäåëàòü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñ-òåìû (2.13) àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâûì.Äàííàÿ çàäà÷à (êàê è çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíûõ äâèæåíèé óïðàâëÿåìûõñèñòåì) î÷åíü ÷àñòî âîçíèêàåò â ïðèëîæåíèÿõ [120, 21, 319℄.2.3.3. Îïòèìàëüíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ïðîãðàììíûõ äâèæåíèé.Äëÿ ïðèëîæåíèé âàæíî íå òîëüêî âûáðàòü óïðàâëåíèå, ðåøàþùåå çàäà÷ó 1, íî èñäåëàòü ýòî óïðàâëåíèå íàèëó÷øèì (â íåêîòîðîì ñìûñëå) ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìèâîçìîæíûìè óïðàâëåíèÿìè. Êðèòåðèé êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ ïðèìåì â âèäå
J =

∞
∫

t0

ω(t,x[t],u[t])dt,ãäå ω = ω(t,x,u) ≥ 0 � ñêàëÿðíàÿ, íåïðåðûâíàÿ â îáëàñòè (2.11) �óíêöèÿ; x[t] �ðåøåíèå ñèñòåìû (2.10) ïðè u = u(t,x), u[t] = u(t,x[t]). 15



Ç à ä à ÷ à 3 (Â.Â. �óìÿíöåâ [1970, 1971℄). Íàéòè âåêòîð-�óíêöèþ u = u0(t,x) ∈
∈ U , îáåñïå÷èâàþùóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ y-óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
x = 0 ñèñòåìû (2.10), ïðè÷åì äëÿ ëþáîé äðóãîé âåêòîð-�óíêöèè u = u∗(t,x) ∈ U ,óäîâëåòâîðÿþùåé ýòîìó óñëîâèþ, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

∞
∫

t0

ω
(

t,x0[t],u0[t]
)

dt ≤

∞
∫

t0

ω (t,x∗[t],u∗[t]) dt,

t0 ≥ 0, x0[t0] = x∗[t0] = x0, ‖x0‖ < δ = const > 0.2.3.4. Ñòàáèëèçàöèÿ ïî îòíîøåíèþ ê öåëåâîé �óíêöèè. Ýòà çàäà÷à ðàññìàòðè-âàåòñÿ äëÿ íåëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ẋ = X(t,x,u) ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî âåêòîð-�óíêöèè X è ãëàäêîé öåëåâîé V -�óíêöèè.Ïóñòü D � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ îáëàñòü íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé x0.Ç à ä à ÷ à 4 ([198, 88℄). Íàéòè âåêòîð-�óíêöèþ u = u(t,x), äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõçíà÷åíèé x0 ∈ D îáåñïå÷èâàþùóþ öåëü óïðàâëåíèÿ
V (x(t; t0,x0)) → 0, t → ∞.(2.14)Â ñëó÷àå, êîãäà öåëåâàÿ �óíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ïîâñåì ïåðåìåííûì, çàäà÷à 4 îòíîñèòñÿ ê êëàññó çàäà÷ ÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè.2.4. Ìîòèâû, ïîáóæäàþùèå ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷ ÷àñòè÷íîéóñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) è óïðàâëåíèÿ�ÿä îáùèõ ñèòóàöèé è êîíêðåòíûõ ïðîáëåì, ïðèâîäÿùèõ ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè, à òàêæå çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ïî ÷àñòè ïåðå-ìåííûõ, óæå ïðîàíàëèçèðîâàí â ëèòåðàòóðå [22, 319, 33℄. Ýòîò àíàëèç ïîçâîëèë, âñâîþ î÷åðåäü, âûäåëèòü îñíîâíûå ìîòèâû òàêîãî ðîäà èññëåäîâàíèé.1. Íàëè÷èå ñèñòåì ñ èçáûòî÷íûìè (òàê íàçûâàåìûìè �ëèøíèìè�) ïåðåìåííûìè.Ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) è óïðàâëåíèÿ �ïî âûõîäó�; íàëè÷èå �÷àñòè÷-íûõ� ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ó èññëåäóåìûõ ñèñòåì.2. Äîñòàòî÷íîñòü ñâîéñòâà ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ íîðìàëüíîãî �óíêöè-îíèðîâàíèÿ ìíîãèõ ñèñòåì â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ èõ ðàáîòû; äîñòàòî÷íîñòü ðåøå-íèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ òîëüêî ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñîñòîÿíèåñèñòåìû.3. Íåîáõîäèìîñòü (æåëàòåëüíîñòü) èçó÷åíèÿ çàäà÷è ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè èñòàáèëèçàöèè äëÿ ñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé �îðìàëèçàöèè ðåàëüíî ïðîòåêàþùèõ ÿâ-ëåíèé èëè æåëàåìûõ ïðîöåññîâ â ñèñòåìå.4. Îöåíêà âîçìîæíîñòåé ðàáîòû ïðîåêòèðóåìîé ñèñòåìû â �íåøòàòíûõ� ñèòóà-öèÿõ, ãäå �ëó÷øàÿ� óñòîé÷èâîñòü çàâåäîìî íåâîçìîæíà; íåâîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ çà-äà÷è óïðàâëåíèÿ ïî âñåì ïåðåìåííûì (â ñèëó, íàïðèìåð, íåóïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìûèëè ñëèøêîì áîëüøîé çàòðàòû ðåñóðñîâ).5. Ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè ñòðîãîãî èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî âñåì ïåðå-ìåííûì âî ìíîãèõ âîçíèêàþùèõ â ïðèëîæåíèÿõ ñëó÷àÿõ; íåîáõîäèìîñòü îöåíêèïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ñèñòåìû ëèøü ïî íåêîòîðûì (îñíîâíûì) ïåðåìåííûì.6. �åøåíèå çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) è óïðàâëåíèÿ êàê âñïî-ìîãàòåëüíûõ. Ïðè ýòîì ÷àñòî èç óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) èëè óïðàâëÿåìîñòèïî îäíèì ïåðåìåííûì ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü (ñòàáèëèçàöèÿ) èëè óïðàâëÿåìîñòü èïî îñòàâøèìñÿ ïåðåìåííûì. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ óñòîé÷èâîñòü (ñòàáèëèçèðóåìîñòü)ëè óïðàâëÿåìîñòü ïî âñåì ïåðåìåííûì ìîæåò îêàçàòüñÿ óäîáíûì äîêàçàòü ïîñëå-äîâàòåëüíûì èññëåäîâàíèåì, â òîì ÷èñëå è ðàçíûìè ìåòîäàìè, íåñêîëüêèõ çàäà÷÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) èëè óïðàâëåíèÿ.16



Óêàçàííûå ìîòèâû èññëåäîâàíèé ïîêàçûâàþò, ÷òî ñìûñë ïîíÿòèÿ ÷àñòè÷íîéóñòîé÷èâîñòè (â îòëè÷èå îò óñòîé÷èâîñòè ïî âñåì ïåðåìåííûì) � íå òîëüêî â òîì,÷òî îíî çàäàåò íåêîòîðóþ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ìàòåìàòè÷åñêè ñ�îðìóëèðî-âàííóþ �ìåðó ïðî÷íîñòè� ðàññìàòðèâàåìûõ ÿâëåíèé è óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ èëèïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Â ðàìêàõ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè âîçìîæíà òàêæåñòðîãàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìóëèðîâêà ðÿäà ÿâëåíèé è óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ,ïðîèñõîäÿùèõ â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ñìûñëîâîé àñïåêòçàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ìíîãîïëàíîâûì.3. Îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ òåîðèè è ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) è óïðàâëåíèÿÍà÷èíàÿ ñ îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòû Â.Â. �óìÿíöåâà [109℄, ê ñåðåäèíå 70-õ ãã.XX ñòîëåòèÿ óñèëèÿìè ðÿäà ó÷åíûõ íàéäåíû ìîäè�èêàöèè èçâåñòíûõ òåîðåì ìåòî-äà �óíêöèè Ëÿïóíîâà (ÌÔË) ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçà-öèè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéñ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ [109, 42, 208, 184, 85, 278, 266, 36, 267, 116, 274, 193,117, 280, 95, 185, 96, 283, 97℄. Ïîêàçàíà ïðèíöèïèàëüíàÿ ïðèìåíèìîñòü ïîëó÷åí-íûõ ðåçóëüòàòîâ ê çàäà÷àì óñòîé÷èâîñòè ñïëîøíûõ ñðåä è ðåøåí ðÿä ïðèêëàäíûõïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ óñòîé÷èâîñòüþ äâèæåíèÿ òâåðäûõ òåë ñ ïîëîñòÿìè, íàïîë-íåííûìè æèäêîñòüþ [110, 111, 113, 91℄, óïðóãèìè ýëåìåíòàìè [322, 248℄, à òàêæåñ óñòîé÷èâîñòüþ è ñòàáèëèçàöèåé ãîëîíîìíûõ è íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû [120℄.Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ òàêæå âûÿâèëè ïðèíöèïèàëüíûå òðóäíîñòè íà ïó-òè ïåðåíîñà îñíîâíûõ òåîðåì ÌÔË íà ñëó÷àé çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè. Ýòî,ïðåæäå âñåãî: 1) íåîáõîäèìîñòü îòäåëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà æåëàòåëüíîãî äëÿ ïðè-ëîæåíèé ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîñòè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåí-íûõ äàæå â ñëó÷àå àâòîíîìíûõ ñèñòåì; 2) âûíóæäåííîñòü äîïîëíèòåëüíîãî òðåáî-âàíèÿ îãðàíè÷åííîñòè (ïî �íåêîíòðîëèðóåìûì� ïåðåìåííûì) ðåøåíèé èññëåäóåìûõñèñòåì äëÿ ïåðåíåñåíèÿ íà çàäà÷ó ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè øèðîêî èñïîëüçóåìîéñõåìû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì òèïà Áàðáàøèíà � Êðàñîâñêîãî.Çàòåì âîçíèê è ïîëó÷èë ðàçâèòèå äðóãîé ïîäõîä ê ïðîáëåìàì ÷àñòè÷íîé óñòîé÷è-âîñòè è ñòàáèëèçàöèè [21, 319℄, îïèðàþùèéñÿ íà ïåðâûé ìåòîä Ëÿïóíîâà. Â ðàìêàõäàííîãî ïîäõîäà ðàññìîòðåíû çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè ïî ÷àñòè ïåðå-ìåííûõ äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì è ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ, à òàêæå ðàçðàáîòàíûíåêîòîðûå ïóòè êîíñòðóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ �óíêöèé Ëÿïóíîâà äëÿ íåëèíåéíûõñèñòåì. Ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ íåëèíåéíûõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ âîïðîñ îá óñòîé÷è-âîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ðåøàåòñÿ ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì, ìîæíî ñóùåñòâåí-íî ðàñøèðèòü, åñëè âìåñòî ëèíåéíîé ÷àñòè èñõîäíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû ðàññìàò-ðèâàòü ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííóþ ñèñòåìó ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ýêâèâàëåíòíóþíåêîòîðîé íåëèíåéíîé ïîäñèñòåìå èñõîäíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû. Â ïðîöåññå óêàçàí-íûõ èññëåäîâàíèé íà÷àòî è èçó÷åíèå ìåõàíèçìîâ âîçíèêíîâåíèÿ (ïîòåðè) ñâîéñòâ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè. Ýòî ïîçâîëèëî ïîíÿòü è îñìûñëèòü ïîâåäåíèå ÷àñòè÷íîóñòîé÷èâûõ ñèñòåì â óñëîâèÿõ àääèòèâíûõ (ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ), ïàðàìåòðè-÷åñêèõ è ñòðóêòóðíûõ âîçìóùåíèé, à òàêæå îñîçíàòü íå òîëüêî çàìàí÷èâûå âîç-ìîæíîñòè çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè, íî è ïðîáëåìû ñ îáåñïå÷åíèåì íîðìàëü-íîãî �óíêöèîíèðîâàíèÿ ÷àñòè÷íî óñòîé÷èâûõ ñèñòåì (ñì. ïîäðîáíåå [22℄). Ñ äðó-ãîé ñòîðîíû, ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå ñòàëî óäåëÿòüñÿ èçó÷åíèþ çàäà÷ ÷àñòè÷íîéóñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) êàê âñïîìîãàòåëüíûõ íà ïåðâîì ýòàïå ðåøåíèÿ çà-äà÷ óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) ïî âñåì ïåðåìåííûì. Íà äàííîì ïóòè ðàçðàáîòàíý��åêòèâíûé ìåòîä �ýêâèâàëåíòíîé ëèíåàðèçàöèè� äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãî÷èñëåííûõçàäà÷ äèíàìèêè óïðàâëÿåìîãî òâåðäîãî òåëà [21, 319℄. 17



Íåêîòîðûå äðóãèå, à òàêæå äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷è-âîñòè è ñòàáèëèçàöèè ñâÿçàíû ñ ðàçâèòèåì è ñîâåðøåíñòâîâàíèåì óêàçàííûõ ïîäõî-äîâ, îáúåäèíåíèåì ëåæàùèõ â èõ îñíîâå èäåé, à òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîâðåìåí-íûõ äîñòèæåíèé êà÷åñòâåííîé òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ìåòîäû òîïî-ëîãè÷åñêîé äèíàìèêè, óñðåäíåíèÿ, äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, è äðóãèå). Êðîìåòîãî, ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ñòàëè êàê áîëåå îáùèå çàäà÷è ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâî-ñòè (ñòàáèëèçàöèè), òàê è áîëåå îáùèå ìîäåëè ñèñòåì. Áîëåå êîíêðåòíî, â öåíòðåâíèìàíèÿ îêàçàëèñü ñëåäóþùèå âîïðîñû.1. Ïðåîäîëåíèå âûÿâëåííûõ ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé íà ïóòè ïåðåíîñà îñíîâ-íûõ òåîðåì ÌÔË íà ñëó÷àé çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, à òàêæå àíà-ëèç ýòèõ çàäà÷ íà îñíîâå ñîâðåìåííûõ äîñòèæåíèé â îáëàñòè òîïîëîãè÷åñêîé äèíà-ìèêè. Âàæíûìè íà äàííîì ïóòè ÿâëÿþòñÿ ðàáîòû [8, 210, 9, 212, 213, 10, 11℄, êîòî-ðûå ðàçâèâàþò êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû Å.À. Áàðáàøèíà è Í.Í. Êðàñîâñêîãî äëÿàâòîíîìíûõ ñèñòåì â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ. Âî-ïåðâûõ, óäàëîñü ðàññìîòðåòü àñèìï-òîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì, �íåêîíòðî-ëèðóåìûå� ïåðåìåííûå êîòîðûõ íå îãðàíè÷åíû. Âî-âòîðûõ, ââåäåíèå ñîîòâåòñòâó-þùèõ ïðåäåëüíûõ ñèñòåì è ïðåäåëüíûõ �óíêöèé Ëÿïóíîâà ïîçâîëèëî ðàññìîòðåòüàíàëîãè÷íûå âîïðîñû è äëÿ íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòüïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ è ïðåäåëüíûå óðàâíåíèÿ ðàññìîòðåíû òàêæå â ðÿäå äðóãèõðàáîò [171, 64, 281, 335, 77℄.2. Àíàëèç âëèÿíèÿ îáëàñòè, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïîñòðîåíèå �óíêöèé Ëÿïóíîâà,íà ñâîéñòâà ýòèõ �óíêöèé. Íà îñíîâå èçó÷åíèÿ �àêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ äîïóùå-íèÿ íà �íåêîíòðîëèðóåìûå� ïåðåìåííûå, ïðåäëîæåí ìåòîä âàðüèðîâàíèÿ (ñóæåíèÿ)îáëàñòè, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïîñòðîåíèå �óíêöèé Ëÿïóíîâà. Â ðåçóëüòàòå ïðèèññëåäîâàíèè ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè îêàçàëîñü âîçìîæíûì èñïîëüçîâàòü �óíê-öèè Ëÿïóíîâà áîëåå øèðîêîãî êëàññà: îíè íå ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, çíàêîîïðå-äåëåííûìè â ñìûñëå Ëÿïóíîâà � �óìÿíöåâà, à èõ ïðîèçâîäíûå ìîãóò áûòü äàæåçíàêîïåðåìåííûìè â îáëàñòÿõ (2.3) è (2.8). Ýòî ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò ðàìêè èñ-ïîëüçîâàíèÿ ÌÔË ïðè èçó÷åíèè ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè [23, 319, 26, 28, 29, 4℄.3. Àíàëèç çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ÌÔË â ñî-÷åòàíèè ñ ìåòîäîì óñðåäíåíèÿ [138, 227, 7℄. Â äàííîì ñëó÷àå ââîäèòñÿ îáîáùåííàÿ�óíêöèÿ Ëÿïóíîâà, ñâÿçàííàÿ ñ îêðåñòíîñòüþ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, èññëåäóåìî-ãî íà óñòîé÷èâîñòü. Óñëîâèÿ íàêëàäûâàþòñÿ íà îáîáùåííóþ �óíêöèþ â êîëüöåâîéîáëàñòè (â ñàìîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ ìîæåò áûòü íå îãðà-íè÷åíà èëè äàæå íå îïðåäåëåíà), à òàêæå íà çíàê ñðåäíåãî îò ïðîèçâîäíîé îáîáùåí-íîé �óíêöèè Ëÿïóíîâà, êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì âäîëü èíòåãðàëüíûõêðèâûõ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû. Òàêîå îáîáùåíèå ìåòîäà �óíêöèè Ëÿïóíîâà îðè-åíòèðîâàíî íà ïðèìåíåíèå ê ìíîãî÷àñòîòíûì ñèñòåìàì, ñîäåðæàùèì ðåçîíàíñíûåãàðìîíèêè.4. Óíè�èêàöèÿ ïîíÿòèé â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè äëÿïîëó÷åíèÿ åäèíûõ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè [267, 28℄. �àñøèðèëèñü è ñàìè òðàêòîâ-êè ïîíÿòèé ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè. Ïîáóæäàþùèå ìîòèâû ê ýòîìó, â ÷àñòíîñòè,ñâÿçàíû íå òîëüêî ñ íåîáõîäèìîñòüþ îáåñïå÷åíèÿ âîçìîæíîñòåé óêàçàííîé ìîäè�è-êàöèè, íî è ñ æåëàíèåì îñëàáèòü òðåáîâàíèÿ ê �óíêöèÿì Ëÿïóíîâà ïðè èçó÷åíèèðàíåå ââåäåííûõ ïîíÿòèé. Â ðåçóëüòàòå ïîìèìî çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè, ÷à-ñòè÷íîé àñèìïòîòè÷åñêîé è ðàâíîìåðíîé ÷àñòè÷íîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè,ñòàëè ðàññìàòðèâàòüñÿ, íàïðèìåð:� óñòîé÷èâîñòü ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ïðè ëþáûõ èëè áîëüøèõ íà÷àëüíûõ âîçìó-ùåíèÿõ �íåêîíòðîëèðóåìîé� ÷àñòè ïåðåìåííûõ [278, 120, 21, 319, 29℄;� ÷àñòè÷íàÿ ýêâèàñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, ïðîìåæóòî÷íàÿ ê ñâîéñòâàì ÷à-ñòè÷íîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è ðàâíîìåðíîé ÷àñòè÷íîé àñèìïòîòè÷åñêîéóñòîé÷èâîñòè [266, 120, 48, 4℄;18



� êâàçèóñòîé÷èâîñòü �÷àñòè÷íûõ� ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ [28, 29, 31℄; ñì. îïðåäå-ëåíèÿ 4, 6.5. Óíè�èêàöèÿ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ â òåîðèè ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè è òåîðèèóñòîé÷èâîñòè ïî âñåì ïåðåìåííûì íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì [182, 183℄, ïîçâîëÿþùàÿðàññìàòðèâàòü òåîðèþ óñòîé÷èâîñòè ïî âñåì ïåðåìåííûì íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì êàêñïåöèàëüíûé ñëó÷àé òåîðèè ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè àâòîíîìíûõ ñèñòåì. Ïðè ýòîìèñïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè òèïà ââåäåííûõ â îïðåäåëåíèÿõ 3è 5. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñðàâíåíèå äàííûõ äâóõ òåîðèé äàåò âîçìîæíîñòü óâèäåòüñïåöè�è÷åñêèå îñîáåííîñòè çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ àâòîíîìíûõñèñòåì â ïðèâû÷íîì ñâåòå îòëè÷èé, èìåþùèõ ìåñòî ïðè àíàëèçå óñòîé÷èâîñòè ïîâñåì ïåðåìåííûì àâòîíîìíûõ è íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì. Íàïðèìåð, ñòàíîâèòñÿ ïî-íÿòíûì, ïî÷åìó ñâîéñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ (âîòëè÷èå îò ñâîéñòâà àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî âñåì ïåðåìåííûì) àâòîíîì-íûõ ñèñòåì íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàâíîìåðíûì.Ñ áîëåå îáùèõ ïîçèöèé òåîðèþ óñòîé÷èâîñòè ïî âñåì ïåðåìåííûì íåàâòîíîì-íûõ ñèñòåì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ïðîèç-âîëüíûõ çàìêíóòûõ (íåêîìïàêòíûõ) ìíîæåñòâ, îõâàòûâàþùåé çàäà÷ó óñòîé÷èâîñòè�÷àñòè÷íûõ� ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå àíàëîãèè ìîæíî ïðîâåñòèòàêæå è ìåæäó òåîðèåé óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ íåàâòîíîìíûõ ñèñòåìè òåîðèåé óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ �÷àñòè÷íûõ� ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿàâòîíîìíûõ ñèñòåì.6. Èçó÷åíèå òðàêòîâîê çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:� ïðè ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèÿõ [58, 100, 255, 120, 45, 21, 319℄;� èíòåãðàëüíîé [254, 296, 282℄ è òåõíè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ[42, 323, 78, 79, 162, 138, 227℄.7. Èçó÷åíèå çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ áîëåå îáùèõ êëàññîâ ñèñòåì:� �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ [208, 186, 146, 151�153, 50, 128, 173, 174,54, 59, 122, 21, 237, 298, 319, 13, 49, 312, 33, 219, 168, 141℄;� äèñêðåòíûõ [264, 123, 94, 137, 51, 18, 179, 240, 314, 180, 290℄;� ñòîõàñòè÷åñêèõ [147, 142, 291, 138, 21, 227, 319, 272, 33, 246℄;� ñòîõàñòè÷åñêèõ äèñêðåòíûõ [270℄ è ñòîõàñòè÷åñêèõ �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåí-öèàëüíûõ [52, 53℄;� äè��åðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ [162, 262℄;� ñ èìïóëüñíûì ý��åêòîì [299, 333, 156, 268, 331, 203, 204℄;� ñ ìíîãîçíà÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ [311℄ è äè��åðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé [263, 313℄.8. Âûõîä íà íîâûé óðîâåíü îáîáùåíèé, ñâÿçàííûé ñ ðàçâèòèåì çàäà÷ ÷àñòè÷íîéóñòîé÷èâîñòè äëÿ àáñòðàêòíûõ îáùèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ìåòðè÷åñêîì ïðî-ñòðàíñòâå, íåëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ïîëóãðóïï, à òàêæå äëÿ ñèñòåì äèñêðåòíûõñîáûòèé [249�252, 308�310, 341℄, ïîçâîëèâøèé ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü êðóã âîïðî-ñîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàìêàõ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè.9. Èçó÷åíèå îñîáåííîñòåé �óíêöèîíèðîâàíèÿ ÷àñòè÷íî óñòîé÷èâûõ ñèñòåì, ìåõà-íèçìîâ ïîòåðè è âîçíèêíîâåíèÿ ñâîéñòâ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè, ïîïûòêè âûäåëèòüîáùèå ñòðàòåãèè èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè ïóòåì àíàëèçà �àêòî-ðîâ, îïðåäåëÿþùèõ äîïóùåíèÿ íà �íåêîíòðîëèðóåìûå� ïåðåìåííûå [21�23, 319, 33℄.10. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçà-öèè) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) ïî âñåì ïåðåìåííûì [208, 21,319, 33℄. Ýòî ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ðàñøèðèòü îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííûõ âòåîðèè ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) ïîäõîäîâ, íî è ëó÷øå ïîíÿòü ðîëüè ìåñòî çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) â ðÿäó îñíîâíûõ ïðîáëåì19



òåîðèè ñèñòåì, à òàêæå ðåøèòü ðÿä òðóäíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, àíàëèç êîòîðûõäðóãèìè ìåòîäàìè çàòðóäíåí.11. Àíàëèç çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) â ñâÿçè ñ ïðîáëåìàìèóïðàâëåíèÿ õàîñîì [199, 14, 15, 200℄, à òàêæå â ñâÿçè ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ïðîáëåìàìèíåëèíåéíîé äèíàìèêè [198, 169, 88, 87, 256, 257℄, ÷òî ïîçâîëèëî ïî-íîâîìó âçãëÿíóòüíà ñàìó ïðîáëåìàòèêó çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè.12. Èçó÷åíèå òåñíî ñâÿçàííûõ ñ òåîðèåé ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè çàäà÷ îãðàíè-÷åííîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ðåøåíèé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ [332, 266, 275, 175, 164,178, 176, 177℄, à òàêæå �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [209, 155, 329℄.Ê äàííîìó íàïðàâëåíèþ òàêæå îòíîñèòñÿ çàäà÷à îãðàíè÷åííîñòè ïî ÷àñòè ïåðå-ìåííûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ [41℄.3.1. �àçâèòèå ìåòîäà �óíêöèé Ëÿïóíîâà ïðèìåíèòåëüíîê çàäà÷àì óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõÂâåäåì äâà êëàññà âñïîìîãàòåëüíûõ �óíêöèé. 1) Îäíîçíà÷íûå, íåïðåðûâíûå,óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ V (t,0) ≡ 0 �óíêöèè V (t,x), îáëàäàþùèå â îáëàñòè (2.3)íåïðåðûâíûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî t, x, à òàêæå èõ ïîëíûå ïðîèçâîäíûå ïîâðåìåíè V̇ , âçÿòûå â ñèëó ñèñòåìû (2.1). 2) Íåïðåðûâíûå, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèåïðè r ∈ [0, h] �óíêöèè a(r), b(r), c(r) ∈ K � �óíêöèè òèïà Õàíà [207, 277, 301℄; ñì.ðàçäåë 2.2.3.1.1. Îáîáùåíèÿ òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè. Ïðè èçó÷åíèè ÷àñòè÷íîéóñòîé÷èâîñòè â îáùåì ñëó÷àå V -�óíêöèÿ çàâèñèò íå òîëüêî îò ïåðåìåííûõ, óñòîé-÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðûì èçó÷àåòñÿ, íî è îò îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ, è íåóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ëÿïóíîâà � íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðå-äåëåííîé ïî âñåì ïåðåìåííûì (çíàêîîïðåäåëåííîé ïî Ëÿïóíîâó). Ïîýòîìó äëÿ îáîá-ùåíèÿ òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè íà ñèñòåìû, â êîòîðûõ èññëåäóåòñÿ óñòîé-÷èâîñòü ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, Â.Â. �óìÿíöåâûì [109℄ ââåäåíî ïîíÿòèå V -�óíêöèè,çíàêîîïðåäåëåííîé ïî îòíîøåíèþ ê ÷àñòè ïåðåìåííûõ.Îïð å ä å ë å í è å 12 ([109℄). Ôóíêöèÿ V (t,y, z) íàçûâàåòñÿ y-îïðåäåëåííî ïîëî-æèòåëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íàÿ, íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ W (y), W (y) > 0ïðè ‖y‖ < h, W (0) = 0 òàêàÿ, ÷òî â îáëàñòè (2.3) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
V (t,y, z) ≥ W (y).Ïîêàçàíî [184℄, ÷òî V -�óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ y-îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíîé �óíêöè-åé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â îáëàñòè (2.3) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî V (t,y, z) ≥
≥ a(‖y‖), a ∈ K, áîëåå óäîáíîå ïðè ïðîâåäåíèè äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì ÌÔË. Çàìå-òèì, ÷òî õîòÿ ýòî è ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñòðàííûì íà ïåðâûé âçãëÿä, îäíàêî
V -�óíêöèÿ, çíàêîîïðåäåëåííàÿ ïî âñåì ïåðåìåííûì, ìîæåò íå áûòü çíàêîîïðåäå-ëåííîé ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 12 [120, 319℄.Òå î ð åì à 1 ([109℄). Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (2.1) âîçìîæíî íàéòè V -�óíêöèþ,óäîâëåòâîðÿþùóþ â îáëàñòè (2.3) óñëîâèÿì

V (t,x) ≥ a(‖y‖), V̇ (t,x) ≤ 0.(3.1)Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1) y-óñòîé÷èâî.Â ðàáîòàõ [127, 184℄ îòìå÷åíî, ÷òî åñëè ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 òàêæå ñïðà-âåäëèâî íåðàâåíñòâî V ≤ b(‖x‖), òî y-óñòîé÷èâîñòü, êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå,ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé. Åñëè æå, ïîìèìî (3.1), âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå V ≤ b(‖y‖), òî
y-óñòîé÷èâîñòü ÿâëÿåòñÿ y-óñòîé÷èâîñòüþ â öåëîì ïî z0 ðàâíîìåðíîé ïî t0 [278,193℄ è, êðîìå òîãî, ñèñòåìà (2.1) èìååò ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâîå �÷àñòè÷íîå� ïîëîæå-íèå ðàâíîâåñèÿ (èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî) y = 0 [120℄; ñì. òàêæå ðàçäåë 3.2.20



Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðåìû Ëÿïóíîâà � �óìÿíöåâà ñâÿçàíî ñ ðàñøèðåíèåìêëàññà èñïîëüçóåìûõ V -�óíêöèé.Îïð å ä å ë å í è å 13 ([22, 319℄). Ôóíêöèÿ V = V (t,y, z) íàçûâàåòñÿ y-îïðåäåëåí-íî ïîëîæèòåëüíîé µ-�óíêöèåé V , åñëè íàéäåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ, íåïðåðûâíàÿ âåê-òîð-�óíêöèÿ µ = µ(t,x), òàêàÿ, ÷òî µ(t,0) = 0, è â îáëàñòè
t ≥ 0, ‖y‖ + ‖µ(t,x)‖ ≤ h, ‖z‖ < ∞(3.2)ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî V (t,y, z) ≥ a(‖y‖ + ‖µ(t,x)‖).Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óæå â ñëó÷àå dim(y) = dim(z) = 1 â êà÷åñòâå µ-�óíêöèè Vìîæåò áûòü âûáðàíà �óíêöèÿ V (y1, z1), íå ÿâëÿþùàÿñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé íè ïî

y1, z1 (â ñìûñëå Ëÿïóíîâà), íè ïî y1 (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 9) [22, 23, 319℄.Òå î ð åì à 2 ([23, 319℄). Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (2.1) íàéäóòñÿ ñêàëÿðíàÿ V (t,x) èâåêòîðíàÿ µ(t,x), µ(t,0) = 0 �óíêöèè, òàêèå, ÷òî â îáëàñòè (3.2) âûïîëíÿþòñÿóñëîâèÿ
V (t,x) ≥ a(‖y‖ + ‖µ(t,x)‖), V̇ ≤ 0.(3.3)Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1) y-óñòîé÷èâî.Äàííûé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî âûáîð V -�óíêöèé â çàäà÷å y-óñòîé÷èâîñòèíåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1) âîçìîæåí íå òîëüêî ñðåäè çíàêî-îïðåäåëåííûõ ïî îòíîøåíèþ ê y (èëè ïî îòíîøåíèþ ê áîëüøåìó ÷èñëó �àçîâûõïåðåìåííûõ) �óíêöèé. Öåëåñîîáðàçíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü V -�óíêöèè áîëåå øè-ðîêîãî êëàññà, çíàêîîïðåäåëåííûå êàê ïî îòíîøåíèþ ê y, òàê è (îäíîâðåìåííî) ïîîòíîøåíèþ ê íåêîòîðûì �óíêöèÿì µ = µ(t,x): òàêèå V -�óíêöèè íå îáÿçàòåëüíîÿâëÿþòñÿ çíàêîîïðåäåëåííûìè â ñìûñëå Ëÿïóíîâà è �óìÿíöåâà, à èõ ïðîèçâîäíûåìîãóò áûòü äàæå çíàêîïåðåìåííûìè â îáëàñòè (2.3).3.1.2. Óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, îñíîâàííûåíà V -�óíêöèÿõ ñî çíàêîîïðåäåëåííîé ïðîèçâîäíîé. Â äàííîì íàïðàâëåíèè ïîëó-÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ [109, 267, 116, 96, 283, 120, 319, 26℄, îáîáùàþùèõ êëàññè÷åñêèåòåîðåìû Ëÿïóíîâà è Ìàðà÷êîâà.Óñëîâèÿ òåîðåìû Ëÿïóíîâà ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-âîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ �îðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Òå î ð åì à 3 ([109, 116, 319℄). Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (2.1) íàéäóòñÿ ñêàëÿðíàÿ

V (t,x) è âåêòîðíàÿ η(x), η(0) = 0 �óíêöèè òàêèå, ÷òî â îáëàñòè (2.3) ïðè w =

=
[

yT, ηT(x)
]T âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

a(‖y‖) ≤ V (t,x) ≤ b(‖w‖), V̇ (t,x) ≤ −c(‖w‖).(3.4)Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè
y-óñòîé÷èâî.Â ïåðâîíà÷àëüíîì âàðèàíòå òåîðåìû [109, 116℄ w = (x1, . . . , xk)T, dim(y) ≤ k ≤
≤ dim(x); îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ (3.4) ìîãóò îêàçàòüñÿ èçëèøíå îãðàíè÷è-òåëüíûìè [21, 319℄. Â ëèòåðàòóðå òàêæå ÷àñòî ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé
y-óñòîé÷èâîñòè:1) a(‖y‖) ≤ V (t,x) ≤ b(‖y‖), V̇ ≤ −c(‖y‖);2) a(‖y‖) ≤ V (t,x) ≤ b(‖x‖), V̇ ≤ −c(‖x‖),ÿâëÿþùèåñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè óñëîâèé (3.4). Îòìåòèì, ÷òî èõ ïåðâàÿ ãðóïïà �àê-òè÷åñêè äàåò óñëîâèå ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè �÷àñòè÷íîãî� ïî-ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà) y = 0; òàêèå óñëîâèÿ ïðè íåêî-òîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (2.1)ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûìè, íî è íåîáõîäèìûìè [95℄. 21



Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðåìû 3 âîçìîæíî íà ïóòè èñïîëüçîâàíèÿ çíàêîîïðå-äåëåííîé µ-�óíêöèè V : âìåñòî ïðîâåðêè óñëîâèé (3.4) â îáëàñòè (2.3) äîñòàòî÷íîïðîâåðèòü ñóùåñòâåííî áîëåå ñëàáûå óñëîâèÿ [319℄
a(‖y‖ + ‖µ(t,x)‖) ≤ V (t,x) ≤ b(‖w‖), V̇ (t,x) ≤ −c(‖w‖)â îáëàñòè (3.2). Â äàííîì ñëó÷àå V -�óíêöèÿ íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäå-ëåííîé â ñìûñëå Ëÿïóíîâà è �óìÿíöåâà, à åå ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò áûòü äàæå çíàêî-ïåðåìåííîé â îáëàñòè (2.3).Äëÿ ñëó÷àÿ íåðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõìîæíî èñïîëüçîâàòü ìîäè�èêàöèþ òåîðåìû Ìàðà÷êîâà.Òå î ð åì à 4 ([267, 96℄). Ïóñòü â îáëàñòè (2.3) âûïîëíåíû óñëîâèÿ
V (t,x) ≤ a(‖y‖), V̇ ≤ −c(‖y‖),(3.5)è, êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî t0 ≥ 0 íàéäåòñÿ δ′(t0) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷-êè x0 ñ ‖x0‖ < δ′ êàæäàÿ êîìïîíåíòà Yi, i = 1, m, (m = dim(y)) âåêòîð-�óíêöèè

Y(t,x(t; t0,x0)) ïðè âñåõ t ≥ t0 îãðàíè÷åíà èëè ñâåðõó èëè ñíèçó ÷èñëîì N(t0,x0).Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1) àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî.Êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4 íåò òðåáîâàíèÿ áåñêîíå÷-íî ìàëîãî âûñøåãî ïðåäåëà (ïî òåðìèíîëîãèè À.Ì. Ëÿïóíîâà) íè ïî âñåì (óñëîâèå
V ≤ b(‖x‖)), íè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ (óñëîâèå V ≤ b(‖y‖)) � âïåðâûå óñëîâèÿ òàêîãîòèïà ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïî âñåì ïåðåìåííûì ïîëó÷åíû Â.Ï. Ìà-ðà÷êîâûì. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, òðåáóåòñÿ îãðàíè÷åííîñòüëèøü âåêòîð-�óíêöèè Y, à íå âñåé âåêòîð-�óíêöèè X =

(

YT,ZT
)T. Åñòåñòâåííî,ïðîâåðêà îãðàíè÷åííîñòè Y â îáëàñòè (2.3) áîëåå çàòðóäíåíà, ïîñêîëüêó ïðèõîäèòñÿñ÷èòàòüñÿ ñ âîçìîæíîé z-íåîãðàíè÷åííîñòüþ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1).Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðåìû 4, êàê è òåîðåìû 3, âîçìîæíî íà ïóòè èñïîëüçîâà-íèÿ çíàêîîïðåäåëåííîé µ-�óíêöèè V : âìåñòî ïðîâåðêè óñëîâèé (3.5) â îáëàñòè (2.3)äîñòàòî÷íî â îáëàñòè (3.2) ïðîâåðèòü ñóùåñòâåííî áîëåå ñëàáûå óñëîâèÿ [319℄

V (t,x) ≥ a(‖y‖ + ‖µ(t,x)‖), V̇ ≤ −c(‖y‖).(3.6)Åùå áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ [26℄, åñëè â (3.6) óñëîâèå íà V̇ îñëàáèòü,èñïîëüçóÿ èäåþ ðàáîòû [284℄.Òå î ð åì à 5 ([26℄). Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñêàëÿðíàÿ V è äâå âåêòîðíûõ U,
µ �óíêöèè, òàêèå ÷òî â îáëàñòè (3.2) ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ:

1) V (t,x) ≥ a(‖y‖ + ‖µ(t,x)‖), V̇ ≤ −c(‖U(t,x)‖), ‖U‖ ≥ b(‖y‖);
2) äëÿ ëþáîãî t0 ≥ 0 íàéäåòñÿ δ′(t0) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ñ ‖x0‖ <

< δ′ êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîð-�óíêöèè U̇(t,x(t; t0,x0)) ïðè âñåõ t ≥ t0 îãðàíè-÷åíà èëè ñâåðõó èëè ñíèçó ÷èñëîì N(t0,x0).Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1) àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî.Óñëîâèÿ òåîðåìû 5 ïåðåõîäÿò â óñëîâèÿ òåîðåìû 4 ïðè U = y, µ = 0, à ïðè U = yïîëó÷àåì óñëîâèÿ (3.6). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â èíîé �îðìå èäåÿ ñóæåíèÿ îáëàñ-òè (2.3) ïðè ïðîâåðêå ñâîéñòâ ïðîèçâîäíîé V -�óíêöèè â çàäà÷àõ àñèìïòîòè÷åñêîé
y-óñòîé÷èâîñòè âûñêàçàíà â ðàáîòå [266℄.3.1.3. Óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, îñíîâàííûåíà V -�óíêöèÿõ ñî çíàêîïîñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ óäàåòñÿïîñòðîèòü V -�óíêöèþ ëèøü ñî çíàêîïîñòîÿííîé V̇ ≤ 0 (à íå çíàêîîïðåäåëåííîé)ïðîèçâîäíîé. Óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ êî âñåì ïåðå-ìåííûì â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû Å.À. Áàðáàøèíûì è Í.Í. Êðàñîâñêèì äëÿ àâòî-íîìíûõ ñèñòåì ïðè äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèè ê ìíîæåñòâó M =

{

x : V̇ (x) = 0
}.22



Ïðè ïåðåíîñå ñõåìû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Áàðáàøèíà � Êðàñîâñêîãî íà ñëó÷àéóñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ [274, 280, 97, 24, 319℄ âîçíèêëî òðåáîâàíèå z-îãðà-íè÷åííîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1), íà÷èíàþùèõñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòèòî÷êè x = 0. Ýòî òðåáîâàíèå ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì â òåîðåìå 6.Òå î ð åì à 6. Ïóñòü äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû (2.1) âîçìîæíî óêàçàòü V -�óíê-öèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ â îáëàñòè ‖y‖ ≤ h, ‖z‖ ≤ H < ∞ óñëîâèÿì
V (x) ≥ a(‖y‖), V̇ = 0 (x ∈ M), V̇ < 0 (x∈M).(3.7)

1. Åñëè ìíîæåñòâî M ∩ {x : V (x) > 0} íå ñîäåðæèò öåëûõ ïîëóòðàåêòîðèéïðè t ∈ [t0,∞), òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1) ðàâíîìåðíî àñèìï-òîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî [280, 97℄.
2. Åñëè íàéäåòñÿ âåêòîðíàÿ µ(x)-�óíêöèÿ, µ(0) ≡ 0, òàêàÿ ÷òî ìíîæåñòâî

M1 = {x : y = 0, µ(x) = 0} èíâàðèàíòíî, à ìíîæåñòâî M \M1 íå ñîäåðæèò öåëûõïîëóòðàåêòîðèé ïðè t ∈ [t0,∞), òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 àñèìïòîòè÷åñêè
y-óñòîé÷èâî [274, 24, 319℄.Â ïåðâîíà÷àëüíîì âàðèàíòå âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû [274℄ µ = 0; â ñëó÷àå µ(x) 6= 0ìîæíî ïîêàçàòü [24, 319℄, ÷òî óñëîâèÿ âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû 6 ìîãóò áûòü ïðèìåíè-ìû, êîãäà óñëîâèÿ ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû 6 íå âûïîëíÿþòñÿ. Òåîðåìà 6 (ïðè µ = 0)äîêàçàíà òàêæå äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (2.1) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷å-ñêîé èëè ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé t [280, 47℄.Ïðèâåäåí ïðèìåð [97℄, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî áåç òðåáîâàíèÿ z-îãðàíè÷åííîñòè ðå-øåíèé òåîðåìà 6, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíà. Ïðåäëîæåíî [210℄ äâà ïóòè ñíÿòèÿ ýòîãîîãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå ïðåäïîëàãàþò ñîîòâåòñòâåííî:1) äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ ê V -�óíêöèè ïðè ‖z‖ → ∞;2) âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ �ïðåäåëüíîé� ñèñòåìû

ẏ = Y∗(y),(3.8)(Y∗ = limY(y, z) ïðè ‖z‖ → ∞ ðàâíîìåðíî ïî y, ‖y‖ ≤ h′ < h), ïîëó÷àþùåéñÿ èçïåðâîé ãðóïïû óðàâíåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû (2.1) ïðè ‖z‖ → ∞.Îáîçíà÷èì [210℄ ÷åðåç V −1
m [c,∞]0 ìíîæåñòâî {y}, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü V̇ (yi, zi) òàêàÿ, ÷òî yi → y, ‖zi‖ → ∞, V (yi, zi) → c è V̇ (yi, zi) → 0ïðè t → ∞.Òå î ð åì à 7 ([210℄). Ïóñòü äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû (2.1) âîçìîæíî óêàçàòü

V -�óíêöèþ òàêóþ, ÷òî â îáëàñòè (2.3) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.7), à òàêæå èìååòìåñòî îäíî èç äâóõ óñëîâèé:
1) ñóùåñòâóåò ÷èñëî ρ > 0 òàêîå, ÷òî V → ∞ ïðè y → y∗, ‖z‖ → ∞,

0 < ‖y∗‖ < ρ, è åñëè ìíîæåñòâî M ∩ {x : V (x) > 0} ñîäåðæèò öåëûå ïî-ëóòðàåêòîðèè ñèñòåìû (2.1), òî ýòè ïîëóòðàåêòîðèè ñîäåðæàòñÿ â ìíîæåñòâå
M2 = {x : y = 0};

2) äëÿ êàæäîãî c > 0 ìíîæåñòâî V −1
m [c,∞]0 íå ñîäåðæèò öåëûõ ïîëóòðàåêòî-ðèé ïðåäåëüíîé ñèñòåìû (3.8) çà èñêëþ÷åíèåì y = 0.Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1) àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî.Â [10, 11℄ âûäâèíóòà íîâàÿ èäåÿ z-ïðåäåëüíûõ ñèñòåì, ïîçâîëèâøàÿ ñäåëàòü äàëü-íåéøèé ñóùåñòâåííûé øàã â ðåøåíèè ïðîáëåìû ñíÿòèÿ òðåáîâàíèÿ z-îãðàíè÷åí-íîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1). Â îòëè÷èå îò ïðåäåëüíûõ ñèñòåì òèïà (3.8), òàêèå

z-ïðåäåëüíûå ñèñòåìû ïîçâîëÿþò ó÷èòûâàòü z-ñâîéñòâà ðåøåíèé èñõîäíîé ñèñòå-ìû (2.1). Óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ z-ïðåäåëüíîé ñèñòåìû äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòå-ìû (2.1) ÿâëÿåòñÿ z-ïðåäêîìïàêòíîñòü åå ñäâèãîâ: äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ηn → ∞ äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηnk} ∈ {ηn} è âåêòîð-�óíêöèÿ X∗(x) òàêèå, ÷òî X(y, z + ηnk) → X∗(x) ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòå23



{‖y‖ ≤ h′ < h, ‖z‖ ≤ Q}. Òîãäà ñèñòåìà ẋ = X∗(x) áóäåò z-ïðåäåëüíîé ê (2.1). Äëÿ
z-ïðåäêîìïàêòíîñòè ñäâèãîâ ñèñòåìû (2.1), â ñâîþ î÷åðåäü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-íî, ÷òîáû �óíêöèÿ X(x) áûëà îãðàíè÷åíà è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà êàæäîììíîæåñòâå S = {‖y‖ ≤ h1 < h, ‖z‖ < ∞}. Àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ òðåáóþòñÿ è äëÿñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ V -�óíêöèé.Òå î ð åì à 8 ([10℄). Ïóñòü äëÿ z-ïðåäêîìïàêòíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû (2.1)â îáëàñòè (2.3) íàéäåòñÿ V -�óíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî:

1) V (x) ≥ a(‖y‖), V̇ ≤ −W (x) ≤ 0;
2) �óíêöèè V , W ÿâëÿþòñÿ z-ïðåäêîìïàêòíûìè è äëÿ ëþáîé ïðåäåëüíîé ñî-âîêóïíîñòè (X∗, V ∗, W ∗), îïðåäåëåííîé äëÿ îäíèõ è òåõ æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ηn → ∞, ìíîæåñòâî {V ∗(x) = const > 0} ∩ {W ∗(x) = 0} íå ñîäåðæèò öåëûõïîëóòðàåêòîðèé z-ïðåäåëüíîé ñèñòåìû.Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè
y-óñòîé÷èâî.Ïðè àíàëèçå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ íåàâòîíîìíûõñèñòåì â ñëó÷àå V̇ ≤ 0 íàìåòèëèñü äâà íàïðàâëåíèÿ: 1) îïèðàþùååñÿ íà èñïîëü-çîâàíèå äâóõ èëè íåñêîëüêèõ V -�óíêöèé; 2) ñâÿçàííîå ñ ïîñòðîåíèåì ïðåäåëüíûõñèñòåì è ïðåäåëüíûõ V -�óíêöèé.Ïðèìåíåíèþ äâóõ �óíêöèé Ëÿïóíîâà ê ðåøåíèþ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòèïåðåìåííûõ ïîñâÿùåí ðÿä ðàáîò [266, 193, 96, 283, 139, 211, 120℄. Êîíöåïöèÿ âåêòîð-�óíêöèè V, ïðèâåäøàÿ çàòåì ê ðàçâèòèþ îáùåãî ïðèíöèïà ñðàâíåíèÿ ñ âåêòîð-�óíêöèåé V, åùå â áîëüøåé ìåðå ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè àíàëèçà óñòîé÷èâîñòèíåàâòîíîìíûõ ñèñòåì; ñì. ðàçäåë 3.1.4.Â ðàìêàõ äðóãîãî íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííîãî ñ ïîñòðîåíèåì ïðåäåëü-íûõ ñèñòåì è V -�óíêöèé, ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå îáùèå êëàññû íåàâòîíîìíûõ ñèñ-òåì, äëÿ êîòîðûõ ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé îáëàäàþò íåêîòîðûìè õàðàêòåð-íûìè äëÿ àâòîíîìíîãî ñëó÷àÿ ñâîéñòâàìè òèïà èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñå-ìåéñòâà ïðåäåëüíûõ ñèñòåì [8, 210, 9, 212, 213, 10, 11℄.3.1.4. Ïðèìåíåíèå äè��åðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ è âåêòîð-�óíêöèé Ëÿïóíîâà.Ïóñòü â îáëàñòè (2.3) V -�óíêöèÿ Ëÿïóíîâà â ñèëó ñèñòåìû (2.1) óäîâëåòâîðÿåòäè��åðåíöèàëüíîìó íåðàâåíñòâó

V̇ ≤ ω(t, V (t,x)), ω(t, 0) ≡ 0.(3.9)Åñëè V ≥ a(‖y‖), òî ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ äîïóùåíèÿõ íà �óíêöèþ ω â (3.9) èçóñòîé÷èâîñòè (àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè) íóëåâîãî ðåøåíèÿ v = 0 óðàâíåíèÿñðàâíåíèÿ v̇ = ω(t, v) ñëåäóåò [184℄ y-óñòîé÷èâîñòü (àñèìïòîòè÷åñêàÿ y-óñòîé÷è-âîñòü) ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1).Äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì âûñîêîé ðàçìåðíîñòè ïîñòðîåíèå åäèíîé �óíêöèè Ëÿïó-íîâà îò âñåõ ïåðåìåííûõ êðàéíå çàòðóäíåíî è öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü [163, 84℄íåñêîëüêî �óíêöèé Ëÿïóíîâà (èíà÷å � âåêòîðíóþ V-�óíêöèþ), óäîâëåòâîðÿþùèõíåêîòîðîé ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ
V̇ ≤ f(t,V), f(t,0) ≡ 0.(3.10)Ê êàæäîé �óíêöèè Ëÿïóíîâà èç ýòîé ñîâîêóïíîñòè (âåêòîð-�óíêöèè) ïðåäú-ÿâëÿþòñÿ ìåíåå æåñòêèå òðåáîâàíèÿ, ÷åì â òåîðåìàõ ñ îäíîé �óíêöèåé Ëÿïóíîâà.Äàíî ïðèëîæåíèå [85℄ ìåòîäà âåêòîð-�óíêöèè Ëÿïóíîâà (ÌÂÔË) ê çàäà÷å ÷àñòè÷-íîé óñòîé÷èâîñòè; çàòåì ýòîò âîïðîñ ðàññìàòðèâàëñÿ â ðÿäå ïóáëèêàöèé [266, 267,297, 120, 21, 319℄.Òå î ð åì à 9 ([86℄). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (2.1) â îáëàñòè (2.3) âîç-ìîæíî óêàçàòü óäîâëåòâîðÿþùóþ ñèñòåìå (3.10) âåêòîð-�óíêöèþ V(t,x) =

= [V1(t,x), . . . , Vk(t,x)]T, òàêóþ, ÷òî:24



1) f = (f1, . . . , fk)T îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â îáëàñòè t ≥ 0, ‖V‖ ≤ R, à R = ∞èëè R > sup[‖V(t;x)‖ : t ≥ 0, ‖y‖ ≤ h], ïðè÷åì êàæäàÿ èç fs(t, V1, . . . , Vk), s = 1, kíå óáûâàåò ïî Vi(i 6= s);
2) maxVi(t,x) ≥ a(‖y‖), i = 1, l (1 ≤ l ≤ k);
3) ðåøåíèå ω = 0 ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ ω̇ = f(t, ω) óñòîé÷èâî (àñèìïòîòè÷åñêèóñòîé÷èâî) ïî ω1, . . . , ωl.Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1) y-óñòîé÷èâî (àñèìïòîòè÷åñêè

y-óñòîé÷èâî).Ñ ïîçèöèé îáñóæäàåìûõ ïðîáëåì îòìåòèì, ÷òî åñëè max Vi(t,x) ≥ a(‖x‖), i = 1, l,òî èç óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ ω̇ =
= f(t, ω) ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü ïî âñåì ïåðåìåííûì íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ x = 0èñõîäíîé ñèñòåìû (2.1). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî äâà âèäà óñòîé÷èâîñòè �ïî âñåì è ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, îêàçûâàþòñÿ òåñíî ñâÿçàííûìè è äîïîëíÿþùèìèäðóã äðóãà ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. �àçâèòèå òåîðåìû 9 íà ñëó÷àé, êîãäà
V̇ ≤ f(t,x,V) [140℄, ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ÌÂÔË ïðè ðåøåíèèêîíêðåòíûõ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ðàçâèâàåòñÿ òàêæå ìåòîä ìàòðè÷íûõ�óíêöèé Ëÿïóíîâà, â òîì ÷èñëå ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñ-òè [247℄.3.1.5. Ïðîáëåìû îáðàùåíèÿ òåîðåì ÌÔË è ïîñòðîåíèå V -�óíêöèé Ëÿïóíîâà.Ïðè ïîñòðîåíèè V -�óíêöèé íåèçáåæíî âñòàåò âîïðîñ: âñåãäà ëè ïðè íàëè÷èè â ñèñ-òåìå òîãî èëè èíîãî òèïà óñòîé÷èâîñòè ñóùåñòâóåò V -�óíêöèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìèñâîéñòâàìè? Âîçíèêàåò ïðîáëåìà îáðàùåíèÿ òåîðåì ÌÔË, âïåðâûå ïîñòàâëåííàÿÍ.�. ×åòàåâûì åùå â 30-å ãã. XX ñòîëåòèÿ.Óêàçàííàÿ ïðîáëåìà ðàññìàòðèâàëàñü òàêæå è ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å ÷àñòè÷-íîé óñòîé÷èâîñòè [42, 208, 184, 185, 95, 318, 101, 120, 122, 21, 319, 168, 258℄. Õîòÿ ïðèýòîì, êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, â îñíîâíîì óäàëîñü óñòàíîâèòü ëèøü ñàì �àêòñóùåñòâîâàíèÿ V -�óíêöèé äëÿ ðÿäà òåîðåì ÌÔË, òåì íå ìåíåå èìåþòñÿ ìåòîäû èõïîñòðîåíèÿ, òàêèå êàê:1) ìåòîä ×åòàåâà ñâÿçêè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, ý��åêòèâíî èñïîëüçóþùèéñÿ ïðèàíàëèçå ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì [109, 91, 277, 120, 93, 339℄;2) ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ñèñòåì [42, 21, 319℄;3) ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ïðåäåëüíûõ ñèñòåì è ïðåäåëüíûõ V -�óíêöèé [8, 210, 9,212, 213, 10, 11℄;4) ìåòîä âàðüèðîâàíèÿ (ñóæåíèÿ) äîïóñòèìîé îáëàñòè �íåêîíòðîëèðóåìûõ� ïå-ðåìåííûõ [23, 319, 26℄.Ïðîáëåìà îáðàùåíèÿ òåîðåì ÌÔË àíàëèçèðîâàëàñü è äëÿ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòèíåêîìïàêòíûõ (çàìêíóòûõ, íî íåîãðàíè÷åííûõ) ìíîæåñòâ [325, 242, 313℄, ïî äâóììåðàì [235, 234℄, �îò âõîäà ê âûõîäó� [307, 222℄.3.1.6. Àíàëèç �àêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ äîïóùåíèÿ íà �íåêîíòðîëèðóåìûå� ïå-ðåìåííûå. Â çàäà÷å y-óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1), (2.2) ïîâåäå-íèå z-ïåðåìåííûõ (ïðè ñîáëþäåíèè îáùèõ óñëîâèé) â ïðèíöèïå íå òðåáóåò êîíòðî-ëÿ. Â òî æå âðåìÿ äîïóùåíèÿ íà ýòè ïåðåìåííûå ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåííî îñëàáèòüòðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê �óíêöèÿì Ëÿïóíîâà. Â ýòîé ñâÿçè ïðîàíàëèçèðîâà-íû [23, 319℄ �àêòîðû, îïðåäåëÿþùèå äîïóùåíèÿ íà �íåêîíòðîëèðóåìûå� z-ïåðå-ìåííûå.1. �àñ÷åò íà �íàèõóäøèé� (ïðè ñîáëþäåíèè îáùèõ óñëîâèé) ñëó÷àé èçìåíåíèÿ�íåêîíòðîëèðóåìûõ� z-ïåðåìåííûõ. Òàêîé ðàñ÷åò ïðèâîäèò ê äîïóùåíèþ ‖z‖ < ∞ èâ èòîãå ê èçó÷åíèþ y-óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1) â îáëàñòè (2.3).Ïîäîáíûé ðàñ÷åò ìîæåò îêàçàòüñÿ èçëèøíå îñòîðîæíûì. Äåéñòâèòåëüíî, íå èñ-ïîëüçóþòñÿ èìåþùèå ìåñòî (èëè äîïóñòèìûå) íåðàâåíñòâà |zi| ≤ h äëÿ íåêîòîðûõ25



z-êîìïîíåíò èëè ñîîòíîøåíèÿ òèïà |fi(t,x)| ≤ h. Òàêèå ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò ñóùå-ñòâåííî îáëåã÷èòü èññëåäîâàíèå y-óñòîé÷èâîñòè. Â èçâåñòíîé ìåðå óêàçàííûé ðàñ-÷åò íà �íàèõóäøèé� ñëó÷àé â çàäà÷àõ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè ìîæíî ñðàâíèòü ñêîíöåïöèåé òåîðèè èãð.2. �àñ÷åò íà êîíêðåòèçàöèþ òðåáîâàíèé ê �íåêîíòðîëèðóåìûì� z-ïåðåìåííûì.Ýòî àëüòåðíàòèâà ðàñ÷åòó íà �íàèõóäøèé� ñëó÷àé. Ñìûñë ïîäîáíîãî ðàñ÷åòà ðàçëè-÷åí, è ìîæíî âûäåëèòü òðè ìîòèâà.1. �àöèîíàëèçàöèÿ ñàìîé ïîñòàíîâêè çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè çà ñ÷åò �íà-âÿçûâàíèÿ� ñèñòåìå íåêîòîðûõ îáùèõ (â òîì ÷èñëå � èíòåãðàëüíûõ) îöåíîê äëÿ�íåêîíòðîëèðóåìûõ� z-ïåðåìåííûõ, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ðåøåíèå. Â êà÷åñòâåïðèìåðà óêàæåì íà èññëåäîâàíèÿ ïî óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ òåë, èìåþùèõ ïîëîñòèñ æèäêîñòüþ [110, 111, 113, 91℄, ãäå óñòîé÷èâîñòü èçó÷àåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåìåí-íûì, îïðåäåëÿþùèì äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, à òàêæå ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðûìèíòåãðàëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì, îïðåäåëÿþùèì äâèæåíèå æèäêîñòè.2. Æåëàíèå îáëåã÷èòü ðåøåíèå çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè çà ñ÷åò èñïîëüçî-âàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ êîìïîíåíòû �àçîâîãî âåêòîðàñèñòåìû (2.1). Âûïîëíèìîñòü ïîäîáíûõ ñîîòíîøåíèé äîëæíà ïîäòâåðæäàòüñÿ (òåìèëè èíûì ñïîñîáîì) â ïðîöåññå ðåøåíèÿ. Íà ýòîò ïîäõîä îïèðàþòñÿ, íàïðèìåð,ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè ïîñðåäñòâîì ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãà-òåëüíûõ ñèñòåì, à òàêæå ïîñðåäñòâîì âàðüèðîâàíèÿ (ñóæåíèÿ) äîïóñòèìîé îáëàñòèèçìåíåíèÿ �íåêîíòðîëèðóåìûõ� ïåðåìåííûõ [21, 319, 26℄; ñì. çàìåíó óñëîâèé (3.1) âîáëàñòè (2.3) íà óñëîâèÿ (3.3) â îáëàñòè (3.2).3. Èñïîëüçîâàíèå îöåíîê (ñêîëü óãîäíî ãðóáûõ) äëÿ �íåêîíòðîëèðóåìûõ� z-ïåðå-ìåííûõ. Ïðè ýòîì çàäà÷ó ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåìû (2.1) ìîæíî ñâåñòèê çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè ïî âñåì ïåðåìåííûì äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òîé æå ðàçìåðíîñòè [42℄.3.1.7. ×àñòè÷íàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü â öåëîì. Ñóùåñòâåííûì äîñòîèí-ñòâîì ÌÔË ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ïðè áîëüøèõ íà÷àëüíûõâîçìóùåíèÿõ. Îäíîé èç ìîäè�èêàöèé òàêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à àñèìïòîòè-÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â öåëîì (çàäà÷à ãëîáàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè).Èìåþòñÿ äâå ãðóïïû óñëîâèé àñèìïòîòè÷åñêîé y-óñòîé÷èâîñòè â öåëîì, êîòîðûåîñíîâàíû ñîîòâåòñòâåííî íà �óíêöèÿõ Ëÿïóíîâà ñ çíàêîîïðåäåëåííîé èëè çíàêîïî-ñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé.Ïîêàçàíî [117℄, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ y-óñòîé÷èâîñòü â öåëîì ïîëîæåíèÿ ðàâ-íîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1) (ðàâíîìåðíî ïî t0, y0 èç îáëàñòè t ≥ 0, y0 ∈ Ky, ïðèïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè z0) áóäåò ãàðàíòèðîâàíà, åñëè ïðè w = y óñëîâèÿ òåîðåìû 3âûïîëíåíû â îáëàñòè t ≥ 0, ‖x‖ < ∞ è, êðîìå òîãî, a ∈ K∞. Óêàçàííûå óñëîâèÿãàðàíòèðóþò òàêæå ñóùåñòâîâàíèå ó ñèñòåìû (2.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîãî âöåëîì �÷àñòè÷íîãî� ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0 [120℄. Ïðè w = (x1, . . . , xk)T àñèìï-òîòè÷åñêàÿ y-óñòîé÷èâîñòü â öåëîì èìååò ìåñòî [120℄, åñëè ê óñëîâèÿì òåîðåìû 3 äî-áàâèòü ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî V (t,x) → ∞, (x2
1+. . .+x2

k)1/2 → ∞ (ðàâíîìåðíî ïî
t, xm+1, . . . , xn); ñîîòíîøåíèå (2.4) âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ≥ 0, (x10, . . . , xk0) ∈
∈ K∗ (K∗ � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ x1, . . . , xk) ïðè ïðî-èçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ xm+1,0, . . . , xn,0. Åñëè ïðè w =

(

yT, ηT(x)
)T ê óñëîâèÿì òåî-ðåìû 3 äîáàâèòü ïðåäïîëîæåíèå V (t,x) → ∞, w(x) → ∞ (ðàâíîìåðíî ïî t,x), òîàñèìïòîòè÷åñêàÿ y-óñòîé÷èâîñòü â öåëîì òàêæå áóäåò ãàðàíòèðîâàíà [31℄; ñîîòíîøå-íèå (2.4) âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ≥ 0, w ∈ Kw, (Kw � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò

w-ïðîñòðàíñòâà).Îòìåòèì, ÷òî K∗ è Kw, áóäó÷è êîìïàêòàìè ñîîòâåòñòâåííî â ïðîñòðàíñòâàõ ïå-ðåìåííûõ x1, . . . , xk è w(x), â òî æå âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ íåîãðàíè÷åííûìè ìíîæåñòâàìèâ �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå èññëåäóåìîé ñèñòåìû (2.1).26



Óñëîâèÿ íåðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé y-óñòîé÷èâîñòè â öåëîì ìîæíî ïîëó-÷èòü â äóõå òåîðåì òèïà Ìàðà÷êîâà: åñëè óñëîâèÿ (3.5) âûïîëíåíû â îáëàñòè t ≥ 0,
‖x‖ < ∞, à äëÿ ëþáûõ t0 ≥ 0 è x0 íàéäåòñÿ ÷èñëî N(t0,x0) > 0, òàêîå, ÷òî
‖Y(t,x(t; t0,x0))‖ ≤ N , òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâîâ öåëîì [267℄. Â äàííîì ñëó÷àå òðåáîâàíèå a ∈ K∞ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Îäíàêî òàêîåòðåáîâàíèå èìååò ìåñòî ïðè ïåðåíîñå íà çàäà÷ó àñèìïòîòè÷åñêîé y-óñòîé÷èâîñòè âöåëîì óñëîâèé òåîðåìû 6 [274, 319℄.3.2. Åäèíûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè â ðàçëè÷íûõ êëàññàõçàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòèÂ ïîñëåäíèå ãîäû íàìåòèëàñü òåíäåíöèÿ ê óíè�èêàöèè ïîíÿòèé è �îðìóëèðîâà-íèþ åäèíûõ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷è-âîñòè. Â ñàìîì äåëå, èçâåñòíî, ÷òî ðÿä óñëîâèé y-óñòîé÷èâîñòè (àñèìïòîòè÷åñêîé
y-óñòîé÷èâîñòè) ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1) �àêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿòàêæå óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè (àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè)�÷àñòè÷íîãî� ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0 äàííîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì ïðåäïîëîæå-íèå î ñóùåñòâîâàíèè ó ñèñòåìû (2.1) ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0 ìîæåò âîîáùå íåèñïîëüçîâàòüñÿ [267, 122, 21, 319, 198, 88, 28, 87, 257℄.3.2.1. Çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ è çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè �÷àñòè÷-íûõ� ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ñ�îðìóëèðóåì åäèíûå óñëîâèÿ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷è-âîñòè: y-óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1) è óñòîé÷èâîñòè�÷àñòè÷íîãî� ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0 ýòîé ñèñòåìû, ñèñòåìàòèçèðóþùèå â òîì÷èñëå è ðàíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â êàæäîì èç ýòèõ êëàññîâ çàäà÷. Äëÿ ýòî-ãî íàðÿäó ñ óæå ââåäåííûìè â ðàçäåëå 3.1 �óíêöèÿìè òàêæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü�óíêöèþ V ∗(t,y), V ∗(t,0) ≡ 0, íåïðåðûâíóþ â îáëàñòè t ≥ 0, ‖y‖ ≤ h.Òå î ð åì à 10. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (2.1) íàéäåòñÿ V -�óíêöèÿ Ëÿïóíîâà òàêàÿ,÷òî â îáëàñòè (2.3) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.1). Åñëè êðîìå òîãî:

1) V ≤ V ∗(t,y), òî äëÿ ñèñòåìû (2.1) ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâîå �÷àñòè÷íîå�ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ y = 0, à â ñëó÷àå (2.2) ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòå-ìû (2.1) y-óñòîé÷èâî â öåëîì ïî z0 [29℄;
2) V ≤ b(‖y‖), òî äëÿ ñèñòåìû (2.1) ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâîå �÷à-ñòè÷íîå� ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ y = 0, à â ñëó÷àå (2.2) ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0ñèñòåìû (2.1) y-óñòîé÷èâî â öåëîì ïî z0 ðàâíîìåðíî ïî t0 [278, 120℄;
3) V (t,0, z) ≡ 0 (V (t,0, z) ≡ 0, V ≤ b(‖x‖)), òî äëÿ ñèñòåìû (2.1) ñóùåñòâóåòêâàçèóñòîé÷èâîå (ðàâíîìåðíî êâàçèóñòîé÷èâîå) �÷àñòè÷íîå� ïîëîæåíèå ðàâíîâå-ñèÿ y = 0, à â ñëó÷àå (2.2) ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1) y-óñòîé÷èâîïðè áîëüøîì z0 (y-óñòîé÷èâî ïðè áîëüøîì z0 ðàâíîìåðíî ïî t0) [28℄.Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå V ≤ V ∗(t,y), êàê è ñîâîêóïíîñòü óñëîâèé V (t,0, z) ≡ 0è V ≤ b(‖x‖), ñëàáåå óñëîâèÿ V ≤ b(‖y‖). Â òî æå âðåìÿ ñîâîêóïíîñòü óñëîâèé

V ≤ V ∗(t,y) è V ≤ b(‖x‖) ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ V ≤ b(‖y‖). Óñëîâèÿ òðåòüåé÷àñòè òåîðåìû 10 ìîæíî îñëàáèòü [28℄ ïóòåì çàìåíû óñëîâèé (3.1) â îáëàñòè (2.3)íà óñëîâèÿ (3.3) â îáëàñòè (3.2).3.2.2. Çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ è çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïî ÷à-ñòè ïåðåìåííûõ �÷àñòè÷íûõ� ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ñ�îðìóëèðóåì åäèíûå óñëî-âèÿ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè: y1-óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòå-ìû (2.1) è y1-óñòîé÷èâîñòè �÷àñòè÷íîãî� ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0 ýòîé ñèñòåìû.Òå î ð åì à 11 ([29℄). Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (2.1) íàéäóòñÿ ñêàëÿðíàÿ V (t,x) èâåêòîðíàÿ µ(t,x), µ(t,0) = 0, �óíêöèè òàêèå, ÷òî â îáëàñòè t ≥ 0, ‖y1‖+
+‖µ(t,x)‖ ≤ h, ‖y2‖ < ∞, ‖z‖<∞ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ V (t,x) ≥ a(‖y1‖‖µ(t,x)‖),
V̇ ≤ 0. Åñëè êðîìå òîãî: 27



1) V ≤ V ∗(t,y) (V ≤ b(‖y‖)), òî â ñëó÷àå (2.5) �÷àñòè÷íîå� ïîëîæåíèå ðàâíîâå-ñèÿ y = 0 ñèñòåìû (2.1) y1-óñòîé÷èâî (ðàâíîìåðíî y1-óñòîé÷èâî), à â ñëó÷àå (2.2)ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1) y1-óñòîé÷èâî â öåëîì ïî z0 (y1-óñ-òîé÷èâî â öåëîì ïî z0 ðàâíîìåðíî ïî t0);
2) V (t,0, z) ≡ 0 (V (t,0, z) ≡ 0, V ≤ b(‖x‖)), òî â ñëó÷àå (2.5) �÷àñòè÷íîå� ïî-ëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ y = 0 ñèñòåìû (2.1) y1-êâàçèóñòîé÷èâî (y1-êâàçèóñòîé÷èâîðàâíîìåðíî ïî t0), à â ñëó÷àå (2.2) ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1)

y1-óñòîé÷èâî ïðè áîëüøîì z0 (y1-óñòîé÷èâî ïðè áîëüøîì z0 ðàâíîìåðíî ïî t0).Ïîëó÷åí òàêæå ðÿä åäèíûõ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ çàäà÷÷àñòè÷íîé àñèìïòîòè÷åñêîé, ýêâèàñèìïòîòè÷åñêîé, à òàêæå ðàâíîìåðíîé àñèìïòî-òè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè [28, 29, 31, 4℄.3.3. Èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì, ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþè íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ñèñòåìÊ íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîëó÷èëè îïðåäåëåííîå ðàçâèòèå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïî÷àñòè ïåðåìåííûõ:� äëÿ îáùèõ êëàññîâ ëèíåéíûõ ñèñòåì [42, 85, 266, 185, 72, 259, 32, 68, 261, 120,20, 74, 330, 218, 239, 21, 319℄;� ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ [185, 72, 105, 19, 132, 120, 20, 21, 202, 319℄ è íåëè-íåéíîìó ïðèáëèæåíèþ [143, 21, 319, 2, 3℄;� â êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ [98, 105, 144, 120, 20, 145, 21, 70, 319, 26℄;� äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ñèñòåì [192, 161, 286, 181, 287, 288, 216, 201, 225, 215℄.3.3.1. Óñòîé÷èâîñòü ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ äëÿ îáùèõ êëàññîâ ëèíåéíûõ ñèñòåì.Íà÷èíàÿ ñ 50-õ ãã. XX ñòîëåòèÿ âîçíèê èíòåðåñ ê çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòèïåðåìåííûõ äëÿ îáùèõ êëàññîâ ëèíåéíûõ ñèñòåì. Èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû �óíêöèéè âåêòîð-�óíêöèé Ëÿïóíîâà [42, 85, 185℄. Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü êðèòåðèé [185℄,îòíîñÿùèéñÿ ê ëèíåéíûì ñèñòåìàì
ẏ = A(t)y + B(t)z, ż = C(t)y + D(t)z,(3.11)ñ íåïðåðûâíûìè ïî t ∈ [t0,∞) êîý��èöèåíòàìè.Òå î ð åì à 12 ([185℄). Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé y-óñòîé÷èâîñ-òè (â öåëîì) ëèíåéíîé ñèñòåìû (3.11) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùå-ñòâîâàëà V -�óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
‖y‖ ≤ V (t,x) ≤ M‖x‖, V̇ (t,x) ≤ −αV,

|V (t,x′) − V (t,x)| ≤ M(‖x′ − x‖),ãäå M è α � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.Òàêæå ïðåäëîæåí äðóãîé ïîäõîä ê çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõëèíåéíûõ ñèñòåì, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè äëÿ èñõîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû íåêî-òîðîé âñïîìîãàòåëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (µ-ñèñòåìû) òîé æå èëè ìåíüøåé ðàçìåð-íîñòè, èç óñòîé÷èâîñòè ïî âñåì ïåðåìåííûì êîòîðîé ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü ïî çàäàí-íîé ÷àñòè ïåðåìåííûõ èñõîäíîé ñèñòåìû [32, 21, 319℄. Â ñëó÷àå, êîãäà êîý��èöèåíòûèñõîäíîé ñèñòåìû ïîñòîÿííû, êîý��èöèåíòû âñïîìîãàòåëüíîé µ-ñèñòåìû òàêæå ïî-ñòîÿííû; îäíàêî äëÿ íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì íå òîëüêî ñ íåïðåðûâíûìè, íî è äàæåàíàëèòè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü µ-ñèñòåìû ñ ðàçðûâ-íûìè (2-ãî ðîäà) ïî t êîý��èöèåíòàìè. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëèë ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûåè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñïîñòîÿííûìè, à òàêæå àíàëèòè÷åñêèìè è ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè [20, 21,319℄; îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå îí äàåò ëèøü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî28



÷àñòè ïåðåìåííûõ è ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ êîíñòðóêòèâíûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòèïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ïðîäîëæàåò îñòàâàòüñÿ îòêðûòîé.Èäåè óêàçàííîãî ïîäõîäà ëåãëè â îñíîâó àíàëèçà çàäà÷è ïîëèóñòîé÷èâîñòè ïî÷àñòè ïåðåìåííûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì [82, 83℄, à òàêæå çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷è-âîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ íà îñíîâå êâàäðàòè÷íûõ �îðì [101, 120℄. Êðîìå òîãî,äàííûé ïîäõîä ðàñïðîñòðàíåí íà äðóãèå êëàññû ëèíåéíûõ ñèñòåì: ñ çàïàçäûâàþùèìàðãóìåíòîì, ñòîõàñòè÷åñêèå è äèñêðåòíûå [270, 51, 18, 21, 319℄.Èçâåñòíû òàêæå [72, 68℄ è äðóãèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõäëÿ ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì, îñíîâàííûå íà àíàëèçå êîðíåâûõ âåêòîðîâ ýòèõñèñòåì.3.3.2. Óñòîé÷èâîñòü ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Èññëåäî-âàíèå óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ïî ëèíåéíîìó ïðèáëè-æåíèþ íà îñíîâå ìåòîäà �óíêöèé Ëÿïóíîâà íà÷àòî â ðàáîòàõ [185, 97, 105℄. Ïóñòüñèñòåìà (2.1) èìååò âèä
ẏ = A(t)y + B(t)z + Y(t,y, z), ż = C(t)y + D(t)z + Z(t,y, z),(3.12)ãäå A, B, C, D � íåïðåðûâíûå ïðè t ∈ [t0,∞) ìàòðè÷íûå �óíêöèè ñîîòâåòñòâóþùèõðàçìåðîâ; Y, Z � íåëèíåéíûå âåêòîð-�óíêöèè.Òå î ð åì à 13 ([97, 105℄). Ïóñòü B � íóëåâàÿ ìàòðèöà, êîý��èöèåíòû ìàòðèö

A, C, D ïîñòîÿííû, ïðè÷åì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A èìåþò îòðèöàòåëüíûåäåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè. Åñëè â îáëàñòè (2.3) èìååò ìåñòî óñëîâèå
‖Y(t,y, z)‖ ≤ α‖y‖,(3.13)ãäå α > 0 � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòå-ìû (3.12) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî (â öåëîì ïî z0).Óñëîâèå (3.13) âåñüìà îáùåå, îäíàêî åãî êîíñòðóêòèâíàÿ ïðîâåðêà çàòðóäíåíà.Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ñëó÷àé [105℄, êîãäà çàðàíåå èçâåñòíà ðàâíîìåðíàÿ z-îãðàíè-÷åííîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1). Â òàêîé ñèòóàöèè äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïî-øëè ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì: 1) ïîèñê áîëåå êîíñòðóêòèâíî ïðîâåðÿåìûõ óñëîâèé

y-óñòîé÷èâîñòè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ äëÿ ñèñòåìû (3.12), êîòîðûé ïðèâåë êèçìåíåíèþ òî÷êè çðåíèÿ íà ñàìî ïîíÿòèå ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ [21, 319℄; 2) ðàñ-ñìîòðåíèå áîëåå óçêèõ êëàññîâ ñèñòåì [120, 20, 21, 319, 26℄.1. Èçìåíåíèå òî÷êè çðåíèÿ íà ïîíÿòèå ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Äîïóñòèì, ÷òî Bè C � íóëåâûå, à A è D � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû, è ïðåäñòàâèì Y(t,y, z) â âè-äå Y = Y0(z) + Y∗(t,y, z), ãäå âåêòîð-�óíêöèÿ Y0 ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé �îðìîé
z-ïåðåìåííûõ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà; Y0(0) ≡ Y∗(t,0,0) ≡ 0. Â êà÷åñòâå ñèñòåìû ïåð-âîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ èñõîäíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû (3.12) âûáåðåì íå ëèíåéíóþ÷àñòü ýòîé ñèñòåìû, à íåëèíåéíóþ ïîäñèñòåìó âèäà

ẏ = Ay + Y0(z), ż = Dz.(3.14)Êîíå÷íîøàãîâîé ïðîöåäóðîé ââåäåíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ âèäà µ = Y0(z) è ò.ä.íåëèíåéíàÿ ïîäñèñòåìà (3.14) ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìå. Äîïóñòèì,íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ÷òî òàêîå ñâåäåíèå âîçìîæíî óæå íà ïåðâîìøàãå ââåäåíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ, è ïîëó÷èì ëèíåéíóþ àâòîíîìíóþ ñèñòåìó
ẇ = A∗w, w =

[

yT, µT(x)
]T

,(3.15)óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî âñåì ïåðåìåííûì êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ íåîá-õîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè àñèìïòîòè÷åñêîé y-óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãîðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ïîäñèñòåìû (3.14). 29



Â ðåçóëüòàòå óêàçàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íåëèíåéíîé ïîäñèñòåìû (3.14) ê ëèíåé-íîé ñèñòåìå (3.15) èç èñõîäíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû (3.12) âûäåëÿåòñÿ ïîäñèñòåìà
ẇ = A∗w + Z∗(t,w, z).Òå î ð åì à 14 ([21, 319℄). Ïóñòü âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A∗ èìåþò îò-ðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè. Åñëè â îáëàñòè t ≥ 0, ‖w‖ ≤ h, ‖z‖ < ∞èìååò ìåñòî óñëîâèå ‖Z∗(t,w, z)‖ ≤ α‖w‖, ãäå α > 0 � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñ-ëî, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (3.12) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè

y-óñòîé÷èâî.2. �àññìîòðåíèå áîëåå óçêèõ êëàññîâ ñèñòåì. Â ðóñëå äàííîãî íàïðàâëåíèÿ èñ-ñëåäîâàíèé îïðåäåëåííóþ çàâåðøåííîñòü ïîëó÷èëè ðåçóëüòàòû, âîñõîäÿùèå ê î÷åíü÷àñòî èñïîëüçóåìîé â ïðèëîæåíèÿõ òåîðåìå Ëÿïóíîâà � Ìàëêèíà [76℄ îá óñòîé÷è-âîñòè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ â êðèòè÷åñêèõ ïî Ëÿïóíîâó ñëó÷àÿõ.Äîïóñòèì, ÷òî íåëèíåéíûå âîçìóùåíèÿ Y, Z â ñèñòåìå (3.12) óäîâëåòâîðÿþò âîáëàñòè t ≥ 0, ‖x‖ ≤ h óñëîâèÿì [120℄
Y(t,0,0) ≡ Y(t,0, z) ≡ 0, Z(t,0,0) ≡ Z(t,0, z) ≡ 0,

‖Y(t,y, z)‖ + ‖Z(t,y, z)‖

‖y‖
⇒ 0 ïðè ‖y‖ + ‖z‖ → 0, t ≥ t0.

(3.16)Òå î ð åì à 15 ([26℄). Ïóñòü ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (3.11) ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâà ïîËÿïóíîâó è (îäíîâðåìåííî) ýêñïîíåíöèàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâà. Åñëèâûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.16), òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ y = 0, z = 0 íåëèíåéíîé ñèñ-òåìû (3.12) òàêæå ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è (îäíîâðåìåííî) ýêñïî-íåíöèàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî.Òåîðåìà 15 ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ðåçóëüòàòîâ ðÿäà ðàáîò [73, 76, 98, 99, 120, 21,319℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ: 1) ìàòðè÷íûå �óíêöèè A, B, C, D íå çàâèñÿò îò t [21, 319℄,ïðè÷åì B = 0, D = 0 (âñå êîìïîíåíòû ìàòðèö B è D ðàâíû íóëþ) [76℄ èëè B =
= 0 [98℄; 2) ìàòðè÷íûå �óíêöèè A, C, D çàâèñÿò îò t, îäíàêî B = 0 è, êðîìå òîãî,âñå êîìïîíåíòû ìàòðè÷íûõ �óíêöèé A è C îãðàíè÷åíû ïðè t ∈ [t0,∞) [99, 120℄.Äëÿ ñëó÷àÿ B ≡ 0 ðàññìîòðåí áîëåå îáùèé êëàññ Z-íåëèíåéíîñòåé [99, 120℄, à âñëó÷àå, êîãäà ìàòðè÷íûå �óíêöèè A, C, D íå çàâèñÿò îò t, � áîëåå îáùèé êëàññ
Y-íåëèíåéíîñòåé [21, 319℄.3.3.3. Àíàëèç íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ñèñòåì. Â ëèòåðàòóðå èìååòñÿ íåìàëî ðå-çóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ òåõ èëèèíûõ êîíêðåòíûõ ñèñòåì. Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè ïðîâåñòè ñèñòåìàòèçàöèþ âñåõ ýòèõðåçóëüòàòîâ, îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ èç íèõ.�ÿä âîïðîñîâ, êàñàþùèõñÿ óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñ-òåì, âîçíèê åùå âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX â. ó àíãëèéñêîãî ìåõàíèêà Äæ. �àóñà [279℄.Ê ðàññìîòðåíèþ òàêèõ âîïðîñîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäèò ðàçðàáîòàííûé�àóñîì ìåòîä èãíîðèðîâàíèÿ öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Â êóðñå ïî òåîðèè äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [286℄, îäíîì èç ïåðâûõ îáùèõ êóðñîâ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé, äàæå ïðåäëîæåíî óñòîé÷èâîñòü ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ íàçûâàòü óñòîé÷è-âîñòüþ ïî �àóñó. Îäíàêî ýòîò òåðìèí íå ïîëó÷èë ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ëèòåðàòóðå.Äåëî, ïî-âèäèìîìó, â òîì, ÷òî ðåçóëüòàòû �àóñà, íåñìîòðÿ íà èõ âàæíîñòü, êàñà-þòñÿ òîëüêî îòäåëüíûõ êëàññîâ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì è íå îáëàäàþò äîñòàòî÷íîéîáùíîñòüþ ïðèìåíèòåëüíî ê èçó÷åíèþ óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îáùåãîâèäà.Â ñàìîì íà÷àëå XX ñòîëåòèÿ äîêàçàí ñëåäóþùèé íåòðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò, êà-ñàþùèéñÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì.Òå î ð åì à 16 ([192℄). Åñëè äëÿ óðàâíåíèÿ

x(n) + a1(t)x
(n−1) + . . . + a0(t)x = 0(3.17)30



ñ íåïðåðûâíûìè, îãðàíè÷åííûìè ïðè t ∈ [t0,∞) êîý��èöèåíòàìè âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå |x(t)| ≤ M1 = const > 0, òî ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî M2 òà-êîå, ÷òî |x(k)(t)| ≤ M2, k = 1, n− 1.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (3.17) îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé ýêâèâàëåíòíà èõóñòîé÷èâîñòè, çàêëþ÷àåì, ÷òî èç óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = . . . =
= x(n−1) = 0 ïî êîîðäèíàòå x ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü è ïî ïðîèçâîäíûì x(k), k =
= 1, n − 1. Îäíàêî íåñìîòðÿ íà óêàçàííûé �çàïðåò� íåêîòîðûõ ñèòóàöèé ÷àñòè÷-íîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (3.17), óæå â ñëó÷àå n = 2 îñòàþòñÿ âîçìîæíîñòèðàçëè÷íûõ äðóãèõ âèäîâ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ è, â ÷àñòíîñòè,âîçìîæíîñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòå x ïðè îò-ñóòñòâèè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ñêîðîñòè ẋ. Êðîìå òîãî,îáøèðíîå ïîëå äëÿ èññëåäîâàíèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè äàåòóðàâíåíèå (3.17) ñ íåîãðàíè÷åííûìè ïðè t ∈ [t0,∞) êîý��èöèåíòàìè [159, 285, 315,326, 286, 273, 181, 215℄. Íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ïðèìåðû óðàâíåíèÿ (3.17) ïðè n = 2,ïîçâîëÿþùèå íàãëÿäíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ìåõàíèçìû âîçíèêíîâåíèÿ ÷àñòè÷íîéóñòîé÷èâîñòè, ìîæíî íàéòè â ìîíîãðà�èè [33℄.Â 40-õ ãã. XX â. íàéäåí ðÿä óñëîâèé [161℄ x-ïðèòÿæåíèÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
x = ẋ = 0 íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ẍ = ϕ(t)xλ, λ > 1; áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâîýòèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè â [201℄. Óñòîé÷èâîñòü ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ïîëîæå-íèé ðàâíîâåñèÿ ðÿäà äðóãèõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé àíàëèçèðóåòñÿ â ðàáîòàõ [287,288, 216, 225℄, ãäå ìîæíî íàéòè áèáëèîãðà�èþ ïî äàííîé ïðîáëåìå. Ïîëó÷åí [121℄àíàëîã òåîðåìû 16 äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì è ïîêàçàíî [63℄, ÷òî ýòàòåîðåìà íåïðèìåíèìà äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì íåéòðàëüíîãî òèïà.3.4. Îñîáåííîñòè �óíêöèîíèðîâàíèÿ ÷àñòè÷íî óñòîé÷èâûõ ñèñòåìÓñòîé÷èâîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿäîñòàòî÷íî òîíêèìè ñâîéñòâàìè ñèñòåìû (2.1). Íåîáõîäèìàÿ �ñòàáèëüíîñòü� òàêèõñâîéñòâ, â îòëè÷èå îò ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿ-ïóíîâó, îïðåäåëÿåòñÿ á�îëüøèì ÷èñëîì �àêòîðîâ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî òðåáóåò ãëó-áîêîãî ïðîíèêíîâåíèÿ â ñóùíîñòü çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè, ïîíèìàíèÿ çà-êîíîâ �óíêöèîíèðîâàíèÿ ÷àñòè÷íî óñòîé÷èâûõ ñèñòåì, ìåõàíèçìîâ âîçíèêíîâåíèÿ(ïîòåðè) ñâîéñòâ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè. Íåîáõîäèìî òàêæå îñîçíàòü �îïàñíîñòè�íà ïóòè ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ çàìàí÷èâûõ âîçìîæíîñòåé òåîðèè ÷àñòè÷íîéóñòîé÷èâîñòè. Ñ�îðìóëèðóåì íåêîòîðûå ïîëîæåíèÿ [21�23, 319℄, ïîçâîëÿþùèå ïî-íÿòü îñîáåííîñòè �óíêöèîíèðîâàíèÿ ÷àñòè÷íî óñòîé÷èâûõ ñèñòåì.3.4.1. Òðåáîâàíèå ïðåäñêàçóåìîñòè ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèé � óñëîâèå íîðìàëü-íîãî �óíêöèîíèðîâàíèÿ ÷àñòè÷íî óñòîé÷èâûõ ñèñòåì. Ýòî òðåáîâàíèå âûçâàíî á�îëü-øåé (â ñðàâíåíèè ñî ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî îòíî-øåíèþ êî âñåì ïåðåìåííûì) ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ëþáîãî èç ðàññìîòðåííûõ ñâîéñòâ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè ê èçìåíåíèþ ñòðóêòóðû ñèñòåìû (2.1). Â ðåçóëüòàòå êîíöåï-öèÿ �ðîáàñòíîñòè� â òåîðèè ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè íå ìîæåò áûòü ñòîëü æå îáùåé,êàê â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ïî âñåì ïåðåìåííûì, èáî òåîðèÿ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâî-ñòè èìååò äåëî ñ áîëåå òîíêèìè ñëó÷àÿìè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ �ëó÷øàÿ óñòîé÷èâîñòü�÷àñòî ïðîñòî íåâîçìîæíà. Êðîìå òîãî, íåðåäêî ñâîéñòâà ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè íåòîëüêî æåëàòåëüíû, íî è íåîáõîäèìû, à ìíîãîîáðàçíàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ �óíêöèÿçàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ�ðîáàñòíûõ� ñâîéñòâ ñèñòåìû.Ëó÷øåìó ïîíèìàíèþ ïðîáëåìû ñïîñîáñòâóåò òàêæå âûÿñíåíèå õàðàêòåðà âçà-èìîîòíîøåíèé ìåæäó ïîíÿòèÿìè, îïðåäåëÿþùèìè ñîõðàíåíèå ñâîéñòâ ÷àñòè÷íîéóñòîé÷èâîñòè. Â èõ ÷èñëå ñâîéñòâà ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè ïðè àääèòèâíûõ ïîñòî-ÿííî äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèÿõ (ÏÄÂ) è ïàðàìåòðè÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ. 31



3.4.2. ×àñòè÷íàÿ óñòîé÷èâîñòü ïðè ÏÄÂ íå îçíà÷àåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñîõðàíåíèå÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè ïðè ìàëûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ.Ýòî èìååò ìåñòîóæå â ñëó÷àå ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì. Äàííûå ñèñòåìû, áóäó÷è óñòîé÷èâûìèïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ïðè ÏÄÂ, ìîãóò òåðÿòü óñòîé÷èâîñòü äàæå ïðè ìàëîì �øå-âåëåíèè� íåêîòîðûõ êîý��èöèåíòîâ [21, 22, 319℄. Óêàçàííîé ñèòóàöèè íåò â çàäà÷åóñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ êî âñåì ïåðåìåííûì. Ñäåëàííûé âûâîä ñâèäåòåëüñòâó-åò îá îòíîñèòåëüíî ìåíüøåé öåííîñòè êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåí-íûõ ïðè ÏÄÂ [101℄ è, �àêòè÷åñêè, ïåðåíîñèò ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ ïî èñïîëüçîâàíèþðåçóëüòàòîâ òåîðèè ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè íà ïðîåêòèðîâùèêà ñèñòåìû â êàæ-äîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì âàæíóþ ðîëü ïðèîáðåòàþò óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿñâîéñòâ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè [184, 120, 45, 46, 21, 319℄.Íåñìîòðÿ íà óêàçàííóþ �õðóïêîñòü� ñâîéñòâ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè, âàæíî ïîä-÷åðêíóòü ñëåäóþùèå äâà îáñòîÿòåëüñòâà [21, 319℄.1. Òåðÿþùàÿ ñâîéñòâî ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìà òåì íå ìåíåå ÷àñòî ÿâëÿ-åòñÿ ãðóáîé â ñìûñëå Àíäðîíîâà � Ïîíòðÿãèíà. Ïîñêîëüêó �àçîâûé ïîðòðåò ãðóáîéñèñòåìû ïðè ìàëîì �øåâåëåíèè� ïàðàìåòðîâ ïðèíöèïèàëüíî íå èçìåíÿåòñÿ, òî ïî-òåðÿ ñâîéñòâ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè â ýòîì ñëó÷àå îçíà÷àåò ëèøü íåêîòîðûé �ïî-âîðîò� �àçîâîãî ïîðòðåòà: ñèòóàöèÿ, êîòîðàÿ íå èìååò ìåñòà ïðè ïîòåðå ñâîéñòâàóñòîé÷èâîñòè ïî âñåì ïåðåìåííûì.2. Âîçìîæíîñòü ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâà ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè ïðè ñêîëü óãîäíîáîëüøèõ ÏÄÂ â íåêîòîðûõ êàíàëàõ ñèñòåìû. Òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíû òàêæå ñëó-÷àè, êîãäà ÷àñòè÷íàÿ óñòîé÷èâîñòü íå òîëüêî ñîõðàíÿåòñÿ, íî è äàæå ïðèîáðåòàåòàñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð ïðè ïîÿâëåíèè ÏÄÂ [21, 319℄.3.5. Èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè è óïðàâëåíèÿÊ ÷èñëó îñíîâíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè è óïðàâ-ëåíèÿ, êîòîðûå ý��åêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ, ìîæíî îòíåñòè:� ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ çàäà÷ îïòèìàëü-íîãî óïðàâëåíèÿ ñ �ïîäâèæíûìè êîíöàìè� [104℄;� ìåòîä �óíêöèé Ëÿïóíîâà â ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäè�èêàöèè [116, 280, 136, 120,119, 106, 61, 134, 196, 198, 88, 44, 339, 228, 190℄;� ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì è ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ [36, 21, 319℄äëÿ çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ;� ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå ýêñòðåìàëüíîãî ïðèöåëèâàíèÿ [66℄ äëÿ èãðî-âûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ïðè íåêîíòðîëèðóåìûõïîìåõàõ;� àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä [1, 157℄ ïðèáëèæåííîãî ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâ-ëåíèÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, îñíîâàííûé íà ñî÷åòàíèè ìåòîäîâ ìàëîãî ïàðàìåòðà(óñðåäíåíèÿ, ðåãóëÿðíûõ è ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé) è òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâ-ëåíèÿ;� ìåòîä �ýêâèâàëåíòíîé ëèíåàðèçàöèè� íåëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, îñíî-âàííûé íà íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïåðåìåííûõ ýòèõ ñèñòåì â ñî÷åòàíèè ñîñïåöèàëüíûì âûáîðîì ñòðóêòóðû óïðàâëåíèÿ [21, 319, 27, 198, 88℄, èñïîëüçóþùèéñÿòàêæå è â ñëó÷àå óïðàâëåíèÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ïðè íåêîíòðîëèðóåìûõ ïîìå-õàõ [319, 27, 33℄;� ìåòîä îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé [60, 230℄ äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâèé óïðàâ-ëÿåìîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ íà îñíîâå àíàëèçà ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-èçâîäíûõ, àíàëîãè÷íûõ óðàâíåíèÿì äëÿ �óíêöèé Ëÿïóíîâà â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè.Ïîëó÷åíî òàêæå [338℄ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñòàáèëèçèðóåìîñòè ïî ÷àñòè ïåðå-ìåííûõ ïîñðåäñòâîì îáðàòíîé ñâÿçè, îáîáùàþùåå íà ñëó÷àé ÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçà-öèè èçâåñòíîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñòàáèëèçèðóåìîñòè �. Áðîêåòòà [172℄. Äàëüíåé-32



øåå ðàçâèòèå ïîëó÷èëà è çàäà÷à ÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ ñèñ-òåì [340�343℄.Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà ìåòîäàõ �óíêöèé Ëÿïóíîâà è �ýêâèâàëåíòíîéëèíåàðèçàöèè� ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåìåííûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé ñòàáèëè-çàöèè, êàê áîëåå áëèçêèõ ïðîáëåìàòèêå äàííîãî îáçîðà, à òàêæå ðàññìîòðèì çàäà÷óñòàáèëèçàöèè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì.3.5.1. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà �óíêöèé Ëÿïóíîâà. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ìîæíî âû-äåëèòü, ïî-âèäèìîìó, òðè íàïðàâëåíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ ÌÔË â çàäà÷àõ ÷àñòè÷íîéñòàáèëèçàöèè:� ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ �óíêöèé Ëÿïóíîâà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîéñòàáèëèçàöèè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ [116, 280, 120℄;� ïîñòðîåíèå àëãîðèòìîâ ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íîéñòàáèëèçàöèè ïî îòíîøåíèþ ê íåêëàññè÷åñêîé öåëåâîé �óíêöèè ïîñðåäñòâîì ìàëûõïî âåëè÷èíå óïðàâëåíèé [134, 196, 198, 88, 294, 295℄;� èñïîëüçîâàíèå óïðàâëÿåìûõ �óíêöèé Ëÿïóíîâà [44, 339, 190℄.1. Çàäà÷à îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ. Îáîçíà÷èì 〈·〉 � çíàêñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîð-�óíêöèé; w = (x1, . . . , xk)T,
dim(y) ≤ k ≤ dim(x).Òå î ð åì à 17 ([116, 119℄). Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (2.10) âîçìîæíî óêàçàòü �óíê-öèþ V 0 = V 0(t,x), óäîâëåòâîðÿþùóþ â îáëàñòè (2.3) íåðàâåíñòâàì a(‖y‖ ≤
≤ V 0(t,x) ≤ b(‖w‖), è âåêòîð-�óíêöèþ u = u0(t,x) ∈ U , äëÿ êîòîðûõ:

1) ω(t,x,u0(t,x)) ≥ c(‖w‖);
2) B

[

V 0, t,x,u0(t,x)
]

=
∂V 0

∂t
+

〈

∂V 0

∂x
X(t,x,u0)

〉

+ ω(t,x,u0) ≡ 0;
3) B(V 0, t,x,u) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî u ∈ U ;
4) äëÿ ëþáîãî u∗(t,x) ∈ U , îáåñïå÷èâàþùåãî àñèìïòîòè÷åñêóþ y-óñòîé÷èâîñòüïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî limV 0(t,x∗[t]) = 0, t → ∞.Òîãäà âåêòîð-�óíêöèÿ u = u0(t,x) ðåøàåò äëÿ ñèñòåìû (2.10) çàäà÷ó îïòè-ìàëüíîé y-ñòàáèëèçàöèè. Ïðè ýòîì

∞
∫

t0

ω
(

t,x0[t],u0[t]
)

dt = min

∞
∫

t0

ω (t,x∗[t],u∗[t]) dt = V 0(t0,x[t0]).Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå k = dim(y) óñëîâèå 4) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óñëîâèÿ
V 0(t,x) ≤ b(‖w‖), è âî èçáåæàíèå ïîâòîðåíèÿ íåòî÷íîñòåé ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ñëó-÷àå k 6= dim(y) óñëîâèå 4) ïåðâîíà÷àëüíî îêàçàëîñü îïóùåííûì â ðÿäå ðàáîò. Êðîìåòîãî, îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå w = (x1, . . . , xk)T óñëîâèÿ òåîðåìû 17 èçëèøíå îãðàíè-÷èòåëüíû; êàê è â òåîðåìå 3, ìîæíî ïîëîæèòü w =

[

yT, ηT(x)
]T.Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íå íàéäåíî îáùèõ êîíñòðóêòèâíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ

V 0-�óíêöèé. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ýòîé ïðîáëåìå [116℄ ñâîäèòñÿ ê âûáî-ðó â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîé ñîîòâåòñòâóþùåé V -�óíêöèè äëÿ íåóïðàâëÿåìîé ÷àñòèñèñòåìû (2.12). Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò êàê áû �ïîëóîáðàòíûé� âûáîð �óíêöèîíà-ëà êà÷åñòâà J : ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñòàíîâèòñÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûì(ñòðóêòóðà ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ çàäàåòñÿ çàðàíåå) òîëüêî ïîñëå ðåøåíèÿçàäà÷è. Äàííûé ïîäõîä (ñ ðàññìîòðåíèåì ðÿäà ïðèìåðîâ èç ìåõàíèêè) ïîäðîáíîèçëàãàåòñÿ â ìîíîãðà�èè [120℄.�àñøèðåíèÿ âîçìîæíîñòåé ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè ìîæíî äî-áèòüñÿ çà ñ÷åò ïåðåõîäà ê ðàçðûâíûì óïðàâëåíèÿì [319℄. Îñîáåííîñòü â òîì, ÷òîýòè óïðàâëåíèÿ, áóäó÷è äðîáíî-íåëèíåéíûìè �óíêöèÿìè �àçîâûõ ïåðåìåííûõ è2 Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà, � 4 33



ÿâëÿÿñü ðàçðûâíûìè â îáëàñòè (2.3), íå ïðèâîäÿò, âîîáùå ãîâîðÿ, ê ñèñòåìàì ñ ïå-ðåìåííîé ñòðóêòóðîé. Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà èìååò íåïðåðûâíóþ ñòðóêòóðó, óäîâëåòâî-ðÿåò óñëîâèÿì, íàëîæåííûì íà ñèñòåìó (2.1), è ìîæåò èçó÷àòüñÿ ñòàíäàðòíûìè äëÿòåîðèè ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè ìåòîäàìè. ×òîáû èçáåæàòü òî÷åê ðàçðûâà óïðàâëå-íèé, ìîæíî äîïóñòèòü ñâîáîäíûé õàðàêòåð äâèæåíèÿ ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ýòèõòî÷åê äî òåõ ïîð, ïîêà ñèñòåìà íå ïðîéäåò èõ.2. Ïîñòðîåíèå àëãîðèòìîâ ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà [133℄ òðåáóåò çàäàíèÿ öåëåéóïðàâëåíèÿ êàê óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé ñêàëÿðíîé öåëåâîé �óíêöèè äî çà-äàííîé âåëè÷èíû. Ñëó÷àé, êîãäà öåëåâàÿ �óíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðå-äåëåííîé ïî âñåì ïåðåìåííûì, ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷àì ÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè.Åñëè öåëü óïðàâëåíèÿ çàäàíà â âèäå (2.14), òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 4 ÷àñòè÷íîéñòàáèëèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà âèäà u = −γ∇uV̇ , ãäå
V̇ � ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ öåëåâîé V -�óíêöèè â ñèëó óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, γ > 0 �êîý��èöèåíò óñèëåíèÿ, ∇u � ãðàäèåíò �óíêöèè V̇ ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà u [134,196, 198, 88, 294, 295℄. Èñïîëüçóþòñÿ òàêæå è áîëåå îáùèå àëãîðèòìû âèäà u =

= Ψ(∇uV̇ ), ãäå âåêòîð-�óíêöèÿΨ, ‖Ψ‖ = 1, çàäàþùàÿ íàïðàâëåíèå îáðàòíîé ñâÿçè,ñîñòàâëÿåò îñòðûé óãîë ñî ñêîðîñòíûì ãðàäèåíòîì ∇uV̇ , à òàêæå èõ ìîäè�èêàöèè.3. Ìåòîä óïðàâëÿåìûõ �óíêöèé Ëÿïóíîâà ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå �óíêöèéËÿïóíîâà, ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ â ñèëó óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû îöåíèâàþòñÿ çíà÷å-íèÿìè èõ òî÷íûõ íèæíèõ ãðàíèö ïî âñåâîçìîæíûì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèÿì [160,300, 301℄. Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å ÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè ýòîò ìåòîä ðàçâèò â ðà-áîòàõ [44, 339℄. Äîêàçàíà òåîðåìà î ÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè íåàâòîíîìíûõ óïðàâ-ëÿåìûõ ñèñòåì, à äëÿ ëèíåéíûõ ïî óïðàâëåíèþ íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì ïðåäëîæåíêîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïîçèöèîííûõ óïðàâëåíèé ïðè óñëîâèè ñóùåñòâî-âàíèÿ óïðàâëÿåìîé �óíêöèè Ëÿïóíîâà ñî çíàêîîïðåäåëåííîé ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõïðîèçâîäíîé. Äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè óñëî-âèè çíàêîïîñòîÿíñòâà ïðîèçâîäíîé óïðàâëÿåìîé �óíêöèè Ëÿïóíîâà.Ìåòîä óïðàâëÿåìûõ �óíêöèé Ëÿïóíîâà ðàññìîòðåí òàêæå äëÿ ñëó÷àåâ ñòàáèëè-çàöèè �ïî âûõîäó� è ñòàáèëèçàöèè �îò âõîäà ê âûõîäó� [190℄.3.5.2. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà �ýêâèâàëåíòíîé ëèíåàðèçàöèè�. �àçîáüåì ïåðåìåí-íûå, âõîäÿùèå â �àçîâûé âåêòîð y ñèñòåìû (2.10), íà äâå ãðóïïû: y =
(

yT
1 ,yT

2

)T,
y1 ∈ Rm1 , y1 ∈ Rm2 , m1 + m2 = m; ïðè ýòîì x =

(

yT, zT
)T

=
(

yT
1 ,yT

2 , zT
)T

∈ Rn,
n = m1 + m2 + p. Ïóñòü ñèñòåìà (2.10) èìååò âèä

ẏ1 = Y1(x,u), ẏ2 = Y2(y), ż = Z(x),(3.18)ò.å. óïðàâëåíèÿ âõîäÿò òîëüêî â êàêóþ-òî îäíó ãðóïïó óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû.�àññìîòðèì âåêòîð-�óíêöèþ Φ ∈ Rm2+q, Φ = ‖Φi‖
m2+q
i=1 , ïåðâûå q(0 ≤ q ≤ r ≤

≤ m1) êîìïîíåíò êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè q êîìïîíåíòàìè âåêòîð-�óíêöèè Y1, àîñòàëüíûåm2 � êîìïîíåíòàìè âåêòîð-�óíêöèè 〈(∂Y2/∂y)X〉, ãäåX=
(

YT
1 ,YT

2 ,ZT
)T

.Ñ÷èòàÿ m2 + q ≥ r, ââåäåì ìàòðèöó ßêîáè F = F (x,u) = ‖∂Φi/∂uj‖, i = 1, m2 + q,
j = 1, r. Äîïóñòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî óñëîâèå rankF (0,0) = r. (Íå íàðóøàÿ îáùíîñòèðàññóæäåíèé, ñ÷èòàåì, ÷òî â ìàòðèöå F (0,0) ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïåðâûå r ñòðîê.)Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ x = 0, u = 0 óðàâíåíèå Φ = u0 èìååòðåøåíèå

u = f(x,u∗), u∗ = ‖u0
i ‖

r
i=1,(3.19)ãäå u∗ � âåêòîð âñïîìîãàòåëüíûõ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ. Èç çàìêíóòîé ñèñòåìû (3.18),(3.19) ìîæíî âûäåëèòü ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẏ1i = u∗

i , i = 1, q; ÿ2j = u∗

j , j = 1, r − q.(3.20)34



Ââåäåì òàêæå ìàòðèöó ßêîáè Q = Q(x) îò ïåðâûõ r − q êîìïîíåíò âåêòîð-�óíêöèè Y2 ïî ïåðåìåííûì y1i, i = q + 1, m1, y2j , j = r − q + 1, m2 (ïðè ýòîì ñ÷è-òàåì, ÷òî r − q ≥ m1 + m2 − r) è ðàññìîòðèì �óêîðî÷åííóþ� ñèñòåìó
ż = Z0(z),(3.21)ïîëó÷àþùóþñÿ èç ïîñëåäíåé ãðóïïû óðàâíåíèé (3.18) ïðè y1 = y2 = 0.Òå î ð åì à 18 ([319℄). Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) r = m1 è ñóùåñòâóåò ÷èñëî q òàêîå, ÷òî m2 + q = r = m1;
2) rankF (0,0) = r, rankQ(0) = m1 + m2 − r;
3) íóëåâîå ðåøåíèå z = 0 ñèñòåìû (3.21) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó;
4) âåêòîð u∗ ðåøàåò çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè (ïî âñåì ïåðåìåííûì) âñïîìîãàòåëü-íîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (3.20) ïîñðåäñòâîì ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî �àçîâûìïåðåìåííûì ýòîé ñèñòåìû.Òîãäà çàêîí óïðàâëåíèÿ (3.19) ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó è àñèìï-òîòè÷åñêóþ y-óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0 èñõîäíîé íåëèíåéíîéñèñòåìû (3.18).Îòìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðíàÿ �îðìà (3.18) õàðàêòåðíà äëÿ ìíîãèõ ìåõàíè÷åñêèõñèñòåì, à äîñòîèíñòâî ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è ÷àñòè÷íîé ñòà-áèëèçàöèè â òîì, ÷òî îí ïîçâîëÿåò âåñòè ïðîåêòèðîâàíèå çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ äëÿèñõîäíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû ïóòåì ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿäëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ïðîñòåéøåãî âèäà � óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì òè-ïà (3.20). Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò ñâîåãî ðîäà �ýêâèâàëåíòíàÿ ëèíåàðèçàöèÿ� èñõîäíîéíåëèíåéíîé çàäà÷è [21, 319, 33℄.3.5.3. Ñòàáèëèçàöèÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì. Ïóñòü ñèñòåìà (2.10)ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

ẏ = Ay + Bz + Pu, ż = Cy + Dz + Qu,(3.22)ãäå A, B, C, D, P , Q � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.Âåêòîð u ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè â çàäà÷å y-ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû (3.22) ìîæ-íî ïîñòðîèòü â âèäå [21, 319℄
u = Γz + u∗,(3.23)ãäå ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà Γ îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì, ïðèâîäÿùèì çàìêíóòóþñèñòåìó (3.22), (3.23) ê âñïîìîãàòåëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìå òîé æå èëè ìåíüøåéðàçìåðíîñòè. Óïðàâëåíèå u∗ ðåøàåò äëÿ ïîñòðîåííîé âñïîìîãàòåëüíîé óïðàâëÿåìîéëèíåéíîé ñèñòåìû çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè ïî âñåì ïåðåìåííûì.3.6. Ïðèìåíåíèå òåîðèè ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè)äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) ïî âñåì ïåðåìåííûìÓêàæåì îáùèå óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè(ñòàáèëèçàöèè) èëè óïðàâëåíèÿ ïî âñåì ïåðåìåííûì ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íà îñíîâåïðåäâàðèòåëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) èëè óïðàâëåíèÿ ïî÷àñòè ïåðåìåííûõ.3.6.1. Çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè. Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (2.1) òàêæå ðàññìîòðèì �óñå÷åí-íóþ� ñèñòåìó óðàâíåíèé
ż = Z(t,0, z),(3.24)ïîëó÷àþùóþñÿ èç âòîðîé ãðóïïû óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.1) ïðè y = 0. 2∗ 35



Òå î ð åì à 19 ([208℄). Ïóñòü:
1) ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ y = 0, z = 0 ñèñòåìû (2.1) ðàâíîìåðíî y-óñòîé÷èâî

(ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî);
2) íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.24) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïîËÿïóíîâó.Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (2.1) ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿ-ïóíîâó (ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó).Òåîðåìà 19 äàåò îáùèå óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è óñòîé-÷èâîñòè ïî âñåì ïåðåìåííûì ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íà îñíîâå ïðåäâàðèòåëüíîãî ðå-øåíèÿ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ.Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 19 èìååò ëîêàëüíûé õàðàêòåð. Íàïðèìåð, äëÿ ÷àñòî ðàñ-ñìàòðèâàåìîé ëèíåéíî-íåëèíåéíîé êàñêàäíîé ñèñòåìû [289℄

ẏ = Ay + Bu, ż = Z(y, z),(3.25)òàêîé, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå z = 0 �óñå÷åííîé� ñèñòåìû ż = Z(0, z) àñèìïòîòè÷åñêèóñòîé÷èâî â öåëîì, óïðàâëåíèåì âèäà
u = Ry(3.26)(R � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà) íåëüçÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, äîáèòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-÷èâîñòè â öåëîì ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0, z = 0. Â òî æå âðåìÿ ëîêàëüíàÿàñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0, z = 0 ñèñòåìû (3.25),(3.26) ãàðàíòèðóåòñÿ òåîðåìîé 19.Â ñîâðåìåííîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè àíàëîãè÷íûå âîïðîñû ñòàâÿòñÿ â áîëåå îá-ùåì âèäå: íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äëÿ ñèñòåìû (2.1) ñîîòíîøåíèå y → 0 (äëÿëþáûõ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé) è ëîêàëüíîå ñâîéñòâî y-óñòîé÷èâîñòè áóäóò îçíà-÷àòü x → 0 (òàêæå äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé) è óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíî-âó. Òàêèå çàäà÷è èçó÷àþòñÿ â ðàìêàõ óñòîé÷èâîñòè �îò âûõîäà ê �àçîâîìó âåêòîðó�(output to state stability); ïîäîáíîå ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïîíÿ-òèÿ �îáíàðóæèâàåìîñòè� (dete
tability) äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì è òðàêòóåòñÿ òàê æåêàê íåëèíåéíàÿ �íóëü-îáíàðóæèâàåìîñòü� (zero-dete
tability) ïðèìåíèòåëüíî ê íåëè-íåéíûì ñèñòåìàì. Áîëåå îáùèì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå �V -îáíàðóæèâàåìîñòè� íåëèíåé-íûõ ñèñòåì.Îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ óñòîé÷èâîñòè �îò âûõîäà ê �àçîâîìó âåêòîðó� íà íåëèíåé-íûå ñèñòåìû âèäà (2.9) ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè �îò âõîäà-âûõîäà ê �àçîâî-ìó âåêòîðó� (input-output to state stability); åùå áîëåå îáùèìè ÿâëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ�V -îáíàðóæèâàåìîñòè� è �÷àñòè÷íîé îáíàðóæèâàåìîñòè� (partial dete
tability) ïðè-ìåíèòåëüíî ê íåëèíåéíûì ñèñòåìàì âèäà (2.9).Ñòðîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå �îðìóëèðîâêè óêàçàííûõ ïîíÿòèé, à òàêæå ïîäõîäû êèõ èçó÷åíèþ ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [305, 301, 293, 302, 292, 231, 221, 158℄.3.6.2. Çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè è óïðàâëåíèÿ. Ïðåäëîæåíû òàêæå óñëîâèÿ ðàçðå-øèìîñòè çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè (óïðàâëåíèÿ) ïî âñåì ïåðåìåííûì íà îñíîâå ïðåäâà-ðèòåëüíîãî ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè (óïðàâëåíèÿ) ïî ÷àñòèïåðåìåííûõ, ý��åêòèâíî ïðèìåíÿåìûå ê èçó÷åíèþ ìíîãî÷èñëåííûõ çàäà÷ ñòàáèëè-çàöèè è óïðàâëåíèÿ óãëîâûì äâèæåíèåì òâåðäîãî òåëà [21, 319℄. Â ðàìêàõ ïðåäëî-æåííûõ óñëîâèé ïðîèñõîäèò óæå îòìå÷àâøàÿñÿ â ðàçäåëå 3.5 �ýêâèâàëåíòíàÿ ëèíå-àðèçàöèÿ� ðàññìàòðèâàåìûõ íåëèíåéíûõ (â òîì ÷èñëå è èãðîâûõ) çàäà÷.Â ïîñëåäíèå ãîäû â êîíòåêñòå ðåøåíèÿ çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè ïî âñåì ïåðåìåííûìïîëó÷èëà ðàçâèòèå äðóãàÿ òðàêòîâêà ïðîáëåìû ÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè, ïðåäïîëà-ãàþùàÿ ñîõðàíåíèå óñòîé÷èâîé ÷àñòè ñïåêòðà è ñòàáèëèçàöèþ íåóñòîé÷èâîé ÷àñòèñïåêòðà ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì [165�167℄. Àíàëîãè÷íûå èäåè [187℄ ñâÿçàíûñ èçó÷åíèåì îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ÷àñòè÷íóþ óñòîé÷èâîñòü (partial stabilitypreserving maps).36



3.7. Ïðèëîæåíèÿ è ïðèìåðûÑ óêàçàííûõ â ðàçäåëå 2.4 ìîòèâèðóþùèõ ïîçèöèé ïðîâåäåí ðÿä èññëåäîâàíèéçàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) è óïðàâëåíèÿ, îõâàòûâàþùèõ îáùèåêëàññû íåëèíåéíûõ ñèñòåì.1. Ìåõàíè÷åñêèå ãîëîíîìíûå è íåãîëîíîìíûå êîíå÷íîìåðíûå ñèñòåìû [109, 274,244, 118, 71, 139, 140, 8, 55, 129, 43, 130, 206, 260, 57, 210�213, 131, 216, 10, 120, 126,148, 214, 62, 21, 22, 336, 56, 319, 198, 88, 33℄.Áûëè âûÿâëåíû, íàïðèìåð, òàêèå èíòåðåñíûå ÿâëåíèÿ, êàê:� �óõîä� îñè ãèðîñêîïà [244℄;� �àñèìïòîòè÷åñêîå îñòàíàâëèâàíèå� ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, �óõîä� îò íèæíåãî ïîëî-æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ïîä äåéñòâèåì ñèëüíî âîçðàñòàþùåãîêîý��èöèåíòà äåìï�èðîâàíèÿ [277℄;� íàëè÷èå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ïðè îòñóòñòâèèàêòèâíûõ äèññèïàòèâíûõ ñèë ó óñòîé÷èâûõ ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé âîêðóã âåðòè-êàëè êåëüòñêèõ êàìíåé, äâèæóùèõñÿ íà àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè [55℄;� òîëüêî �ïåðåâîä� (íå �ïðèíèìàÿ íà ñåáÿ�) âîçìóùåíèé íà íåêîíòðîëèðóåìóþ÷àñòü ïåðåìåííûõ â ïðîöåññå ÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé òâåð-äîãî òåëà ïîñðåäñòâîì ñâÿçàííîãî ñ íèì ìàõîâèêà [22, 319, 26℄.2. Ñëîæíûå ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå çâåíüÿ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïà-ðàìåòðàìè, â òîì ÷èñëå ìîäåëè êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ, èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ,îðáèòàëüíûõ êîìïëåêñîâ ñ ó÷åòîì óïðóãèõ ýëåìåíòîâ è áàêîâ, ñîäåðæàùèõ æèä-êîñòü [110, 111, 113, 91, 115, 248, 265, 108, 93, 6, 340�343℄.3. Ñèñòåìû, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó óïðàâëÿåìîãî òâåðäîãî òåëà � êîñìè÷åñêîãîàïïàðàòà [112, 114, 67, 43, 120, 21, 25, 319, 26, 17, 191, 316, 339, 317℄, â òîì ÷èñëå ñèñ-òåìû, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó óïðàâëÿåìîãî òâåðäîãî òåëà ïðè íåêîíòðîëèðóåìûõïîìåõàõ è íåîïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðàõ [319, 27, 33℄.4. Ñèëîâûå ñèñòåìû (power system) [324, 233℄.5. Ìíîãîìåðíûå ñèñòåìû [170, 194, 127, 328, 224℄.6. Ñèñòåìû, îïèñûâàþùèå �îêóñèðîâêó è óñêîðåíèå ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõïîëÿõ, à òàêæå äèíàìèêó âñòðå÷è äâèæåíèé [43℄.7. Ýêîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû Ëîòêè-Âîëüòåððû [277, 195, 238℄.8. Íåêîòîðûå êëàññû àäàïòèâíûõ ñàìîíàñòðàèâàþùèõñÿ ñèñòåì è ñèñòåì ïàðà-ìåòðè÷åñêîé èäåíòè�èêàöèè [136, 103, 63, 232, 198, 88, 276℄.9. Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå ñèñòåìû [188, 133, 198, 88℄.10. Ñèñòåìû Ëóðüå � Ïîñòíèêîâà [21, 321, 319℄.Â ðàìêàõ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) è óïðàâëåíèÿ òàêæå ïðî-âåäåíû èññëåäîâàíèÿ:� ðÿäà ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ â íåáåñíîé ìåõàíèêå [37, 38, 138, 227℄;� ñõîäèìîñòè íåêîòîðûõ àëãîðèòìîâ îïòèìèçàöèè [94℄;� íåëèíåéíîé àáñòðàêòíîé ïðîáëåìû Êîøè [154℄;� óñòîé÷èâîñòè ïðàâèëüíîãî âèõðåâîãî n-óãîëüíèêà [69℄;� êîîðäèíàòíîé ñèíõðîíèçàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [327, 199, 14, 15, 30, 200℄,ñâÿçàííûå (â ñëó÷àå ñèíõðîíèçàöèè õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì) ñ ïðîáëåìîé áåçîïàñíîéêîììóíèêàöèè;� îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèé è îáëàñòåé ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñ-òåì [16, 269℄;� óñòîé÷èâîñòè ðàäàðíûõ ñèñòåì [150℄;� áàëàíñèðîâêè çàãðóçêè êîìïüþòåðíûõ ñåòåé [252℄;� óñòîé÷èâîñòè áèîòåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ [271℄. 37



�àññìîòðèì ïðèìåðû, êàñàþùèåñÿ: óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ íóëåâîãîïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ãîëîíîìíîé ëàãðàíæåâîé ñèñòåìû; ñòàáèëèçàöèè ïî ÷àñòè ïå-ðåìåííûõ ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ àñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà ñ ïîìîùüþ îäíî-ãî ìàõîâèêà; óïðàâëåíèÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ óãëîâûì äâèæåíèåì àñèììåòðè÷íîãîòâåðäîãî òåëà.3.7.1. Óñòîé÷èâîñòü ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ãîëîíîìíîé ëà-ãðàíæåâîé ñèñòåìû [109, 319℄. Ïóñòü èìååì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãîëîíîìíîé ìåõà-íè÷åñêîé ñèñòåìû ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ
d

dt

∂T

∂q̇i
−

∂T

∂qi
= −

∂Π

∂qi
(i = 1, n),(3.27)ãäå T � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, à Π(q) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû.Ïóñòü ñèñòåìà (3.27) èìååò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ q = q̇ = 0, à íàëîæåííûå íàíåå ñâÿçè è T íå çàâèñÿò ÿâíî îò âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî èíòåãðàëýíåðãèè H = T + Π = const .Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíà îòíîñèòåëüíî âñåõ îáîáùåííûõñêîðîñòåé q̇i, i = 1, n, à Π îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíà îòíîñèòåëüíî ÷àñòè îáîáùåí-íûõ êîîðäèíàò: îòíîñèòåëüíî qs (s = 1, m < n). Òîãäà [109℄ ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

q = q̇ = 0 ñèñòåìû (3.27) óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê qs, q̇i (s = 1, m; i = 1, n).Â ñàìîì äåëå, âûáèðàÿ V -�óíêöèþ Ëÿïóíîâà âèäà V = H , çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðèñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòà �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 1,åñëè â âåêòîð y âêëþ÷èòü ïåðåìåííûå qs, q̇i (s = 1, m; i = 1, n).Åñëè, ïîìèìî ñäåëàííûõ äîïóùåíèé, Π = 0 ïðè qs = 0 (s = 1, m), òî [319℄ ïîëîæå-íèå ðàâíîâåñèÿ q = q̇ = 0 ñèñòåìû (3.27) óñòîé÷èâî ïî qs, q̇i (s = 1, m < n; i = 1, n)ïðè áîëüøèõ qm+1,0, . . . , qn,0. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó T (q,0) ≡ 0 â äàííîì ñëó÷àå
H îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè qs = 0, q̇i = 0 (s = 1, m; i = 1, n) è âûïîëíåíû óñëîâèÿòðåòüåé ÷àñòè òåîðåìû 10.3.7.2. Ñòàáèëèçàöèÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ àñèììåòðè÷-íîãî òâåðäîãî òåëà ïîñðåäñòâîì îäíîãî ìàõîâèêà [319, 26℄. Èçâåñòíî, ÷òî â ïðîöåññåñòàáèëèçàöèè ïî âñåì ïåðåìåííûì ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé òâåðäîãî òåëà ïîñðåä-ñòâîì ñâÿçàííûõ ñ íèì ìàõîâèêîâ (ðîòîðîâ) ïðèâîäèìûå âî âðàùåíèå ðîòîðû �ïðè-íèìàþò íà ñåáÿ� âîçìóùåíèÿ, ïîÿâëÿþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå îòêëîíåíèÿ òåëà îò çàäàí-íîãî ñîñòîÿíèÿ. Íàðÿäó ñ ýòèì õîðîøî èçâåñòíûì �àêòîì òàêæå ïîêàçàíî [319, 26℄,÷òî ïðè ïðîâåäåíèè ÷àñòè÷íîé (ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ) ñòàáèëèçàöèè ñòàöèîíàðíûõäâèæåíèé îñíîâíîãî òåëà, äîñòàòî÷íîé âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿõ,ñâÿçàííûå ñ òåëîì ìàññû ìîãóò òîëüêî �ïåðåâîäèòü� (íå �ïðèíèìàÿ íà ñåáÿ�) âîç-ìóùåíèÿ íà íåêîíòðîëèðóåìóþ ïðè ñòàáèëèçàöèè ÷àñòü ïåðåìåííûõ. Óêàçàííàÿñèòóàöèÿ íå ïðîòèâîðå÷èò íåèçìåííîñòè ïîëíîãî êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñèñòåìûîòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ñèë.Ïóñòü èìååì àñèììåòðè÷íîå òâåðäîå òåëî, âäîëü îäíîé èç ãëàâíûõ öåíòðàëüíûõîñåé èíåðöèè êîòîðîãî çàêðåïëåíà îñü âðàùåíèÿ îäíîðîäíîãî ñèììåòðè÷íîãî ìàõî-âèêà. Óãëîâîå äâèæåíèå ýòîé ñèñòåìû (ãèðîñòàòà) âîêðóã öåíòðà ìàññ îïèñûâàåòñÿóðàâíåíèÿìè

(A1 − J1)ẋ1 = (A2 − A3)x2x3 − u1, A2ẋ2 = (A3 − A1)x1x3 − J1x3ϕ̇,

A3ẋ3 = (A1 − A2)x1x2 + J1x2ϕ̇, J1(ϕ̈ + ẋ1) = u1,
(3.28)â êîòîðûõAi � ãëàâíûå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû èíåðöèè ãèðîñòàòà: xi � ïðîåêöèè âåê-òîðà óãëîâîé ñêîðîñòè îñíîâíîãî òåëà íà ãëàâíûå öåíòðàëüíûå îñè i1, i2, i3 èíåðöèèãèðîñòàòà; J1, ϕ̇ � îñåâîé ìîìåíò èíåðöèè è óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿìàõîâèêà; u1 � óïðàâëÿþùèé ìîìåíò, ïðèëîæåííûé ê ìàõîâèêó.38
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1 �èñ. 1.Óðàâíåíèÿ (3.28) äîïóñêàþò ðåøåíèå
x1 = x2 = 0, x3 = ω = const > 0, ϕ̇ = 0, u1 = 0,(3.29)ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðìàíåíòíîìó âðàùåíèþ (çàêðóòêå) îñíîâíîãî òåëà ãèðîñòàòà ñïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω âîêðóã îñè i3. Ïðè ýòîì ìàõîâèê, îñü âðàùåíèÿêîòîðîãî çàêðåïëåíà âäîëü îñè i1, íåïîäâèæåí îòíîñèòåëüíî îñíîâíîãî òåëà, à íà-ïðàâëåíèå âåêòîðà K êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ãèðîñòàòà ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåìîñè i3; � ñì. ðèñ. 1.Ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå yj = xj (j = 1, 2), y3 = ϕ̇, z1 = x3 −ω, ñîñòàâèì ñèñòåìóâ îòêëîíåíèÿõ îò ðåøåíèÿ (3.29):
(A1 − J1)ẏ1 = (A2 − A3)y2(z1 + ω) − u1,

A2ẏ2 = [(A3 − A1)y1 − J1y3](z1 + ω),

(A1 − J1)ẏ3 = (A3 − A2)y2(z1 + ω) − J−1
1 A1u1,

A3ż1 = [(A1 − A2)y1 + J1y3]y2.

(3.30)Íàéäåì ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå u1, ðåøàþùåå çàäà÷ó y-ñòàáèëèçàöèè ïîëîæå-íèÿ ðàâíîâåñèÿ y = (y1, y2, y3)
T = 0, z1 = 0 ñèñòåìû (3.30). Îòìåòèì, ÷òî ñòàáèëè-çàöèÿ ïî y1, y2 îçíà÷àåò ãàøåíèå ìàëûõ ïðåöåññèîííûõ è íóòàöèîííûõ êîëåáàíèéâåêòîðà K êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ãèðîñòàòà ïî îòíîøåíèþ ê ñâÿçàííûì ñ òåëîìîñÿì i1, i2. Äîïîëíèòåëüíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ ïî y3 îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîöåññå ñòàáèëè-çàöèè ïî y1, y2 ìàõîâèê ëèøü �ïåðåâîäèò� ìàëûå âîçìóùåíèÿ â �äîïîëíèòåëüíîåâðàùåíèå� ãèðîñòàòà âîêðóã îñè âðàùåíèÿ i3.Ïîêàæåì, ÷òî ïðè A2 6= A3 ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåò ëèíåéíûé çàêîí óïðàâëåíèÿ

u1 = Ly,(3.31)ãäå L � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé âåêòîð-ñòðîêà ðàçìåðà (1 × 3).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ïîäñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ ïîâåäåíèå
y-ïåðåìåííûõ ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû (3.30). Ïðè A2 6= A3 ýòà ïîäñèñòåìà ïîëíî-ñòüþ óïðàâëÿåìà. Ïîýòîìó êîý��èöèåíòû â L ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî ïîëîæåíèåðàâíîâåñèÿ y = 0, z1 = 0 ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû (3.30) ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâîïî Ëÿïóíîâó è (îäíîâðåìåííî) ýêñïîíåíöèàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî. Ïî-ñêîëüêó íåëèíåéíûå ÷ëåíû â ñèñòåìå (3.30) îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè y = 0, òî óêàçàí-íûì äëÿ ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû (3.30) ñâîéñòâîì ïîëèóñòîé÷èâîñòè, íà îñíîâàíèèòåîðåìû 15 îáëàäàåò è ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ y = 0, z1 = 0 ñàìîé íåëèíåéíîé ñèñ-òåìû (3.30). 39
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–1,04 �èñ. 3.Òåõíè÷åñêè ðåàëèçàöèÿ çàêîíà óïðàâëåíèÿ (3.31) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó. Ïî-êà ãèðîñòàò ñîâåðøàåò çàäàííîå äâèæåíèå (3.29), ìàõîâèê íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèèïîêîÿ (óïðàâëÿþùèé äâèãàòåëü âûêëþ÷åí). Ïðè ïîÿâëåíèè ìàëûõ âîçìóùåíèé ñïå-öèàëüíûå óñòðîéñòâà �îðìèðóþò è ïðèêëàäûâàþò ê ìàõîâèêó óïðàâëÿþùèé ìî-ìåíò (3.31). Â ðåçóëüòàòå îñíîâíîå òåëî ãèðîñòàòà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âîçâðàùàåòñÿâ èñõîäíûé ðåæèì ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ, à ñàì ìàõîâèê � â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ.Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû (3.30), (3.31) ïðè çíà-÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ A1 = 900, A2 = 600, A3 = 500, J = 100 (êãì2), ω = 0,4 (ñ−1)è íà÷àëüíûõ äàííûõ y10 = y20 = 0,1 (
−1), y30 = z10 = 0. Äîïóñòèì, ÷òî óïðàâëå-íèå u1 ïîä÷èíåíî îãðàíè÷åíèþ |u1| ≤ 1 (Íì). �àñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî êîý��èöèåíòû
L = (l1, l2, l3)

T ìîæíî âûáðàòü â âèäå l1 = −3,5; l2 = −3,5; l3 = −1,1 (Íìñ). Ïðàê-òè÷åñêîå ãàøåíèå âîçìóùåíèé ïî ïåðåìåííûì y1, y2, êàê è ïðàêòè÷åñêàÿ îñòàíîâêàìàõîâèêà, äîñòèãàþòñÿ â äàííîì ñëó÷àå ñïóñòÿ ïðèìåðíî 1500 (ñ). Íà ðèñ. 2, 3 ïî-êàçàíû ãðà�èêè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé y3 (ãðà�èêè y1, y2 ïðèìåðíî òàêèå æå, êàêïî õàðàêòåðó, òàê è ïî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè) è óïðàâëåíèÿ u1.3.7.3. �Ïðîõîæäåíèå� àñèììåòðè÷íûì òâåðäûì òåëîì çàäàííîãî óãëîâîãî ïîëî-æåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå [25, 319℄. �àññìîòðèì äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà
A1ẋ1 = (A2 − A3)x2x3 + u1,

A2ẋ2 = (A3 − A1)x1x3 + u2,

A3ẋ3 = (A1 − A2)x1x2 + u3,

(3.32)îïèñûâàþùèå óãëîâîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ïîä äåéñòâèåì óïðàâëÿþùèõ ìîìåí-òîâ ui; Ai � ãëàâíûå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû èíåðöèè òåëà.40



Íàðÿäó ñ (3.32) ðàññìîòðèì îïðåäåëÿþùèå îðèåíòàöèþ òåëà êèíåòè÷åñêèå óðàâ-íåíèÿ â ïåðåìåííûõ �îäðèãà � �àìèëüòîíà
2λ̇0 = −

∑

(xiλi),

2λ̇1 = x1λ0 + x3λ2 − x2λ3,

2λ̇2 = x2λ0 + x1λ3 − x3λ1,

2λ̇3 = x3λ0 + x2λ1 − x1λ2.

(3.33)Ïåðåìåííûå λ0, λi, îáðàçóþùèå âåêòîð λ, ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì
λ2

0 +
∑

λ2
i = 1.(3.34)Íàéäåì óäîâëåòâîðÿþùèå çàäàííûì îãðàíè÷åíèÿì

|ui| ≤ αi = const > 0(3.35)óïðàâëÿþùèå ìîìåíòû ui, ïåðåâîäÿùèå òåëî çà êîíå÷íîå âðåìÿ èç íà÷àëüíîãî ñî-ñòîÿíèÿ λ(t0) = λ0 â çàäàííîå λ(t1) = λ1. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåìïîêîÿ x(t0) = x0 = 0. Âåëè÷èíà x1 = x(t1) óãëîâîé ñêîðîñòè â ìîìåíò t = t1 ìîæåòáûòü ïðîèçâîëüíîé. Ìîìåíò âðåìåíè t1 íå �èêñèðóåòñÿ.Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé óïðàâëåíèÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ (ïî λi), îïðå-äåëÿþùèõ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (3.32)�(3.34): çàäà÷åé �ïðîõîæäåíèÿ� àñèììåòðè÷íûìòâåðäûì òåëîì çàäàííîãî óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ â òðåõìåðíîì èíåðöèàëüíîì ïðî-ñòðàíñòâå. Òàêàÿ çàäà÷à íåáåçûíòåðåñíà, íàïðèìåð, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè áûñò-ðåéøåé ïåðåîðèåíòàöèè êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ ñîâåðøåíèÿ êðàòêîâðåìåííûõäåéñòâèé â ìîìåíò äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîãî óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ; ýòî ìîæåò áûòü�îòîãðà�èðîâàíèå, ïîðàæåíèå öåëè, ïåðåäà÷à èí�îðìàöèè è ò.ï.Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè äàëåå ñ÷èòàåì λ1 = (1, 0, 0, 0).Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåì óïðàâëÿþùèå ìîìåíòû
u1 = 2A1λ

−1
0

[

(λ2
0 + λ2

1)u
∗

1 + (λ1λ2 + λ0λ3)u
∗

2 + (λ1λ3 − λ0λ2)u
∗

3

]

+(3.36)
+

1

2
A1λ1λ

−1
0

∑

x2
i + (A3 − A2)x2x3 (123)(âûïèñàí òîëüêî óïðàâëÿþùèé ìîìåíò u1, à u2, u3 ïîëó÷àþòñÿ èç (3.36) öèêëè-÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ 1 → 2 → 3), ïîçâîëÿþùèå èç çàìêíóòîé ñèñòå-ìû (3.32)�(3.34), (3.36) âûäåëèòü âñïîìîãàòåëüíóþ ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

λ̈i = u∗

i .(3.37)Â ñîîòâåòñòâèè ñ öåëüþ ðàññìàòðèâàåìîé íåëèíåéíîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ðåøèìâñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó áûñòðåéøåãî ïðèâåäåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (3.37) â ïîëî-æåíèå
λi = 0.(3.38)Åå ðåøåíèå ïðè îãðàíè÷åíèÿõ |u∗

i | ≤ α∗

i = const > 0 èìååò âèä
u∗

i = −α∗

i sgnλ0
i ,(3.39)à ñîîòíîøåíèÿ τ =

[

2|λ0
i |(α

∗

i )
−1

]1/2 îïðåäåëÿþò ìèíèìàëüíîå âðåìÿ τ (îäíîâðåìåí-íîå ïî îòíîøåíèþ êî âñåì ïåðåìåííûì λi) äîñòèæåíèÿ ïîëîæåíèÿ (3.38): âðåìÿ τóïðàâëåíèÿ â èñõîäíîé íåëèíåéíîé çàäà÷å. 41
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�èñ. 4.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ èñõîäíîé íåëèíåéíîé çà-äà÷è óïðàâëåíèÿ [25, 319℄.1. Âûáîð êîíñòðóêöèè (3.36) óïðàâëÿþùèõ ìîìåíòîâ ui ñ u∗

i âèäà (3.39).2. �Íàçíà÷åíèå� α∗

i ñ ó÷åòîì �âûðàâíèâàíèÿ� âðåìåíè óïðàâëåíèÿ ïî êàæäîé èçïåðåìåííûõ λi è ïðîâåðêà âûïîëíèìîñòè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèé (3.35) íà ui. Äëÿýòîãî èñïîëüçóåì ðàâåíñòâà
x1 = 2λ−1

0

[

(λ2
0 + λ2

1)λ̇1 + (λ1λ2 + λ0λ3)λ̇2 + (λ1λ3 − λ0λ2)λ̇3

]

(123),ïîëó÷àþùèåñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé äëÿ λ̇i â (3.33) ïî xi, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïðî-âåðèòü âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé (3.35) íà òðàåêòîðèÿõ ëèíåéíîé ñèñòåìû (3.37),(3.39).Åñëè îöåíêè (3.35) íå âûïîëíÿþòñÿ, èëè íàîáîðîò, åñòü �ðåçåðâ� â èõ âûïîëíåíèè,íåîáõîäèìî ïðîäîëæèòü ïîèñê ïîäõîäÿùèõ α∗

i . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåîðèåíòàöèÿîñóùåñòâëÿåòñÿ çà âðåìÿ τ .Îòìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðà (3.36) óïðàâëÿþùèõ ìîìåíòîâ ñîäåðæèò ñîìíîæèòåëü
λ−1

0 , êîòîðûé �îðìàëüíî ïðèâîäèò ê �îñîáåííîñòè�. Îäíàêî â ñëó÷àå λ1 = (1, 0, 0, 0) âïðîöåññå óïðàâëåíèÿ |λ0| ∈ [ |λ0
0|, 1]. Ïîýòîìó óêàçàííîé �îñîáåííîñòè� íå âîçíèêàåò.Êðîìå òîãî, åñëè λ1 6= (1, 0, 0, 0), èëè çíà÷åíèå λ0

0 ìàëî, òî äîñòàòî÷íî ïåðåéòè êóïðàâëÿþùèì ìîìåíòàì, ïîëó÷àþùèìñÿ èç (3.36) ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ (èëè êêîìáèíàöèè òàêèõ óïðàâëÿþùèõ ìîìåíòîâ).Ñ ó÷åòîì ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé çàêëþ÷àåì, ÷òî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà-÷è óïðàâëåíèÿ âñåãäà ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñðåäñòâîì ñêîëü óãîäíî ìàëûõ ïî âåëè÷èíåóïðàâëÿþùèõ ìîìåíòîâ. Ïðè ýòîì ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó âðåìåíè ïåðåîðèåíòàöèè42



â çàâèñèìîñòè îò çàäàííûõ îãðàíè÷åíèé (3.35) íà ui:
τ ≤ max(γi),

γ2
1 = 4α−1

1

[

1 − (λ0
0)

2
]1/2

{

A1

[

1 + (λ0
1)

2(λ0
0)

−2
]1/2

+

+ 2(λ0
0)

−2
[

A1λ
0
1(λ

0
0)

−1 + |A3 − A2|
] [

1 − (λ0
0)

2
]1/2

}

(123).Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ðàñïðîñòðàíåí íà ñëó÷àé äåéñòâèÿ íåêîíòðîëèðóåìûõ ïî-ìåõ [319, 27℄.Äëÿ òâåðäîãî òåëà ñ A1 = 4 · 104, A2 = 8 · 104, A3 = 5 · 104 (êãì2) ðàññìîòðèìïåðåîðèåíòàöèþ èç ïîëîæåíèÿ x0 = 0, λ0 = (0,701; 0,353; 0,434; 0,432) â ïîëîæåíèå
λ1 6= (1, 0, 0, 0) â äâóõ ñëó÷àÿõ:1) çíà÷åíèå x1 6= 0 è ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì;2) x1 = 0.Â ñëó÷àå 1 çà âðåìÿ τ = 70 (ñ) ïåðåîðèåíòàöèÿ ïîñðåäñòâîì óïðàâëåíèé (3.36),(3.39) äîñòèãàåòñÿ ïðè α1 = 29,9; α2 = 40,1; α3 = 24,9 (Íì). Äëÿ ñðàâíåíèÿ, â ñëó-÷àå 2 ïðè òîì æå τ ïåðåîðèåíòàöèÿ ïîñðåäñòâîì óïðàâëåíèé (3.36), â êîòîðûõ u∗

iïðèâîäÿò ñèñòåìó (3.37) â íóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, äîñòèãàåòñÿ ïðè α1 = 32,6;
α2 = 80,1; α3 = 68,0 (Íì). �àñ÷åò òàêæå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè maxαi ≤ 80,1 (Íì)ïåðåîðèåíòàöèÿ â ñëó÷àå 1 äîñòèãàåòñÿ çà âðåìÿ 49,5 (ñ); ïðè îäíèõ è òåõ æå îãðà-íè÷åíèÿõ íà ui âûèãðûø âî âðåìåíè â ñðàâíåíèè ñî ñëó÷àåì 2 ñîñòàâëÿåò 29,3%. Íàðèñ. 4 ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíû óïðàâëåíèÿ ui (ðàçðûâíûå ïðè t = 35 (ñ)), ðåøà-þùèå çàäà÷ó ïåðåîðèåíòàöèè â ñëó÷àå 2 çà âðåìÿ τ = 70 (ñ); ïóíêòèðíîé ëèíèåé �óïðàâëåíèÿ ui (íåïðåðûâíûå), îáåñïå÷èâàþùèå ïåðåîðèåíòàöèþ â ñëó÷àå 1 çà âðåìÿ
τ = 70 (ñ). Ñïëîøíîé ëèíèåé (ïðè 0 ≤ t ≤ 49,5 (ñ)) ñ ïîñëåäóþùèì ïðîäîëæåíèåìòî÷å÷íîé ëèíèåé � óïðàâëåíèÿ ui (íåïðåðûâíûå), îáåñïå÷èâàþùèå ïåðåîðèåíòàöèþâ ñëó÷àå 1 ïðè maxαi ≤ 80,1 (Íì) (çà âðåìÿ τ = 49,5 (ñ)).4. Çàêëþ÷åíèå è íåðåøåííûå ïðîáëåìûÇà ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå ðàçâèòèå òåîðèè ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçà-öèè), êàê ýòî è ïðåäïîëàãàëîñü â ïðåäûäóùåì îáçîðå [22℄, áûëî ñóùåñòâåííûì. Áî-ëåå òîãî, èìåííî â ýòîò ïåðèîä ïîÿâèëèñü äîïîëíèòåëüíûå ñòèìóëû ê äàëüíåéøåéðàçðàáîòêå òàêîé òåîðèè. Ïîìèìî òðàäèöèîííûõ è íå òåðÿþùèõ àêòóàëüíîñòè çà-äà÷ ìåõàíèêè, ÷àñòè÷íàÿ óñòîé÷èâîñòü îêàçàëàñü ïîäõîäÿùèì ïîíÿòèåì â áóðíîðàçâèâàþùèõñÿ íà ñòûêå �èçèêè è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ìåòîäàõ óïðàâëåíèÿ õàî-ñîì, à ÷àñòè÷íîå óïðàâëåíèå ñòàëî ñèñòåìàòè÷åñêè èññëåäîâàòüñÿ íà ñòûêå õèìèè èòåîðèè óïðàâëåíèÿ. Ïîëó÷èëè ðàçâèòèå è ðÿä äðóãèõ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé íåëèíåéíîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ïîñâÿùåííûõ ðàçëè÷íûì àñ-ïåêòàì èíâàðèàíòíîñòè íåòðèâèàëüíûõ ìíîæåñòâ è àòòðàêòèâíîñòè ìíîãîìåðíûõãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, òàêæå òåñíî ñâÿçàííûõ ñ êîíöåïöèåé ÷àñòè÷íîé óñòîé÷è-âîñòè. Íàêîíåö, íàðÿäó ñ èññëåäîâàíèÿìè îïåðàòîðíûõ ñîîòíîøåíèé �âõîä-âûõîä�äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåì, �âõîä-âûõîäíûå� ñâîéñòâà ñòàëè ñèñòåìàòè÷åñêè èññëåäîâàòü-ñÿ è äëÿ ñèñòåì, çàäàííûõ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Âîçíèêëà è ïîëó÷èëà ðàçâèòèåíîâàÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè �îò âõîäà ê âûõîäó� äëÿ ñèñòåì, çàäàííûõ â ïðîñòðàíñòâåñîñòîÿíèé, îïèðàþùàÿñÿ íà ìåòîä �óíêöèè Ëÿïóíîâà â ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäè�è-êàöèè.Óêàçàííûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé ïîçâîëÿþò â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïî-íîâîìó ñìîòðåòü êàê íà ñàìó ïðîáëåìàòèêó çàäà÷ ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáè-ëèçàöèè) è ìåñòî ýòèõ çàäà÷ â îáùåé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, òàê è íà ïåðñïåê-òèâû èõ ðàçâèòèÿ. Ïî-âèäèìîìó, èíòåðåñ ê çàäà÷àì ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòà-áèëèçàöèè) áóäåò ðàñòè, è â áëèæàéøåå âðåìÿ â ýòîé îáëàñòè âíîâü ìîæíî îæèäàòü43



ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ. Ìîæíî îæèäàòü è ðàñøèðåíèÿ êðóãà ðàññìàòðèâàå-ìûõ âîïðîñîâ, âåäü òåðìèíû �÷àñòè÷íàÿ óñòîé÷èâîñòü�, �÷àñòè÷íàÿ ñòàáèëèçàöèÿ�,�÷àñòè÷íîå óïðàâëåíèå�, ïîìèìî òåõíè÷åñêîé ñ�åðû, èñïîëüçóþòñÿ ïðè àíàëèçå õè-ìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, â ýêîíîìèêå è ïîëèòèêå. Íåñìîòðÿ íà ïîÿâëåíèå è ðàçâèòèåíîâûõ áîëåå îáùèõ çàäà÷ òîé æå íàïðàâëåííîñòè, çàäà÷è ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè(ñòàáèëèçàöèè) äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èíòåðåñ-íîé è ïîó÷èòåëüíîé èñòîðèåé èõ ðàçâèòèÿ áóäóò îñòàâàòüñÿ âàæíûì çâåíîì äàëü-íåéøèõ èññëåäîâàíèé. Êðîìå òîãî, ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïåðåõîä ê áîëååîáùèì ïîñòàíîâêàì, âî âñÿêîì ñëó÷àå íà ïåðâîíà÷àëüíîì ýòàïå èññëåäîâàíèÿ, íåâñåãäà íåîáõîäèì.Îòìåòèì îñíîâíûå íåðåøåííûå âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ ñîáñòâåííî òåîðèè ÷àñòè÷-íîé óñòîé÷èâîñòè (ñòàáèëèçàöèè) è óïðàâëåíèÿ.1. Ïî-ïðåæíåìó àêòóàëüíû âîïðîñû êîíñòðóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ðåøàþùèõ çà-äà÷ó ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè �óíêöèé Ëÿïóíîâà êàê äëÿ äîñòàòî÷íî îáùèõ êëàñ-ñîâ, òàê è äëÿ êîíêðåòíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Â ýòîé ñâÿçè çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò äàëüíåéøàÿ ðàáîòà ïî îñëàáëå-íèþ òðåáîâàíèé ê �óíêöèÿì Ëÿïóíîâà. Â åùå áîëüøåé ñòåïåíè äàííàÿ ïðîáëåìàêàñàåòñÿ òðåáîâàíèé ê �óíêöèîíàëàì Ëÿïóíîâà � Êðàñîâñêîãî, ðåøàþùèõ çàäà÷ó÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì (çàïàçäûâàíèåì).2. Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå ñòàëî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ïðè-ìåíåíèþ ïåðâîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà ê çàäà÷àì ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè. Âìåñòå ñòåì ïîòåíöèàë ýòîãî ìåòîäà, â ñî÷åòàíèè ñ ñîâðåìåííûìè äîñòèæåíèÿìè äè��åðåí-öèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè è êà÷åñòâåííîé òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé, äîñòàòî÷íî âûñîê è íà åãî îñíîâå, ïî-âèäèìîìó, ìîæíî áûëî áû âûäåëèòü îáùèåñòðóêòóðíûå �îðìû ÷àñòè÷íî óñòîé÷èâûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì 2-ãî è 3-ãî ïîðÿäêîâ.3. Îáøèðíûì ïîëåì äëÿ èññëåäîâàíèé ïðîäîëæàåò îñòàâàòüñÿ ïðîáëåìà ðàçðà-áîòêè êîíñòðóêòèâíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ â çàäà÷àõ ÷àñòè÷íîéñòàáèëèçàöèè è óïðàâëåíèÿ. Íåñìîòðÿ íà óñèëèâøèéñÿ èíòåðåñ ê òàêîé ïðîáëåìå,çäåñü îñòàåòñÿ ìíîãî íåðàñêðûòûõ âîçìîæíîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, íåáåçûíòåðåñíûìïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçâèòèå óæå îáñóæäàâøåéñÿ â ðàçäåëå 3.5 èäåè ðàñøèðåíèÿ âîç-ìîæíîñòåé ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè è óïðàâëåíèÿ çà ñ÷åò èñïîëü-çîâàíèÿ ïîçèöèîííûõ óïðàâëåíèé èç êëàññà äðîáíî-íåëèíåéíûõ �óíêöèé �àçîâûõïåðåìåííûõ.4.Íåîáõîäèìî äàëüíåéøåå èçó÷åíèå óñëîâèé ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâ ÷àñòè÷íîé óñòîé-÷èâîñòè ïðè âîçìóùåíèÿõ ñòðóêòóðû ñèñòåìû. Òàêæå æåëàòåëüíî ïðîâåñòè îáùèéàíàëèç èçìåíåíèÿ �àçîâîãî ïîðòðåòà ÷àñòè÷íî óñòîé÷èâîé ñèñòåìû ïðè âîçìóùå-íèÿõ åå ñòðóêòóðû. Îñîáåííîñòü ñèòóàöèè â òîì, ÷òî ïîòåðÿ ñâîéñòâà ÷àñòè÷íîéóñòîé÷èâîñòè ìîæåò ïðîèñõîäèòü â �ãðóáîé� â ñìûñëå Àíäðîíîâà � Ïîíòðÿãèíà ñèñ-òåìå.5. Öåëåñîîáðàçíî ïðîâåñòè âñåñòîðîííèé àíàëèç òîãî, êàêèì îáðàçîì íàëè÷èåñâîéñòâà ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè â ñèñòåìå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ äàëü-íåéøåãî àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ýòîé ñèñòåìû ïî âñåì ïåðåìåííûì. Áûëî áû òàêæåïîëåçíî ñ îáùèõ ïîçèöèé ñèíòåçà ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì èçó÷èòü ñèòóàöèè, êîãäà âóñòîé÷èâîé ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ñèñòåìå ïðîâîäèòñÿ ñòàáèëèçàöèÿ ïî îñòàâøèìñÿïåðåìåííûì ñ öåëüþ åå ñòàáèëèçàöèè ïî âñåì ïåðåìåííûì.6. Çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ èçó÷åíèå çàäà÷è ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîìïðîìåæóòêå âðåìåíè ñ ó÷åòîì âîçìîæíîñòè ñîõðàíåíèÿ (ïðè âîçìóùåíèÿõ) äàí-íîãî ñâîéñòâà ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè íà ðàññìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå �óíêöèî-íèðîâàíèÿ ñèñòåìû. Âîçìîæíî, èìåííî íà äàííîì ïóòè óäàñòñÿ ïðåäëîæèòü áîëååñòàáèëüíóþ ê ïîìåõàì è âîçìóùåíèÿì ñòðóêòóðû ñèñòåìû êîíöåïöèþ ÷àñòè÷íîéóñòîé÷èâîñòè.44
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