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Том XXV «АВТОМАТИКА И ТЕЛЕМЕХАНИКА» 

1964 

М 5 

УДК 62-501.32 

АБСОЛЮТНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ НЕЛИНЕЙНЫХ РЕГУЛИРУЕМЫХ 
СИСТЕМ В КРИТИЧЕСКИХ СЛУЧАЯХ. III 

В . А. Я К У Б О В И Ч 

(Ленинград) 

Методом матричных неравенств [1] исследуется общий критиче­
ский случай задачи об абсолютной устойчивости регулируемых систем 
с одной, вообще говоря, разрывной нелинейностью. Находится условие 
абсолютной устойчивости, которое является достаточным и, если отбро­
сить некоторые граничные случаи, необходимым для существования у 
системы функции Ляпунова вида «квадратичная форма плюс интеграл 
от нелинейности». Исследуются возможности метода, основанного на 
функциях Ляпунова указанного вида. 

Будем придерживаться сформулированных в [2, 3] условий относитель­
но обозначений*. Рассмотрим систему «прямого регулирования» [4] 

^ = Px + pq(o), о = г*х, (1) 

где ф(а) —• вообще говоря, разрывная функция, имеющая лишь точоки раз­
рыва первого рода **. Предполагается, кроме того, что для любой точки 
непрерывности а Ф 0 выполнено условие 

0 < а<р(а) < [хоо2 (0 < (ло < + оо) (2) 

и для любой точки разрыва OQ Ф 0 выполнены условия 

ф ( ( 7 0 - 0 ) Ф 0, ф((7о + 0) Ф 0 . (3) 

Система (1) имеет решение х = 0 , если даже функция ф(а) разрывна 
в точке о = 0 (см. подробнее § 3 Приложения). Как обычно, система (1) 
называется абсолютно устойчивой, если для любой функции ф(о), удов­
летворяющей сформулированным условиям, решение х = 0 устойчиво по 
Ляпунову и любое решение х (t) стремится к нулю при t —•»• оо . 

Будем полагать, что характеристическое уравнение det (Р — XI) = 0 
имеет v i корней в открытой левой полуплоскости и V2 корней на мни-

* Большими (не жирными) латинскими буквами обозначаются матрицы, ма­
лыми латинскими — векторы, греческими — скалярные величины. Исключениями 
являются t—время и V — функция Ляпунова. Индексы и степени обозначаются 
любыми буквами. Если не оговорено противное, то матрицы, векторы и числа явля­
ются вещественными; матрицы имеют порядок v X v , векторы — v X !• Векторы 
рассматриваются как одностолбцовые матрицы. Звездочка означает транспонирова­
ние, так что а* — вектор-строка, а* 6 = (6, а ) —число, скалярное произведение векто­
ров а и by ba* — матрица. Запись Н > 0 означает, что Н — определенно-положитель­
ная симметричная матрица: Я * = Я , х*Нх > 0 для любого х Ф 0.1 означает единич­
ную матрицу. 

** Т. е. существуют конечные пределы справа и слева ф(оо + 0) , ф (сто — 0) . 
Результаты остаются справедливыми (доказательства несколько усложняются) , если 
Ф(сг)—измеримая, ограниченная на любом конечном интервале функция. 
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мой оси. Корни считаются с учетом кратности, так что vi + v;> = v. Кри­
тическим случаем будем называть такой, когда V2 > 0. Если detP = 0, то 
система (1) сводится к системе «непрямого регулирования», исследован­
ной в [2, 3]. Поэтому в основном нас будет интересовать случай det Р ф 0. 

Отметим, что критический случай является не исключительным, а об­
щим, если иметь в виду задачу [4—6] *. 

В предположении, что щ конечно, функция ф(о) непрерывна и удов­
летворяет вместо (3) условию 

0 < е0а2 < аф(а) < ц0а2 (4) 
с некоторым so > 0, М. А. Айзерман и Ф. Р. Гантмахер показали [7], что 
критический случай сводится к некритическому и что критерий В. М. По­
пова [8, 9] ра:спространяется тем самым с определенными дополнениями 
на случай, когда v-2 > 0. Ниже будет показано, что этот результат М. А. Ай-
зермана и Ф. Р. Гантмахера остается справедливым в более общих сфор­
мулированных выше предположениях **. В отличие от работы [7] здесь не 
используются результаты [8, 9], доказательство основывается на решении 
специальных матричных неравенств [1]. Этот путь позволяет дать практи­
чески исчерпывающий ответ на вопрос о существовании у системы (1) 
функции Ляпунова вида 

V = x*Hx + ®^ y(o)do, (5) 
о -< 

где В — Я*, f> — искомые параметры. Этому вопросу, как известно, посвя­
щено большое число работ. 

Введем переходную функцию линейной части системы 
Х (Х) = г * (P-XI)-iq, (С.) 

которую представим в виде 
Х(Ь) = Х 1 ( Я ) + (7) 

Г Д С Xi(̂ ) — сумма простейших дробей с полюсами в открытой левой 
полуплоскости и Хг(^) — сумма простейших дробей с полюсами на мнимой 
оси. 

Выбирая подходящим образом матрицу S, заменой 
x = Sx = (8) 

приведем систему (1) к виду "• 
dx I dt = Рх + дф(о), о = г*х, (9) 

где 

-Сок)- ?-л <10) 

Г), («) 
и спектры Vi X vi матрицы Р± и Уг X V2 матрицы Рч лежат соответствен­
но в открытой левой полуплоскости и на мнимой оси. Пусть 

\х2) ' Лд2) ' \г2 

* Пусть в (1) функция ср(о~) не удовлетворяет условиям (2), спектр Р располо­
жен произвольно и (\iu И*) — один из интервалов (расширить который нельзя) , та­
кой, что при \ii < \i < \i2 линеаризованное уравнение (1) с - ф ( < у ) . = р,сг асимптотиче­
ски устойчиво. Задача об абсолютной устойчивости в секторе \i\02 < о*ф(а) < J1.2O2 

сводится к сформулированной задаче для критического случая, если только либо 
\ii Ф —оо либо jx2 Ф + ° ° . Это означает, что не имеет места особый случай, когда 
Р — гурвицева матрица и амплитудно-фазовая характеристика %(ico) = r*(P — ml)~lq 
пересекает действительную ось при — оо < со < + о о лишь в точке % = 0. 

** Вопрос о том, сохраняется ли абсолютная устойчивость при переходе от (4) 
к (2), равносилен вопросу об «опасности» или «безопасности» границы ео ==0 в про­
странстве параметров {Р, q, г, [х0, ео), что представляет определенный интерес для 
приложений. Переход от (4) к (2) означает, что допускается случай, критический 
по Ляпунову («в малом»), с произвольным числом чисто мнимых корней. Обычно 
это допущение приводит к серьезным математическим трудностям. 
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где векторы с индексами 1 и 2 имеют соответственно порядок vi и V 2 . 
Система (9) запишется в виде 

**L- PlXl + 9 1 ф (о), ^ - = Р 2 * 2 + ?2Ф (о), в = • V^+V*, . (12) 

Так как, очевидно, %(Х) является инвариантом преобразования (8), 
т. е. х(Я-) = г*(Р-Х1)-% то х(Л) = пЦР^-М)-^ + r 2*(P 2 - U)g a. 
Сравнивая с (7), получим в силу единственности разложения (7) 

%}(К) = г,*(Р., - XI)-*qf (j = 1, 2). (13) 

Обозначим 

р=ШпЬ%(Х), Pj=lim%W. (14) 
|Х|-ЮО |Л]-ИХ> 

Из (6), (13) имеем 
P = - r*g , Py^-rfqj ( / - I , 2). (15) 

Для абсолютной устойчивости необходимо, чтобы было выполнено 
условие предельной устойчивости [7], состоящее в том, что система (1) 
с ф(а) = \iO асимптотически устойчива для достаточно малых |х > О 
(матрица Р + \iqr* — гурвицева при достаточно малых | Л > 0 ) . В рабо­
те [7] приведено необходимое и достаточное условие предельной устойчи­
вости в терминах поведения на комплексной плоскости характеристики 
%(Х). Следующая теорема дает необходимое и практически достаточное 
условие предельной устойчивости в аналитических терминах. 

Теорема 1. Для предельной устойчивости необходимо, чтобы кратность 
каждого чисто мнимого корня уравнения det (Р — XI) — 0 равнялась 1 
или 2, а также, чтобы при разложении функции %z{X) (или %(Х)) на 
простейшие дроби каждой паре простых корней ±то Ф 0 отвечало 
слагаемое (аХ + (5) / (X2 + <*>о2), где а ^ 0, а + Ф 0, простому ну­
левому корню — слагаемое Г 2 / Я, где Г 2 > 0, двукратному нулевому кор­
ню — слагаемое уо / X2 + yi / X, где уо > 0, yi ^ 0 *, паре двукратных чи­
сто мнимых корней ±коо ф 0 отвечало слагаемое (аХ + Р) / (X2 + о)о2) + 
+ у(Х2 + coo2) / (X2 + соо2)2, где у > 0, а ^ 0. 

Если выполнены сформулированные условия и коэффициенты указан­
ных разложений удовлетворяют строгим неравенствам (а > 0, Y i ^ O ) * 
то предельная устойчивость имеет место. 

Для случая detP — 0 эта теорема в других терминах доказана в [2] **. 
В случае detP Ф 0 доказательство проводится дословно так же, как и в 
[2], и мы его опускаем. 

Определение. Будем называть функцию %j(X), / = 1, 2, невырожден­
ной, если ее нельзя представить в виде отношения многочленов со сте­
пенью знаменателя меньшей, чем V j . 

Из теоремы 1 следует, что для предельной устойчивости необходимо 
(но, конечно, недостаточно), чтобы функция %z(X) была невырожденной. 

Обозначим через ±шк полюса функции %2(Х), т. е. в случае невырож­
денности чисто мнимые корни (включая нулевой, если он имеется) урав­
нения det (Р — XI) = 0. Положим *** 

Ъ = ^Выч[КЪ(Щ = г2*Р2{д2 ( / = 0 , 1 , . . . ) (16) 
h < Ю 

* Условия Г 2 > 0, Yo > 0, Yi > 0 - выведены А. Й. Лурье [4]. 
** Функция ty(X) [2] связана с %(Х) соотношением Х%(Х) = р + $(Х), ще р — 

коэффициент в системе (1.1) [2], совпадающий с (14). 
*.** Справедливость последнего равенства (16) устанавливается сразу же приме­

нением формулы Коши для функций от матриц (см. [3]). При / = 0, по определению, 
Ко = г2*дг = — Р 2 , даже если d e t P = 0. 
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Основной результат статьи содержится в следующей теореме. 
Теорема 2 . 1°. Предположим, что выполнено условие предельной устой­

чивости. Для абсолютной устойчивости системы (1) достаточно, чтобы 
для некоторых т > О, О и всех со ;> О были выполнены соотношения 

о2 = Re [(т + ио'Ф)х2(ио)1 (со ф соЛ), (17) 
т я (и>) = -1 + #р 2 + Re [(т + ш#) xi (ш)) > 0, (18) 

т 
если lim л; (со) = — • -|- фр = 0, то lim со 2 я(со)>0, (19) 

са~>-\-оо Н'О со—>-оо 

• т > 0 при detP = 0. (20) 

2°. Соотношение (17) равносильно в случае невырожденностл функции 
%2 (Я) соотношениям 

+ тагл = 0 <А = 1 , 2 , . . . , 2Л — 1 < v 2 ) . (21) 

Утверждение пункта 1° справедливо, если вместо предположения о пре­
дельной устойчивости выполнены условия: а) %2(Я) — невырожденная 
функция, б) V2 X v 2 матрицы 

% 0 х 3 0 . . 
о — %3 о — % . . 

К' = \ х 3 0 х 5 0 . . . ) , КГ = 
0 —- х 5 0 — х 7 . . 

х 0 0 х 2 0 
0 — »2 0 — х 4 

х 2 0 и 4 Q 
0 — >с4 0 — х 6 

удовлетворяют неравенству 
т Я / + . ^ / > 0 , (23) 

3°. При выполнении условий пп. 1° или 2° у системы (1) существует 
функция Ляпунова вида (5) такая, что У > 0 при х ф 0, У«СО почти 
всюду, обеспечивающая абсолютную устойчивость. 

4°. При V2 > 0 из факта существования у системы (1) функции Ляпу­
нова вида (5) такой, что У > 0 при х Ф 0, У < 0 для любой непрерыв­
ной функции ф(а), удовлетворяющей условиям (2), следует существова­
ние параметров т ;> 0, для которых выполнены тождественно (17) и со­
отношение Jt (со) ;> 0, где я (со) определяется формулой (18). 

5°. Справедливы утверждения пп. 1°, 2° и 4° с заменой соотношений 
(17), (18) на неравенство 

я (со) = - f + Re [(т + шф) % (ш)] > 0 (со =f щ), (24) 

причем для пункта 4° в (24) знак > нужно заменить на 
Последнее утверждение показывает, что теорему 2 можно рассматри­

вать как распространение критерия Попова як критический случай и слу­
чай разрывных нелинейностей. 

В наиболее важном случае двух чисто мнимых корней из теоремы 2 
выводим следующее достаточное условие абсолютной устойчивости. 

Следствие. Предположим, что уравнение det (Р — Я/) = 0 имеет на 
мнимой оси лишь два корня ±icoo ф 0. Представим функцию %(Я) в виде 

= %i(X) + (аЯ + Р) / (Я2 + соо2), где %i(X) — голоморфная функция 
на мнимой оси. Для абсолютной устойчивости системы (1) достаточно, 
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чтобы а > 0, а также, чтобы для всех со ^ 0 было выполнено неравенство 

« c > - £ + £ + * ' [ ( » + < & ) * ( t o ) ] > 0 

и если lim я (со) = 0, то lim со2 я (со) > 0. 
со->0 со-И) 

v В случае, когда уравнение det (Р — XI) = О имеет один нулевой и два 
чисто мнимых корня, теорема 2 дает результат, очень близкий к теоре­
ме 2 [2]*. Во всех прочих случаях условие (17), которое непременно 
выполнено, если У < 0 , требует, чтобы коэффициенты функции %2(Х) 
удовлетворяли некоторым равенствам. По непрерывности отсюда заклю­
чаем, что все применявшиеся до сих пор -методы, приводящие к эффек­
тивным критериям (все эти методы основаны на функциях Ляпунова 
вида (5)) , дают плохой результат и в некритическом случае, если уравне­
ние det (Р — XI) = 0 имеет более чем три корня вблизи мнимой оси**. 
(При стремлении этих корней к мнимой оси «области» абсолютной устой­
чивости в пространстве параметров вырождаются в «поверхности»,) 
По-видимому, это означает, что класс функций Ляпунова (5) является 
недостаточно широким для полного исследования задачи об абсолютной 
устойчивости. 

Выражение я(со) в формуле (18) может быть записано в виде 

т. е. я (со) = а (со2) / (А (со 2 ) , где а ( £ ) , А( | ) — многочлены степени Vi отно­
сительно | = со2 и многочлен Д(£) = det (Pi 2 +• не имеет нулей при 
вещественных .£ ̂  0. Поэтому условие (18) сводится к тому, чтобы извест­
ный (в случае, когда О, т найдены, например, из (17)) многочлен сте­
пени vi относительно | = со2 не обращался в нуль при 0 ^ £ < оо, что 
может быть проверено применением известных правил алгебры. Следую­
щая теорема дает другие формулировки этого условия. 

Теорема 3 . Все утверждения теоремы 2 остаются справедливыми, если 
соотношения (18), (19) заменены одним из следующих условий: 

(А) выполнено неравенство ро = т / jio + Фр > 0 и для всех векторов 
д', достаточно близких к д, имеет вещественное решение векторное квад­
ратное уравнение относительно vi — вектора щ 

Ь{щщ*){ЪР,* +xh)n +-2Vp0Bi + 2 д / = 0, (25) 

где матрица Ь(щщ*) = U± определяется из соотношения 
UiPt* + PiUt = — щщ*-

(Б) выполнено неравенство ро = т / (х0 + ;> 0 и при всех д / , доста­
точно близких к gi, существует многочлен ЦЯ) с вещественными коэффи­
циентами, удовлетворяющий тождеству 

А(Х)а(-Х) + А ( - Я ) а ( Я ) = ^ ( Я ) Х ( - Я ) , 

* В этом случае %2(Я) = ТУХ + (аХ + $)/(Х2 + со2). По теореме 2 для абсолют­
ной устойчивости достаточно, чтобы я (со) = l/\i0 + Г 2 + а + R e [ ( l + m^/a)%i(m)] > 
> 0 , Г 2 > 0 , а\>0 и если я со = l im л;(со) = 0 , то Н т с о 2 я (со) > 0 . Теорема 2 [2] тре^-

со->оо со-»оо 
бует, чтобы Г 2 > 0, а ^ 0, л (со) > 0, я » > 0. Отметим, что при det P = 0, Я о о > 0 
общая теорема [3] (из которой следует теорема 2 [2]) дает результат более сильный, 
чем теорема 2, так как допускает возможность т = 0. 

** Этот вывод относится также и к критерию Попова, так как из [1] следует 
(см. сноску в [10] и ( И , 12]|), что при выполнении критерия Попова существует 
функция Ляпунова вида (5). Впрочем, как показано в [7], для критерия Попова это 
заключение можно вывести из вида самого критерия. 

*** Здесь и ниже через 1\ и 12 обозначаются единичные матрицы порядков v i H V g 
соответственно. 
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где <х(Я), А (Я)—многочлены, определяемые из соотношения 

а. (Я,) 
А (К) 

При выполнении сформулированных в теореме 2 предположений каж­
дое из условий (А) и (Б) равносильно соотношениям (18), (19). 

Уравнение (25) в скалярной записи совпадает с разрешающими урав­
нениями Лурье [4, 13, 14]. Поэтому в некритическом случае (v2 = 0) тео­
рема 3 утверждает равносильность известного критерия Попова условиям, 
которые получаются по методу Лурье [12]. 

Заметим, что в отличие от работы [12] в уравнении (25) отсутствуют дополни­
тельные параметры [13, 14], что связано с доказательством гипотезы {14}. В [13, 14] 
показано, что дополнительные параметры можно заменить нулями лишь при v'i = 2. 
Наличие дополнительных параметров у ж е при Vi = 3 делает невозможным получе­
ние эффективных условий абсолютной устойчивости, исчерпывающих класс функ­
ции Ляпунова (5) (v 2 > 0) или в определенном смысле достаточно общих (v 2 = 0) . 
Отметим, что при det (vPi + т/i) ^ 0 уравнение (25) равносильно уравнению 

которое должно иметь вещественное решение щ для всех векторов г / , достаточно 
близких к r i . Здесь Ь*(щщ*) — U\ определяется из соотношения UiPi + P^Ui = 
*= —щи,\*. 

Доказательство теоремы 3 достаточно сложно и здесь не приводится *. 
Доказательство теоремы 2 приведено в Приложении. 

§ 1. Теорема об устойчивости в целом для обобщенных динамических 
систем 

В v-мерном эвклидовом пространстве R задана обобщенная динамическая систе­
ма, если каждой точке a g R сопоставлено некоторое семейство непрерывных 
функций x{t,a), определенных при 0 ^ f < оо, называемых движениями динамичес­
кой системы, притом так, что выполнены условия: 

1°) х(0, а) — а для любого движения х(t, а ) ; 
2°) для любого to ^ 0 и движения х(t, а) существует движение х'[£,#(£о,я)] такое, 

что x(t + t0l а) = x'\t, x(t0, а)] при 0; 
3°) пусть а п —• a, x(t, ап) — какие-либо движения и т > 0 — произвольное число; 

существуют подпоследовательность аПг, ап^... и движение x(t, а) такие, что 
x(t,anj)—>x(t,a) при nj—• оо, 0 < ! £ < ! т . 

А. Ф. Филиппов показал [15], что решения в смысле [15] системы дифференци­
альных уравнений с разрывными правыми частями образуют дисперсную динами­
ческую систему [16]. Поскольку дисперсная динамическая система удовлетворяет 
аксиомам пп. 1—3° (см. [16], теорема 2) , то решения системы с разрывными правыми 
частями, в частности, системы (1), образуют обобщенную динамическую систему. 

Следующая теорема ляпуновского типа несколько уточняет и переносит на 
обобщенную динамическую систему утверждения теоремы Е. А. Барбашина и 
Н. Н. Красовского [17]. 

Теорема 4. Пусть в пространстве R действует обобщенная динамическая систе­
ма такая, что для некоторого с имеется движение x(t,c) == с. Предположим, что 
существует непрерывная функция V(x) такая, что V(c)• == 0 и V(x) удовлетворяет 
условиям: 

( I ) для любого движения x(t, а) функция V[x(t,a)] является невозрастающей 
функцией t; 

( I I ) существует U > 0. такое, что из V[x(t,a)] s = const при 0 ^ U следует 
x(t, а) = с при и ^ t ^ U. 

Тогда для любого движения x(t, а) имеет место: 
а) | x(t, а) | — > + о о при t—+ + о о , 

б) x(tf а)—> с при t—• + о о . 

* Одно из утверждений теоремы 3 доказано ниже (см. замечание в конце § 3 
Приложения) . Для случая одного нулевого" корня, утверждение, близкое к теореме 3, 
доказано Р. Калманом (см. Proc. Nat. Acad. :Sci. l)SA, v. 49, No. 2, 1963). 

дг + V?oUi + у (®P*i,+ Xh) n' = 0, (26) 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

или 
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Если, кроме ( I ) , ( I I ) , выполнено условие: 

V(x) —> + 0 0 при | х 1 —* оо, ( Ш ) 

или любое другое условие, обеспечивающее невозможность случая «а», то V(x) > О 
при х Ф с и движение х нз с асимптотически устойчиво в целом. 

Замечание. Предположим, что обобщенная динамическая система обладает сле­
дующим свойством обычной динамической системы: через со-предельную точку х* 
движения x(t,a) проходит некоторое движение х (t, #*), любая точка которого явля­
ется со-предельной для x{t,a). Тогда, как следует из доказательства, утверждение 
теоремы 4 справедливо и для t* = 0 0 . 

Доказательство. Возьмем произвольное движение x(t,a). Пусть не имеет места 
случай «а» и ж* — произвольная со-предельная точка #.(£,• а ) , т. е. x(tn,a<)—* при 
tn—* 0 0 . Используя непрерывность функции V(x) и свойство (1), получим, что су­
ществует 

lim У И*, а)] = У(**). (1.1) 

t~> 00 

По свойству 2° 

x(t + t n i а) + x<-n)(t, ап), an=x(tn,a), 
где x^(t, an) —некоторые движения. 

По свойству 3° существуют последовательность щ, П2, . . . и движение x(t,x*) та­
кие, что x(t + tnj, а)—>x(t, х*) при Jij—> 0 0 для любого t, 0 ^ . i ^ * # . Из (1.1) сле­
дует V[x(t, ж*)] = У (ж*), 0 < i ^ £*, т. е. х* = с по условию ( I I ) . Поскольку х* ~~ 
любая со-предельная точка, то выполнен случай «б». 

Из условий (I ) , (III) следует невозможность случая «а»: пусть, вообще, случай 
«а» не имеет места. Из ( I ) , (II) следует, что У (я) > 0 при х Ф с. Устойчивость в 
малом доказывается стандартным образом. По любому е > 0 найдем 6 > 0 такое, 
что при | х\ < 6 будет V(x) ^ ln.iV(y). Из (I) следует, что | x(t,a) | < е при 

\у\=е 
\ а | < б. Теорема 4 доказана. 

Ниже нам потребуется следующее простое предложение. 
Лемма 1. Пусть Р — произвольная v X v матрица, и > 0 — некоторое фиксиро­

ванное число и %(Я) ==-г*(Р — XI)~lq — невырожденная функция, т. е. как и выше, 
Х(Я) нельзя представить в виде отношения многочленов со степенью знаменателя 
меньшей, чем v. Если известно, что решение х (t) системы х = Рх удовлетворяет при 
О < t < U уравнению г*х = 0, то x(t) == 0. 

Доказательство. Дифференцируя тождество r*-e p t х(0) = 0 (0 < ; * < £ * ) и пола­
гая l — 0, получим 

г * я ( 0 ) = 0 , г*Рх{0) = 0 , . . . , г*Р*-1 х(0) = 0. 

По лемме 2 [2] из невырожденности функции %(Х) следует линейная независи­
мость векторов г, Р*г, . . . , Р * 7 - 4 г . Поэтому х(0)—0, x(t) =е?*х(0) = 0 . 

§ 2. Теорема о существовании решения специального матричного 
неравенства 

Сведем задачу об определении условий существования функции Ляпунова вида 
(5) к задаче о существовании решения некоторого матричного неравенства. Рас­
смотрим вначале случай, когда ср (о) — непрерывная функция. Переходя от (1) к 
(9), получим, что функция (5) и ее производная в силу (9) имеют вид 

О 

• V = х* Sx + $^q(<s)d<5, (2.1) 

• о ' 

_ V = x*Gx + 2x*g<p .+ уф 2 , (2.2) 

где Й = S*HS и -G - ЙР + Р*Я, 

- * = 7/? + у ? * 7 , т = Ор. (2.3) 

При офО выражение (2.2) можно записать в виде 

— V + \i(gr* + r#*) +. \i*yrr*]x, (2.4) 

где — ф (а) I о*. Поскольку ф (о)-—произвольная функция, удовлетворяющая не­
равенствам (2), можно считать, что \х — независимый параметр, пробегающий интер­
вал 0 < м- < jio-
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Из условия V > 0 при х Ф 0 для любой функции ф ( а ) , удовлетворяющей нера­
венствам (2), следует, что Й ^ 0. Таким образом, задача отыскания условий суще­
ствования функции Ляпунова, удовлетворяющей условиям п. 4° теоремы 2, эквива­
лентна задаче отыскания условий существования матрицы Я ^ О такой, что для 
любого f|UL из интервала 

0 < J X < J I 0 при -[LQ ф оо, \х > 0 при |я 0 = 0 0 (2 5) 

выполнено матричное неравенство 

F(\i) = G + jx(gf* + fg*) + > 2 y f r * > 0 , (2.6) 

где c7, g, у определяются из (2.3) *. Представим матрицы Я , G и вектор g в виде: 

ш=^\ъ*нн%
 а=й\Л1)> * Ч 9 ' ( 2-7 ) 

где Я ^ c7j — Vj X Vj матрицы, — векторы порядка Vj • ( /= 1, 2) ; Hi2v Gi2—Vi X v 2 

матрицы. 
Теорема 5. 1°. Предположим, что v 2 > 0, ъ Ф 0. Для того чтобы матричное нера­

венство (2.6) имело решение Й > 0, необходимо, чтобы существовал параметр т, 
удовлетворяющий неравенствам 

* > 0 , ~ + Т > 0 (2.8) 

и такой, чтобы были выполнены тождество (17) и неравенство л (со) ^ 0 для любого 
со > 0, где я (со) определяется из (18). При этом в (2.7) 

Я 1 2 = 0, Gl2 = 0, -G2 - Р 2 * Я 2 + Я 2 Р 2 = 0, - G r = Р ^ + ВД, 
д , (2-9) 

• - * в Л А + у Р Лг ( 7 = 1 , 2 ) , д 2 = | Г 2 

и матрица Я 1 удовлетворяет соотношениям 

i ^ + 1 r > 0 ' ( 2 Л 0 ) 

G i > 0 , g x - y n ^ O при ^ + r = 0. (2.11) 

2°. Пусть %2(А,) — невырожденная функция, и для некоторого т > 0 выполнены 
соотношения (17) —(19). Тогда существует матрица Й = Я* , удовлетворяющая не­
равенству (2.6) для любого [г из интервала (2,5). При этом матрица Нх удовлетворя­
ет соотношениям 

(2.12) 

G i > 0 , ' gi — - | T I = 0- п р и ~ + т = 0 (2.13) 

и квадратичная форма x*F(\i)x может быть представлена при 0 < \х < [д,0 в виде: 

(l1) % == £*iGixi + (—^ + т ) 1 j — r i ) 2 Ч"" 

; : : + ( ^ + T)l*ViW+l*«*2r.|* при ^ + т > 0 , (2.14) 

где /1(^ = ( ^ + т)"^^1 + (|+^))ы, (2.15) 

(ц)? = + jx2 ( ~ + т) ] a;*in + а?*2г2 | 2 п р и ~ + т = 0 . (2.16) 

3°. Пусть выполнены предположения п. 2°. Равенство det Й = 0 равносильно ра­
венствам т = 0, d e t P 2 = 0. Неравенство Й > 0 (или Й ^ 0) равносильно соответст­
вующему неравенству 

' хК' + ЪК" > 0 • (> 0) , (2.17) 
где V2XV2 — матрицы 2Г, 2£" определяются по % 2(^) формулами (22), (16). 

* Теорема 5 п. 1° показывает, что это матричное неравенство при v 2 > 0 сводит­
ся к более простым неравенствам, не содержащим параметр р,, решение которых 
дано в [1]. 
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Доказательство. Г . Из (2.6) следует, что G > 0 . Применяя леммы 2—4 Щ после­
довательно, найдем, что G2 = О, G 1 2 = О, Я 1 2 = 0. (Аналогичное рассуждение см. в 
[3]). Из соотношений (2.3), (2.7), (10), ( И ) имеем 

_ G { я P ] * H l + / / l P b о = Р 2 * Я 2 + Я 2 Р 2 , - * , . = Н Л + | P * / j (/' = 1» 2). (2.18) 

Взяв вектор х с компонентой х{ = 0, получим из (2.6), что при произвольном 
векторе х2 и любом значении \ь из интервала (2.5) должно выполняться неравенство 

x*F(,\x)x = 2|iz 2 *g 2 r 2 *;z 2 + рРу | г2*х2 | 2 ^ 0. (2.19) 

Это неравенство возможно лишь в том случае, если существует параметр т та­
кой, что 

g 2 = ~ r 2 , т > 0 , ~ + Т > 0 . (2.20) 

Пусть либо у ф 0, либо х Ф 0. Тогда из выражения (2.20) имеем T / J I + ' Y > ° 
при 0 < (|х < | i 0 . После простых преобразований получим (2.14), (2.15), где возмож­
но г / jxo + У = 0. 

При T / | L I O + Y = 0 ИЗ (2.14) и условия £ * F ( i i ) x ^ 0 найдем, что gi — ( t / 2 ) r x = 
= 0. В этом случае (2.14) преобразуется в (2.16). 

При любом fx из интервала (2.5) можно подобрать вектор х2 = x2{\i) так, чтобы 
я:!*/! + \хх2*г2 = 0. Поэтому из (2.14) и условия x * F ( f x ) ^ > 0 следует (2.12), (2.13). 

Таким образом, матрица Нх = Я 1 * удовлетворяет соотношениям (2.12), (2.13), 
где .Gi, gi определяются по Нх формулами (2.18). Матрица Я 2 = Я 2 * удовлетворяет 
следующим соотношениям, получаемым из (2.18), (2.20): 

Р 2 * Я 2 + Я 2 Р 2 == 0, Я 2 д 2 + 1 / 2 ( ' 0 ^ 2 * + т / 2 ) г 2 = О. (2.21) 

Из (2.21) выводим для со ф coj 
? 2 * ( Р 2 — Ш1)*-1[(Р2 — »со/ 2)*Я 2 + Я 2 ( Р 2 — i c o / 2 ) ] ( P 2 - i c o / 2 ) - 1 g 2 = 0 

Reg 2 * (ОР 2 + т/ 2 ) (Р 2 - *со/2) - ^ 2 » 0. (2.22) 
Используя тождество ( # Р 2 + т/ 2 ) (Р 2 — &со/2) - 1 фЫ2 + (т + гсоФ) (Р 2 — Ш2)-1, 

получим, что (2.22) совпадает с (17). 
Повторяя выкладки пункта 4° [1], получим, что из (2.10), (2.11) следует 

я (со) тЛю + Y " + Be [ n * ( ^ P i + т/i) (Pi - K O I I ) " 1 ^ ] ^ 0. (2.23) 
Здесь л (со) совпадает с выражением из (18). Пункт 1° теоремы 5 доказан. 
2°. Из (18) и формулы (2.23) для я(со) следует lim л (со) = T / J I O + Y > 0 - Будем 

со-хю 
искать матрицу Я , для которой Я 1 2 = 9 , а матрицы Я ь Я 2 удовлетворяют соотноше­
ниям (2.12), (2.13), (2.21). Повторяя выкладки предыдущего пункта, найдем, что 
выполнены (2.14) — (2.16). Из (2.12), (2.13) следует, что выполнено (2.6) для любого 
\х из (2.5). Применяя теоремы 1, 2 [1], получим из (17) —(19) существование матрицы 
Hi = Я 1 * . (Следует использовать выражение (2.23) для л (со).) Обозначим s2 — 
= 1/г('0 ,Р 2* + xh)r2. Из (2.21) следует, что искомая матрица Я 2 должна удовлетворять 
соотношениям: 

H2q2 — —s2, 
H2P2q2 = —P2*H2q2 = P 2 *s 2 , 

я 2 р 2 g 2 = ( - 1 ) V 4 P 2 * ) V 2 _ 1 * 2 : 

Так как функция %2(Л) невырождена, то по лемме 2 [2] векторы д 2 , Р г ^ " - 1 ^ 
линейно независимы. Поэтому соотношениями (2.24) матрица Я 2 определяется одно­
значно. При этом из (2.24) следует * (Р 2 *Я 2 + Н2Р2)Р^-^2 = 0, 7 = 1, . . . , v 2 , т. е. най­
денная матрица Я 2 удовлетворяет соотношениям (2.21). Условие Н2*—Н2 равно­
сильно равенствам 

( Я з Р , * - 1 ^ , Р / - 1 ^ ) » (Р 2

а ~Ч 2 , H2P^-{q2) (а, |3 = 1, v 2 ) , 

которые после подстановки значений (2.24) переходят в равенства 
(Pi^qiM = 0 (/ = 1, 2, . . . , 2/ — 1 < 2v 2 - 2) . (2.25) 

При достаточно больших со из тождества (2.22), совпадающего с (17), следует 
оо 

0 = Re s* 2 ( Р 2 - ico/ 2)-i д2 = - ^ (P^~lq2> S 2 )

 e (2.26) 

Таким образом, выполнено (2.25), т. е. Я 2 = Я 2 * . 
Попутно было показано, что из (17) следует (2.26), а значит и (21). В случае 

невырожденности функции %2(Х) обратно из (21), т. е. в другой записи из (2.26), 

* Считаем здесь и ниже, что Р 2 ° = h при d e t P 2 = 0. 



-выводим, что матрица Я 2 , определенная формулами (2.24), симметрична и удовлет­
воряет соотношениям (2.21). Отсюда следует (2.22), т. е. (17). Этим доказано первое 
утверждение п. 2° теоремы 2. 

3°. Из Gi > 0 следует Нх > 0. Поэтому соотношения det й = 0, Й > 0, Й > 0 рав­
носильны аналогичным соотношениям для Н2. Из невырожденности функции %2 (А) 
по лемме 2 [2] следует линейная независимость векторов ( P 2 * ) j _ 1 r 2 , / = 1, v 2 . Ра­
венство d e t ^ 2 = 0, согласно (2.24), равносильно линейной зависимости векторов 

W ) ' - 1 * * = ( - 1 ) J ' ( W + Т72) ( Р 2 ^ - 1 Г 2 , / = 1 , . . . , V 2 , 

т. е. равенству det (ФР 2* + т / 2 ) = 0. Так как спектр матрицы Р 2 расположен на мни­
мой оси, последнее равенство равносильно следующим двум: т = 0, d e t P 2 = 0. 

Пусть Q — неособая v 2 X v 2 матрица со столбцами д2, q2. Из (2.24) вы­
водим с9*Я2с9 = хК' + -ЬК", поэтому неравенство Я 2 > 0 или Я 2 > 0 равносильно со­
ответствующему неравенству (2.17). Теорема 5 доказана. 

§ 3. Доказательство теоремы 2 
Выражение (2.2) было получено выше в предположении, что ф(сг) — непрерыв­

ная функция. В случае, когда ср(ст) — разрывная функция, решением уравнения (1) 
будет по А. Ф. Филиппову [15] абсолютно непрерывная функция x(t) такая , что 
почти всюду 

dx/dt = Рх + qty(t), o{t)=r*x(t), (3.1) 

где ty(t) = ф[о*(£)]> если функция ф ( а ) непрерывна при о = o(t) и limcp(cy) . ^ г | ) ( £ ) ^ : 

< l i m < р ( о ) , если o(t) — т о ч к а разрыва функции ф ( о ) . Используя (2^, (3), получим, 
а( t) 

что почти всюду будет выполнено неравенство 
0 < c(t)ty(t) ^ ixaa{t)2 п р и с г ( * ) ^ 0 . (3.2) 

В частности, решением системы (1) является х = 0, что было использовано 
выше (в этом случае г|)(£) = 0 ) . Дальнейшее изложение справедливо при любом оп­
ределении решения, удовлетворяющем сформулированным условиям, и таком, что 
решения системы (1) образуют обобщенную динамическую систему в смысле опре­
деления § 1. 

Применим теорему 2, взяв для системы (9) функцию (2.1), где Я и Ф подле­

жат определению. Функция J ф ( a ) do удовлетворяет условиям Липшица на любом 
конечном интервале; поэтому [18] функция V=V[x(t)] является абсолютно непре­
рывной. Рассмотрим всюду плотное множество Е точек t, для которых существуют 

•У- и х Если t£E и o(t) — точка непрерывности функции ф(ст), то, очевидно: 
У=2х*й'х + #ф(ст )о\ 

Если o(t) — точка разрыва функции Ф(СТ), существует х и a(t) Ф 0, то, очевидно, 
<>(t) 

(d/dt)j (p(o)dG н е с у щ е с т в у е т , т. е. t g Е . Поэтому для значений t£ Е таких, что 
о * 

<y(t)—точка разрыва функции ф(ст) («скользящий режим») , непременно о*(t) = 0. 
Доопределяя <p[o(t)] для этих значений t равенством ф [о*(01 = Ф Ш » получим, что 
соотношения (3.3) и (2.2), а, значит, и (2.4), выполнены почти всюду*. Доопреде­
ленная функция в силу (3.2) будет удовлетворять основному условию (2). 

Переходим к доказательству п. 1° теоремы 2. Пусть для некоторых т ! > 0, й вы­
полнены соотношения (17) —(20). По п. 2° теоремы 5 существует матрица Я такая, 
что выполнены утверждения п. 2° теоремы 5. Используя (2.2), (2.14) — (2.16), запи­
шем V для t £ Е в виде 

— У = xi*Gix± при ф (а) = 0. 

- V = М ъ - | хг* (gl -1 n) | " [ ( £ + т ) " 1 - + Т ) " 1 ] + 

+ ( f + п р и Ф ( а ) ^ 0 , j ^ + T > 0 , (3.4) 

(XZ \ X 
- V = xfGtrt + ( - + т ] ф 2 при Ф (<5)=£0, — + т = а. 

* Соотношение (3.3) (но не (2.2)) справедливо, естественно, при любом доопре­
делении ф(сг) . Для скользящего режима i|r(£) определяется почти всюду (за исклю­
чением тривиального случая) из (1) условием о = 0. Например, при р ф 0 из (1) 
следует \p(t) — p~lr*Px; поэтому уравнение скользящего режима будет х = 
= (/ + p~{qr*)Px. Отметим, что приведенные рассуждения, позволяющие переносить 

метод функций Ляпунова на случай разрывных нелинейностей, по существу при­
надлежат А. X. Гелигу [19]. 
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Здесь тст/ф + у^х/\х0 + у > 0 ж F\ определяется из (2.12). По п. 2° теоремы 5 
F{ > О, Gi > 0, т. е. F < 0 почти всюду. Так как функция V абсолютно непрерывна, 

• t ^ 
то [18] V = V \ t=o + ^ F d i , т. е. выполнено условие (I) теоремы 4 Берем произволь-

о 
ное > 0. Пусть V = 0 почти всюду на [0, **]. Из (3.4) выводим, что = 0 при 
0 < I < i * и, следовательно, что о = я 2 *г 2 . При qi ф 0 из (12) следует, что ф(а) = 0 
почти всюду на [0, **]. Пусть q\ = 0 и ф(а) =̂= 0 на множестве значений t положи­
тельной меры. Из (3.4) найдем, что это возможно лишь при х / \хо + у = 0. Тогда из 
выражения (2.23) следует, что я(со) = 0 , что противоречит (18). Поэтому ф(ст) = 0, 
а, значит, и о = 0 почти всюду [см. (3.2)] на [0, t*]. Из (12) следует, что выполнено 
х2 = Р 2 я 2 , Г2*х2 = 0 при 0 ^ t ^ U. По лемме 1 § 1 х2 == 0, т. е. выполнено условие. 
(II) теоремы 4. 

Полагая в (1) -ф(а) = jicr, получим линейную систему, матрица коэффициентов 
которой (?(jo,) == Р + \xqr* не может иметь собственных значений на мнимой оси в 
области (2.5). Из условий предельной устойчивости следует, что Q.(\i) — гурвицева 
матрица для указанных значений ц, а, значит (например, по теореме 4) , что 

F 1 Ф = = 1 , 0 = > ( я + 1 7 7 * ) ^ > 0 п р и 0 . (3.5) 

Взяв х = г, найдем что Ф ^ 0 при и.0 = + о о . Из (3.5) следует, что Я . ^ . О , 
а также что 

Я + ^ г Т * > 0 при ft>0. (3.6) 

Так как согласно (20) т > 0 при d e t P = 0, то по п. 3° теоремы 5 det Я Ф.0, т. е. 
Я > 0 . при Ф ^ О из (2.1) и при Ф < 0 из формулы 

О 

и (3.6) следует, что V —* оо при | х | —> оо. Поэтому выполнено условие (III) теоре­
мы 4; тем самым доказаны пп. 1°, 3° теоремы 2. 

Первое утверждение п. 2° было доказано в § 2. Если вместо условий предельной 
устойчивости выполнено (23), то по п. 3° теоремы имеем Я > 0. Следовательно, 
V | ф=^а > 0 при х ф 0 и достаточно малых \i > 0, т. е. имеет место предельная 
устойчивость и справедливо утверждение п. 2° теоремы 2. 

Пункт 4° теоремы 2 следует из п. 1° теоремы 5. 
Переходим к доказательству п. 5°. Пусть 

%2 (Ц .== 2 Х 2 ( Л ) (А,), 

л 
где % 2 ( Л ) М — простейшие дроби, к а ж д а я из которых имеет вид, указанный в теоре­
ме 1, и отвечает полюсу (однократному или двукратному) функции % 2(Я). Рассмат­
ривая поведение функции Re [х + KDU)%(JCD)] в окрестности каждого полюса функ­
ции % 2(Я), легко убедиться (с использованием в случае двукратных полюсов условий 
предельной устойчивости, даваемых теоремой 1), что неравенство (24) возможно 
лишь в случае, когда Re [ (т-Mo)d)% 2 W( tco)] = const. Поэтому из (24) следует (17), 
(18), на чем заканчивается доказательство теоремы 2. 

Замечание. Из доказательства следует, что условия (18), (19) теоремы 2 обеспе­
чивают существование решения Hi = Hi* матричных неравенств (2.12), (2.13). По­
вторяя выкладки [13, 14], получим, что для существования решения этих неравенств 
достаточно потребовать разрешимости уравнения (25) или уравнения (26). Поэтому 
условия (18), (19) могут быть заменены условием (А), как утверждает теорема 3. 
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A B S O L U T E S T A B I L I T Y O F N O N L I N E A R C O N T R O L S Y S T E M S 

I N C R I T I C A L C A S E S . I l l 

V . A . Y A K U B O V I C H 

A general critical case of absolute stabil i ty of control systems wi th single discon­
t inuous nonl inear i ty is investigated by means of the method of mat r ix inequali t ies. An 
absolute stabili ty criterion is found which is sufficient and necessary, except certain 
boundary cases, for the existence of a Lyapounov function of the «quadratic form plus 
in tegral of the nonlineari ty» kind. The possibilities of the method based on Lyapounov 
functions of the above kind are analyzed. 


