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ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ îáçîð [15℄, îïóáëèêîâàí-íûé â 1982 ã. Ñ ýòîãî âðåìåíè ïîÿâèëèñü íîâûå èäåè è ðåçóëüòàòû. Îáçîð ýòîé àê-òèâíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ìàòåðèàëàì ðÿäà ìåæäóíàðîäíûõ êîí�åðåíöèé (ñì.,íàïðèìåð, [151, 226�228℄), êîòîðûå ïîëíîñòüþ èëè â âèäå ñåêöèé áûëè ïîñâÿùåíûñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûì çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ è ïðèìåíåíèþ òåõíèêè àñèìïòîòè÷å-ñêîãî àíàëèçà ê ñèñòåìàì óïðàâëåíèÿ. Îòìåòèì íåäàâíî îïóáëèêîâàííûé îáçîð [207℄ðàáîò çà 1984�2001 ã.ã., ñïèñîê ëèòåðàòóðû â êîòîðîì ñîäåðæèò 467 íàèìåíîâàíèé.Â ýòîì îáçîðå ïåðå÷èñëåíî î÷åíü ìíîãî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èñïîëüçîâàíèþ òåîðèèñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ. Îñíîâíîå âíèìàíèå â [207℄óäåëåíî ñèñòåìàòèçàöèè ïóáëèêàöèé, ÷òî íå âñåãäà ïðîÿñíÿåò ñóòü èäåé è ïîäõîäîâ.Òàêæå îòñóòñòâóþò ïðàêòè÷åñêè êîíêðåòíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ ïî òåìàòèêå îáçîðàè íåïîëíî îòðàæåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòè ãîäû ñîâåòñêèìè è ðîññèéñêèìèàâòîðàìè. Îäíàêî ýòî íå ñíèæàåò áîëüøîé öåííîñòè ïðîäåëàííîé àâòîðîì ðàáîòû.×àñòü ñòàòüè [207℄ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåðàáîòàííûé âàðèàíò îáçîðà [208℄.Â áèáëèîãðà�è÷åñêîì óêàçàòåëå [102℄ îòðàæåíû ïóáëèêàöèè çà 1982�2002 ã.ã.Â àë�àâèòíûé óêàçàòåëü âêëþ÷åíî 514 ðàáîò (242 � â ðóññêîì àë�àâèòå, 272 � â ëà-òèíñêîì àë�àâèòå). Èìåííîé óêàçàòåëü ñîäåðæèò ñïèñîê àâòîðîâ ðàáîò â àë�àâèò-íîì ïîðÿäêå (110 � â ðóññêîì àë�àâèòå, 253 � â ëàòèíñêîì àë�àâèòå). Òåìàòè÷åñêèéóêàçàòåëü ñîñòîèò èç 41 ðàçäåëà. Ïî÷òè äëÿ âñåõ ðàáîò èìåþòñÿ ññûëêè íà ðå�åðàòèç ðå�åðàòèâíîãî æóðíàëà �Ìàòåìàòèêà�.Â íàñòîÿùåì îáçîðå íà îñíîâàíèè ïóáëèêàöèé ñ 1982 ã. êðàòêî îïèñàíû âàæ-íåéøèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè èññëåäîâàíèè ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷óïðàâëåíèÿ. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, à îáúåì îá-çîðà îãðàíè÷åí, òî îí íè â êîåé ìåðå íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó è â çíà÷èòåëüíîéñòåïåíè îòðàæàåò íàó÷íûå èíòåðåñû àâòîðîâ. Ìû ïðèíîñèì ñâîè èçâèíåíèÿ âñåìàâòîðàì, ÷üè ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå èññëåäîâàíèþ ðàññìàòðèâàåìîãî íàïðàâëåíèÿ,íå óêàçàíû â îáçîðå.Âñþäó â ýòîé ñòàòüå ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð, øòðèõ îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâà-íèå è, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, òî x(t) ∈ R
n, y(t) ∈ R

m, u(t) ∈ R
r.2. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ êðàåâûõ çàäà÷Òàê êàê óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ ïðèâîäÿò â îáùåì ñëó÷àå ê èññëå-äîâàíèþ êðàåâûõ çàäà÷, òî èçó÷åíèå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãîóïðàâëåíèÿ ÷àñòî îñíîâûâàåòñÿ íà ìåòîäàõ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ ñèíãó-ëÿðíî âîçìóùåííûõ êðàåâûõ çàäà÷, êîòîðûì ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà (ñì.,íàïðèìåð, [14℄ è [56℄).Â ìîíîãðà�èè [14℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç ý��åêòèâíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìå-òîäîâ â òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé � ìåòîä ïîãðàíè÷íûõ �óíêöèé Âàñèëüå-âîé � Âèøèêà � Ëþñòåðíèêà. Ïðèâåäåì îäèí ðåçóëüòàò, êàñàþùèéñÿ àñèìïòîòè÷å-ñêîãî ðåøåíèÿ òèõîíîâñêîé ñèñòåìû

dx/dt = f(x, y, t),

εdy/dt = g(x, y, t)ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
x(0) = x0, y1(0) = y0

1 , y2(T ) = yT
2 ,ãäå y = y(t) = (y′1, y

′

2)
′, y1 ∈ R

k, y2 ∈ R
m−k. Ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âóñëîâíî óñòîé÷èâîì ñëó÷àå, ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi(t) ìàòðèöû

gy(t) = gy(x(t), y(t), t),4



ãäå x(t), y(t) � ðåøåíèå âûðîæäåííîé (ïðè ε = 0) ñèñòåìû ñ óñëîâèåì x(0) = x0,óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì
Reλi(t) < 0, i = 1, k, Reλi(t) > 0, i = k + 1,m,ìîæíî ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ â âèäå ñóììû òðåõ ðÿäîâïî íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ε: ðåãóëÿðíîãî ñ êîý��èöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò t,ïîãðàíñëîéíîãî â îêðåñòíîñòè t = 0 ñ êîý��èöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò τ0 = t/ε,è ïîãðàíñëîéíîãî â îêðåñòíîñòè t = T ñ êîý��èöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò τ1 =

= (t− T )/ε.Â áîëüøèíñòâå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ïîñòðîåíèþ àñèìïòîòèêè ýêñòðåìàëåé Ïîíò-ðÿãèíà, èñïîëüçóåòñÿ èìåííî ýòà òåõíèêà ìåòîäà ïîãðàíè÷íûõ �óíêöèé (ñì., íàïðè-ìåð, [16, 50℄).Â [56℄ èçó÷àþòñÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, çàâèñÿùèõ îò ìàëîãî ïàðàìåòðà. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæå-íèå ðåøåíèÿ èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íóþ ñòðóêòóðó â ðàçíûõ îáëàñòÿõ (íà-ïðèìåð, â îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, â îêðåñòíîñòè ðàçðûâà ïðåäåëüíîãî ðåøåíèÿè ò.ï.). Òîãäà íåîáõîäèìî ñîãëàñîâàíèå (ñðàùèâàíèå) àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé.Ìåòîäàì ñîãëàñîâàíèÿ è ïîñâÿùåíà áîëüøàÿ ÷àñòü ìîíîãðà�èè [56℄ (ñì. òàêæå [57℄).Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ åñòå-ñòâîçíàíèÿ ïðèâëåêàþò ÿâëåíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ êîíòðàñòíûõ ñòðóêòóð, õàðàêòåðè-çóþùèõñÿ ñî÷åòàíèåì ó÷àñòêîâ ïëàâíîãî è ðåçêîãî èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé. Îáçîððåçóëüòàòîâ ïî àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè êîíòðàñòíûõ ñòðóêòóð òèïà ñòóïåíüêè èâñïëåñêà (â ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ òàêæå è äðóãàÿ òåðìèíîëîãèÿ � âíóòðåííèåñëîè) â íåëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷àõ ïðèâåäåí â [13℄. Îñíîâíîå âíè-ìàíèå óäåëÿåòñÿ àëãîðèòìàì ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé êîíòðàñòíûõñòðóêòóð äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ êàê îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,òàê è óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Äëÿ áîëüøèíñòâà ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè êîíòðàñòíûõ ñòðóêòóð è òî÷íîñòè ïîñòðî-åííîé àñèìïòîòèêè.Â [229℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä äåêîìïîçèöèè ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ äè��å-ðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé [122℄ è ñî-÷åòàþùèé â ñåáå ïðèåìû àñèìïòîòè÷åñêèõ è êà÷åñòâåííûõ ìåòîäîâ àíàëèçà. Ñóù-íîñòü ìåòîäà ñîñòîèò â âûäåëåíèè êëàññà ìåäëåííûõ äâèæåíèé èçó÷àåìîé ñèñòå-ìû è ïîñëåäóþùåì ðàçäåëåíèè áûñòðûõ è ìåäëåííûõ äâèæåíèé. Îïèøåì ýòîò ìå-òîä äëÿ òèõîíîâñêîé ñèñòåìû. Ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (â ÷àñòíîñòè, àë-ãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå 0 = g(x(t), y(t), t, 0) äîëæíî èìåòü èçîëèðîâàííûé êîðåíü
y0(t) = h0(x(t), t)) ñóùåñòâóåò èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ñèñòåìû, îïðåäåëÿåìîåðàâåíñòâîì

y(t) = h(x(t), t, ε).Òîãäà x(t) óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
dx/dt = f(x, h, t, ε).Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî �óíêöèÿ h(x, t, ε) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà, èç áûñòðîãîäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè h = h(x(t), t, ε)

ε
∂h

∂t
+ ε

∂h

∂x
f(x, h, t, ε) = g(x, h, t, ε).Åñëè �óíêöèè f è g áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìû, òîãäà h ìîæåò áûòü ïðåä-ñòàâëåíî â âèäå

h(x, t, ε) = h0(x, t) + εh1(x, t) + ε2h2(x, t) + . . . . 5



Ôóíêöèè hi, i > 0 ìîãóò áûòü íàéäåíû èç óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè h, èñïîëüçóÿòîëüêî àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè.Ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ áûñòðûìè è ìåäëåííûìè ïåðåìåííû-ìè è ïðàâûìè ÷àñòÿìè, ðàçðûâíûìè íà íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè, ìîãóò îïèñûâàòü�óíêöèîíèðîâàíèå ìíîãèõ òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ, à òàêæå âîçíèêàòü, êàê ïðàâè-ëî, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå. Àñèìïòîòèêàðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ ñèñòåì ïîñòðîåíà â [108℄.Â [128℄ ïðîèçâîäèòñÿ ðàçäåëåíèå äâèæåíèé â ðàçíîòåìïîâûõ ðàçðûâíûõ ñèñòåìàõóïðàâëåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì è ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõðàçëîæåíèé ìåäëåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðè ïîìîùè ìåòîäà ïîãðàíè÷íûõ�óíêöèé. 3. Ïðÿìàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿÂ ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ðàáîò àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ðåøåíèé çàäà÷ îï-òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ïðîèçâîäèòñÿ íà îñíîâå àñèìï-òîòèêè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷, âûòåêàþùèõ èç óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ(ñì., íàïðèìåð, [15, 220, 39, 206, 94℄).Âòîðîé ïóòü ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì, íàçû-âàåìûé ïðÿìîé ñõåìîé è çàêëþ÷àþùèéñÿ â íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêå â óñëîâèÿçàäà÷è ïîñòóëèðóåìîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ è îïðåäåëåíèè ñåðèèçàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè, ïðèìåíÿåòñÿâ [4, 134, 5℄ â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè�óíêöèîíàëà
Jε(u) = G(x(T ), y(T )) +

T∫

0

F (x, y, u, t)dtíà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû
dx/dt = f(x, y, u, t), x(0) = x0,

εdy/dt = g(x, y, u, t), y(0) = y0.Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ áûëî ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ïî-ãðàíñëîéíîãî òèïà ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ, ïîëó÷åíû îöåíêè áëèçîñòè ïðèáëè-æåííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó ïî óïðàâëåíèþ, òðàåêòîðèè, �óíêöè-îíàëó, à òàêæå óñòàíîâëåíî íåâîçðàñòàíèå çíà÷åíèé ìèíèìèçèðóåìîãî �óíêöèîíàëàïðè èñïîëüçîâàíèè íîâîãî ïðèáëèæåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ îïòèìàëüíî-ãî óïðàâëåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî òîëüêî ñ ïîìîùüþ ïðÿìîé ñõåìû óäàåòñÿ óñòàíîâèòüïîñëåäíèé �àêò.Îïèøåì êðàòêî àëãîðèòì ïðÿìîé ñõåìû. Ñëåäóÿ ìåòîäó ïîãðàíè÷íûõ �óíêöèéÂàñèëüåâîé À.Á. (ñì., íàïðèìåð, [14℄), ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èùåòñÿ ââèäå
z = z(t, ε) + Πz(τ0, ε) +Qz(τ1, ε), z = (x′, y′, u′)′,ãäå z(t, ε) = z0(t)+εz1(t)+. . . � ðåãóëÿðíûé ðÿä ñ êîý��èöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò t,

Πz(τ0, ε) = Π0z(τ0) + εΠ1z(τ0) + . . . � ëåâûé ïîãðàíè÷íûé ðÿä ñ êîý��èöèåíòàìè,çàâèñÿùèìè îò τ0 = t/ε, Qz(τ1, ε) = Q0z(τ1) + εQ1z(τ1) + . . . � ïðàâûé ïîãðàíè÷íûéðÿä ñ êîý��èöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò τ1 = (t − T )/ε, Πkz(τ0) → 0 ïðè τ0 → +∞,
Qkz(τ1) → 0 ïðè τ1 → −∞.6



Ïîäñòàâëÿÿ ïîñòóëèðóåìîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ â óðàâíåíèÿñîñòîÿíèÿ è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, çàòåì ïðîâîäÿ îáû÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòîäàïîãðàíè÷íûõ �óíêöèé � ðàçëàãàÿ â ñòåïåííûå ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ε ïðàâûå ÷àñòèäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòå-ïåíÿõ ε, îòäåëüíî çàâèñÿùèå îò t, τ0, τ1, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷ëåíîâ ðåãó-ëÿðíîãî è ïîãðàíè÷íûõ ðÿäîâ. Äàëåå, ïîäñòàâëÿåì ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ â êðèòåðèéêà÷åñòâà è ðàçëàãàåì åãî â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ε, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì óñëîâèÿ îïòè-ìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ äëÿ çàäà÷, èç êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêîãîðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ. Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðÿìîé ñõåìû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ãðóïïè-ðóÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε â êðèòåðèè êà÷åñòâà, èùåì êàæäîåïðèáëèæåíèå êàê ðåøåíèå íåêîòîðûõ âàðèàöèîííûõ çàäà÷ áîëåå ïðîñòîé ñòðóêòó-ðû � çàäà÷ ïîýòàïíîé ìèíèìèçàöèè.Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ êðèòåðèÿ îêàçûâàåòñÿ, ÷òîêàæäûé êîý��èöèåíò ÿâëÿåòñÿ ëèáî �óíêöèåé íåèçâåñòíûõ ÷ëåíîâ ðåãóëÿðíîãîðÿäà, ëèáî íåèçâåñòíûõ ïîãðàíè÷íûõ �óíêöèé îäíîãî ïðèáëèæåíèÿ.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì çàäà÷è äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêîãîðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà. Íóëåâîé ÷ëåí ðåãóëÿðíîãî ðÿäà îïðåäåëÿ-åòñÿ êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé âûðîæäåííîé çàäà÷è:
P0 : J0 = G(x0(T ), yT

0 ) +

T∫

0

F (x0, y0, u0, t)dt→ min,

dx0/dt = f(x0, y0, u0, t), x0(0) = x0,

0 = g(x0, y0, u0, t), yT
0 = arg min

y
G(x0(T ), y).Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðåîáðàçîâàííîå ñ ó÷åòîì óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè óïðàâ-ëåíèÿ â çàäà÷å P0 âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòà ïðè ε â ðàçëîæåíèè êðèòåðèÿêà÷åñòâà ïî ñòåïåíÿì ε, åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü çàäà÷è Π0P è Q0P äëÿ íàõîæäåíèÿ

Π0z(τ0) è Q0z(τ1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Π0P : Π0J = −

∞∫

0

(H(τ0) −H(0))dτ0 → min,

dΠ0y/dτ0 = g(x0, y0(0) + Π0y, u0(0) + Π0u, 0),

Π0y(0) = y0 − y0(0),

Q0P : Q0J = −
∞∫

0

(H(τ1) −H(T ))dτ1 → min,

dQ0y/dτ1 = g(x0(T ), y0(T ) +Q0y, u0(T ) +Q0u, T ),

Q0y(0) = yT
0 − y0(T ),ãäå H(z, p, q, t) � ãàìèëüòîíèàí äëÿ èñõîäíîé âîçìóùåííîé çàäà÷è, H(τ0)=H(z0(0)+

+Π0z(τ0), p0(0), q0(0), 0), H(τ1) = H(z0(T ) + Q0z(τ1), p0(T ), q0(T ), T ), p0(t), q0(t) �ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå, à H(t) � ãàìèëüòîíèàí äëÿ çàäà÷è P0.Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ [5℄, ïðè êîòîðûõ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε â íåêîòîðîéîêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ âûðîæäåííîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå èñ-õîäíîé âîçìóùåííîé çàäà÷è z∗(t, ε), çàäà÷è äåêîìïîçèöèè n-ãî ïðèáëèæåíèÿ îäíî-7



çíà÷íî ðàçðåøèìû è ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
‖Πnz(τ0)‖ 6 ce−ατ0 , ‖Qnz(τ1)‖ 6 ce−ατ1 , c > 0, α > 0;

‖x∗(t, ε) − x̃n(t, ε)‖C 6 cεn+1, ‖y∗(t, ε) − ỹn(t, ε)‖C 6 cεn+1,

‖u∗(t, ε) − ũn(t, ε)‖L2
6 cεn+1,

Jε(ũn) − Jε(u
∗) 6 cε2(n+1),

Jε(ũn) 6 Jε(ũn−1 + εnun) 6 Jε(ũn−1) 6 Jε(ũ0) 6 Jε(u0),ãäå ũn = ũn(t, ε) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
ũn(t, ε) =

n∑

i=0

εi(ui(t) + Πiu(t/ε) +Qiu((t− T )/ε)),à x̃n(t, ε), ỹn(t, ε) � òðàåêòîðèè âîçìóùåííîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå óïðàâëåíèþ
ũn(t, ε).Äëÿ äèñêðåòíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è ñ ìàëûì øàãîì âèäà

Jε(u) = G(x(T )) + ε

N−1∑

k=0

F (x(kε), u(kε), kε) → min,

x(t+ ε) = f(x(t), u(t), t), x(0) = x0,ãäå t ∈ Tε = {t : t = kε, k = 0, N − 1}, T = Nε, àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ïîãðàíñëîéíîãîòèïà ïðè ïîìîùè ïðÿìîé ñõåìû ïîñòðîåíà â [19, 40℄.Â [20℄ íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ïðÿìîé ñõåìû ñòðîèòñÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ëèíåé-íî-êâàäðàòè÷íîé äèñêðåòíîé çàäà÷è ñ ìàëûì øàãîì ε ïðè ëèíåéíîì òåðìèíàëüíîìîãðàíè÷åíèè òèïà íåðàâåíñòâà. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ àñèìïòîòèêó, êîíñòðóèðóåò-ñÿ äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ε-ñóáîïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì (îïðåäåëå-íèå ñì. â [15℄) ïîðÿäêà 2n+ 2, ãäå n � ïîðÿäîê àñèìïòîòèêè.Äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ íåïðåðûâíûìè íåëèíåéíûìè ñëàáîóïðàâëÿåìûìè ñèñòå-ìàìè (ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ íåóïðàâëÿåìîé) âèäà
Jε(u) =

T∫

0

(F (x, t) + εqG(x, u, t))dt→ min,

dx/dt = f(x, t) + εg(x, u, t), x(0) = x0àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ε ïîñòðîåíà ïðè ïîìîùèïðÿìîé ñõåìû â [98℄ äëÿ q = 1 è â [99℄ äëÿ q > 1.Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà ïîñëåäíåé çàäà÷è
Jε(u) =

N∑

k=0

F (x(k), k) + ε
N−1∑

k=0

G(x(k), u(k), k) → min,

x(k + 1) = f(x(k), k) + εg(x(k), u(k), k), k = 0, N − 1, x(0) = x0ïîñòðîåíà ïî ïðÿìîé ñõåìå â [101℄.Äëÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷, àñèìïòîòèêà ðåøåíèé êîòîðûõ ñòðîèëàñü ïðè ïîìîùèïðÿìîé ñõåìû, äîêàçàíû îöåíêè áëèçîñòè ïîñòðîåííîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿê òî÷íîìó ïî óïðàâëåíèþ, òðàåêòîðèè è �óíêöèîíàëó, óñòàíîâëåíî íåâîçðàñòàíèå8



çíà÷åíèé ìèíèìèçèðóåìîãî �óíêöèîíàëà ïðè èñïîëüçîâàíèè íîâîãî ïðèáëèæåíèÿàñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Áîëåå ïîäðîáíûé îáçîððàáîò, ïîñâÿùåííûõ èñïîëüçîâàíèþ ïðÿìîé ñõåìû â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ, ñì. â [47℄.Èäåÿ ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ óñëîâèé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé âàðèàöèîííîé çà-äà÷è â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà è ïîñëåäóþùåì ðåøåíèè ïîëó÷àþùèõñÿïðè ýòîì âàðèàöèîííûõ çàäà÷ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, èñïîëüçîâàííàÿ â âûøå óêà-çàííûõ ðàáîòàõ äëÿ ïîèñêà àïïðîêñèìàöèè ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ, â [115℄ ïðè-ìåíÿåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ñèíòåçà â ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà÷åîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ãäå ïîâåäåíèå îáúåêòà îïèñûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìó-ùåííûì ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Àïïðîêñèìàöèÿ ñèíòåçà ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìî-ùüþ ðàçëîæåíèÿ ìåòîäîì óãëîâûõ ïîãðàíè÷íûõ �óíêöèé Â.Ô. Áóòóçîâà ðåøåíèÿñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè, ïðè÷åì ÷ëåíûýòîãî ðàçëîæåíèÿ èìåþò âàðèàöèîííûé ñìûñë.4. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþÌåòîä àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà ïåðèîäè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãîóïðàâëåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ëèíåéíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé ïðè èíòå-ãðàëüíîì êâàäðàòè÷íîì êðèòåðèè êà÷åñòâà ïðåäëàãàåòñÿ â [54℄. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøå-íèÿ ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî ìàòðè÷íîãî äè��åðåíöè-àëüíîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè
dK/dt = −KA(t, ε) −A′(t, ε)K +KS(t, ε)K −W (t, ε),ãäå
K =

(
K1(t, ε) εK2(t, ε)
εK ′

2(t, ε) εK3(t, ε)

)
, A(t, ε) =

(
A1(t, ε) A2(t, ε)
A3(t, ε)/ε A4(t, ε)/ε

)
,

S(t, ε) =

(
S1(t, ε) S2(t, ε)/ε
S′

2(t, ε)/ε S3(t, ε)/ε
2

)
,óêàçûâàåòñÿ êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû

F (ε) = K(0, ε) = K(1, ε).Â [154℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà, ëèíåéíàÿ ïî óïðàâëå-íèþ, íåëèíåéíàÿ ïî áûñòðîé è ìåäëåííîé ïåðåìåííûì ñîñòîÿíèÿ,
dx/dt = f(x, y) +B1(x, y)u, x(0) = x0,

εdy/dt = g(x, y) +B2(x, y)u, y(0) = y0ñ êâàäðàòè÷íûì ïî óïðàâëåíèþ êðèòåðèåì êà÷åñòâà íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå
J(u) =

∞∫

0

(w′(x, y)w(x, y) + u′R(x, y)u)dtâ êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå, ò.å. íå òðåáóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü îòíîñèòåëüíî y àëãåáðàè÷å-ñêîãî óðàâíåíèÿ
g(x, y) +B2(x, y)u = 0.Ïîñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â �îðìå íå-ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè è îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè. Ýòîé æå çàäà÷å ïîñâÿùåíàñòàòüÿ [156℄. 9



Ïðè àñèìïòîòè÷åñêîì àíàëèçå ðàçëè÷íûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ àñèìïòîòè÷å-ñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé òèïà �èêêàòè.Òàê, íàïðèìåð, ñòàòüÿ [28℄ ïîñâÿùåíà àñèìïòîòèêå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿìàòðè÷íîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè ñ äâóìÿ ìàëûìè ïàðàìåòðàìè.Â îñíîâå ìåòîäà èç [121℄ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà îïòèìàëüíîãîóïðàâëåíèÿ â ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà÷å ëåæèò ïîñòðî-åíèå ìåäëåííûõ èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî ìàòðè÷-íîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè, ïðè ýòîì ïîñòðîåíû ìàòðè÷íûå êî-ý��èöèåíòû óñèëåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå áûñòðî ìåíÿþùèõñÿ ÷ëåíîâ òèïà ïîãðàíñëîÿè òåì íå ìåíåå äàþùèå ðåøåíèå ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ.Â [230℄ ïðèâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè íà äâà óðàâ-íåíèÿ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, îòâå÷àþùèå �áûñòðîìó� è �ìåäëåííîìó� âðåìåíè â ñî-îòâåòñòâóþùåé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ.Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âèäà
(A′ + εB′)dK/dt = −K ′C(t) − C ′(t)K +K ′S(t)K −W (t)ñ óñëîâèåì
(A′ + εB′)K(T ) = F (ε),ãäå îïåðàòîð A âûðîæäåí, à A + εB îáðàòèì ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε 6= 0, ïî-ñòðîåíà â [91℄ â ñëó÷àå, êîãäà (A′ + εB′)−1F (ε) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî íåîòðèöàòåëü-íûì ñòåïåíÿì ε, è â [92℄ â îáùåì ñëó÷àå. Íàðÿäó ñ �óíêöèÿìè îò t àñèìïòîòè-÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ñîäåðæàò �óíêöèè ïîãðàíñëîÿ Vj(τ), óäîâëåòâîðÿþùèå îöåíêå

‖Vj(τ)‖ 6 c exp(ατ), ãäå c, α > 0, τ = (t−T )/εp, à p îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè A è B.Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà
J(u)=

T∫

0

(x′(t)D1(t)x(t) + 2x′(t)D2(t)y(t) + y′(t)D3(t)y(t) + u′(t)R(t)u(t))dtíà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû ñ ìàëûì çàïàçäûâàíèåì â ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ
dx/dt = A1(t)x(t) +A2(t)y(t) +H1(t)x(t− εh) +H2(t)y(t− εh) +B1(t)u(t),

εdy/dt = A3(t)x(t) +A4(t)y(t) +H3(t)x(t− εh) +H4(t)y(t− εh) +B2(t)u(t),

x(τ) = x0(τ), y(τ) = y0(τ), −εh 6 τ 6 0âîçíèêàåò ñèñòåìà �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
dP (t)/dt = −P (t)A(t, ε) −A′(t, ε)P (t) + P (t)S(t, ε)P (t) −
−Q(t, 0) −Q′(t, 0) −D(t),

(∂/∂t− ∂/∂τ)Q(t, τ) = −(A(t, ε) − S(t, ε)P (t))′Q(t, τ) −K(t, 0, τ),

(∂/∂t− ∂/∂τ − ∂/∂ρ)K(t, τ, ρ) = Q′(t, τ)S(t, ε)Q(t, ρ),ðåøåíèÿ êîòîðûõ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êðàåâûì óñëîâèÿì
P (T ) = 0, Q(T, τ) = 0, K(T, τ, ρ) = 0, P (t)H(t, ε) = Q(t,−εh),
H ′(t, ε)Q(t, τ) = K(t,−εh, τ),
0 6 t 6 T, −εh 6 τ, ρ 6 0.10



Çäåñü
D(t) =

(
D1(t) D2(t)
D′

2(t) D3(t)

)
, A(t, ε) =

(
A1(t) A2(t)
A3(t)/ε A4(t)/ε

)
,

H(t, ε) =

(
H1(t) H2(t)
H3(t)/ε H4(t)/ε

)
, S(t, ε) =

(
B1(t)
B2(t)/ε

)
R−1(t)

(
B1(t)
B2(t)/ε

)′

.Â [167℄ ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñèñòåìû ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì εïðè ÷àñòè ïðîèçâîäíîé, äëÿ êîòîðîé ñòðîèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿíóëåâîãî ïîðÿäêà.Â [166℄ èçó÷àåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à îïòè-ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñòðîåíîàñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ�èêêàòè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþòñÿ íà ïðèìåðå çàäà÷è óïðàâëåíèÿèíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà.5. Çàäà÷è ñ �äåøåâûì� óïðàâëåíèåìÇàäà÷àìè ñ �äåøåâûì� óïðàâëåíèåì â ëèòåðàòóðå íàçûâàþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëü-íîãî óïðàâëåíèÿ, áëèçêèå ê âûðîæäåííûì â ñìûñëå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿ-ãèíà. Ýòè çàäà÷è ñâÿçàíû ñ çàäà÷àìè ñ áîëüøèì êîý��èöèåíòîì óñèëåíèÿ è èõìîæíî ñ÷èòàòü ðåãóëÿðèçîâàííûìè ïî À.Í. Òèõîíîâó ïî îòíîøåíèþ ê íåêîððåêòíîïîñòàâëåííûì âûðîæäåííûì çàäà÷àì.Â [221℄ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàìêíóòàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ñ áîëüøèìêîý��èöèåíòîì óñèëåíèÿ â öåïè îáðàòíîé ñâÿçè ïî âåêòîðó íàáëþäåíèÿ ñîñòîÿíèÿìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê ëèíåéíîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìå, àíàëèçêîòîðîé ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î õàðàêòåðå ïîëþñîâ çàìêíóòîé ñèñòåìû. Çàòåìðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
Jε(u) =

1

2

T∫

0

(y′y + ε2u′R(t)u)dt→ min,

dx/dt = A(t)x+B(t)u, x(0) = x0, y = Cxñ óïðàâëåíèåì
u = −R−1B′Ky/ε2,ãäåK � ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè. Ñòðîèòñÿ àñèìï-òîòèêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ �èêêàòè, à çàòåì àñèìïòîòèêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.Ïîòîì ýòà æå çàäà÷à äëÿ ïîñòîÿííûõ êîý��èöèåíòîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ïîëóîñè èèçó÷àåòñÿ àñèìïòîòèêà ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè çàìêíóòîé ñèñòåìû. �åçóëüòàòû [221℄ðàçâèòû â [222℄.Àñèìïòîòè÷åñêàÿ äåêîìïîçèöèÿ íà çàäà÷è, îòâå÷àþùèå áûñòðîìó è ìåäëåííîìóäâèæåíèÿì, îñóùåñòâëÿåòñÿ â [218℄ äëÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è îïòèìàëüíî-ãî óïðàâëåíèÿ íà ïîëóîñè ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè è ñ ìàëûì ïàðàìåòðîìïðè óïðàâëåíèè â êðèòåðèè êà÷åñòâà. Èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòèêà îïòèìàëüíîãî çíà-÷åíèÿ êðèòåðèÿ êà÷åñòâà, ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñèñòåìû, çàìêíóòîé îïòèìàëüíûìðåãóëÿòîðîì, òðàåêòîðèé è îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé ïðè ε→ 0. 11



Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ �äåøåâûì� óïðàâëåíèåì, çàêëþ-÷àþùåéñÿ â ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà
Jε(u) =

1

2

1∫

0

(x′W (t)x+ ε2u′R(t)u)dtíà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû
dx/dt = A(t)x+B(t)u, x(0) = x0â [6℄ ïðèìåíÿëàñü ïðÿìàÿ ñõåìà. Ïåðåä åå ïðèìåíåíèåì çàäà÷à ïðåîáðàçóåòñÿ ïóòåìââåäåíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì L òàêèì, ÷òî
B′

j(t)W (t)Bj(t) = 0, j = 0, L− 2, B′

L−1(t)W (t)BL−1(t) > 0,ãäå
Bj(t) = A(t)Bj−1(t) − dBj−1(t)/dt, j > 1, B0(t) = B(t).Â ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷å â êà÷åñòâå ìàëîãî ïàðàìåòðà âûñòóïàåò L

√
ε.Â [147℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à ñ ðàíæèðîâàííûìè �äå-øåâûìè� óïðàâëåíèÿìè

Jε(u) =

∞∫

0


x′Qx+

r∑

j=1

ε2ju
′

juj


 dt→ min,

dx/dt = Ax+

r∑

j=1

Bjuj , x(0) = x0.Çäåñü εj(ε) > 0, lim
ε→0

εj+1(ε)

εj(ε)
= 0, ε0(ε) = 1. Ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ ñî-îòâåòñòâóþùåãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè óñòàíàâëèâàåòñÿ àñèìïòîòèêàîïòèìàëüíîãî ñèíòåçà è îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé.Â [41�43, 144℄ èññëåäîâàíû àñèìïòîòèêè êîíòðàñòíûõ ñòðóêòóð (òðàåêòîðèé ñâíóòðåííèìè ñëîÿìè) â ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ ïðîñòåéøèõ âàðèàöèîííûõ çà-äà÷, áëèçêèõ ê âûðîæäåííûì. Â [42℄, íàïðèìåð, ïðèâåäåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèïîìîùè ïðÿìîé ñõåìû àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé íåëèíåéíîé çàäà÷è:

Jε(u) =

T∫

0

(
a(x, t) + b′(x, t)u+

1

2
ε2u′u

)
dt→ inf,

dx/dt = u, x(0) = 0, x(T ) = 0.Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñòðóêòóðû òèïà �âñïëåñêà� ñâÿçàíû ñ òî÷êàìè ëîêàëüíîãîìàêñèìóìà, à ñòðóêòóðû òèïà �ñòóïåíüêè� � ñ òî÷êàìè ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà ïî x�óíêöèè
P (x, t) = −a(x, t) + ϕt(x, t),ãäå ϕ(x, t) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ϕx(x, t) = b(x, t).Â [43℄ ïðÿìàÿ ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïîãðàíè÷íûõ �óíêöèé ïðîèëëþñòðè-ðîâàíà íà ïðèìåðå ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè òðàåêòîðèè ñ âíóòðåííèì ïåðåõîäíûì12



ñëîåì (êîíòðàñòíîé ñòðóêòóðîé òèïà ñòóïåíüêè) äëÿ ñêàëÿðíîãî âàðèàíòà ïðèâå-äåííîé âûøå âàðèàöèîííîé çàäà÷è ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè.Â [193℄ èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðè ε → 0 ìèíèìàëüíîãî çíà÷å-íèÿ �óíêöèîíàëà è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà u∗(x, ε), ñòàáèëèçèðóþùåãî çàìêíóòóþñèñòåìó, äëÿ çàäà÷è
∞∫

0

(
y2 + ε2u2

)
dt→ min,

dx/dt = f1(x) + f2(x)u, x(0) = x0, y = c′x, u = u(t) ∈ R,ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ àíàëèòè÷íîñòè f1, f2 è óñëîâèÿõ óïðàâëÿåìîñòè, íàáëþäàå-ìîñòè â ñèñòåìå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïðè ýòîì ñòðîÿòñÿ àïïðîêñèìàöèè êîý��è-öèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ε ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà � ßêîáè.�àçäåëåíèå ïåðåìåííûõ íà áûñòðûå è ìåäëåííûå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ íåëè-íåéíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ �äåøåâûì� óïðàâëåíèåì ïðîèçâîäèòñÿâ [217℄.Íà ïðèìåðå ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
Jε(u) =

1

2T

T∫

0

(
x2

1 +
x4

2

2
− x2

2 + ε2u2

)
dt→ min,

dx1/dt = x2, dx2/dt = u,

x1(0) = x1(T ), x2(0) = x2(T ),ãäå ïåðèîä T íå èçâåñòåí, à ε → 0, â [141℄ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç-çà íåâûïóêëîñòè�óíêöèîíàëà ïîÿâëÿþòñÿ âûñîêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ, àïïðîêñèìèðóþùèå ñêîëü-çÿùèé ðåæèì. Ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé, ãäå ïàðàìåòð ñèíãó-ëÿðíûõ âîçìóùåíèé åñòü äðîáíàÿ ñòåïåíü ε, ñòðîÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ïðèáëèæå-íèÿ ê ñêîëüçÿùåìó ðåæèìó. 6. Çàäà÷è H∞-óïðàâëåíèÿÇà ïîñëåäíèå äâàäöàòü ëåò òåîðèÿ H∞-îïòèìèçàöèè ñòàëà îäíîé èç íàèáîëååèíòåðåñíûõ îáëàñòåé òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, òåîðèèè �èëüòðàöèè è èõïðèëîæåíèé. �ëàâíîå ïðåèìóùåñòâî H∞-îïòèìèçàöèè îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïîëó-÷åííûå òàêèì îáðàçîì ðåãóëÿòîðû è �èëüòðû ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè (ðîáàñòíûìè)îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé.Çàäà÷è H∞-óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè, ñîäåðæàùèìè ìåäëåííûå è áûñòðûå äâèæå-íèÿ, èçó÷àëèñü, íàïðèìåð, â [179, 152, 150℄. Òàêèì çàäà÷àì ïîñâÿùåíà ãëàâà â ìî-íîãðà�èè [162℄.Â [211, 212℄ èññëåäóåòñÿ çàäà÷à H∞-îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìó-ùåííîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé  ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè íà êîíå÷íîì è áåñêî-íå÷íîì èíòåðâàëàõ ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûõ äè��åðåí-öèàëüíûõ èãð. Ïðè ýòîì ââîäÿòñÿ áûñòðûå è ìåäëåííûå ïîäñèñòåìû è ñîîòâåòñòâó-þùèå èì äè��åðåíöèàëüíûå èãðû. Íà îñíîâå ìåäëåííîé è áûñòðîé çàäà÷ ñòðîèòñÿñîñòàâíîé ðåãóëÿòîð äëÿ èñõîäíîé âîçìóùåííîé çàäà÷è.Ñëåäóÿ [162℄ (òàì æå äàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè), ïðèâåäåì ïîñòàíîâêó ñèí-ãóëÿðíî âîçìóùåííîé çàäà÷è H∞-îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû çà-äàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
dx/dt = A1x+A2y +B1u+D1w,

εdy/dt = A3x+A4y +B2u+D2w, 13



ãäå w = w(t) ∈ R
p � âîçìóùåíèå. Ìèíèìèçèðóåìûé êðèòåðèé êà÷åñòâà èìååò âèä

J(u) =
1

2

∞∫

0

(x′(t)Wx(t) + u′(t)Ru(t))dt, W = W ′
> 0, R = R′ > 0.Çàäà÷à H∞-îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èìååò ðåøåíèå, âûðàæàåìîå ÷åðåç ïîëî-æèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîå ñòàáèëèçèðóþùåå ðåøåíèå H∞-àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâ-íåíèÿ �èêêàòè

A′P + PA− P

(
S − 1

γ2
Z

)
P +W = 0,ãäå A =
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ε
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1

ε
S2

1

ε
S′

2

1
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 > 0, Z =




Z1
1

ε
Z2

1

ε
Z ′

2

1
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 > 0,

S1 = B1R
−1B′

1, S2 = B1R
−1B′

2, S3 = B2R
−1B′

2, Z1 = D1D
′

1, Z2 = D1D
′

2, Z3 = D2D
′

2,à γ � äåéñòâèòåëüíûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, ïðåäñòàâëÿþùèé îïòèìàëüíûéóðîâåíü çàòóõàíèÿ âîçìóùåíèé â ñëåäóþùåì ñìûñëå:
inf
u(t)

sup
w(t)

( √
J

‖w(t)‖

)
< γ.Îïòèìàëüíûé ðåãóëÿòîð, ãàðàíòèðóþùèé óðîâåíü îïòèìàëüíîñòè γ, èìååò âèä

uopt(t) = −R−1

(
B1

B2/ε

)
Px(t).Â [162℄ èç ãàìèëüòîíîâîé �îðìû H∞-àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè ïóòåìëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ïîëó÷àþòñÿ íåçàâèñèìûå óðàâíåíèÿ äëÿ ìåäëåííîãîè áûñòðîãî äâèæåíèé.

H∞-óïðàâëåíèå äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ íåëèíåéíà ïîìåäëåííîé ïåðåìåííîé, èçó÷àëîñü â [153, 213℄. Â [153℄ ïîñòðîåí ðåãóëÿòîð âûñîêîãîïîðÿäêà òî÷íîñòè â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Â [155℄ ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ ëèíåéíà ïî óïðàâëåíèþ èíåëèíåéíà ïî îáåèì, ìåäëåííîé è áûñòðîé, ïåðåìåííûì ñîñòîÿíèÿ. Â [234℄ óòâåðæäà-åòñÿ, ÷òî ëþáîé íå çàâèñÿùèé îò ìàëîãî ïàðàìåòðà H∞-ðåãóëÿòîð ëèíåàðèçîâàííîéñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì H∞-ðåãóëÿòîðîì äëÿ íåëè-íåéíîé çàäà÷è.Îòìåòèì òàêæå [238, 232, 157℄, ãäå ðàññìàòðèâàëèñü çàäà÷è H∞-óïðàâëåíèÿ âêðèòè÷åñêîì ñëó÷àå.Ñòàòüÿ [172℄ ïîñâÿùåíà H∞-óïðàâëåíèþ íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå ëèíåéíîéñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìîé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè è ìàëûì çàïàç-äûâàíèåì â ñîñòîÿíèè âèäà
dx/dt = A1x(t) +A2y(t) +H1x(t− εh) +H2y(t− εh) +B1u(t) + F1ω(t),

εdy/dt = A3x(t) +A4y(t) +H3x(t− εh) +H4y(t− εh) +B2u(t) + F2ω(t),

v(t) = col {C1x(t) + C2y(t), u(t)}, t > 0,

x(t) = 0, y(t) = 0, t 6 0,14



ãäå ω ∈ L2(0,∞) � âîçìóùåíèå. Äëÿ çàäàííîé ïîñòîÿííîé γ > 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ�óíêöèîíàë
J(u, ω) = ‖v‖2

L2
− γ2 ‖ω‖2

L2
.Èùåòñÿ ðåãóëÿòîð u∗(x, y), êîòîðûé ñòàáèëèçèðóåò çàäàííóþ ñèñòåìó è îáåñïå÷èâàåòíåðàâåíñòâî J(u∗, ω) 6 0 äëÿ âñåõ ω ∈ L2(0,∞). Ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëî-æåíèå ðåøåíèÿ ñâÿçàííîé ñ ýòîé çàäà÷åé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç àëãåáðàè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ òèïà �èêêàòè, îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è óðàâíå-íèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ðåøåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåò èñêîìûé ðåãóëÿòîð.Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì ðàçëîæåíèè, âûâåäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ èñ-õîäíîé çàäà÷è. Ïîëó÷åí óïðîùåííûé ðåãóëÿòîð, ïðèãîäíûé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîéâîçìóùåííîé çàäà÷è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε > 0.7. Ñèíãóëÿðíûå âîçìóùåíèÿ äåñêðèïòîðíûõ ñèñòåìÏðè ïðåíåáðåæåíèè ìàëûì ïàðàìåòðîì â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ìîæåò ïîÿâèòü-ñÿ ñèñòåìà ñ íåîáðàòèìûì îïåðàòîðîì ïðè ïðîèçâîäíîé. Òàêèå ñèñòåìû èíòåíñèâíîèçó÷àþòñÿ â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ òðèäöàòè ëåò è íîñÿò íàçâàíèå äåñêðèïòîðíûõ, íåÿâ-íûõ, äè��åðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ, àëãåáðî-äè��åðåíöèàëüíûõ, ñèíãóëÿðíûõè ò.ï. Çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ äåñêðèïòîðíûìè ñèñòåìàìè ïîñâÿùåíû îáçîðû [195, 94℄,ìîíîãðà�èè [203, 129℄, áèáëèîãðà�è÷åñêèé óêàçàòåëü [18℄. Â áîëüøèíñòâå ðàáîò èñ-ñëåäóåòñÿ óïðàâëÿåìîñòü (ñì., íàïðèìåð, [130℄).�àçðåøèìîñòü ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äåñêðèï-òîðíûìè ñèñòåìàìè ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè áåç îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëå-íèå äîêàçàíà ïðè íàèáîëåå îáùèõ óñëîâèÿõ â [191℄ (äèñêðåòíûé àíàëîã èçëîæåíâ [190℄). Ñëó÷àé îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå òèïà çàìêíóòûõ íåðàâåíñòâ ñì., íàïðè-ìåð, â [83℄.Ê óðàâíåíèÿì ñ íåîáðàòèìûì îïåðàòîðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ïðèâîäÿòòàêæå çàäà÷è ñ âûðîæäåííûì ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà óñëîâèåì Ëåæàíäðà.Âàðèàöèîííûå çàäà÷è ñ âûðîæäåííûì óñëîâèåì Ëåæàíäðà èçó÷àëèñü â [3, 55, 129℄.Äëÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷ ïîëó÷åíî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â �îðìåîáðàòíîé ñâÿçè è �îðìóëà äëÿ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëà êàê â ñëó÷àåâûðîæäåííîãî [100℄ óñëîâèÿ Ëåæàíäðà, òàê è â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîãî ([188℄ �íåïðåðûâíûå çàäà÷è äëÿ äåñêðèïòîðíûõ ñèñòåì, [189℄ � äèñêðåòíûé àíàëîã).Èìååòñÿ öèêë ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ïîñòðîåíèþ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòè-ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà �èêñèðîâàííîì ïðîìåæóòêå [0, T ] è ïðèâîäÿùèõ ê óðàâíå-íèÿì ñ îïåðàòîðîì ïðè ïðîèçâîäíîé âèäà A+εB, ãäå A âûðîæäåí è B � æîðäàíîâûöåïî÷êè îïåðàòîðà A èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó p.Î ðàáîòàõ, îñíîâàííûõ íà ïîñòðîåíèè àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ äâóõòî÷å÷íîé êðàå-âîé çàäà÷è, âûòåêàþùåé èç óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ, íàïèñàíî â îáçî-ðå [94℄.Ïðèìåíåíèå ïðÿìîé ñõåìû äëÿ òàêèõ çàäà÷ èçó÷àëîñü â [105, 48℄ (ëèíåéíî-êâàä-ðàòè÷íûå çàäà÷è ñ çàêðåïëåííûì ëåâûì êîíöîì è ñâîáîäíûì ïðàâûì), [192, 106℄(íåëèíåéíûå è ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è). Â [105℄ ðàññìàòðèâà-ëàñü ìèíèìèçàöèÿ êâàäðàòè÷íîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû

(A+ εB)dx/dt = C(t)x+D(t)u, x(0) = x0.Â [48℄ èññëåäîâàëàñü ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à ñ çàêðåïëåííûì ëåâûì êîí-öîì è ñâîáîäíûì ïðàâûì â ñëó÷àå ìàòðè÷íîãî ñèíãóëÿðíîãî âîçìóùåíèÿ â êðè-òåðèè êà÷åñòâà. Â [105, 48℄ ïîñòðîåíî íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî15



ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ, ñîäåðæàùåãî íàðÿäó ñ �óíêöèÿìè îò t �óíêöèè ïîãðàíñëîÿâ îêðåñòíîñòÿõ t = 0 è t = T îò àðãóìåíòîâ t/εp è (t− T )/εp ñîîòâåòñòâåííî.Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì εïîñòðîåíî â [192℄ äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà
Jε(u) =

T∫

0

F (x, u, t, ε)dtíà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû
(A+ εB)dx/dt = f(x, u, t, ε), x(0) = x(T ),ãäå F , f è óïðàâëåíèå u = u(t) � Ò-ïåðèîäè÷åñêèå ïî t �óíêöèè.Â [106℄ ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è îïòè-ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:
Jε(u) =

1

2

∞∫

0

(x′W (t)x+ u′(A+ εB)′R(A+ εB)u)dt→ min,

dx/dt = C(t)x+D(t)u+ f(t), x(0) = x(T ),ïðè÷åì ðàçëîæåíèÿ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè è ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ �óíêöèîíà-ëà ñîäåðæàò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ñòåïåíè ε, à â ðàçëîæåíèè îïòèìàëüíîãîóïðàâëåíèÿ ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü è îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè ε.Îöåíêè áëèçîñòè ïîñòðîåííîãî ïðèáëèæåííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ê òî÷-íîìó ïî óïðàâëåíèþ, òðàåêòîðèè è �óíêöèîíàëó ïîëó÷åíû â [105, 192, 106℄. Íåâîç-ðàñòàíèå çíà÷åíèé ìèíèìèçèðóåìîãî �óíêöèîíàëà ïðè èñïîëüçîâàíèè àñèìïòîòè÷å-ñêîãî ïðèáëèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà óñòàíîâëåíî â [105,48, 192, 106℄, ïðè ýòîì â [48, 106℄ èñïîëüçóåòñÿ óïðàâëåíèå â �îðìå îáðàòíîé ñâÿçè.Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ðåøå-íèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è îñíîâûâàåòñÿ íà âîçìîæíîñòèïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû, ñòîÿùåé ïðè íåèçâåñòíîé â ëèíåàðèçîâàííîì óðàâíåíèè äëÿáûñòðîé ïåðåìåííîé, ïðè ïîìîùè âåùåñòâåííîé ìàòðèöû òîãî æå ïåðèîäà ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé �îðìå, ãäå îäíà èç ìàòðèö, ñòîÿùèõ íà äèàãîíàëè, èìååò ïðè âñåõçíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ñïåêòð â îòêðûòîé ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, à äðóãàÿ � â ïðàâîé.Åñëè òàêîå óñëîâèå ïðèâîäèìîñòè, íàçâàííîé â [103℄ óñëîâíîé, íàëîæèòü àïðèî-ðè, òî îíî ïðàêòè÷åñêè î÷åíü òðóäíî ïðîâåðÿåìî. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðûõóñëîâèÿõ ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà óñëîâíàÿ ïðèâîäèìîñòü äëÿ íåîòðèöàòåëüíî ãà-ìèëüòîíîâîé ïåðèîäè÷åñêîé îïåðàòîð-�óíêöèè. À èìåííî, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêåíåîòðèöàòåëüíî ãàìèëüòîíîâà îïåðàòîð-�óíêöèÿ, ñïåêòð êîòîðîé ïðè âñåõ çíà÷å-íèÿõ àðãóìåíòà íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíèìîé îñüþ, óñëîâíî ïðèâîäèìà [1℄. Åñëè ãà-ìèëüòîíîâà îïåðàòîð-�óíêöèÿ ãëàäêàÿ, òî ïðèâîäèìîñòü îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïî-ìîùè ãëàäêîé îïåðàòîð-�óíêöèè. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ òî÷åê ñïåêòðàíà ìíèìîé îñè äëÿ íåîòðèöàòåëüíî ãàìèëüòîíîâûõ îïåðàòîðîâ óêàçàíû, íàïðèìåð,â [103℄. �åçóëüòàòû î ïðèâîäèìîñòè íåîòðèöàòåëüíî ãàìèëüòîíîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõîïåðàòîð-�óíêöèé èñïîëüçîâàëèñü ïðè àñèìïòîòè÷åñêîì àíàëèçå ïåðèîäè÷åñêèõ çà-äà÷ èç [192, 106℄. Óñëîâíàÿ ïðèâîäèìîñòü èìååò ìåñòî (ñì. [104℄) è äëÿ íåïðåðûâíûõîïåðàòîð-�óíêöèé âèäà
(

A(t) µB(t)
µC(t) −A′(t)

)
,åñëè äëÿ âñåõ t, µ ∈ [0, 1] ïîñëåäíèé îïåðàòîð íå èìååò òî÷åê ñïåêòðà íà ìíèìîé îñè.16



Äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, âîçíèêàþùàÿ ïðè ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî�óíêöèîíàëà íà òðàåêòîðèÿõ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ îáðàòèìûì ïðè äîñòàòî÷íîìàëûõ ε > 0 îïåðàòîðîì A+εB ïðè ïðîèçâîäíîé, ðàññìàòðèâàåòñÿ â [96℄. Äîêàçûâà-åòñÿ, ÷òî ìîæíî ïðîèçâåñòè àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñùåïëåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷èíà ðåãóëÿðíî âîçìóùåííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó è äâå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå çàäà÷èÊîøè. �àçëè÷íûå ñïîñîáû ðàñùåïëåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äåñêðèïòîðíûõ ñèñòåìèññëåäîâàíû â [95℄. 8. Çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèåì íà óïðàâëåíèåÍàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-ëåíèÿ, ñîäåðæàùèõ ìàëûå ïàðàìåòðû, ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ àñèìïòîòè÷å-ñêîãî ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé âîçìóùåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê êðàåâîéçàäà÷å ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, ÷òî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü àñèìïòîòèêó ðåøåíèé çàäà÷ñ îòêðûòîé îáëàñòüþ óïðàâëåíèÿ è ãëàäêèìè óïðàâëÿþùèìè âîçäåéñòâèÿìè, ò.å.çàäà÷ êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî òèïà. Â çàäà÷àõ ñîâðåìåííîé òåîðèè îïòèìàëü-íîãî óïðàâëåíèÿ, èìåþùèõ ïðÿìûå îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ âîç-äåéñòâèé â âèäå çàìêíóòûõ íåðàâåíñòâ, ðåàëèçàöèÿ óêàçàííîãî ïîäõîäà âñòðå÷àåòñåðüåçíûå òðóäíîñòè, ïîñêîëüêó äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ïðèíöè-ïà ìàêñèìóìà íå îáëàäàþò íåîáõîäèìîé äëÿ ïðèìåíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâãëàäêîñòüþ. Íàâåðíîå ïîýòîìó, â äàííîì ñëó÷àå ðàííèå èññëåäîâàíèÿ, â îñíîâíîì,ñâîäèëèñü ëèøü ê âûÿñíåíèþ âîïðîñà î ïðåäåëüíîé çàäà÷å, ê ðåøåíèþ êîòîðîé â òîéèëè èíîé òîïîëîãèè ñõîäèòñÿ ðåøåíèå âîçìóùåííîé çàäà÷è ïðè ñòðåìëåíèè ìàëîãîïàðàìåòðà ê íóëþ (ñì., íàïðèìåð, [17, 145, 146℄). Â [17℄ äëÿ ëèíåéíîé ñèíãóëÿðíî âîç-ìóùåííîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå èçó÷åíî ïðåäåëüíîåïîâåäåíèå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé ïðè ε→ 0, ãäå ε � ïàðàìåòð ñèíãóëÿð-íûõ âîçìóùåíèé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé L1 � ñëàáî çàìêíóòî,à ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà Jε (ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âûïóê-ëîñòè) â çàäà÷å Ëàãðàíæà ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó â òî÷êå ε = 0. ×òî êàñàåòñÿ ïî-ñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ â çàäà÷àõ ñ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè äîïóñòèìûõçíà÷åíèé óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, òî èìåþùèåñÿ çäåñü ðåçóëüòàòû åùå äàëåêè îòòîãî óðîâíÿ, êîòîðûé ìîã áû óäîâëåòâîðèòü çàïðîñû ïðàêòèêè. Â ïåðâóþ î÷åðåäü,ýòî îòíîñèòñÿ ê íåëèíåéíûì ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûì çàäà÷àì, äëÿ êîòîðûõ âîïðîñî ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé ê îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèÿì â îáùåìñëó÷àå îñòàåòñÿ îòêðûòûì.Â ìîíîãðà�èè [68℄ îïèñàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿóïðàâëåíèÿ äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåí-íûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ëèíåéíû ïî áûñòðîé ïåðåìåííîé è óïðàâëåíèþ, à íà çíà-÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé íàëîæåíû ïðÿìûå îãðàíè÷åíèÿ òèïà çàìêíóòûõíåðàâåíñòâ (ñì. òàêæå îáçîðíûå ñòàòüè íà ýòó òåìó [66, 70℄). Îñíîâûâàÿñü íà [70℄,ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì íàïðàâëåíèè.Â [61℄ ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé çàäà÷èîïòèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ëèíåéíîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû:
dx/dt = A1x+A2y + b1u, x(0) = x0, x(T ) = 0,

εdy/dt = A3x+A4y + b2u, y(0) = y0, y(T ) = 0,

|u(t| 6 1, J(u) = T → min,ãäå u ∈ R. Ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:à) ìàòðèöà A4 óñòîé÷èâàÿ, ò.å. äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè âñåõ åå ñîáñòâåííûõ çíà÷å-íèé îòðèöàòåëüíû;b) rank (b2, A4b2, . . . , A
m−1
4 b2) = m. 17



Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â âîçìóùåííîé çàäà÷å ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε íàðÿ-äó ñ òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ, áëèçêèìè ê ñîîòâåòñòâóþùèì òî÷êàì â âûðîæäåííîéçàäà÷å
dx/dt = A0x+ b0u, x(0) = x0, x(T ) = 0, |u(t)| 6 1,

J0(u) = T → min, A0 = A1 −A2A
−1
4 A3, b0 = b1 −A2A

−1
4 b2,èìååò ïîãðàíè÷íûå òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííûå âáëèçè êîíå÷íîãî ìîìåí-òà T . Äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ âîçìóùåííîé çàäà÷è âáëèçè ìîìåíòà îïòè-ìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ â [61℄ ââåäåíà íîâàÿ ïðåäåëüíàÿ çàäà÷à (âòîðàÿ áàçîâàÿçàäà÷à):

dz/ds = A4z + b2u, z(−∞) = A−1
4 b2, |u(s)| 6 1,

s 6 0, z(0) = 0,

J(u) =

0∫

−∞

(u(s) + 1)ds→ min .Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé a), b) è íåêîòîðûõ äðóãèõ äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïî-ëîæåíèé ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [61℄. Ïóñòü T0, t01, . . . , t0l � ìîìåíò îïòè-ìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ è òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â âû-ðîæäåííîé çàäà÷å, s01, . . . , s0p � òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âîâòîðîé áàçîâîé çàäà÷å. Òîãäà åñëè T (ε) � ìîìåíò îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿâ âîçìóùåííîé çàäà÷å, òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ýòîé çàäà÷è ïðè äîñòàòî÷íî ìà-ëûõ ε ïåðåêëþ÷àåòñÿ â l+p òî÷êàõ âèäà t1(ε), . . . , tl(ε), T (ε)+εs1(ε), . . . , T (ε)+εsp(ε)è èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ
T (ε) =

∞∑

k=0

εkTk, tj(ε) =

∞∑

k=0

εktkj , j = 1, l, si(ε) =

∞∑

k=0

εkski, i = 1, p.Ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèé.Óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè â ïîñëåäíèõ ðàçëîæåíèÿõ îãðàíè÷èòüñÿ εN , ò.å. ðàññìîòðåòü
TN (ε) =

N∑

k=0

εkTk, tNj(ε) =

N∑

k=0

εktkj , j = 1, l, sNi(ε) =

N∑

k=0

εkski, i = 1, p,òî ðåëåéíîå óïðàâëåíèå, îïðåäåëåííîå íà ïðîìåæóòêå [0, TN (ε)] è ïåðåêëþ÷àþùåå-ñÿ â òî÷êàõ tN1(ε), . . . , tNl(ε), TN (ε) + εsN1(ε), . . . , TN (ε) + εsNp(ε) (â ïåðâîé òî÷êåïåðåêëþ÷åíèå òàêîå æå, êàê ó ðåøåíèÿ âûðîæäåííîé çàäà÷è), ïåðåâîäèò ñèñòåìóâ �àçîâîå ñîñòîÿíèå o(εN ), à êîíå÷íûé ìîìåíò TN (ε) îòëè÷àåòñÿ îò ìîìåíòà îï-òèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ â âîçìóùåííîé çàäà÷å íà âåëè÷èíó òîãî æå ïîðÿäêàìàëîñòè o(εN ).Ïðåäëîæåííûå â [62, 67, 69, 176℄ àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëî-æåíèé îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè äëÿ ëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíîâîçìóùåííûõ ñèñòåì î÷åíü áëèçêè â èäåéíîì ïëàíå ê àëãîðèòìó ïîñòðîåíèÿ àñèìï-òîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ, î êîòîðîé ãîâîðèëîñüâûøå. Ïðè èõ ïðèìåíåíèè ïðîèñõîäèò äåêîìïîçèöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è îïòèìàëü-íîãî óïðàâëåíèÿ íà äâå çàäà÷è ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. �åøåíèÿ áîëüøèíñòâà ðàñ-ñìîòðåííûõ çàäà÷ èìåþò ðåëåéíûé õàðàêòåð è òîëüêî â ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé [67℄îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ è ñîäåðæèòêâàçèîñîáûå ó÷àñòêè.18



Íà áàçå àëãîðèòìà, ðàçðàáîòàííîãî äëÿ çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [62℄,â [63℄ ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è ñ áîëüøîéäëèòåëüíîñòüþ ïðîöåññà
dx/dt = Ax+ bu, x(0) = x0, |u(t)| 6 1, t ∈ [0, T/ε],

Hx(T/ε) = g, J(u) =

T/ε∫

0

(a′x(t) + cu(t))dt→ max,

u(t)∈R, x(t)∈R
n, g∈R

m, m6n, â êîòîðîé A � óñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà, à a′A−1b−c 6=0.Ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ïóòåì ïåðåõîäà ê �ìåäëåííîìó âðå-ìåíè� τ = εt.Îáîáùåíèþ ïîëó÷åííûõ â [61, 62℄ ðåçóëüòàòîâ íà íåëèíåéíûå ñèíãóëÿðíî âîçìó-ùåííûå ñèñòåìû âèäà
dx/dt = a1(x, t) +A1(x, t)y + b1(x, t)u,

εdy/dt = a2(x, t) +A2(x, t)y + b2(x, t)uñ óñòîé÷èâîé ìàòðèöåé A2(x, t) ïîñâÿùåíû ðàáîòû [64℄ (çàäà÷à îïòèìàëüíîãî áûñò-ðîäåéñòâèÿ) è [65℄ (çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïîäâèæíûì ïðàâûì êîíöîìòðàåêòîðèè).Èññëåäóåìóþ â [71℄ âàæíóþ äëÿ ïðèëîæåíèé ñèòóàöèþ, êîãäà èñïîëüçóþòñÿóïðàâëåíèÿ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ, ìîæíî òðàêòîâàòü êàê çà-äà÷ó îïòèìèçàöèè äëÿ ëèíåéíîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû âèäà
dx/dt = Ax+ bv, x(0) = x0, εdv/dt = u, v(0) = 0,

|u(t)| 6 1, |v(t)| 6 1, t ∈ [0;T ] ,

Hx(T ) = g, J(u) = c′x(T ) → max,

u(t) ∈ R, v(t) ∈ R, x(t) ∈ R
n, g ∈ R

m, m 6 n,â êëàññå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé u(t). Ïðèíöèïèàëüíîå îò-ëè÷èå ýòîé çàäà÷è îò çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé â [62℄, ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íåé ïðè-ñóòñòâóåò �àçîâîå îãðàíè÷åíèå |v(t)| 6 1. Ïðè ïðèìåíåíèè ïðåäëîæåííîãî â [71℄àëãîðèòìà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äåëî ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è áåç�àçîâûõ îãðàíè÷åíèé
dx/dt = Ax+ bv, x(0) = x0, |v(t)| 6 1, t ∈ [0;T ] ,

Hx(T ) = g, J(u) = c′x(T ) → max,â êîòîðîé óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå v(t) âûáèðàåòñÿ èç êëàññà êóñî÷íî-íåïðåðûâ-íûõ �óíêöèé, è ñðàâíèòåëüíî íåñëîæíîé êîððåêöèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ýòîéçàäà÷è.Â [72℄ ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îïòè-ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ïîëíîãî èìïóëüñà êóñî÷íî-íåïðå-ðûâíûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, ïåðåâîäÿùèõ ëèíåéíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìóèç îäíîãî çàäàííîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå è ïðèíèìàþùèõ äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïîìîäóëþ çíà÷åíèÿ. Èçìåíèâ ìàñøòàá óïðàâëåíèÿ, ýòó çàäà÷ó ìîæíî ïðåäñòàâèòü ââèäå
dx/dt = Ax+ bu/ε, x(0) = x0, x(T ) = xT , u ∈ R, |u(t)| 6 1, t ∈ [0;T ] ,

Jε(u) =
1

ε

T∫

0

|u(t)| dt→ min. 19



Â [34, 35℄ èçó÷àþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ â ñëó÷àå, êîãäà âûðîæ-äåííàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå ñ ðàçðûâíûì óïðàâëåíèåì, à ó âîçìóùåííîé çàäà÷èóïðàâëåíèå íåïðåðûâíî. À èìåííî, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
dx/dt = Ax+Bu, x(t) ∈ R

n, u(t) ∈ R
r,

‖u‖ 6 1, x(t0) = x0 + εy, x(T ) = 0, T − t0 → min,ãäå ‖·‖ � åâêëèäîâà íîðìà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà âïîëíå óïðàâëÿåìà, çàäà÷àðàçðåøèìà, rankB = r, 2 6 r 6 n− 1, è ðåøåíèå u(t) ïðè ε = 0 èìååò åäèíñòâåííóþòî÷êó ðàçðûâà. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà, ñîãëàñíî êîòîðîé (ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ)âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ T (ε) − t0 è êîìïîíåíòû âåêòîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñîïðÿ-æåííîé ñèñòåìû ðàñêëàäûâàþòñÿ â àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû âèäà
∞∑

k=0

Rk

(
ε,W (ε), ln

1

W (ε)

)
,ãäå Rk � ðàöèîíàëüíûå âåêòîð-�óíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ è

Rk

(
ε,W (ε), ln

1

W (ε)

)
= O(εk).9. Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííûìè ñèñòåìàìèÇà ïîñëåäíèå ãîäû ïîëó÷èëè ðàçâèòèå èññëåäîâàíèÿ Æ.-Ë. Ëèîíñà ïî çàäà÷åîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðåøåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Â [74℄ ñòðîèòñÿ èîáîñíîâûâàåòñÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿñ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûì áèëèíåéíûì ýëëèïòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ èêâàäðàòè÷íûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà:

−ε2∆y + u(x)y = f(x), x ∈ Ω,

∂y/∂ν = 0, x ∈ ∂Ω,

J(u) =

∫

Ω

((y − y)2 + νu2)dx→ inf
u∈U

,ãäå Ω ⊂ R
n, Ω êîìïàêòíî, ∂Ω � êëàññà C∞, f ∈ L2(Ω), ν � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂Ω,

∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, U = {u(·) ∈ L∞(Ω) : ζ1(x) 6 u(x) 6 ζ2(x), ζi ∈ L∞}, ν =
= const > 0, y ∈ L2(Ω).Â [33℄ èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ε ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëü-íîãî óïðàâëåíèÿ

ε2∆z − b(x)
∂z

∂y
− a(x, y)z = f(x, y) − u(x, y),

(x, y) ∈ Ω = (0, 1) × (0, 1) ⊂ R
2, z ∈ H1

0 (Ω),

J(u) =

∫

Ω

(z2 + νu2)dxdy → inf
u∈U

,ãäå f , a ∈ C∞(Ω), a(x, y) > A > 0 ïðè (x, y) ∈ Ω, b ∈ C∞([0, 1]), b(x) > B > 0 ïðè
x ∈ [0, 1], U =

{
u(·) ∈ L2(Ω) :

∫
Ω

u2dxdy 6 r2
}, ν > 0, H1

0 (Ω) � ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàí-ñòâî �óíêöèé, ðàâíûõ íóëþ íà ãðàíèöå ∂Ω. Ïîëó÷åíû òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåí-êè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, àïïðîêñèìèðóþùåé èñõîäíóþ.20



Ìåòîäîì ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé â [32℄ ïîñòðîåíû ðàâíîìåð-íûå àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ äî ëþáîé ñòåïåíè ìàëîãî ïàðàìåòðà äëÿ çàäà÷è îïòè-ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðåøåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â îáëàñòè ñ ìàëîé ïî-ëîñòüþ (ñì. òàêæå [57℄).Â [185℄ óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè ñòðåìëåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðàê íóëþ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ
−ε∆z − zn = u.Ïðè n = 3 ýòà çàäà÷à èçó÷åíà â [135℄.Çàäà÷à ñèíòåçà îáðàòíîé ñâÿçè äëÿ óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ ìàëûì ïà-ðàìåòðîì ïðè êîý��èöèåíòå äè��óçèè ðàññìàòðèâàåòñÿ â [235℄. Îòäåëüíî èññëåäó-þòñÿ ñëó÷àè, êîãäà óïðàâëÿþùàÿ �óíêöèÿ âõîäèò â ãðàíè÷íîå óñëîâèå è â ïðàâóþ÷àñòü óðàâíåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàáëþäåíèþ äîñòóïíû ëèøü íåñêîëüêî òî-÷åê, íàõîäÿùèõñÿ â îáëàñòè, ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå. Èññëåäóåòñÿ àñèìïòî-òè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïðè ñòðåìëåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðàê íóëþ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàçèîïòèìàëüíîãîóïðàâëåíèÿ, äîñòàâëÿþùåãî ìèíèìèçèðóåìîìó êâàäðàòè÷íîìó �óíêöèîíàëó çíà÷å-íèå, áëèçêîå ê îïòèìàëüíîìó. Äîñòîèíñòâî èñïîëüçóåìîãî ïîäõîäà â òîì, ÷òî äëÿïîñòðîåíèÿ êâàçèîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íóæíî ðåøàòü ëèøü àëãåáðàè÷åñêèå èîáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê â �îðìóëèðîâêó èñ-õîäíîé çàäà÷è âõîäèò ïàðàáîëè÷åñêèé îïåðàòîð è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîñòðîåíèÿîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òåïëîâûì ïðîöåññîì, êî-òîðûé îïèñûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûì óðàâíåíèåì ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà,â [53℄ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä óãëîâûõ ïîãðàíè÷íûõ �óíêöèé. Ïîñòðîåíà àñèìïòîòè-êà ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ �èêêàòè â âèäå ðÿäà ïî ìàëîìóïàðàìåòðó. Ïîëó÷åíû îöåíêè áëèçîñòè ñóáîïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ê îïòèìàëüíî-ìó ïî óïðàâëåíèþ è ïî êðèòåðèþ êà÷åñòâà. Â [110℄ ðàññìîòðåíû çàäà÷è ñèíòåçàîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ ñêâàäðàòè÷íûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà. Ìåòîäîì ïîãðàíè÷íûõ �óíêöèé äëÿ óðàâíåíèÿãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ïîñòðîåíû è îáîñíîâàíû êîíñòðóêòèâíûå ïðîöåäóðû íàõîæ-äåíèÿ ñóáîïòèìàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïî ìà-ëîìó ïàðàìåòðó ñîîòâåòñòâóþùèõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ �èêêàòè.Àñèìïòîòè÷åñêîìó àíàëèçó çàäà÷è ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà íàòðàåêòîðèÿõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìû
ε2∂2y/∂x2 = ∂y/∂t+ sy + g(x)u(t)ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïîñâÿùåíà ðàáîòà [178℄.Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà-÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ êðèòåðèåì êà÷åñòâà
J(u) =

∫

QT

(y2 + νu2)dxdt, ν = const > 0,

QT = {(x, t) : x ∈ Ω,Ω ⊂ R
n, t ∈ [t0, T ], T <∞},è ñ ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè îïåðàòîðå Ëàï-ëàñà

∂y/∂t− ε2∆y = u,

y(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, y(x, t0) = ϕ(x)ðàññìàòðèâàëîñü â [75℄ ïðè îãðàíè÷åíèè íà óïðàâëåíèå ‖u‖L2
6 a <∞. 21



Â [59℄ èññëåäóþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìîé,îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì ñ åäèíè÷íûì îïåðàòîðîì ïðè ïåðâîé è ìàëûì ïàðàìåòðîìïðè âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Äëÿ ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ è îöåíêè ñõî-äèìîñòè ïî �óíêöèîíàëó è óïðàâëåíèþ ê ðåøåíèÿì ïðåäåëüíîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìîé (ñì. òàêæå [60℄). Îòìåòèì, ÷òî ñõîäèìîñòü äëÿ êîíêðåòíîéëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîéïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìîé ðàññìàòðèâàëàñü â [52℄.Â [120℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû ãè-ïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîä-íûõ. Ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ óñëîâèÿõ óïðàâëåíèåì ñëóæèò çíà÷åíèåíà ëåâîé ãðàíèöå. Íà óïðàâëåíèå íàëîæåíî óñëîâèå, îãðàíè÷èâàþùåå åãî ðîñò ïðèóìåíüøåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïî ïàðàìåòðó îöåíêàñíèçó äëÿ âðåìåíè áûñòðîäåéñòâèÿ.10. Óïðàâëÿåìîñòü, íàáëþäàåìîñòü, ñòàáèëèçèðóåìîñòüÄåêîìïîçèöèÿ ñâîéñòâà ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåí-íûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ â íåêîòîðûõ êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ èçó÷àåòñÿ â [25℄.Â [149℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà
dx/dt = A1(t)x+A2(t)y +B1(t)u,

εdy/dt = A3(t)x+A4(t)y +B2(t)u,ãäå Ai, Bj îãðàíè÷åíû, ëèïøèöåâû è ñóùåñòâóþò δ > 0 è K > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ
t ∈ R

δ∫

0

e−A4(t)sB2(t)B
′

2(t)e
−A′

4
(t)sds > KI.Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè A4(t) îáðàòèìà è ñèñòåìà, îïðåäåëÿåìàÿ ïàðîé (A,B), ãäå

A(t) = A1(t) −A2(t)A
−1
4 (t)A3(t), B(t) = B1(t) −A2(t)A

−1
4 (t)B2(t),ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ðàâíîìåðíî âïîëíåóïðàâëÿåìà è ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ ñèí-ãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì ñ âûõîäîì (äëÿ ðàâíîìåðíîé åå íàáëþäàåìîñòè).Ïðîáëåìà óïðàâëÿåìîñòè ëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì ñ çàïàçäû-âàíèåì èññëåäóåòñÿ, íàïðèìåð, â [24, 76℄. Â [76℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà

dx(t)/dt = A1x(t) +A2x(t− h) + C1y(t) + C2y(t− h) +B1u(t),

εdy(t)/dt = A3x(t) +A4x(t− h) + C3y(t) + C4y(t− h) +B2u(t),

x(θ) = ϕ(θ), y(θ) = ψ(θ), θ ∈ [−h; 0), x(0) = x0, y(0) = y0,

h = const > 0, det C3 6= 0.Ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê ýêâè-âàëåíòíîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìå ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè è ñ êðàò-íûìè çàïàçäûâàíèÿìè ïî ñîñòîÿíèþ è óïðàâëåíèþ. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿîòíîñèòåëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ïî x, y, ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ {x, y}, âûðàæåí-íûå ÷åðåç óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè ðàíãîâîãî òèïà âûðîæäåííîé (ε = 0) ñèñòåìû èñèñòåìû ïîãðàíñëîÿ.22



Â [78℄ (ñì. òàêæå [186℄) ïðåäëîæåí óíè�èöèðîâàííûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óïðàâ-ëÿåìîñòè ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì øåñòè òèïîâ (áåç çàïàçäûâàíèÿ, ñ ïîñòî-ÿííûì çàïàçäûâàíèåì, ñèñòåì íåéòðàëüíîãî òèïà è àíàëîãè÷íûõ òèïîâ ñèíãóëÿðíîâîçìóùåííûõ ñèñòåì), ñî÷åòàþùèé â ñåáå ìåòîä ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé è ìåòîäîïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ïî èñõîäíîé äè��åðåíöèàëü-íîé ñèñòåìå äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ ðåêóððåíòíûõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé.Çàäà÷è îòíîñèòåëüíîé íàáëþäàåìîñòè ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèíãóëÿðíîâîçìóùåííûõ ñèñòåì ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì íåéòðàëüíîãî òèïà èññëåäîâà-íû â [81℄ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. �àçâèâàåòñÿ ïðåäëîæåííûéðàíåå àâòîðàìè óíè�èöèðîâàííûé ïîäõîä ê ñîñòàâëåíèþ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèéäëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì íàáëþäåíèÿ. Â òåðìèíàõ êîìïîíåíò ðåøåíèé îïðåäåëÿ-þùèõ óðàâíåíèé ñ�îðìóëèðîâàíû ý��åêòèâíûå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíîé íàáëþäàå-ìîñòè ðàíãîâîãî òèïà. Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè ìåæäó ðåøåíèÿìè îïðåäåëÿþùèõóðàâíåíèé äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì íàáëþäåíèÿ è óïðàâëåíèÿ óñòà-íîâëåí â [79℄. Íàáëþäàåìîñòü ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõñèñòåì ñ ìàëûì çàïàçäûâàíèåì èçó÷àëàñü òàêæå â [171℄.Ê ïðîáëåìàì óïðàâëÿåìîñòè è íàáëþäàåìîñòè òåñíî ïðèìûêàþò ïðîáëåìû èäåí-òè�èöèðóåìîñòè è ñòàáèëèçèðóåìîñòè ëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåìñ çàïàçäûâàíèåì, èññëåäîâàííûå, íàïðèìåð, â [77, 80℄. Â [77℄ ñ ïîìîùüþ ìåòîäàïîãðàíè÷íûõ �óíêöèé ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçèðóåìîñòè ïîëíîé
n + m � ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìçàïàçäûâàíèåì â ìåäëåííîé ïåðåìåííîé ÷åðåç óñëîâèÿ ñòàáèëèçèðóåìîñòè âûðîæ-äåííîé n � ñèñòåìû 0 � ïðèáëèæåíèÿ è m � ñèñòåìû ïîãðàíñëîÿ 0 � ïðèáëèæåíèÿ.Â [168℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà ñ ìàëûìè çàïàçäûâà-íèÿìè â ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ âèäà

dx/dt = A1x(t) +A2y(t) +H1x(t− εh) +H2y(t− εh) +B1u(t) +G1u(t− εh),

εdy/dt = A3x(t) +A4y(t) +H3x(t− εh) +H4y(t− εh) +B2u(t) +G2u(t− εh),

w(t) = C1x(t) + C2y(t) + F1x(t− εh) + F2y(t− εh).Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ñòàáèëèçèðóåìîñòè è èõ ñâÿçü äëÿ âûðîæäåííîé è ïîãðàíñ-ëîéíîé ñèñòåì ñ ñàìîé ñèñòåìîé â öåëîì.Óïðàâëÿåìîñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ëèíåéíûõñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì â ñîñòîÿíèè èññëåäîâàíà â [170℄.Óñëîâèÿ, ïîçâîëÿþùèå ñóäèòü î ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñðàçíûìè ñòåïåíÿìè ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðè ïðîèçâîäíûõ âèäà
εµidxi(t)/dt =

n∑

j=1

Aij(ε)xj(t) +Bi(ε)u(t), i = 1, n,ãäå µi � öåëûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî µ1 > µ2 > . . . > µn > 0, ìàòðèöû Aij(ε), Bi(ε)ãîëîìîð�íû ïî ε, ïî ñâîéñòâàì ñèñòåì ìåíüøåãî ïîðÿäêà, óñòàíîâëåíû â [93℄.Â [90℄ ïðèâåäåíû óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ïîëíóþ óïðàâëÿåìîñòü ñòàöèîíàðíûõñèñòåì ñ îïåðàòîðîì ïðè ïðîèçâîäíîé, ìàëî îòëè÷àþùèìñÿ îò âûðîæäåííîãî, âèäà
(A+ εB)dx(t)/dt = Cx(t) +Du(t),ãäå îïåðàòîð A âûðîæäåí, à A + εB îáðàòèì ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε 6= 0, ïðè÷åìâñå B-æîðäàíîâû öåïî÷êè îïåðàòîðà A èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó p > 1.Äëÿ ñèñòåìû
dx/dt = −y − αu,

εdy/dt = x− y3

3
+ y, 23



ñîîòâåòñòâóþùåé óðàâíåíèþ Âàí-äåð-Ïîëÿ ñ óïðàâëåíèåì, â [117℄ èçó÷àåòñÿ ïîâåäå-íèå ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε (α ∈ R+, u(t) ∈ R, |u(t)| 6 1).Óïðàâëÿåìîñòü ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè èçó-÷àëañü, íàïðèìåð, â [58, 196, 197℄.Â [132℄ ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íûõ �óíêöèé Ëÿïóíîâà äëÿ ìåäëåííîé è áûñòðîéïîäñèñòåì ñòðîèòñÿ ñòàáèëèçèðóþùåå óïðàâëåíèå äëÿ áèëèíåéíîé ñèíãóëÿðíî âîç-ìóùåííîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè.Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ, ãäå íà âõîä ïîìèìî óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèéïîäàåòñÿ òàêæå ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ è èõ ïðîèçâîä-íûõ ñ áîëüøèì êîý��èöèåíòîì óñèëåíèÿ, ðàññìàòðèâàåòñÿ â [201℄. Çäåñü âîçíèêàþòâîïðîñû ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèé â çàìêíóòîé ñèñòåìå. Ïîìèìî âûäåëåíèÿ ïîäñèñòåììåäëåííûõ è áûñòðûõ äâèæåíèé â ðàáîòå êîíñòðóèðóþòñÿ ñòàáèëèçèðóþùèå îáðàò-íûå ñâÿçè, âû÷èñëÿåìûå íà îñíîâå ïîëó÷åííîé äåêîìïîçèöèè.Âîïðîñû ñòàáèëèçàöèè ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ óïðàâëåíèé â âèäå îáðàò-íîé ñâÿçè è ñ áîëüøèì êîý��èöèåíòîì óñèëåíèÿ èçó÷àëèñü òàêæå â [148℄ ïóòåìðàçäåëåíèÿ äâèæåíèé â çàìêíóòîé ñèñòåìå.�ëîáàëüíàÿ ýêïîíåíöèàëüíî-ñòàáèëèçèðóþùàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü äëÿ ñèñòåìû
dx/dt = f(x, y),

εdy/dt = g(x, y) +Q(x, y)uñòðîèòñÿ â [139℄ ïðè ïîìîùè àïïàðàòà �óíêöèé Ëÿïóíîâà.Íà îñíîâå ðàçäåëåíèÿ ñèñòåìû
dx/dt = f(x, y, u),

εdy/dt = g(x, y, u, ε)íà �áûñòðóþ� è �ìåäëåííóþ� ïîäñèñòåìû è çíàíèÿ äëÿ êàæäîé ïîäñèñòåìû ñòàáè-ëèçèðóþùåé îáðàòíîé ñâÿçè â [216℄ ñòðîèòñÿ êîìïîçèöèîííàÿ ñòàáèëèçèðóþùàÿ îá-ðàòíàÿ ñâÿçü äëÿ ïîëíîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì óêàçûâàåòñÿ îáëàñòü çíà÷åíèé ìàëîãîïàðàìåòðà ε, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ñòàáèëèçàöèÿ. Ïîñòðîåíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿíà îñíîâå �óíêöèé Ëÿïóíîâà äëÿ ïîäñèñòåì.Ïîñòðîåíèå ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ñóììó äâóõóïðàâëåíèé, ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå ñâÿçàíî ñî ñòàáèëèçàöèåé ïîäñèñòåìû áûñòðûõäâèæåíèé, à âòîðîå � ìåäëåííûõ äâèæåíèé, îñóùåñòâëÿåòñÿ â [202℄ äëÿ íåëèíåéíûõñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ ïî èíòåãðàëüíûì ìíîãî-îáðàçèÿì. 11. Ïîâåäåíèå ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòèÂ [51, 17℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîâåäåíèå ïðè ñòðåìëåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà ε ê íóëþìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè äëÿ ëèíåéíîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû
dx/dt = A1(t)x+A2(t)y +B1(t)u,

εdy/dt = A3(t)x+A4(t)y +B2(t)u,ãäå x(0) = x0, y(0) = y0, U = {u(·) ∈ L1(R
r), u(t) ∈ V ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [0; 1]} �ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, ìàòðèöû Ai(t) è Bj(t) íåïðåðûâíû, ïðè âñåõ

t ∈ [0; 1] ìàòðèöû A4(t) óñòîé÷èâûå, ìíîæåñòâî V êîìïàêòíî. Äëÿ ëþáîãî x îïðå-äåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
R(x) = −A−1

4 (1)A3(1)x+ R̃,24



ãäå
R̃ =

∞∫

0

exp(A4(1)s)B2(1)V ds.Ââîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ: Kε � ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ïðè t = 1 âîçìóùåííîé ñèñ-òåìû, P � ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ïðè t = 1 âûðîæäåííîé ñèñòåìû
dx/dt = A0(t)x+B0(t)u, x(0) = x0,

A0 = A1 −A2A
−1
4 A3, B0 = B1 −A2A

−1
4 B2,

K0 = {(x, y) ∈ R
n+m, x ∈ P, y ∈ R(x)}.Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî lim

ε→0
dH(Kε,K0) = 0, ãäå dH(Kε,K0) � ðàññòîÿíèå Õàóñäîð�à ìåæ-äó ìíîæåñòâàìè Kε è K0.Îïèñàííûé ïîäõîä ñ ââåäåíèåì ìíîæåñòâà R(x) ïîçâîëèë [51℄ äëÿ ñèíãóëÿðíîâîçìóùåííîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ãäå äè��åðåíöèàëüíûå ñâÿçè � ñèí-ãóëÿðíî âîçìóùåííûå ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, à �óíêöèîíàë ïî-ðîæäàåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ g(x, y), ïîñòðîèòü âèä ïðå-äåëüíîãî �óíêöèîíàëà ïðè âûðîæäåíèè

g0(x) = inf
y∈R

g(x, y −A−1
4 (1)A3(1)x)è ïîëó÷èòü ñõîäèìîñòü ïî �óíêöèîíàëó. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì, âñëåäñòâèå îïåðà-öèè ìèíèìèçàöèè ïî áûñòðîé ïåðåìåííîé íà ìíîæåñòâå R, êîòîðîå ñîäåðæèò èí-�îðìàöèþ îá óïðàâëåíèè, ïðåîäîëåâàåòñÿ ý��åêò ñêà÷êà â �óíêöèîíàëå ïðè âû-ðîæäåíèè, ïîëó÷åííûé â [36℄.�åçóëüòàò î ñõîäèìîñòè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè â ìåòðèêå Õàóñäîð�à ïðè ñòðåì-ëåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà ê íóëþ ïîëó÷åí ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ â [97℄ è äëÿ ìàò-ðè÷íî ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì âèäà

(A+ εB)dx/dt = C(t)x+D(t)u, x(0) = x0,ãäå îïåðàòîð A � âûðîæäåí, à A+ εB îáðàòèì ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε 6= 0.Àñèìïòîòèêà ïîãðàíñëîéíîãî òèïà ïî ñòåïåíÿì √
ε äëÿ îáëàñòè äîñòèæèìîñòè,îïðåäåëÿåìîé ïðè ïîìîùè îïîðíîé �óíêöèè, ëèíåéíîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîéñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = x0, y(0) = y0 è ñ èí-òåãðàëüíûì îãðàíè÷åíèåì íà óïðàâëåíèå

1

2

T∫

0

u2(t)dt ≤ r2,ãäå u(t) ∈ R, ïîñòðîåíà â [119℄.Â [49℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ çàïèñàííàÿ â íà÷àëå ýòîãî ðàçäåëà ñèñòåìà, ãäå t ∈ [0, T ],(
x(0)
y(0)

)
∈ {z ∈ R

n+m : z′Mz 6 1}, u(t) ∈ {u ∈ R
r : u′N(t)u 6 1}, M è N(t) � ïî-ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû. Ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ïî-ñòðîåíà àñèìïòîòèêà âíåøíèõ ýëëèïñîèäàëüíûõ îöåíîê ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè.Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëàñü àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ìàòðè÷íîãî äè�-�åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè.Â [114, 124℄ ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ïîäåéñòâîâàòü ÿâíî çàäàâàåìûì ìàñøòàáèðóþùèìëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà îáëàñòü äîñòèæèìîñòè ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèíãóëÿðíî25



âîçìóùåííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû-ìè ïî áûñòðûì ïåðåìåííûì, òî ïîëó÷åííûå îáëàñòè ñõîäÿòñÿ â ìåòðèêå Õàóñäîð�àïðè ñòðåìëåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà ê íóëþ. Ýòî ïîçâîëÿåò îïèñàòü àñèìïòîòèêó ìíî-æåñòâ äîñòèæèìîñòè.12. Çàäà÷è â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè è àäàïòèâíîå óïðàâëåíèå�åàëüíûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ �óíêöèîíèðóþò, êàê ïðàâèëî, â óñëîâèÿõ íåîïðå-äåëåííîñòè, îáóñëîâëåííîé ðàçíîîáðàçíûìè ïðè÷èíàìè (íåïîëíûå íà÷àëüíûå äàí-íûå, íàëè÷èå íåèçâåñòíûõ èëè íåòî÷íî çàäàííûõ âõîäíûõ âîçìóùåíèé, îøèáêè âêàíàëàõ èçìåðåíèé è ò.ä.).Ïðè ñèíòåçå è àíàëèçå àäàïòèâíûõ (ñàìîíàñòðàèâàþùèõñÿ) ñèñòåì ìåòîäû ðàç-äåëåíèÿ äâèæåíèé èãðàþò âàæíóþ ðîëü (ñì., íàïðèìåð, [174℄, ãäå ðàññìàòðèâàëèñüîòäåëüíûå êëàññû àäàïòèâíûõ ñèñòåì). Ñàìà âîçìîæíîñòü àäàïòàöèè ðåãóëÿòîðà êèçìåíåíèÿì ïàðàìåòðîâ îáúåêòà è ñðåäû ñóùåñòâóåò ëèøü ïîñòîëüêó, ïîñêîëüêó ýòèïàðàìåòðû ìåíÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî.Ñëåäóÿ [127, 109℄, îïèøåì êðàòêî îäíó èç ñõåì ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèé ïðèìåíè-òåëüíî ê àäàïòèâíûì ñèñòåìàì â ñëó÷àå, êîãäà àëãîðèòì àäàïòàöèè îòíîñèòñÿ êêëàññó àëãîðèòìîâ ñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà. Ïóñòü íàñòðàèâàåìûé îáúåêò îïèñûâà-åòñÿ óðàâíåíèÿìè
dx

dt
= f(x, y, θ, t),

ε
dy

dt
= g(x, y, θ, t),ãäå θ = θ(t) ∈ R

p � âåêòîð íàñòðàèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ. Öåëü óïðàâëåíèÿ çàäàåòñÿïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ãëàäêîé �óíêöèè Q(x, y, t) è èìååò âèä
Q(x, y, t) 6 ∆ ïðè t > t∗.Ïðîöåäóðà ñèíòåçà ïî âûðîæäåííîé ìîäåëè íàñòðàèâàåìîãî îáúåêòà ñîñòîèò â ñëå-äóþùåì. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà çàìåíÿåòñÿ âûðîæäåííîé ñèñòåìîé
dx

dt
= f(x, θ, t) = f(x, ϕ(x, θ, t), θ, t),

y = ϕ(x, θ, t),ãäå ϕ(x, θ, t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ g(x, y, θ, t) = 0 (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýòî ðåøåíèå ñóùåñò-âóåò è åäèíñòâåííî). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öåëåâàÿ �óíêöèÿ âûðîæäåííîé ñèñòåìû
Q(x, t) = Q(x, ϕ(x, θ, t), t) íå çàâèñèò îò θ è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà. Àëãîðèòìñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà äëÿ âûðîæäåííîé ìîäåëè èìååò âèä

dθ

dt
= −Γ∇θω(x, θ, t),ãäå Γ = Γ′ � -ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà,

ω(x, θ, t) =
∂Q

∂t
(x, t) + (∇xQ)′f(x, θ, t).Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ñèíòåçà ñîñòîèò â ïðîâåðêå óñëîâèé ðàáîòîñïîñîáíîñòèñèíòåçèðîâàííîé ñèñòåìû. Íåñìîòðÿ íà âûïîëíåíèå öåëè óïðàâëåíèÿ â âûðîæäåí-íîé ñèñòåìå, â èñõîäíîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìå öåëü óïðàâëåíèÿ ìîæåò26



íàðóøàòüñÿ. Ïîýòîìó äëÿ ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîãî ìåòîäà ñèíòåçà íåîáõîäèìî âû-ïîëíåíèå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âàæíîé ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ìå-òîäà.Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè è îöåíêè òî÷íîñòè ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèé äëÿ àëãîðèòìîâàäàïòàöèè, ñèíòåçèðîâàííûõ íà îñíîâå ìåòîäà �óíêöèé Ëÿïóíîâà è àëãîðèòìîâñêîðîñòíîãî ãðàäèåíòà, ìîãóò áûòü íàéäåíû â [127, 109℄.Äëÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ áûñòðûìè è ìåäëåííûìè äâèæåíèÿìè è ñ íåîïðåäå-ëåííîñòüþ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ â âèäå îãðàíè÷åííûõ íåëèíåéíîñòåé â [194℄ êîíñòðóèðó-åòñÿ íåëèíåéíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü, ñòàáèëèçèðóþùàÿ ïîäñèñòåìó ìåäëåííûõ äâèæå-íèé. Óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòðóêòóðà ïðèòÿãèâàþùåãî ìíîæåñòâà è íàëè÷èå ïîðîãîâîãîçíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé äëÿ ñòàáèëèçàöèè âîçìóùåííîé ñèñ-òåìû ïîñòðîåííîé îáðàòíîé ñâÿçüþ. Ñòàáèëèçèðóåìîñòü ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîéàäàïòèâíîé ñèñòåìû íà îñíîâå èí�îðìàöèè î ñòàáèëèçèðóåìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåéíåâîçìóùåííîé ñèñòåìû óñòàíàâëèâàåòñÿ òàêæå â [11, 12℄.Â [215℄ äëÿ íåëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ïî âûõîäó ñèñòåìû äîñòàòî÷íî îáùåãî âè-äà ñ èçâåñòíîé ëèíåéíîé ÷àñòüþ ñòðîèòñÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü ïî âûõîäó ñ öåëüþ êîì-ïåíñàöèè âîçìóùåíèé, êîòîðàÿ áàçèðóåòñÿ íà ñâîéñòâàõ ëèíåéíîé ÷àñòè îáúåêòà,à åå äèíàìè÷åñêèé êîý��èöèåíò óñèëåíèÿ ñâÿçàí ñ ìàæîðàíòîé âûõîäà. Ïðè ýòîìçàìêíóòàÿ ñèñòåìà ñîäåðæèò è óðàâíåíèÿ �èëüòðà, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé òèõî-íîâñêèå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Óñòàíàâëèâàåòñÿïîðîãîâàÿ âåëè÷èíà äëÿ ïàðàìåòðà �èëüòðà (ïàðàìåòðà ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé)â òåðìèíàõ ëèíåéíîé ÷àñòè îáúåêòà è ïîñòîÿííûõ Ëèïøèöà íåëèíåéíûõ âîçìóùå-íèé, â ïðåäåëàõ êîòîðîé çàìêíóòàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé, ãëî-áàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, íå ïðåâûøàþùèõ îïðåäåëåííîãî ïîðîãîâîãî óðîâ-íÿ, â [138℄ ïðè îãðàíè÷èòåëüíûõ óñëîâèÿõ ïîñòðîåíû ãëîáàëüíûå àòòðàêòîðû äëÿñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ïðè îãðàíè÷åííûõ óïðàâëåíèÿõ ñ íå-îïðåäåëåííîñòüþ âèäà
dx/dt = f1(x) + F1(x)y +G1(x)u+ h1(t, x, y, u, ε),

εdy/dt = A(t)(f2(x) + y +G2(x)u) + h2(t, x, y, u, ε),

z(t) = r(x(t), y(t)),ãäå z(t) ∈ R
n, |ui(t)| 6 ρi, i = 1, r, f1(0) = 0, f2(0) = 0, h2(t, x, y, u, 0) = 0; èçìåðèìàÿïî Ëåáåãó ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ A(t) è h1 ∈ C∞(Rn), h2 ∈ C∞(Rm) íå èçâåñòíûçàðàíåå.Ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå ïðèâå-äåíû â [7℄.Äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìîé ïî ìèíèìàêñíîìóêðèòåðèþ ïðè íåîïðåäåëåííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿõíà óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ è ñ òåðìèíàëüíûì �óíêöèîíàëîì êà÷åñòâà, çàâèñÿ-ùèì êàê îò ìåäëåííûõ, òàê è îò áûñòðûõ ïåðåìåííûõ, â [86℄ ïðåäëàãàåòñÿ èòåðà-öèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.Èññëåäóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà àíñàìáëÿ òðàåêòîðèé. Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ òàêæå â [85℄.Çàäà÷à àñèìïòîòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ èí�îðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ñî-ñòîÿíèé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòà-ìè, �óíêöèîíèðóþùåé â ïðèñóòñòâèè íåîïðåäåëåííûõ âîçäåéñòâèé ïðè èíòåãðàëü-íûõ êâàäðàòè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðåàëèçàöèþ ïîñëåäíèõ, ðàññìîòðåíà â [88℄.Â [187℄ ïîëó÷åíà îöåíêà ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìó-ùåííîé êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìû ïðè íåîïðåäåëåííîì íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè è íåîïðå-27



äåëåííûõ âîçìóùåíèÿõ
dx/dt = A11(t, ε)x+A12(t, ε)y + C1(t, ε)v + εf1(t, x, y, ε),

εdy/dt = A21(t, ε)x+A22(t, ε)y + C2(t, ε)v + εf2(t, x, y, ε),

η(t) = G1(t, ε)x+G2(t, ε)y + ξ,ãäå t ∈ [t0; t1], v(t) ∈ R
q, ξ(t) ∈ R

s, íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x(t0), y(t0), âîçìóùåíèÿ
v = v(t), ξ = ξ(t) íå èçâåñòíû çàðàíåå, ïðè÷åì v(t), ξ(t) ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè ïîËåáåãó �óíêöèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì

t1∫

t0

ξ′(t)H(t)ξ(t)dt 6 ν2,

t1∫

t0

v′(t)R(t)v(t)dt 6 γ2,ãäå H(t), R(t) ñèììåòðè÷åñêèå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû ñ íåïðåðûâ-íûìè ýëåìåíòàìè.Ëèíåéíûå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå ñèñòåìû èçó÷àëèñü òàêæå â [84℄ (íåîïðåäå-ëåííîñòü ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì) è â [87℄ (íåîïðåäåëåííûå âîçäåéñòâèÿ ïðè èíòå-ãðàëüíûõ êâàäðàòè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà èõ ðåàëèçàöèþ).Äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ áûñòðûìè è ìåäëåííûìè äâèæåíèÿìè, ãäåýëåìåíòû âñåõ ìàòðèö çàâèñÿò îò íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé íåîïðåäåëåííîñòè, â [165℄ñòðîèòñÿ ñîñòàâíîå ñèíòåçèðóþùåå óïðàâëåíèå, ñîõðàíÿþùåå ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè,åñëè ýòî ñâîéñòâî èìååòñÿ ó ñèñòåì äåêîìïîçèöèè � âûðîæäåííîé è ïðèñîåäèíåííîé.Ïðèâîäÿòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ çàêîíîâ ñèíòåçà â ïîäñèñòåìàõ è èòîãîâîãî óïðàâëåíèÿ.Â [175℄ ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùèõ îáðàòíûõ ñâÿçåéíà îñíîâå äåêîìïîçèöèè äëÿ ëèíåéíîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû ñî ìíîãèìèìàëûìè ïàðàìåòðàìè è ìàòðèöàìè ñ íåîïðåäåëåííûìè ýëåìåíòàìè.Çàäà÷à î ïîïàäàíèè ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâè-åì è íåîïðåäåëåííûìè âîçìóùåíèÿìè â îêðåñòíîñòü çàäàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïðè-âîäÿùàÿ ê ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìå, èçó÷åíà â [177℄.Â [142℄ ïîêàçàíî, ÷òî óïðàâëåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå ðåäóöèðîâàííîé çàäà÷å ñâîé-ñòâî ñëàáîé èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî âíåøíèõ âîçìóùåíèé, îáåñïå÷èâàåò èí-âàðèàíòíîñòü çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëà èñõîäíîé ëèíåéíîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîéñèñòåìû óïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî âíåøíèõ âîçìóùåíèé ñ òî÷íîñòüþ O(ε).13. Èòåðàöèîííûå ìåòîäûÏîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çà-äà÷ ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ñëîæíûì è òðåáóåò áîëüøèõ çàòðàò, êîãäà òðåáóåòñÿ âûñîêàÿòî÷íîñòü ðåøåíèÿ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàç-ëîæåíèé (âàæíîãî òåîðåòè÷åñêîãî îðóäèÿ) ñòàíîâèòñÿ íåý��åêòèâíûì ñ âû÷èñëè-òåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Ê òîìó æå ìàëûé ïàðàìåòð âîçìóùåíèÿ íå âñåãäà î÷åíü ìàëè íå âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíûå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè, íåîáõîäèìûå äëÿïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé. Ïîýòîìó îñîáîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàþòèòåðàöèîííûå ìåòîäû.Â [45℄ ïðåäëàãàþòñÿ äâà èòåðàöèîííûõ ìåòîäà (èäåéíî áëèçêèõ ìåòîäó Þ.Ï. Áî-ãëàåâà) îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé êðàåâîé çàäà÷è óñëîâíîóñòîé÷èâîãî òèïà, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé Áîëüöà ñ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûìèäè��åðåíöèàëüíûìè ñâÿçÿìè.28



Èòåðàöèîííàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ ñèíãó-ëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé, åñëè îíà èìååò âèä
dx̃i−1/dt = f̃(x̃i−1, ỹi−1, t, ε),

εdỹi/dt = g̃(x̃i−1, ỹi, t, ε),ãäå ỹ0(t) ≡ 0, à ñèñòåìà ïîëó÷åíà èç èñõîäíîé ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé çàìåíû ïåðåìåí-íûõ, ñóòü êîòîðîé ïîëó÷åíèå óðàâíåíèé äëÿ íåâÿçîê âäîëü ðàâíîìåðíîãî àñèìïòî-òè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîðàíñëîéíîãî òèïà íóëåâîãî ïîðÿäêà (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîâñå óñëîâèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ âûïîëíåíû).Èòåðàöèîííàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ ñèíãó-ëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíîé, åñëè îíà èìååò âèä
d

≈

xi/dt =
≈

f
(

≈

xi,
≈

xi−1,
≈

yi−1, t, ε
)
,

εd
≈

yi/dt =
≈

g
(

≈

xi−1,
≈

yi,
≈

yi−1, t, ε
)
,

≈

x0(t) ≡ 0,
≈

y0(t) ≡ 0,ãäå ñèñòåìà ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîé ïîñëå íåêîòîðîé, óæå äðóãîé, çàìåíû ïåðå-ìåííûõ, òàêæå èñïîëüçóþùåé àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïîãðàíñëîéíîãî òèïàíóëåâîãî ïîðÿäêà äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.Â [45℄ óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé è ïàðàëëåëüíîéñõåì èòåðàöèè ñõîäÿòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè è ïðèâîäÿò ê ïî-ñòðîåíèþ íå ïðîñòî àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ, íî è àïïðîêñèìàöèè òî÷íîãîðåøåíèÿ èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è x∗, y∗ ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ. À èìåííî,äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ε ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
‖x̃i − x∗‖C 6 c(cε)i+1, ‖ỹi − y∗‖C 6 c(cε)i+1,ãäå ïîñòîÿííàÿ c íå çàâèñèò îò ε, i.Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ìàòðè÷íûõ äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé �èêêàòè ðàññìàòðèâàþòñÿ â [46, 164℄.Â [163℄ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà
J(u) =

∞∫

t0

((
x
y

)′

W

(
x
y

)
+ u′Ru

)
dt→ min, W > 0, R > 0,íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû

dx/dt = A1x+A2y +B1u, x(t0) = x0,

εdy/dt = A3x+A4y +B2u, y(t0) = y0ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû îïòèìàëüíûõ êîý��è-öèåíòîâ óñèëåíèÿ â öåïè îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûõîäó. Ýòîò ïðîöåññ ïðîâîäèòñÿ ñ ó÷å-òîì ðàñùåïëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè è ïîçâîëÿ-åò ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèþ îïòèìàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ óñèëåíèÿ çà k èòåðàöèéàëãîðèòìà ïîðÿäêà O(εk) äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî k.Ñëåäóÿ [162, 164℄, ïðèâåäåì èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîç-ìóùåííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè PA + A′P − PSP + W = 0, ãäå
A =




A1 A2

1

ε
A3

1

ε
A4


, W =

(
W1 W2

W ′

2 W3

), S =




S1
1

ε
S2

1

ε
S′

2

1

ε2
S3
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�åøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â áëî÷íîì âèäå
P =

(
P1 εP2

εP ′

2 εP3

)
,ãäå

Pj = P
(0)
j + εEj .Íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

P
(0)
1 As +A′

sP
(0)
1 − P

(0)
1 SsP

(0)
1 +Ws = 0,

P
(0)
3 A4 +A′

4P
(0)
3 − P

(0)
3 S3P

(0)
3 +W3 = 0,

P
(0)
2 = F2

(
P

(0)
1 , P

(0)
3

)
,ãäå As,Ws, Ss � èçâåñòíûå ìàòðèöû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì ïîäñòàíîâêè ðàç-ëîæåíèÿ ðåøåíèÿ â èñõîäíîå óðàâíåíèå �èêêàòè è ïðèðàâíèâàíèÿ êîý��èöèåíòîâïðè ε0, F2 � èçâåñòíàÿ ëèíåéíàÿ ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ. Ìàòðèöû Ej îïðåäåëÿþòñÿïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé âèäà

E
(i+1)
1 D1 +D′

1E
(i+1)
1 = H1

(
E

(i)
1 , E

(i)
2 , E

(i)
3 , ε

)
,

E
(i+1)
3 D3 +D′

3E
(i+1)
3 = H3

(
E

(i)
2 , E

(i)
3 , ε

)
,

E
(i+1)
2 = H2

(
E

(i+1)
1 , E

(i)
2 , E

(i+1)
3 , ε

)
,

E
(0)
1 = 0, E

(0)
2 = 0, E

(0)
3 = 0, i = 0, 1, 2, . . . ,ãäå ìàòðèöû Di è êâàäðàòè÷íûå ìàòðè÷íûå �óíêöèè Hi èçâåñòíû. Ýòîò èòåðàöè-îííûé àëãîðèòì äàåò ñõîäèìîñòü ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ñî ñêîðîñòüþ O(ε).Èòåðàöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòè ê îïòè-ìàëüíîìó óïðàâëåíèþ, êîòîðûé èñïîëüçóåò ìåòîäû ïðîåêöèè ãðàäèåíòîâ è óñëîâ-íîãî ãðàäèåíòà, èçëàãàåòñÿ â [37℄ äëÿ íåëèíåéíûõ âûïóêëûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãîóïðàâëåíèÿ

Jε(u) = Φ(x(T )) +

T∫

0

F (x, y, u, t)dt→ min
u∈M

,

dx/dt = A1(t)x+A2(t)y +B1(t)u, x(0) = x0,

εdy/dt = εA3(t)x+A4(t)y +B2(t)u, y(0) = y0,ãäå M � ìíîæåñòâî r-ìåðíûõ èçìåðèìûõ âåêòîð-�óíêöèé, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðèïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ] ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó âûïóêëîìó îãðàíè÷åííîìó, çàìêíó-òîìó ìíîæåñòâó U ⊂ R
r, Φ è F âûïóêëû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (x, y, u),

F ñèëüíî âûïóêëà ïî u.Ýòà ðàáîòà ðàçâèâàåòñÿ â [143℄ íà ñëó÷àé ìîäè�èêàöèè ìåòîäà óñëîâíîãî ãðà-äèåíòà, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.Îöåíèâàåòñÿ âëèÿíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.Íàëè÷èå àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé ëþáîãî ïîðÿäêà î÷åíü öåííàÿ êà÷åñòâåí-íàÿ èí�îðìàöèÿ. Ñàìè ïî ñåáå àñèìïòîòèêè, ÿâëÿÿñü íîñèòåëÿìè ñòðóêòóðíîé èí-�îðìàöèè, ìîãóò äàâàòü ïëîõèå ÷èñëåííûå àïïðîêñèìàöèè, è âîçíèêàåò âîïðîñ,30



êàê èõ èñïîëüçîâàòü äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà. Â [31℄ íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêèõðàçëîæåíèé ïîãðàíñëîéíîãî òèïà èññëåäîâàíû ý��åêòèâíûå èòåðàöèîííûå ìåòî-äû ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ðàçðàáîòà-íû ïàêåòû ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ. Íà ðàçëè÷íûõ ïðèìåðàõ, â òîì ÷èñëåè äëÿ �æåñòêèõ� ñèñòåì, ïðîäåìîíñòðèðîâàíà âûñîêàÿ ý��åêòèâíîñòü èñïîëüçîâà-íèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ äëÿ �îðìèðîâàíèÿ êà÷åñòâåííûõíà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé íà îñíîâå íóëåâûõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè â èòåðàöèîííûõïàêåòàõ ïî îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ. Ïðè÷åì õîðîøàÿ ñõîäèìîñòü ê ãëîáàëüíîìóîïòèìóìó íàáëþäàëàñü â �æåñòêèõ� çàäà÷àõ äàæå ñ ãðóáûì íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíè-åì, ëèøü êà÷åñòâåííî ñîõðàíÿþùèì ñòðóêòóðó íóëåâîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè. Â [31℄ýâðèñòè÷åñêè ââîäèëèñü ìàëûå ïàðàìåòðû ïðè ïðîèçâîäíûõ â òåõ óðàâíåíèÿõ ñèñ-òåìû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿëè áû ïðè ýòîì ÷àñòè óñëîâèé òåîðåìû Òèõîíîâà À.Í.î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå èç òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé. Óñëîâèÿ ýòè ñâÿçàíûñ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòüþ òî÷êè ïîêîÿ ïðèñîåäèíåííîé ñèñòåìû � êîðíÿâûðîæäåííîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû. Ýòî ïîçâîëÿëî îòáðàñûâàòü ïðîèçâîäíûå,ïîíèæàòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è óïðàâëåíèÿ, ìåíÿòü �àçîâûå ïåðåìåííûå íà óïðàâ-ëÿþùèå, îïðåäåëÿòü âîçìîæíûå èìïóëüñû ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â èñõîäíîéçàäà÷å è â èòîãå ïîëó÷àòü âîçìîæíóþ êà÷åñòâåííóþ èí�îðìàöèþ î ðåøåíèè.14. Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå äèñêðåòíûå çàäà÷èÄèñêðåòíûå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþò-ñÿ îáúåêòîì èíòåíñèâíîãî èçó÷åíèÿ ñ íà÷àëà 1980-õ ãã. �àçëè÷íûì êëàññàì òàêèõçàäà÷ ïîñâÿùåíû ìîíîãðà�èÿ [210℄ è íåêîòîðûå ãëàâû â ìîíîãðà�èÿõ [206, 162℄.Â ÷àñòíîñòè, â [206, 210℄ ïðèâåäåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàç-ëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, âûòåêàþùåé èç óñëîâèé îïòèìàëüíîñòèóïðàâëåíèÿ â ñëåäóþùåé çàäà÷å:
(
x(k + 1)
y(k + 1)

)
=

(
A1 εA2

A3 εA4

)(
x(k)
y(k)

)
+

(
B1

B2

)
u(k),

x(0) = x0, y(0) = y0,

Jε(u) =
1

2
z′(N)Fz(N) +

1

2

N−1∑

k=0

(z′(k)Wz(k) + u′(k)Ru(k)) → min,

z′(k) = (x′(k), εy′(k)).Ïðè ýòîì àñèìïòîòèêà, íàïðèìåð, äëÿ y(k) èìååò âèä
y(k) =

∑

i>0

εi(yi(k) + εkΠiy(k) + εN−kQiy(k)).Ïðèâîäèòñÿ òàêæå àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ äèñêðåòíîãîóðàâíåíèÿ �èêêàòè, âîçíèêàþùåãî ïðè îòûñêàíèè óïðàâëåíèÿ â �îðìå îáðàòíîéñâÿçè äëÿ ýòîé çàäà÷è.Ñëåäóÿ [198℄, â [162℄ ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûå çàäà÷è ñ óðàâíåíè-åì ñîñòîÿíèÿ
x(k + 1) = (I + εA1)x(k) + εA2y(k) + εB1u(k), x(0) = x0,

y(k + 1) = A3x(k) +A4y(k) +B2u(k), y(0) = y0 31



è êðèòåðèÿìè êà÷åñòâà
Jε(u) =

ε

2

∞∑

k=0

(z′(k)Wz(k) + u′(k)Ru(k))è
Jε(u) =

1

2
z′(N)Fz(N) +

1

2

N−1∑

k=0

(z′(k)Wz(k) + u′(k)Ru(k)),ãäå z′(k) = (x′(k), y′(k)), W = W ′ > 0, R = R′ > 0, F =

( 1

ε
F1 F2

F ′

2 F3

)
> 0.Ïóòåì íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ äåêîìïîçèöèÿãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, âûòåêàþùåé èç óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ, íàíåçàâèñèìûå ñèñòåìû ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Â ñëó÷àå óïðàâëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîìïðîìåæóòêå ïðîèçâîäèòñÿ ðàçäåëåíèå äâèæåíèé äëÿ äèñêðåòíîãî àëãåáðàè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ �èêêàòè, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ çàïèñè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â�îðìå îáðàòíîé ñâÿçè.Â [162℄ èññëåäóþòñÿ òàêæå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå äèñêðåòíûå çàäà÷è ñ áåëûìøóìîì.Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà íà òðàåêòîðèÿõ ëèíåéíîé äèñ-êðåòíîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû âèäà

(
x(k + 1)
εy(k + 1)

)
= A(k, ε)

(
x(k)
y(k)

)
+B(k, ε)u(k), k = 0, N,

x(0) = x0, y(0) = y0èçó÷àåòñÿ â [180℄. Àíàëèçèðóþòñÿ äâà ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ�èêêàòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî âîçìóùåííîãî äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè.�åêóðñèâíîå ðåøåíèå äèñêðåòíîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ëèíåéíî-êâàäðàòè÷-íîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ â [164℄. Îïòèìàëüíîå H∞-óïðàâëåíèå äëÿ ñèíãóëÿðíîâîçìóùåííûõ ëèíåéíûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì èçó÷àåòñÿ â [209℄ ïóòåì ïåðåõîäà ê íåêî-òîðîé äè��åðåíöèàëüíîé èãðå.Ìåòîä ïîãðàíè÷íûõ �óíêöèé ïðèìåíÿåòñÿ â [38℄ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðå-øåíèÿ äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è, âûòåêàþùåé èç óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè óïðàâ-ëåíèÿ äëÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé äèñêðåòíîé çàäà÷è ñ ìàëûì øàãîì.Äëÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé ðàçíîñòíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ìà-ëûì øàãîì è ìàëûì ìíîæèòåëåì ïðè ñóììå â �óíêöèîíàëå â [27℄ ñòðîÿòñÿ àñèìïòî-òè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïî ìàëîìó øàãó ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçíîñòíîãî óðàâ-íåíèÿ �èêêàòè è êâàçèîïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå. Â [29℄ ñòðîèòñÿ àñèìïòîòèêà ïîìàëîìó ïàðàìåòðó ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâàíà òðàåêòîðèÿõ ëèíåéíîé ñ ìàëûì øàãîì ðàçíîñòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ó êîòî-ðûõ ëåâûé êîíåö çàêðåïëåí, à ïðàâûé ïðèíàäëåæèò îáëàñòè, çàäàííîé ñèñòåìîéëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.Â [21℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèè óñòîé÷èâîñòè ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé â äèñêðåò-íûõ íåñòàöèîíàðíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ñ ìàëûì øàãîì óñëîâèÿ ïîëíîé óïðàâëÿ-åìîñòè âûãëÿäÿò òàê æå, êàê â ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåìàõ.Çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ïðè ïîìîùè îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ ëèíåéíîé ñèíãó-ëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû ñ íåñêîëüêèìè íåçàâèñèìûìè ìàëûìè ïàðàìåòðàìè èäèñêðåòíûì âðåìåíåì ðàññìàòðèâàåòñÿ â [199℄. Îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ çà-äà÷è, îñíîâàííûé íà äåêîìïîçèöèè çàäà÷è íà ïîäçàäà÷è äëÿ ìåäëåííîé è áûñòðîé32



ïîäñèñòåì. Ïîñòðîåíà îöåíêà îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðîé îáåñïå÷è-âàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû.Â [82℄ ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðàâíîìåðíàÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ýêñ-ïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü äèñêðåòíîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé íåëèíåéíîé äè-íàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñëåäóåò èç íàëè÷èÿ ýòîãî ñâîéñòâà ó äâóõ èçîëèðîâàííûõ ïîä-ñèñòåì, îïðåäåëÿþùèõ áûñòðîå è ìåäëåííîå äâèæåíèÿ. Ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ è ñî-îòíîøåíèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè â êëàññå îáðàòíûõñâÿçåé ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåäëåííûì äâèæåíèÿì.Îá èñïîëüçîâàíèè ïðÿìîé ñõåìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ äèñêðåòíûõ çàäà÷ íàïèñàíî â ðàçäåëå 3.15. Çàäà÷è ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìèÂ [26℄ ñèñòåìà èìååò âèä
dx/dt = A(t)x+ b(t) +G(t)η1(t), x(0) = x0,à óðàâíåíèå èçìåðåíèÿ âûõîäà èìååò âèä
y(t) = B(t)x(t) + εη2(t),ãäå η1(t), η2(t) � ãàóññîâñêèå áåëûå øóìû ñ íóëåâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè,ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà x0 ãàóññîâñêîå, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû η1(t), η2(t), x0 âçàèìíîíå çàâèñèìû. Ñòðîèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîç-ìóùåííîãî ìàòðè÷íîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òèïà �èêêàòè äëÿ êîâàðèà-öèîííîé ìàòðèöû îøèáîê îïòèìàëüíîé �èëüòðàöèè. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèåïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî ìàòðè÷íîãî äè��åðåí-öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òèïà �èêêàòè, âîçíèêàþùåãî â ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà÷åîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-åì ñîñòîÿíèÿ ñ ãàóññîâñêèì áåëûì øóìîì â êîý��èöèåíòàõ, ïîñòðîåíî â [30℄.Â [162℄ ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü ëèíåéíûå ðåãó-ëÿòîðû äëÿ ìåäëåííîé è áûñòðîé ïîäñèñòåì íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, äëÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è ñî ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ
dx1(t)/dt = A1x1(t) +A2x2(t) +B1u(t) +G1ω1(t),

εdx2(t)/dt = A3x1(t) +A4x2(t) +B2u(t) +G2ω1(t),

y(t) = C1x1(t) + C2x2(t) + ω2(t)è êðèòåðèåì êà÷åñòâà
J = lim

tf→∞

1

tf
M





tf∫

t0

(z′(t)z(t) + u′(t)Ru(t))dt



 , R > 0,ãäå z(t) = D1x1(t) +D2(t)x2(t), xi(t) ∈ R

ni , i = 1, 2, ω1(t) ∈ R
p è ω2(t) ∈ R

m � íåçà-âèñèìûå ñòàöèîíàðíûå ãàóññîâñêèå âçàèìíî íåêîððåëèðîâàííûå áåëûå øóìû ñ íó-ëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è èíòåíñèâíîñòÿìè w1 > 0 è w2 > 0 ñîîòâåò-ñòâåííî.�åêóðñèâíûé ïîäõîä ê ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûì ëèíåéíûì ñòîõàñòè÷åñêèì íå-ïðåðûâíûì è äèñêðåòíûì ñèñòåìàì óïðàâëåíèÿ èññëåäîâàëñÿ â [164℄ (ðàññìàòðè-âàëñÿ áåëûé ãàóññîâñêèé øóì).2 Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà, � 1 33



Ñòîõàñòè÷åñêèì ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûì çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ ïîñâÿùåíû òàê-æå ãëàâà â ìîíîãðà�èè [182℄ è ñòàòüè [214, 136℄. Â ïîñëåäíåé ñòàòüå óðàâíåíèå ñî-ñòîÿíèÿ èìååò âèä
dx = f(x, y, v)dt+

√
2dω1,

εdy = g(x, y, v)dt+
√

2εdω2,

x(0) = x, y(0) = y,ãäå v óïðàâëåíèå, à ω1 è ω2 íåçàâèñèìûå Âèíåðîâñêèå ïðîöåññû.16. Èãðîâûå çàäà÷èÂ [23℄ èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ïðè ñòðåìëåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà ê íóëþ öåíû ëè-íåéíîé äè��åðåíöèàëüíîé èãðû ïðåñëåäîâàíèÿ, â êîòîðîé äèíàìèêà äëÿ ïðåñëåäî-âàòåëÿ è óáåãàþùåãî îïèñûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûìè óðàâíåíèÿìè
dy/dt = A1(t)y +A2(t)η +B1(t)u,

εdη/dt = A3(t)y +A4(t)η +B2(t)u,

y(t) ∈ R
n1 , η(t) ∈ R

n2 , u(t) ∈ U ⊂ R
n1 ,è

dz/dt = C1(t)z + C2(t)ζ +D1(t)v,

εdζ/dt = C3(t)z + C4(t)ζ +D2(t)v,

z ∈ R
n1 , ζ ∈ R

n2 , v(t) ∈ V ⊂ R
n2 ,ãäå U , V � âûïóêëûå êîìïàêòû. Èãðîêè èñïîëüçóþò ìàòåìàòè÷åñêóþ �îðìàëèçà-öèþ èãðû, ïðåäëîæåííóþ Í.Í. Êðàñîâñêèì.Ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó äëÿ ñèñòåì ñ ìåäëåííûìè è áûñòðûìè ïåðåìåí-íûìè ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ â [233℄, à äëÿ íåïðåðûâíîãî � â [219℄.Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû èç ýòèõ äâóõ ðàáîò ïîäðîáíåå.Â [219℄ èçó÷àþòñÿ äâå ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûå çàäà÷è. Ïåðâàÿ îïèñûâàåòñÿñèñòåìîé

dx/dt = a1(x) +A1(x)z +B11(x)u1 +B12(x)u2, x(0) = x0,

εdz/dt = a2(x) +A2(x)z +B21(x)u1 +B22(x)u2, z(0) = z0.Ôóíêöèÿ âûèãðûøà i-ãî èãðîêà èìååò âèä
Ji =

∞∫

0

(pi(x) + z′Qi(x)z+u
′

iRii(x)ui + u′jRij(x)uj)dt, i, j = 1, 2; i 6= j.Ââîäÿòñÿ óñå÷åííûå � áûñòðàÿ è ìåäëåííàÿ � ñèñòåìû, äîïóñêàþùèå ðåøåíèÿ ñîîò-âåòñòâóþùèõ èãðîâûõ çàäà÷ â ÿâíîì âèäå. Ïîêàçàíî, ÷òî âûèãðûøè â ñèòóàöèè ðàâ-íîâåñèÿ ïî Íýøó òî÷íîé è óñå÷åííîé çàäà÷ îòëè÷àþòñÿ íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà O(ε).Âòîðîé êëàññ äè��åðåíöèàëüíûõ èãð îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé
dx/dt = a00(x) +

2∑

i=1

A0i(x)zi+

2∑

i=1

B0i(x)ui, x(0) = x0,

εidzi/dt = ai0(x) +Aii(x)zi + εiiAij(x)zj +Bii(x)ui, zi(0) = zi0,

i, j = 1, 2; i 6= j.34



ñ �óíêöèÿìè âûèãðûøà
Ji =

∞∫

0

(pi(x) + s′i(x)zi + z′iQi(x)zi+u
′

iRii(x)ui)dt(èãðîêè âçàèìîäåéñòâóþò òîëüêî ÷åðåç ìåäëåííóþ ÷àñòü ñèñòåìû). Â ýòîì ñëó÷àåïðèáëèæåííûå çàäà÷è äëÿ áûñòðîé è ìåäëåííîé ïåðåìåííîé ìîãóò ðåøàòüñÿ íåçà-âèñèìî äðóã îò äðóãà. Êàê è â ïåðâîé çàäà÷å, äîêàçàíà ðîáàñòíîñòü ïðèáëèæåííîéçàäà÷è ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε).Â [233℄ èçó÷àåòñÿ ìíîãîøàãîâàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà
x1(n+ 1) = (I + εA1)x1(n) + εA2x2(n) + εB1u1(n) + εB2u2(n),

x2(n+ 1) = A3x1(n) +A4x2(n) +B3u1(n) +B4u2(n),

y(n) = C1x1(n) + C2x2(n),ãäå x1 (x1(t) ∈ R
n1) � ìåäëåííàÿ ïåðåìåííàÿ, x2 (x2(t) ∈ R

n2) � áûñòðàÿ ïåðåìåííàÿ,
u1(u1(t) ∈ R

m1) è u2 (u2(t) ∈ R
m2) � óïðàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãîèãðîêîâ, âñå ìàòðèöû â ïðåäûäóùåé ñèñòåìå ïîñòîÿííûå. Ôóíêöèÿ âûèãðûøà i-ãîèãðîêà (i = 1,2) èìååò âèä:

J1 = −J2 =
1

2
ε

∞∑

n=0

(y′(n)y(n) + u′1(n)R1u1(n) + u′2(n)R2u2(n)).Èç èñõîäíîé ñèñòåìû âûäåëÿþòñÿ áûñòðàÿ è ìåäëåííàÿ ïîäñèñòåìû. Ïóñòü {u1f ,
u2f}, {u1s, u2s} � ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó äëÿ áûñòðîé è ìåäëåííîé ïîäñèñòåìñîîòâåòñòâåííî. Ñðàâíèâàþòñÿ ñèòóàöèè {u1c, u2c} = {u1f +u1s, u2f +u2s} è {u∗1, u∗2} �ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó èñõîäíîé èãðû. Äîêàçàíî, ÷òî uic = u∗i + O(ε), Jic =
= J∗

i +O(ε2) (i = 1,2), ãäå J∗

i � âûèãðûø i-ãî èãðîêà â ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøóèñõîäíîé èãðû, à Jic � âûèãðûø i-ãî èãðîêà â ñèòóàöèè {u1f + u1s, u2f + u2s} ïðèðàçäåëåíèè äâèæåíèé íà áûñòðûå è ìåäëåííûå.Â [204℄ ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ëèíåéíî-êâàä-ðàòè÷íûõ èãð. Ñòðîÿòñÿ ñòðàòåãèè, áëèçêèå ê îïòèìàëüíûì ïî Øòàêåëüáåðãó.Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèíãó-ëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé �àìèëüòîíà � ßêîáè ïîëó÷åíû â [123℄. Ýòè ðåçóëü-òàòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòèêè �óíêöèè öåíûèãðû, ñîäåðæàùåé ìåäëåííûå è áûñòðûå äâèæåíèÿ.Àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ èãðà, äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ íå-ëèíåéíîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìîé, ðàññìîòðåíà â [159℄. Ïîêàçàíî, ÷òîâåðõíÿÿ è íèæíÿÿ �óíêöèè öåíû ýòîé èãðû èìåþò îäèíàêîâûå ïðåäåëû ïðè ñòðåì-ëåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà ê íóëþ, îáùåå çíà÷åíèå èõ åñòü âÿçêîå ðåøåíèå íåêîòîðîãîóðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà � ßêîáè � Àéçåêñà.Â [169℄ ïîñòðîåíèå ñåäëîâîé òî÷êè äëÿ àíòàãîíèñòè÷åñêîé ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîéäè��åðåíöèàëüíîé èãðû ñ �äåøåâûì� óïðàâëåíèåì â �óíêöèè âûèãðûøà äëÿ ìè-íèìèçèðóþùåãî èãðîêà ñâîäèòñÿ ê ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîìó ìàòðè÷íîìó äè��å-ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ òèïà �èêêàòè, ïðè÷åì äëÿ áûñòðûõ ïåðåìåííûõ êðàåâûåóñëîâèÿ íå îãðàíè÷åíû ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ �èêêàòè ñòðî-èòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå, íà îñíîâå êîòîðîãî ïîëó÷àþòñÿ ñóáîïòèìàëüíûåñòðàòåãèè èãðîêîâ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, à òàêæå óñòàíàâëèâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîåñâîéñòâî ðàâíîâåñíûõ ñòðàòåãèé. 2∗ 35



17. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà óñðåäíåíèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿÑíà÷àëà óêàæåì îïóáëèêîâàííûå çà ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ ìîíîãðà�èè [2,22, 118℄, ïîñâÿùåííûå èñïîëüçîâàíèþ ìåòîäà óñðåäíåíèÿ â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ.Â [22℄ îáîñíîâûâàåòñÿ îáùàÿ ñõåìà óñðåäíåíèÿ äëÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìèñ áûñòðûìè è ìåäëåííûìè äâèæåíèÿìè, à òàêæå ðàçðàáàòûâàþòñÿ àëãîðèòìû ïî-ñòðîåíèÿ ñóáîïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé. Â [158℄ òàêæå ðàçâèâàåòñÿ òåõíèêà èññëåäî-âàíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îòëè÷íàÿ îò ìåòî-äà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, êîòîðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà îïòèìàëüíîåóïðàâëåíèå áûñòðî îñöèëëèðóåò. Èçëîæèì êðàòêî ãëàâíóþ èäåþ ýòîãî ïîäõîäà. Ïîñèñòåìå
dx/dt = f(x, y, u), x(0) = x0,

εdy/dt = g(x, y, u), y(0) = y0,ãäå äîïóñòèìûìè óïðàâëåíèÿìè u(t) ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûå �óíêöèè ñî çíà÷åíèÿìèâ çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå èç R
r, ñòðîèòñÿ äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

dx/dt ∈ V (x), x(0) = x0.Çäåñü V (x) = lim
s→∞

V (x, s, y) (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òàêîé ïðåäåë, âû÷èñëÿåìûé ïîìåòðèêå Õàóñäîð�à, ñóùåñòâóåò), V (x, s, y) � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
V (x, s, y) = ∪


1

s

s∫

0

f(x, yx(τ, u(·), y), u(τ))dτ


 ,îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèÿì, yx(τ, u(·), y) � ðåøåíèå ïðè-ñîåäèíåííîé ñèñòåìû

dy/dτ = g(x, y, u), τ = t/ε, x = const , y(0) = y.�àññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà
J(u) = G(x(1))íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû (çàäà÷à SP ), íà ìíîæåñòâåðåøåíèé âûðîæäåííîé ñèñòåìû
dx/dt = f(x, ϕ(x, u), u), x(0) = x0,ãäå y = ϕ(x, u) � êîðåíü óðàâíåíèÿ 0 = g(x, y, u) (çàäà÷à R), è íà ìíîæåñòâå ðåøå-íèé äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (çàäà÷à A). Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî íåîáõîäèìûìè äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì áëèçîñòè ðåøåíèé çàäà÷ SP è R ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåðåøåíèÿ çàäà÷è A, óäîâëåòâîðÿþùåãî îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì. Îòìåòèì, ÷òî ïðåä-ïîëîæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ðàññìàòðèâàåìûé ïîäõîä, òðóäíî ïðîâåðÿå-ìû. Áëèçîñòü òðàåêòîðèè ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìûóïðàâëåíèÿ ê ðåøåíèþ äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà äîêàçàíàâ [160℄.Â [125℄ äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ óïðàâëåíèåì, ñîäåðæàùåãî ìåäëåí-íûå è áûñòðûå ïåðåìåííûå,
dz/dt ∈ εF (z, u, ε) ×G(z, u, ε), z(0) = z036



ïðèâîäÿòñÿ òåîðåìû îá àïïðîêñèìàöèè ïî ìåäëåííûì ïåðåìåííûì íà àñèìïòîòè÷å-ñêè áîëüøîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, 1/ε] ñ ïîìîùüþ áîëåå ïðîñòûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ âêëþ÷åíèé, ðàçìåðíîñòü �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ðàç-ìåðíîñòüþ âåêòîðà ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ.Àïïðîêñèìàöèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ áûñòðûìè è ìåäëåííûìè ïå-ðåìåííûìè íà àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ïðè ïîìîùè áîëååïðîñòûõ äè��åðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé èçó÷àåòñÿ òàêæå â [126℄. Çàìåòèì, ÷òî àï-ïðîêñèìèðóþùèå âêëþ÷åíèÿ îïðåäåëåíû, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷íî.Àñèìïòîòèêà ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ òðåìÿ âðåìåííûìèøêàëàìè èññëåäóåòñÿ â [161℄. Ìåòîä óñðåäíåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðå-äåëüíîé ñèñòåìû äëÿ íàèáîëåå ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ â âèäå äè��åðåíöèàëüíîãîâêëþ÷åíèÿ. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íàèáîëåå ìåä-ëåííûõ òðàåêòîðèé.Â [131℄ èçó÷àåòñÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ óðàâ-íåíèåì ñîñòîÿíèÿ
dx/dt = ε(A1(t)x+A2(t)y +B1(t)u), x(0) = x0,

εdy/dt = A3(t)x+A4(t)y +B2(t)u), y(0) = y0è ñ êðèòåðèåì êà÷åñòâà
Jε(u) =

1

2
z′(1/ε)Fz(1/ε) +

ε

2

1/ε∫

0

(z′W (t)z + u′R(t)u)dt, z = (x′, y′)′.Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ óñðåäíåíèÿ è ïîãðàíè÷íûõ �óíêöèé ñòðîèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîåðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ íà àñèìïòîòè÷åñêè áîëü-øîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè.18. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè Ëîìîâà Ñ.À. [107℄Êàê õîðîøî èçâåñòíî, îäíîé èç ïðîáëåì ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèíãó-ëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà àïïðîêñèìàöèè èõ áîëåå ïðîñòûìèðåøåíèÿìè, êîòîðûå ëèáî íå ñîäåðæàò ìàëîãî ïàðàìåòðà, ëèáî äîïóñêàþò ñðàâíè-òåëüíî ïðîñòîé àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ðåøåíèé ïðè ñòðåìëåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðàê íóëþ. Â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû εdx/dt = f(t, x), x(0) = x0 íàè-áîëåå ïðîñòîé ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííàÿ ñèñòåìà 0 = f(t, x), ïîëó÷àåìàÿ èç èñõîäíîéïðè ε = 0. Îäíàêî íå äëÿ âñåõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ âûðîæäåííàÿ ñèñòå-ìà (èëè, ïî äðóãîé òåðìèíîëîãèè, ïðåäåëüíàÿ ñèñòåìà) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà íåïî-ñðåäñòâåííûì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè ε→ 0 â èñõîäíîé çàäà÷å, òàê êàê óñëîâèÿìîãóò çàâèñåòü îò ε ñèíãóëÿðíûì îáðàçîì. Òàêîãî òèïà çàäà÷à, çàêëþ÷àþùàÿñÿ âìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà, ñîäåðæàùåãî áûñòðî èçìåíÿþùèé-ñÿ êîý��èöèåíò,
Jε(u) =

1

2

T∫

0

(x′W (t)x+ u′R(t)u) exp


1

ε

t∫

0

µ(θ)dθ


 dtíà òðàåêòîðèÿõ ëèíåéíîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû

εdx/dt = A(t)x+B(t)u+ f(t), x(0) = x0, t ∈ [0;T ], 37



èçó÷àëàñü â [8, 9℄. Çäåñü W (t), R(t), A(t), B(t) � ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåð-íîñòåé, ïðè âñåõ t ∈ [0;T ] W (t) = W ′(t) > 0, R(t) = R′(t) > 0, µ(t) ∈ R, T > 0 �èêñè-ðîâàíî.Èç óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿäâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû, â êîòîðîé ïîâåäåíèå ñïåêòðà ìàòðèöû,ñòîÿùåé â äè��åðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè ïðè íåèçâåñòíîé, çàâèñèò îò êîý��èöèåí-òà µ(t), êîòîðûé (ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ) ìîæåò ñìåùàòü åãî â òó èëè èíóþñòîðîíó êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ, êîãäà êàêèå-ëèáî òî÷êè ñïåêòðà ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé îáðàùàþòñÿâ íóëü. Ýòà ñèòóàöèÿ, òðàêòóåìàÿ â ìåòîäå ðåãóëÿðèçàöèè, èçëîæåííîì â [107℄, êàêñëó÷àé íàðóøåíèÿ ñòàáèëüíîñòè ñïåêòðà, íå ïîääàåòñÿ èçó÷åíèþ èçâåñòíûìè ìåòî-äàìè.Ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ ñòàáèëüíîñòè ñïåêòðà â [8℄ óñòà-íîâëåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ðåøåíèÿ âîçìóùåííîé çàäà÷è ïðè ñòðåìëåíèè ìàëîãîïàðàìåòðà ê íóëþ, à â [9℄ ðàçâèâàåòñÿ àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü ðåãóëÿðè-çîâàííûå (ïî Ëîìîâó) àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ òàêèõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ.Â [46℄ ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî âàðèàíòà ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ, â îñíîâå êîòîðî-ãî ëåæàò èäåè Áèðêãî�à � Òàìàðêèíà � Ëîìîâà, ñòðîèòñÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ,ñèíãóëÿðíîñòè êîòîðîãî âûïèñûâàþòñÿ â çàìêíóòîé àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìå, äëÿçàäà÷è ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà
Jε(u) =

ε

2
x′(T )Fx(T ) +

T∫

0

(εx′W (t)x+ u′Ru)dtíà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû
εdx/dt = A(t)x+

√
εB(t)u(t), x(0) = x0.Çäåñü F , W (t), R > 0, à ñïåêòð {λj(t)}n

1 ìàòðèöû A(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
λj(t) 6= λk(t), j 6= k; j, k = 1, n; t ∈ [0;T ],

Reλj(t) 6 0, Re

T∫

0

λj(t)dt < 0, j = 1, n, t ∈ [0;T ].Â ýòîì ñëó÷àå àñèìïòîòèêà íå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ìåòîäîì ïîãðàíè÷íûõ �óíê-öèé, òàê êàê åãî àëãîðèòì ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïèðàåòñÿ íà óñëîâèå Reλj(t) < 0.19. Ïðèìåðû ïðèëîæåíèéÀëãîðèòìû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñùåïëåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì, ðå-àëèçîâàííûå êàê ïàêåòû óíèâåðñàëüíûõ ïðîãðàìì äëÿ ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àë-ãåáðû â [116℄, èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ëåòàòåëüíûìè àïïà-ðàòàìè [237℄.Ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïåðèîäè÷åñêîé îïòèìèçàöèè è àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòî-äà ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûìè îáúåêòàìè â [113℄ðàçðàáîòàíà ïðîöåäóðà ñèíòåçà ñèñòåìû ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíûõ äâèæåíèé øà-ãàþùèõ àïïàðàòîâ ñ âåñîìûìè íîãàìè, èñïîëüçóþùàÿ áîëåå ïðîñòîå ðåøåíèå çàäà÷èóïðàâëåíèÿ àïïàðàòîì ñ íåâåñîìûìè íîãàìè.Â [112℄ ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ñèíòåçà ñóáîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèìèñèñòåìàìè êëàññà ðîáîòîâ-ìàíèïóëÿòîðîâ ïðè ïîìîùè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé38



äåêîìïîçèöèè îáúåêòà. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê íåçà-âèñèìîìó îïðåäåëåíèþ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé ïîëó÷åííûõ áûñòðûõ è ìåäëåí-íûõ ïîäñèñòåì.Ïðåäëîæåííàÿ â [110℄ ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ñóáîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ n-ãîïîðÿäêà â ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷àõ äëÿ ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ ïàðàáîëè-÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ïî ïðîñòðàí-ñòâåííîé êîîðäèíàòå, ïðèìåíÿåòñÿ òàì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîìîõëàæäåíèÿ ëîïàòîê ãàçîâûõ òóðáèí.Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èäåíòè�èöèðóåìîñòè äëÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ñèí-ãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ýòîãî ñâîéñòâà äëÿ áûñòðîéè ìåäëåííîé ïîäñèñòåì, èëëþñòðèðóþòñÿ íà ïðèìåðå çàäà÷è èç êàðäèîëîãèè â [173℄.Ý��åêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî â [164℄ ðåêóðñèâíîãî ìåòîäà äëÿ ñèíãóëÿðíî âîç-ìóùåííûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðàõ ðàñ÷åòà æèä-êîñòíîé êàòàëèòè÷åñêîé äðîáèëêè è ðåãóëÿòîðà âûñîòû ñàìîëåòà F8, ïîääåðæèâàþ-ùåãî åãî â óñòîé÷èâîì ïîëîæåíèè ïîëåòà ïðè íàëè÷èè âîçäåéñòâèÿ âåòðà. �àññìàò-ðèâàåòñÿ òàêæå äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ñàìîëåòà F8 è äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ïÿòîãî ïîðÿäêàïàðîâîé ýíåðãîñèñòåìû. Â ýòîé æå ìîíîãðà�èè ðåêóðñèâíîå ðåøåíèå äè��åðåíöè-àëüíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè, âîçíèêàþùåãî èç ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîéçàäà÷è, èëëþñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå ìîäåëè ñåäüìîãî ïîðÿäêà ñèíõðîííîé ìàøèíû,ñâÿçàííîé ñ áåñêîíå÷íîé øèíîé (äëÿ ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè).Äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ îðèåíòàöèåé ãèáêîãî ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà è óìåíüøå-íèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé â [140℄ ñòðîèòñÿ çàêîí óïðàâëåíèÿ â âèäå êîìáèíàöèèçàêîíîâ óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîäñèñòåì áûñòðûõ è ìåäëåííûõ äâèæåíèé.Â [89℄ ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè âðå-ìåíè íàáîðà âûñîòû ëåãêèì ìàíåâðåííûì ñàìîëåòîì ïî àëãîðèòìó, èñïîëüçóþùå-ìó ìåòîä ñðàùèâàåìûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñâÿçàíà ñ ýíåð-ãåòè÷åñêîé ìîäåëüþ. Çäåñü ìåäëåííîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííàÿ ýíåðãèÿ,áûñòðûìè ïåðåìåííûìè � ïðèâåäåííàÿ âûñîòà è óãîë íàêëîíà òðàåêòîðèè.Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ çàäà÷à îïòèìàëü-íîãî óïðàâëåíèÿ, âîçíèêàþùàÿ ïðè îïèñàíèè çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè òóðáîâåíòèëÿ-òîðíîãî ðåàêòèâíîãî äâèãàòåëÿ F − 100, ðàññìàòðèâàåòñÿ â [231℄. Ïîêàçûâàåòñÿ âîç-ìîæíîñòü ý��åêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ðàñ÷åòå îáðàòíîé ñâÿçè íå óðàâíåíèÿ�èêêàòè, à ñèñòåìû óðàâíåíèé ×àíäðàñåêõàðà. H∞-óïðàâëåíèå äëÿ ñèíãóëÿðíî âîç-ìóùåííîé ìîäåëè ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà èçó÷àåòñÿ â [236℄. �åøåíèå çàäà÷è î ïîëåòåëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà íà ìàêñèìàëüíóþ äàëüíîñòü ñâîäèòñÿ â [10℄ ê èññëåäîâàíèþêðàåâîé çàäà÷è, äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïîãðàí-�óíêöèé.Â [54℄ ñâåäåíèå ê íà÷àëüíîé çàäà÷å ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷èäëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè èñïîëüçóåòñÿ â çàäà-÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êðóòèëüíûìè êîëåáàíèÿìè ïðîñòåéøåãî êðèâîøèïíî-øàòóííîãî ìåõàíèçìà.Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷ ñ îãðàíè-÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå òèïà çàìêíóòûõ íåðàâåíñòâ, èçëîæåííûå â [68℄, ïðèìåíÿ-ëèñü äëÿ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ,îïèñûâàþùåé ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ çâåíîì ìàíèïóëÿöèîííîãî ðîáîòà.Â [133℄ óêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñòîõàñòè÷å-ñêèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òåïëîâûìè ïðîöåññàìè ñ êâàäðàòè÷íûì êðè-òåðèåì êà÷åñòâà. Ïàðàìåòð ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé â ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõñîñòîÿíèÿ ñâÿçûâàåòñÿ ñ äëèíîé è òîëùèíîé íàãðåâàåìîãî òåëà, à òàêæå ñ ïàðàìåò-ðàìè ñêîðîñòè èñòî÷íèêà è äð. Èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà ìåòîäà óãëîâûõ ïîãðàíè÷íûõ�óíêöèé Â.Ô. Áóòóçîâà äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ ïîÿâëÿþùèõñÿ çäåñü39



îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé òèïà �èêêàòè, çàòåì äëÿ âîçìóùåííûõ çàäà÷ óñòàíàâëè-âàþòñÿ îöåíêè ñóáîïòèìàëüíîñòè ïîðÿäêà åäèíèöû óïðàâëåíèé, ïîëó÷åííûõ ïðèâûðîæäåíèè ìîäåëåé. Ïîñòðîåíèå ñóáîïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ ãðàíè÷íîãî óïðàâ-ëåíèÿ òåïëîâûì ïîëåì â óñëîâèÿõ ìàëîé èíåðöèîííîñòè òåìïåðàòóðû òåïëîíîñèòå-ëÿ ïðèâîäèòñÿ â [111℄ äëÿ òåë ðàçëè÷íîé òåðìè÷åñêîé òîëùèíû (òåðìè÷åñêè òîíêîåòåëî, äëèííîìåðíîå òåðìè÷åñêè òîíêîå òåëî, ãàáàðèòíîå äëèííîìåðíîå èçäåëèå).Íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà ïîãðàíñëîÿ ðàñøèðÿþòñÿ âîçìîæíîñòè ñóùåñò-âóþùèõ èíæåíåðíûõ ïîäõîäîâ, àíàëèçèðóþòñÿ ý��åêòû ñëîåâ, íå ó÷èòûâàåìûå âòðàäèöèîííûõ ìîäåëÿõ.Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ äëÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è óïðàâëå-íèÿ ïðîöåññîì ïåðåíîñà (èçëó÷åíèÿ) ÷àñòèö â ïëîñêî-ïàðàëëåëüíîì ñëîå ïðèâîäÿòê èññëåäîâàíèþ íåêîòîðîé ñèñòåìû äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷, àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå êîòîðîé ïîëó÷èòü íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Â [73℄ îáîñíîâûâàåòñÿïðèìåíåíèå ìåòîäà ïîãðàí�óíêöèé äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è â ñëó÷àå, êîãäà óðàâ-íåíèå ïåðåíîñà ÷àñòèö ñîäåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð ïåðåä ïðîèçâîäíîé.Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ëèíåéíûõ ñèñ-òåì óïðàâëåíèÿ äåìîíñòðèðóþòñÿ â [162℄ íà ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåðàõ èç àâèàöèè,õèìèè, ýëåêòðîòåõíèêè, ìåõàíèêè.Áîëüøîé ñïèñîê ðàáîò, â êîòîðûõ ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîç-ìóùåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé, ïðèâåäåí â [207℄.20. Çàêëþ÷åíèåÀêòèâíûå èññëåäîâàíèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêèì çàäà÷àì ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â òåîðèèóïðàâëåíèÿ ïîñëåäíèõ ëåò, ê áîëüøîìó ñîæàëåíèþ, ïðåäñòàâèòü â ìàòåðèàëå îáçîðàïîëíîñòüþ íåâîçìîæíî.Ïîýòîìó ïîäáîð ðàáîò çà÷àñòóþ îïðåäåëÿëñÿ è ïðèñòðàñòèÿìè àâòîðîâ, è èõ æå-ëàíèåì îòîáðàçèòü ñïåêòð ïîñòàíîâîê è íîâûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé, êîòîðûåìîæíî ïîëó÷èòü â òåîðèè óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå ó÷åòà �áûñòðîé� äèíàìèêè.Èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ìåòîäàìè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé ïîçâîëÿþòïîëó÷àòü àëãîðèòìû óïðàâëåíèÿ áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòè, ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþíîâûõ àëãîðèòìîâ ðàñ÷åòà ïðèáëèæåííî îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé, ïîìîãàþò ïðå-îäîëåâàòü �æåñòêîñòü� ìîäåëåé çàäà÷ óïðàâëåíèÿ, ïîëó÷àòü è îáúÿñíÿòü íåëèíåéíûåý��åêòû ñèíåðãåòè÷åñêîãî òèïà è ìíîãîå äðóãîå.Î÷åâèäíî, ÷òî âïåðåäè ìíîæåñòâî íîâûõ çàäà÷, ãäå ó÷åò ý��åêòîâ ïîãðàíè÷-íûõ èëè ïåðåõîäíûõ ñëîåâ ëèáî íåîáõîäèì ïî ñóùåñòâó, ëèáî áóäåò ïðåäîïðåäåëÿòüíîâûå ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû è òåõíîëîãèè âûñîêîòî÷íîãî óïðàâëåíèÿ. Çàëîãîìýòîãî ÿâëÿåòñÿ áóðíîå ðàçâèòèå, êàê òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé, òàê è òåîðèèóïðàâëåíèÿ.Âûðàæàåì èñêðåííþþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Áàðàáàíîâó À.Å., Äàíèëèíó À.�.,Åãîðîâó À.È., Æóêîâñêîìó Â.È., Èøìóõàìåòîâó À.Ç., Êàëèíèíó À.È., Êîïåéêè-íîé Ò.Á., Íèêîëüñêîìó Ì.Ñ., Ñîáîëåâó Â.À., ×èñòÿêîâó Â.Ô., Ùåãëîâîé À.À., Frid-man E., Gaji Z., Gaitsgory V.G., Glizer V.Y. çà ïîëåçíóþ èí�îðìàöèþ è ñîâåòû.ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Àçèçîâ Ò.ß., Êèðèàêèäè Â.Ê., Êóðèíà �.À. Èíäå�èíèòíûé ïîäõîä ê çàäà÷å î ïðè-âîäèìîñòè íåîòðèöàòåëüíî ãàìèëüòîíîâîé îïåðàòîð-�óíêöèè ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé�îðìå // Ôóíêöèîí. àíàëèç è åãî ïðèë. 2001. T. 35. � 3. C. 73�75.2. Àêóëåíêî Ë.Ä. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ì.: Íàóêà, 1987.3. Àðóòþíîâ À.Â. Óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Àíîðìàëüíûå è âûðîæäåííûå çàäà÷è. Ì.: Ôàê-òîðèàë, 1997.40
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