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Н Е П Р Е Р Ы В Н Ы Е 
С и с т с т ы У П Р А В Л Е Н И Я 

УДК 62-501 

ЧАСТОТНЫЕ УСЛОВИЯ АБСОЛЮТНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 
СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ С НЕСКОЛЬКИМИ НЕЛИНЕЙНЫМИ 

ИЛИ ЛИНЕЙНЫМИ НЕСТАЦИОНАРНЫМИ БЛОКАМИ * 

В. А. ЯКУБОВИЧ 

(Ленинград) 

Рассматриваются системы управления с квадратичными связями на 
входы и выходы нелинейных блоков. Показывается, что связям этого 
типа удовлетворяют многие обычно встречающиеся нелинейности. Уста­
навливаются частотные условия абсолютной устойчивости, которые могут 
быть записаны непосредственно по передаточным функциям линейной 
части и связям на нелинейности. 

Введение 
Будем рассматривать замкнутые системы управления с конечным чис­

лом степеней свободы, содержащие несколько нелинейных или линейных 
нестационарных, блоков (которые для краткости будем также иногда назы­
вать нелинейными). Обозначим через ai, . . . , a w входы указанных блоков 
и через <pi, . . . , ф п — их выходы. Не исключается случай, когда ряд нели­
нейных блоков имеет одинаковый вход, а также случай, когда некоторые 
из нелинейных блоков имеют несколько входов, т. е. описываются функ­
циями многих переменных. Возможен также случай, когда ряд нелинейных 
блоков описывается гистерезисными функциями, т. е. значение q)j в момент 
t может определяться значениями входов в промежутке 0 ^ т ^ £, а так­
же, быть может, начальным значением <pj|г=о (см. подробнее [3, 6] ) . Бу­
дем предполагать, однако, что нелинейные блоки удовлетворяют, опреде­
ленным условиям, сформулированным и подробно поясненным ниже. 

Частотные условия абсолютной устойчивости систем со многими нели­
нейностями получены Поповым [7—9], Халанаем [10], Джури и Ли [11] 
и другими авторами (см. [4, 12, 13]). В этих работах предполагается, как 
правило, что т = п и что qpj = фДсг?) — обычные стационарные функции, 
такие, что ограничены (сверху или снизу) отношения cpj((7j) / Oj. Централь­
ным результатом является критерий Попова [7, 8, 4 ] . Для случая линей­
ных нестационарных блоков частотное условие асимптотической устойчи­
вости получено Бонджорно [14], Случай импульсных систем со многими 
нелинейностями рассмотрен в работах Цыпкина и Эпельмана [15], Джури 
и Ли [11] и других авторов. 

В отличие от цитированных работ частотное условие абсолютной устой­
чивости, выведенное в настоящей статье, во-первых, применимо во многих 
случаях, когда неприменимы известные критерии (нелинейности могут за­
висеть от нескольких входов, могут быть гистерезисными, отношения 
<Pj I а з могут быть неограниченными ни сверху, ни снизу), и, во-вто­
рых, это условие часто позволяет более полно использовать известные свой­
ства нелинейностей. В силу последнего обстоятельства частотное условие 

* Настоящая статья является продолжением статей [1—3]. Анонсированные в [1] 
и оставшиеся неразобранными темы рассмотрены не будут, так как близкие резуль­
таты отчасти изложены в [4] и отчасти получены в [5]. 
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настоящей работы может дать лучший результат даже в случаях, когда 
применимы известные критерии. В разделе 5 приведен пример системы 
с двумя однозначными стационарными нелинейностями, для которой кри­
терий Попова результата не дает, но которая является абсолютно устойчи­
вой согласно критерию теоремы 1. Наиболее интересные результаты полу­
чаются при наличии нескольких нелинейных блоков с общими входами. 

(К этому случаю относится и указанный пример раздела 5) . 
Автор выражает благодарность М. А. Айзерману, А. М. Летову и 

Е. С. Пятницкому за ряд ценных замечаний, учтенных в окончательной 
редакции статьи. 

1. Основные предложения 

Перейдем к подробному изложению. Пусть v — размерность фазового 
пространства системы и х — вектор (порядка у X 1) фазовых переменных 
систем. Введем т X 1 и п X 1-векторы а = WOJW, <p Z ||<р3-||. 

Дифференциальные уравнения рассматриваемых систем в векторно-
матричных обозначениях имеют вид 

dx 
— ^Px + qcp; a = r*x, (1) 

где JP, q, г — постоянные вещественные матрицы соответственно порядков 
v X v, v X п, V X т. Передаточной матрицей линейной части системы от 
входов 0 i , . . . , ат к выходам — <pi , . . . , — <pn будет т X га-матрица 

= r ' ( i > — Я / ) ^ = (2) 

Будем предполагать вначале линейную часть системы асимптотически 
устойчивой, т. е. считать, что Р — гурвоацева матрица. Последнее означает, 
что все полюсы передаточных функций %jh(k) лежат в левой полуплоско­
сти. Система (1) может быть формально записана в виде 

а = - Х ( р ) Ф (p = d/dt) (3) 

или (в скалярной форме) в виде 
п 

Oj+ 3х^(р)фл = 0 {p = d/dt, ]= 1,..А,ттг). (4) 

Уравнения (4) можно получить из заданной системы дифференциаль­
ных уравнений (не обязательно приведенной к виду (1)) , заменяя фор­
мально d I dt на р и выражая аргументы aj нелинейностей щ через эти 
нелинейности. Например, для скалярного уравнения Т0

2№о / dt2 + 
+ Т\do I dt -f cr + d I dt ф (a, t)'. = О имеем сразу a = — % (p)<p, где % (p) = 
= p(T0

2p2 + Tip + 1 ) - 1 . Именно в виде уравнений (4) задаются обычно 
уравнения системы. 

Сформулируем теперь основное предположение о характере нелиней­
ностей. Будем предполагать, что могут быть указаны однородные квадра­
тичные формы Wj относительно a i , . . . , am, <pt , . . . , ф ш , а такие, что в 
процессе работы системы входы Oj(t) и выходы щ^) удовлетворяют соот­
ношениям: 

Wj= 0 (/ = 1,2, . . . , / c i ) , 

W^O (/ = ^ + 1, ,^;ki + k2=k). 
Рассмотрим разные случаи, поясняя, каким образом могут быть найде­

ны соотношения (5). 
А. Пусть выход ф ; и вход Oj располагаются всегда на плоскости {а/, ф^} 

между лучами = (Xicfj и <pj = где \н < — постоянные числа. 
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В этом случае выполнено jn ^ cpj / 
/ Oj ^ fx2, т. е. 
Wj = (<pj — |iiaj) (p 2cTj — q>j) ^ 0. (6) 

Если [i\ = —oo, то имеем 
Wj = ai(p*tfJ--<Pi) > 0 - (7) 

ЕСЛИ JJ.2 = O O , T O 
Wj^ejfa-mOj) ^ 0 . (8) 

Рис. 1 
Например, в случае, когда < p j e 

— l ^ ( 0 a i ? г Д е И»! ^ [^(0 ^ ^2г или 
когда (pj = Ф(а^), где р, ^ 0 7 ( a j ) ^ будет выполнено (6), в случае, 
когда <pj = Ф ( ( Т г ) , где Ф'(<Ь') ^ 0, S U P ФЧ^Д = • °° 5 будет выполнено (8) с 
in = 0 и т. п. Соотношения (6) — (8) могут иметь место также в случае, 
когда <pj — гистерезисная функция Oj. Это может быть, например, для 
функции, график которой изображен на рис. 1 . Нужно лишь, чтобы график 
этой функции (меняясь, возможно, во времени) лежал постоянно в некото­
ром секторе указанного вида. 

B. Предположим, что <pj для j = 1 , 2 , . . . , к\. имеют вид 

<Pj — (щ c o s * + Pi s i n t + Узcos 2^ + 6j sin 2t)au 
Подставляя эти значения ов уравнения (4), преобразуем последние к 

виду, когда вместо к\ «нелинейностей» имеются следующие четыре: 
ф1 = COS £ - 0 1 , ф2 = Sin ^ ' 0 1 , фз = C O s 2 Z - 0 t , ф4 = s i n 2 ^ - 0 i . 

Эти функции удовлетворяют соотношениям: 

Wi = 0 i 2 — ф ! 2 ~ ф 2

2 = 0 , W2 = 01фз — ф2 2 + ф 2 2 = 0, 
W3 = 2ф1ф 2 — 01ф4 = 0. 

C. Пусть некоторые из ф̂ - являются не зависящими от времени нечет­
ными функциями 0 i степени не выше пятой, т. е. 

< P J = a j 0 i + P J - 0 ! 3 + YjOri5- (9) 

Определяя из двух каких-либо уравнений (9) (например, для / = 1 , 2 ) 
0 1 3 и 0 i 5 , получаем 

0 ! 3 = k ( 0 1 , ф 1 ? ф 2 ) , 0 1 5 = к ( 0 1 , ф1, ф2) , 

где Zi,Z2 — линейные однородные формы. 
Имеем ( o t 3 ) 2 = 0 i ( 0 i 5 ) , т. е. 

Wi = h2 - Gik = 0, 

где W\ — квадратичная форма 0 i , ф 1 , ф2. Для оставшихся переменных по­
лучим ф -̂ = <Xj0i + P J Z I + т. е., 

w j = (ф* — ctja± — р jk — \jk) 2 = 0. 

Здесь Wj — также квадратичные формы. 
Отметим, что в этом случае применим прием предыдущего примера с 

введением новых нелинейностей ф! = 0 1 3 , фг = 0 i 5 . Однако при этом сле­
дует иметь в виду, что за счет наличия линейных членов в (9) полюсы 
новых передаточных функций могут измениться. 

D. Прием примера С применим в случае, когда рассматриваемая груп­
па нелинейностей имеет вид 

<PJ= ( « i + PJ^P + Y/Ф 2 ) (10) 

где г|) — произвольная, может быть, неизвестная функция. Следует, однако, 
стремиться к тому, чтобы соотношения (5), соответствующие группе не-



линейностей ( 1 0 ) , не только вытекали из ( 1 0 ) , но и чтобы при изменении 
i|) в известных нам пределах совпадали геометрические места точек, опре­
деляемые соотношениями (5) и ( 1 0 ) , Пусть, например, рассматриваемая 
группа нелинейностей имеет вид: > 

ф1 = = f 0 1 , ф 2 = Я | > 2 0 1 , (11) 

где 

я|) = Gi2 при 0 < ( T i 2 ^ а, г|? = а при си2 ^ а. ( 1 2 ) 

Полагая (ц = ф ! / a t , ji 2 = Ц)2 / 0 i , получаем, что точка jbit = i | r ( 0 i ) , 
Мя.= ^ ( 0 t ) 2 описывает при — о о < ; 01 < о о дугу параболы \Х2 — (и 2 от 
точки ( 0 , 0 ) до точки (а, а 2 ) . Соотношение \л2 — (ii2 дает 

W i = V 2 <Ti - ф ! 2 = 0 . ( 1 3 ) 

Это соотношение, однако, выполняется и в случае, когда отсутствует 
условие ( 1 2 ) . Поэтому следует добавить какое-либо соотношение, точно 
«вырезающее» указанный отрезок параболы, например соотношение 
ji2 ^ a (it. Последнее дает дополнительное условие: 

W2 = ( а ф ! — ф 2 ) ai ^ 0 . ( 1 4 ) 

Геометрические места точек ш пространстве at, <pi, ф2 (или (ii, 112), оп­
ределяемые соотношениями ( 1 1 ) , ( 1 2 ) и соотношениями ( 1 3 ) , ( 1 4 ) , сов­
падают. 

Е. Предположим, что имеются две нелинейности <pi, ф2 одной перемен­
ной Gi, являющиеся непрерывными, нечетными, кусочно-линейными функ­
циями, графики которых составлены из трех отрезков прямых линий. Гео­
метрическим местом точек (ii = ф1 ( 0 1 ) / 0 i , (i2 = Ф2(оч) / 01 при 
— о о < . 1 0 1 < + о о на плоскости |цц,|Х2 является ломаная, составленная из 
двух отрезков. Пусть / 1 ( 1 1 1 , ( 1 2 ) — 0 , к(\*и Мя) — 0 — уравнения соответ­
ствующих линий и L((ii, (m2) = 0 — какая-либо кривая второго порядка, 
вырезающая указанные два отрезка из линий U == 0 , 12 —• 0 , т. е. такая, 
что в области L ^ 0 содержатся части линий k = 0 , 12 = 0 , совпадающие 
с заданными отрезками. Тогда ограничения (5), соответствующие задан­
ным нелинейностям, имеют вид: 

Wi = 0i 2Zi((ii, \x2)k(\ii, [12) = 0 , W2 = ai2Z/((ii, (i2) ^ 0 , 

причем Wi, W2 являются, очевидно, однородными квадратичными формами 
<*1, ф 1 , ф2-

Этот способ определения соотношений (5) применим в любом случае 
для двух нелинейностей, когда геометрическим местом точек (ii = ф1 / 0 1 , 
(i2 == ф2 / 01 на плоскости \ц, \ii является линия, составленная из двух от­
резков. Это имеет место, например, в случае кусочно-линейных функций 
Ф1 ( C T I ) , ф>2(оч), графики которых состоят не более чем из пяти отрезков 
прямых линий, при условии, что соответствующие точки излома у графи­
ков ф ! и ф2 имеют одинаковые абсциссы. 

Поясним этот прием следующим простым примером. Пусть ф 1 , фа име­
ют вид, указанный на рис. 2 , т. е. ^ i (a i ) = 01 при 0 ^ 01 ^ |3. ^ i (a i ) — р 
при 0 1 ^ р, ф г ( 0 1 ) = 0 i при 0 ^ ai ^ a ^ Р , ф2(0^1) = а при 01 ^ а и 

Ф^(—01) = — ф ; ( 0 1 ) ( / ' = 1 , 2 ) . (Поскольку ф1 и 1ф2 определяются с точно­
стью до множителя, можно считать без ограничения общности, что совпа­
дают угловые коэффициенты отрезков ф1 = ф 1 ( 0 1 ) и ф2 = ф г ( 0 1 ) , прохо­
дящих через начало координат.) 

На плоскости (ii, \х2 указанным геометрическим местом точек является 
ломаная ОАВ, где точки О, А, В имеют координаты 0 ( 0 , 0 ) , Л ( а / Р , 1 ) , 
5 ( 1 , 1 ) . Уравнения линий OA и АВ имеют вид U = a | i2 — P(ii = 0 , 
l2 = ix2 — 1 = 0 . В качестве кривой L можно взять параболу L = 
== (a + P ) R —"--P|Xi2 — a ( i2 = 0 , проходящую через точки О, А,-В. Соот-
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ношения (5), соответствующие указанным нелинейностям, записываются 
в виде: 

Wi = ((Хф2 — Рф1) (ф2 — CTi) = О, 

W2 = ( а + р)(71ф'1 — Рф1 2 — а(Т1ф2 ^ 0. 

Заканчивая рассмотрение примеров, поясняющих процесс получения 
условий (5), отметим следующее. В дальнейшем будут использованы лишь 
условия (5). Поэтому при их составлении следует стремиться к тому, что­
бы они возможно более полно использовали известные свойства нелиней­
ностей: из двух вариантов условий (5) предпочтительнее тот, который опи­
сывает более узкое множество в пространстве {(Ti, — , a m , ф1, . . . , ф п } -
С другой стороны, как будет следовать из дальнейшего, чем больше число 
к условий (5), тем труднее исчерпывающая проверка окончательного частот-

Рис. 2 

ного критерия. Поэтому следует стремиться к уменьшению по возможно­
сти числа условий (5) *. 

Ниже будут использованы некоторые свойства нелинейностей, выра­
женные в следующем определении **. 

Определение 1. Будем говорить, что нелинейность (функционал) 
9j = l C P j [ a J i ] * удовлетворяет условию положительности по отношению к 
аргументу Oh, если для любой функции он 0 0 и любых начальных значений 
Фз | t = o и прочих значений параметров и функций, от которых, возможно, 
зависит фз, найдется постоянная б > 0, такая, что 

« 
(pjdah ^ — б при t^O, (15) 

о 

и усиленному условию положительности, если в (15) б = б^О/ДО)] — зави­
сящая лишь от Он(0) непрерывная функция и бL0] = 0. 

Поясним это определение следующими примерами. Пусть ф̂- = г|) (ои) — 
обычная непрерывная функция, такая, что Оп^>(оь) ^ 0 и 

* Одно неравенство (6), например, равносильно двум неравенствам: 

Wj' = (pjOj — (iicr/ ^ 0, Wj" = \x2O32 — фjO"j ^ 0, 

которые являются согласно сказанному менее приемлемыми. 
** Читатель может пропустить это определение, перейдя непосредственно к пра­

вилу составления формы W (раздел 2) и полагая по всем дальнейшем изложении 
b j = 0 (что приведет к некоторому огрублению результатов). В определении 1 пред­
полагается, что значение в момент t (0 ^ t < о о ) является функционалом отно­
сительно Oh (т) (0 ^ х ^ t), зависящим, вообще говоря, от начального значения 
ф ; - | * = о ' ( с м - подробнее [3,6]). Кроме того, возможно, ф-,- зависит от других входов и 
других параметров. В определении 1 также предполагается, что интеграл в (15) имеет 
смысл. Если 9J — обычная или гистерезисная разрывная функция Oh, то в интеграле 
(15) она понимается как дополненная [1] в силу системы (1). 
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4r(ah) = I ^(oh)dGh. Тогда ^ ( a / t ) ^ 0 и справедливо (15) с б = 
о 

= 4 я [ 0 ^ ( 0 ) ] . Следовательно, указанная функция удовлетворяет усилен­
ному условию положительности. Заметим, что в случае, когда график 
функции <pj = г|? (он) лежит в секторе 0 ^ <р3- / ак ^'Цо- < 0 0 » усиленному 
условию положительности удовлетворяет также функция \iaOh — <pj. 

Интегрированием по частям получим аналогично, что функция <pj = 
= a(t).t|)(a/i) удовлетворяет усиленному условию положительности, если 
a(t) > 0 , da(t) / c f c < 0 . 

Для гистерезисных функций условие положительности означает, что 
обход любой петли гистерезиса совершается с приращением площади [3, 6 ] . 
Так, гистерезисная функция <p[a/i], график которой изображен на рис. 1 
(понимаемая как дополненная [1]) , удовлетворяет усиленному условию 
положительности *. При изменении на рис. 1 всех направлений стрелок на 
обратные полученная функция <р[он] не будет удовлетворять условию по­
ложительности. В этом случае усиленному условию положительности бу­
дет удовлетворять функция jx0a/i — (р [он] • 

2. Формулировка основных результатов 
В частотном условии абсолютной устойчивости, сформулированном 

ниже, фигурирует некоторая квадратичная форма WY зависящая от неко­
торых параметров, к составлению которой мы перейдем. 

Сопоставим каждой квадратичной форме Wj в соотношениях (5) веще­
ственный параметр Xj, причем будем считать, что значения Xj произволь­
ны для / = 1, , к\ (в условиях (5) соответствующие Wj = 0) и Tj ̂  О 
для j = к\ + 1 ? . . . , &t + кч = к (соответствующие Wj ^ 0). Указанные 
значения параметров Xj будем называть допустимыми. Введем квадратич­
ную форму 

и 
W(<p,e) = ^XjWj, 

которую представим в виде 
п п т т 

W(y, о) = 2 сулфДОл + 2 2 2Рз«' ал + 2 yjhOjOh. (16) 
j,h=i j=l h—1 j,h=l 

Отметим, что соотношения (5) равносильны выполнению неравенства 
И^Ф, о) ^ 0 при всех допустимых значениях Xj. 

В соотношениях (16) • <р — H'cpjll, о = ||о^|| — независимые веществен­
ные переменные. Распространим теперь значение W на комплексные зна­
чения этих переменных с сохранением эрмитовости формы W. Для этого \ 
достаточно каждое произведение £т) скалярных переменных ц заменить 
на Re £г)* (звездочка означает комплексное сопряжение) и, следовательно, 

на Очевидно, такое распространение возможно лишь единственным 
образом **. Обозначая полученную эрмитовую форму снова через W, имеем 

п п т т 

Щ ф , a) = Re I 2 « ^ Ф л * + 2 2 2 PitfPitffc* + ЪУ1КО&К\ (17) 
4 j,h=l j=l Л=1 j,h=l 

* Предполагается, что график не меняется во времени. 
** Действительно, пусть эрмитовы формы Wj — X*AJX (j = 1, 2) совпадают д л я 

вещественных векторов х, т. е. х*Ах = 0, где А = Ai —А% = А*. Тогда g r a d # M # = 
= 2Ах — 0 для любого вещественного х. Поэтому А = 0, А±•= А2, Wi(x) = W2(x)* 
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Коэффициенты формы И^(ф, о) зависят от параметров t i , . . . , т&. 
Рассмотрим снова заданные нелинейности фд = щ[од J , выделяя один 

из входов oqh, от которого зависит фд. Сопоставим каждой нелинейности 
вещественный параметр Од со следующей областью значений: Од ^ 0 , если 
Фл[сТдл] удовлетворяет условию положительности, и Од ^ О , если 
(—Фд[(7дд]) удовлетворяет условию положительности, и Од = О, если ни 
ф/г, ни (—фд) не удовлетворяют условию положительности*. Указанные 
значения параметров Од будем называть допустимыми. 

Составим следующую квадратичную форму комплексных перемен­
ных ф = | | ф п | | с коэффициентами, зависящими от комплексного пара­
метра р : 

F ( p , 9 ) = R e [ p S W ^ J + V ( V f a ) ; ' ( 1 8 ) 

/ i = i 
где о = ~х(р)ф-

Таким образом, вместо Gj должны быть подставлены их значения (4) 
для комплексного р . Коэффициенты формы F зависят также от введенных 
вещественных параметров Xj ( / = 1 , . . . , к) и Од (h = 1 , . . . , п). В слу­
чае, когда все Од = 0 , имеем просто .F(/?, <р) = И^(ф, — % ( р ) ф ) , т. е. форма 
F получается из формы W подстановкой вместо Oj значений ( 4 ) . 

Теорема 1 . Пусть в системе ( 1 ) Р — гурвицева матрица (следователь­
но, полюсы цередаточных функций %дн{р) лежат в левой полуплоскости) 
и выполнены условия ( 5 ) . Определим допустимые значения Xj, Од и по­
строим формы W = Т^(ф, a ) , F = F(p, ф) так, как было указано выше. 
Предположим, что для некоторых допустимых значений T J , О Д при ф;- = О 
форма W является неотрицательной формой Од И форма F является отри­
цательно определенной формой ф̂ - для всех р = т (—оо ^ со ̂  -f сх>). 

Тогда: 
а) для любого решения x(t) системы ( 1 ) выполнено # ( £ ) - > 0 при 

t -> оо; 
оо оо 

б) сходятся интегралы \ \x\2dt, ^ I<PJ 1 

о о 

в) если все Од = 0 , то для любых t ^ t 0 выполнено 
\x(t)\^Cer*tt-**\z(t0)\, (19) 

где постоянные С > 0 , с 0 > 0 не зависят от нелинейностей 
г) если некоторые Од =т̂  0 и соответствующие нелинейности ± ф л [ а д н ] 

удовлетворяют усиленным условиям положительности, то существует не 
зависящая от нелинейностей непрерывная скалярная функция Q(£), 
Q ( 0 ) = 0 , такая, что для любого t ^ 0 выполнено условие 

| * ( * ) | < О [ | * ( 0 ) ' . | ] . 

Утверждения «а», «в», «г» показывают, что имеет место абсолютная 
устойчивость в соответствующем классе нелинейностей (т. е. в классе не­
линейностей, удовлетворяющих условиям ( 5 ) и при Од ф 0 •— усиленным 
условиям положительности). 

Простой заменой (см. Приложение) из теоремы 1 получается следую­
щее утверждение. 

Теорема 2 . Предположим, что все Од = 0 , а также, что корни уравне­
ния d e t ( P — XI) = 0 (и, следовательно, полюсы передаточных функций 
X J A ( U ) ) лежат в полуплоскости Re X < —а и что выполнены условия ( 5 ) . 

* Из сказанного следует, что можно взять Ол = 0 и в случае, когда фл или 
(—фЛу удовлетворяет условию положительности, но это неизвестно, или этот факт 
сознательно не учитывается. 
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Пусть форма W для ф,- = 0 является неотрицательной формой вн и форма 
F = F(p, ф ) является отрицательно определенной формой ф д для всех 
Р = — а + ш (—оо ^ со ^ + о о ) и для некоторых допустимых значе­
ний т?-. Тогда справедливы утверждения «б», «в» теоремы 1 с заменой в 
них x(t) на eatx(t) и'qj;на eattpj. 

Доказательство теорем 1, 2 приведено в Приложении. Рассмотрим раз­
личные случаи применения теорем 1, 2. 

3. Частотное условие Попова для системы с одной нелинейностью 
Рассмотрим систему (1) с одной нелинейностью (т = п = 1), удов­

летворяющей условию 0 ^ ф / с » ^ | 1 о < + с о (а ФО), т. е. неравенству 
Т^1 = ф ( ( Т - ^ 0 - 1 ф ) ^ 0 . 

Этому условию соответствует один .параметр, t i с областью допустимых 
значений t i ^ 0. 

Распространяя PPi на комплексные значения и полагая W = Х\\¥Х, по­
лучаем 

ТУ•= Xi Re ф * (о — рьо^ф). 

Условие теорем 1, 2 (ТУ ^ 0 при ф = 0), очевидно, выполнено. Систе­
ма (4) в данном случае совпадает со скалярным уравнением (3), где 
%(р) — передаточная функция. Поэтому форма (18) имеет вид 

F ( p , q ) = - b i { ^ ( Г 1 + Re %) + Re (р%) ] | Ф | 2 . 

Условие ее отрицательной определенности для р = т дает частотное 
условие Попова: 

t i j i o - 1 + Re[(r i +• icoO)x(^co)] > 0 ( — о о ^ о < + ° о ) . 

В случае обычной нелинейности ф = ф (о) допустимыми значениями 
ti , О являются согласно сказанному Ti ^ 0, О ^ 0. В случае, когда ф — • 
= ф (а) — обычная нелинейность, после простого преобразования, указан­
ного в [16] (или [17], гл. 3), получим, что допустимыми являются также 
значения T I ^ 0, О ^ 0 (это будет также сразу следовать из сформулиро­
ванной ниже теоремы 5). Согласно теореме 1 получаем указанное в [3] 
распространение частотного условия Попова на нестационарное и гисте-
резисные нелинейности: допустимыми значениями являются значения 
Ti ^ 0, О ^ 0, если ф —. ф [ a ] t удовлетворяет условию положительности, 
и значения х± ̂  0, О ^ 0, если (—ф[о]*) удовлетворяет условию положи­
тельности. (Случай гистерезисных и нестационарных нелинейностей для 
О — 0 рассмотрен В. М. Поповым в [18].) 

Отметим, что в [3] получен несколько более полный результат, кото­
рый может быть выведен из приведенной ниже теоремы 5. 

4. Частотное условие Бонджорно (14) 
Рассмотрим линейную нестационарную систему, уравнения которой в 

матричной форме имеют вид (1) или (3), причем ф = K(t)a, где K(t) — 
матрица порядка п X т с ограниченными элементами. Пусть известна 
оценка модуля матрицы * \K(t) | ^ и и корни уравнения det(P — XI) = О 
(полюсы функций %jh(X)) расположены в полуплоскости Re Ж — а . 
Имеем | ф | < х | а | , т. e..Wi(<p, а) = к 2 1а 2 1 — | ф | 2 ^ 0. В данном случае 
W = Т1ТУ| ( |ф , о). Допустимыми являются значения параметров Tt ^ 0, 
-в- = 0. Условие ТУ(0, о) ^ 0 выполнено. Полагая без ограничения общно­
сти Ti = 1, имеем 

7 . ' = = х 2 | ф . Л ф | _ | ф | 2 < х 2 | х | 2 | ф | 2 _ | ф | 2 . 

* Под модулем матрицы понимается, как обычно, корень из суммы квадратов 
модулей ее элементов. 
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Из теоремы 2 следует, что при выполнении условия %21 х (р) \2 < 1 для 
р = —а + ш ( — о о ^ со ^ + о о ) или, иначе, условия 

sup 1 В Д 1 sup Ы - а + £со)| < 1 (20) 
t со 

для любого решения x(t) системы имеет место оценка \x(t) | ^ Сехр X 
X [—(а + е 0)£], (t ^ 0) с одинаковыми для всех решений С > 0, е 0 > 0. 
Это условие получено (другим методом) Бонджорно [14]. 

Например, для системы с простыми гармоническими коэффициентами 
можно считать без ограничения общности (см. случай В), что уравнение 
системы имеет вид 

<У +%i(p)[cost-a] + %2(p)[smt'o] = 0 (р = dj dt), 

где о — скалярная (величина и %i(p), %i{p) — рациональные (скалярные) 
функции с указанным выше расположением полюсов. Условие Бонджорно 
(20) в данном случае записывается в виде * 

| X i ( - a + a c o ) | 2 + | x 2 ( - a + ^ c o ) | 2 < l ( - о о < со < + о о ) . (21) 

В общем случае, когда ф• . = K(t)o, теоремы 1, 2 дают более сильный 
результат. Так, повторяя выкладки, придем вместо (20) к условию 

sup\K(t)*K(t) I sup 1-эс<— a + K D ) * X ( - a +ico) | < 1. 
t CO 

Можно привести примеры с т = п > 1, когда это условие выполнено, 
но (20) нарушается. При использовании дополнительных сведений об эле­
ментах матрицы К(1) из теорем 1, 2 можно получить еще более сильные 
частотные условия **. Это имеет место, например, для т = п = 1, 
0 < K(t) ^ |ы0, dK/dt < 0. 

5. Пример абсолютно-устойчивой системы с двумя однозначными 
стационарными нелинейностями, для которой не выполнено 

частотное условие Попова 

Приводимый ниже пример показывает, что частотный критерий теоре­
мы 1 может дать результат в случаях, когда частотный критерий Попова 
хотя и применим (в частности, нелинейности являются стационарными и 
однозначными), но результата не дает. Это связано с тем, что критерий 
теоремы 1 дает возможность более полно использовать известные свойства 
нелинейностей и, в частности, учесть те из них, которые не используются 
в критерии Попова. Этот пример, кроме того, является достаточно общим 
и интересным в прикладном отношении. Отметим, однако, что в этом при­
мере (как и в критерии Попова с числом нелинейностей п ^ 2 ) остается 
нерешенным вопрос об оптимальном выборе параметров т?, ^ j . 

Рассмотрим систему (1) для m = 1, п. = 2. Уравнения для нее возьмем 
в виде (4), т. е. 

с + Х 1 ( Р ) Ф 1 + % 2 ( Р ) Ф 2 = 0 (p = d/dt), 

где все величины являются скалярными. Пусть q>j — cijOSJrbj05 ( 7 = 1 , 2, aj, 
bj — постоянные). Подставляя эти значения и заменяя%j(p) их линейными 
комбинациями, придем к случаю (который и будем рассматривать), когда 

* Частотное условие (21) выводится также и непосредственно из теоремы 2. 
В данном случае ф1 = cos to, ф 2 = sin to, W* = a 2 — ф 1 2 — ф 2

2 = 0, t i = 1, 
F = IХ1Ф1 + Х 2 Ф 2 1 2 — | ф 1 1 2 — I Ф 2 1 2 . 

** Отметим, что на возможность усиления частотного условия Бонджорно [14] 
указал в своем выступлении на III Конгрессе ИФАК (Лондон, июль 1966 г.) проф. 
Б . Н. Наумов. 
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ф! = а 3 , ф 2 = а 5 . Поскольку 0 ^ ф! / а ^ \ц = оо, 0 ^ ф 2 / or < | i 2 = оо, 
то можно применить критерий Попова *. Для двух нелинейностей этот 
критерий имеет вид: 

jt(co) = %d\id~i + Re[(xd + i(x)'&d)%(i(o)]> О (— оо ^ 

(см. [7], [4] , стр. 45, а также раздел 12 данной статьи) **. 
Здесь 

. со + о о ) , 

t i О 

О Т 2 

О #2 

[ i d ' 1 = 
lir1 о 

О l i s " 1 

XI Х2 1 
Re U — — (U+ U ) . Соотношение л;(со) > 0, означающее положитель­
ную определенность матрицы я (со), должно быть выполнено для каких-
либо значений параметров fy-, Xj ^ 0. Пусть ф —- вектор-столбец с двумя 
комплексными компонентами ф1, фг. Учтя, что ji^" 1 = 0, получим 

Ф*я (со) ф = Re + | 2 ф 2 ) * (Х1Ф1 + Х2Ф2), 

где lj — Xj — mftj. Для <pt = Х2, Ф2 = —Xi соотношение ф*я(со)ф > 0 на­
рушается. Поэтому критерий Попова не может быть выполнен для рассмат­
риваемой системы ни при каких значениях параметров Xj, ftj. 

Возможны различные обобщения критерия Попова, связанные с заме­
ной условия л;,(со) > 0 на условие л; (со) ^ 0 и с введением некоторых до­
полнительных предположений. Для рассматриваемой системы неравенство 
Ф*л; (со)ф ^ 0 может быть выполнено (при любых ф ) , лишь если xi /Х2 — 
= ii / £2. Если выражение %i(p) / Ул{р) нельзя представить в виде отно­
шения двух линейных функций, то указанное тождество невозможно и, 
следовательно, для такой системы не может быть выполнено также ни одно 
из обобщений критерия Попова указанного типа. 

Этот вывод существенно использует вырожденность матрицы х что, 
в свою очередь, является следствием того факта, что нелинейности имеют 
одинаковый вход. Легко проверить, что этот вывод остается справедливым 
в случае произвольного числа нелинейностей с одним входом. 

Применим теперь к рассматриваемой системе теорему 1. В нашем слу­
чае нелинейности удовлетворяют следующим квадратичным связям: 
Wi = оф1 ^ 0, W% == 01ф2 — ф1 2 = 0. Связь Ws = Оф2 ^ 0 является 
следствием рассмотренных, и поэтому ее учитывать не нужно. По общему 
правилу Ti ^ 0, Т2 произвольно, W = XiWx + T2W2. Условие W ^ 0 при 
щ = ,ф 2 == 0, очевидно, выполнено. Для комплексных а, ф1, фг имеем 
Wi = Re (о*ф1), Wi = ' R e (<г\рг) — | ф ! | 2 . По формуле (18) для р = т 
получим F(p, ф) = Re [а*(?1ф1 + &Ф2)] — 2̂1Ф11 где lj имеют прежние 
значения. Искомое частотное условие получится, если вместо а подставить 
его значение для р = ко и потребовать выполнения условий отрицатель­
ной определенности формы F для всех фг, фг. Выкладки будут более про­
стыми, если вместо ф1, ф 2 ввести переменные ф1, *ф, где 

Ф = (1 + Р) <* = — (1 + Р) Х1Ф1 — (1 + Р) Х2Ф2. 

* Отметим, что например, в случае, когда ф 4 == о*2, ф г = о"3, критерий Попова 
неприменим, так как выражение ф 4 / о* не ограничено ни сверху, ни снизу^ В этом 
случае критерий теоремы 1 также приводит к определенным условиям устойчивости 
в целом (см. замечание в конце этого раздела). 

** В формуле (4.20) на стр. 45 [4] имеется опечатка: лишний коэффициент 2 пе­
ред знаком вещественной части. 
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Эта замена является неособой для всех р = ш (—оо ^ со ^ + о о ) , если 
только 

р 2 ф lim р%2(р) Ф О, X2(ico) = О, 
| р | - м х > 

что будем предполагать выполненным. При этом условия отрицательной 
определенности относительно <pi, ф 2 и <pi, я|) равносильны. Выражая ф 2 через 
ф1 и ф, находим, что матрицей формы [— F(p, ф ) ] является 

По критерию Сильвестра условиями положительной определенности 
формы (— F) будут неравенства т 2 > 0, т2{5 — | а | 2 > 0. Последнее нера­
венство преобразуется к виду: 

4 T 2 R e ( E 2 X 2 * ) - I S i j f e - b a i , 1 2 > 0 . ( 2 2 ) 
Это неравенство, являющееся искомым частотным условием, должно 

быть выполнено для всех р = т (—оо ^ оо ̂  + ° ° ) и для некоторых 
t i ^ 0, т 2 > 0, -Oi ^ 0, Ф2 ^ 0. (Напомним, что lj = T J — р^-.) Не рас­
сматривая, как было отмечено выше, вопрос об оптимальном выборе пара­
метров Tj, d j , приведем простой пример функций %i(p), Хг(р), когда это 
условие выполнено. Пусть %2 == А / (р + г), xi — В I (Р + г0 (р + г г ) * 
где Л, 5 , г > О, г j > 0 — вещественные постоянные. Для t i = = 0, 
т 2 = г, f}2 = 1 условие (22) примет вид 4Лг > 5 4 | ( г — т) (г\ + к о ) - 1 X 
X (т2 + ico) —11 (Ог^со < о о ) . Это условие, очевидно, выполнено при до­
статочно малых В. Система с функциями Xi(p), Х2(р) указанного вида 
абсолютно устойчива, но для нее не выполнен критерий Попова. Можно 
привести много других примеров подобных систем, удовлетворяющих час­
тотному условию (22). 

Рассмотрим в заключение этого раздела случай, когда ф! = а 2, ф 2 = о 3 

(к этому случаю сводится система с двумя произвольными нелинейностя­
ми, являющимися кубическими многочленами переменной о). Связь W2 = 
= ф2сг — ф ! 2 = 0 остается выполненной, а связь W\ = ocpi ^ 0 теперь не 
выполнена. Поэтому частотное условие (22) остается справедливым, если 
считать п = 0 . 

6. Система с одной монотонной, вообще говоря, 
нестационарной нелинейностью * 

Рассмотрим систему (1) с одной нелинейностью ф = ф ( о , t), удовлет­
воряющей соотношениям ф ( 0 , t) = 0, 0 ^ А ф I Аа ^ \х0 (где А ф — 
= ф ( а ' , t}—q>(e", t), Ао = о' — о", — заданное число, о', а" произ­
вольны), а также усиленным условиям положительности. Возможно, на­
пример, что ф = ф ( а ) — обычная непрерывная (|io < оо ) или разрывная 
(JLIO = оо) стационарная функция, для которой 0 ^ А ф / Д о ^ (то- Возмож­
но, что ф = ф ( а ? £) отличается от функции указанного типа множителем 
с (£), где 0 ^ c(t) ^ 1 , dc{t) I dt ^ 0. В предположении, что ф = ф ( а ) — 
стационарная дифференцируемая функция, частотное условие Попова уси­
лено в [2] (см. также [4]) . Для стационарной дифференцируемой нелиней­
ности ряд другого типа усилений условий Попова другого типа получен 
недавно Броккером и Вилемсом [20]. 

* После того как настоящая статья была сдана в редакцию, автор ознакомился 
с книгой В. М. Попова [19], в которой имеется много новых результатов и, в част­
ности, получен критерий (§ 129, I, стр. 222), очень близкий к излагаемому и, в этом 
разделе. Отличие, по-видимому, лишь в том, что в книге В. М. Попова ф (о*) — не­
прерывная стационарная нелинейность. Приводимое ниже доказательство, исполь­
зующее прием введения дополнительных нелинейностей, отлично от доказательства 
В. М. Попова и интересно в том отношении, что оно применимо во многих других 
случаях. Можно, например, получить аналогичные частотные условия с использо­
ванием найденных в [20] соотношений, которым удовлетворяет нелинейность. При­
водимое доказательство дословно переносится на случай многих нелинейностей (см. 
также замечание в конце раздела 6) . 
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Покажем, что для указанного выше класса нелинейностей имеет место 
абсолютная устойчивость, если для некоторых значений параметров 

Pi ^ Щ ^ 0 (/ = 1, . . . , к), х ^ 2 Pi и д л я в с е х ~ ° ° ^ w ^ + ° ° В Ь 1 ~ 

полнено частотное условие 
Re{£(i(o)fno-1 + x ( i © ) ] } > 0 , 

где .. -•- • , ^ • t :, 

* .2 

^ P i + P 

Частотное условие Попова получается из указанного при щ = 0. В час­
тотном условии [20] класс функций t,(p) имеет похожий вид, но должно 
быть выполнено дополнительно неравенство 

R e { S ( ^ ) - 1 [ f X o - 1 + x ( ^ ) ] } > 0 . 

При доказательстве используем следующий, во многих случаях весьма 
полезный, прием «введения дополнительных нелинейностей». Дополним 
систему (1) системой 

• dyJdt= Ах + Ву+ е ф + / ф , а = g*x + h*y, 

где А , В, ег / ? /г — постоянные матрицы, ф — вектор дополнительных не­
линейностей, о — вектор дополнительных входов *. Вводя вектор х = | * ||, 
получаем относительно х уравнение вида (1). Если удастся указанное 
дополнение сделать так, чтобы для ф, ф, а, а получить новые соотношения 
типа (5), то, применяя к системе относительно х теорему 1 или 2, получаем 
более сильное (вообще говоря) частотное условие, справедливое для рас­
ширенной, а следовательно, и для первоначальной системы. При этом до­
полнительные уравнения системы можно сразу задать в виде 

,а = - х ( 1 ) ( р ) ф - - Х ( 2 ) ( р ) ф { p = d/dt), 

аналогичном уравнениям ( 4 ) , задавая передаточные матрицы % ( 1 ) ( р ) , 
Х^(р). Последние могут быть произвольными матрицами рациональных 
функций, такими, что %^(оо) — 0 , %(2)(оо) = 0, и полюсы их удовлетво­
ряют условиям теорем 1 или 2. 

Переходя к доказательству, предположим вначале, что \хо = оо. При­
меняя указанный прием, введем дополнительные фазовые переменные 
от = [|aj|| и дополнительные нелинейности ф = Цф̂Н (./ = 1, . . . , к), пола­
гая <pj = ф(о^-, t) (здесь к — произвольное целое число, ф (о , t) — заданная 
функция). Условие монотонности функции ф(а, t) по а дает возможность 
написать следующие выполненные очевидным образом дополнительные 
квадратичные условия: 

W/ = ( Ф ; - Ф ) ( а , - - о ) > 0 ( / = 1 , 

Кроме того, как и выше, имеем** W" = o-^j ^ 0. 

* При рассмотрении этого приема можно считать, что в (1) числа т и п про­
извольны. 

** В случае, когда ф ' = ф(о~, t) — разрывная функция о", расширенная система 
(1) будет системой со многими разрывными нелинейностями. Решение системы (1) 
в этом случае определяется дословно так же, как это сделано для одной нелиней­
ности в [1]. Под значением ф, ср̂  следует понимать дополненные [1] функции. Соот­
ношения W/ ^ 0, W" ^ 0 остаются при этом выполненными, что и дает возмож­
ность включить в рассмотрение случай разрывной функции. Отметим, что указанное 
определение в случае многих нелинейностей отлично от известного определения 
Филиппова. 
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Повторяя рассуждения раздела 1, получаем, что теперь к квадратичной 
форме F(p, ф) раздела 1 добавится выражение 

AF = R e [ 2 V (Ф,- - Ф)* (о, - а) + т / ' а , Ф / + tydw* ]. 

Здесь т / , т Д -&j — произвольные неотрицательные параметры. Допол­
нительные дифференциальные уравнения системы возьмем в виде 

tfj = — & ( Р ) Ф (p = d/-dt), 
где функции Xi (р) будут определены ниже. Подставим эти значения, а так­
же значение о = — х(р)ф в выражение для и применим теорему 1. 

Из условия отрицательной определенности формы F следует, что коэф­
фициенты при ф/ф должны обратиться в нуль: 

V ( x - X i ) - « + ^ p ) X ; = 0 . 
Отсюда 

где tj° = т / + т / / 2 ^ - т / . Условие относительно полюсов функций Xi(^) 
выполнено при tj° > 0, 'Oj > 0. Имеем 

= _ R e 2 т / (i - ») IФ12 = - R e 2 V ) x IФ12-
i=i i=i J ^ 

Прибавляя выражение (—AF) для p = ко к левой части неравенства в 
критерии Попова (раздел 1 ) , где |Хо = оо, и полагая 

/г 

<dj = 1 , t = Ti + 2 T i ^ т / = ' a i ' T i ° — Pi ^ a i> получаем сформулиро-
i = i 

ванное выше частотное условие. 
Рассмотрим теперь случай, когда juio- =#= °°. Расширяя,^как и выше, си­

стему и вводя вместо a, Oj новые входы а = а — ф[1(Г\ Oj = c>j —- ф ^ о - 1 , 
получаем, что выполнены условия: 

Щ' = (<Рз-ч)(Ч--°)>0, Wj"=<tW^0. 

Поскольку а — — %(р)ц>, где %(р) = ню"1 + то все предыдущие 
выкладки пройдут без изменения, а результат будет получаться из резуль­
тата для случая |Хо = 0 0 заменой %(р) на %(р)- Отсюда следует справед­
ливость сформулированного частотного условия и для щ ф оо . 

Из приведенного в Приложении доказательства теоремы 1 легко выве­
сти, что при выполнении сформулированного частотного условия у систе­
мы ( 1 ) существует функция Ляпунова вида 

a к a i 
V = х*Нх + .0 J Ф ( a ) d a + 2*j JФ(<*i)do*3 

0 j = i о 

где Oj — дополнительные фазовые переменные, определяемые по о уравне­
ниями dOj I dt-\- Tj°(Tj = ajO. (Эти уравнения являются дополнительными 
дифференциальными уравнениями системы; они следуют сразу из соотно­
шений (tj° + p)xj = Ш-) 

Используя тот же прием, при помощи несколько более громоздких вы­
кладок можно получить усиление частотного условия Попова для случая, 
когда нелинейность ф = ф(о) , кроме обычного условия 0 ^ ф(а) / а ^ J A O , 
2 А в т о м а т и к а и т е л е м е х а н и к а , М б YJ 



удовлетворяет условию — си ^ Дф / Д о ^ ct2 с известными си, а2. Можно 
расширить частотный критерий, учтя, что выполнены квадратичные усло­
вия 

Wjh~ ( T J — фл) (Oj — Oh)^0 

в случае сц = О, а2 = JLXO И аналогичные — в общем случае. Эти и другие 
результаты, основанные на использовании дополнительных сведений о не­
линейности, из-за недостатка места опускаем. 

Если известны квадратичные связи между величинами а, ф = ф(сг) , O j , 

Ф̂ - = ф ( а ^ ) , где Gj — hj*x—некоторые линейные комбинации то тео­
рема 1 дает частотные условия абсолютной устойчивости, при выполнении 
которых существует функция Ляпунова указанного выше вида с 
Gj — hj*X. 

7. Случай вырождения формы 
F( Ш9 9 ) При frt=-]->oo • • 

Вернемся снова к рассмотрению системы (1) с произвольными т, п. 
В ряде случаев условие Р(ш, ф) < 0 заведомо нарушается при со = > ± о о *. 
Например, при -&j = 0 из (18) следует, что F(oo, ф) = Т^(ф, 0). Если эта 
форма зависит лишь от части переменных ф -̂, то условие J F ( O O , ф) < 0 не 
может быть выполнено. Предположим, что F(m, ф) <С 0 при — оо < со < 
< + 0 0 . Тогда ^(оо, ф ) ̂ 0 и поэтому можно ввести переменные свя­
занные с ф^ неособым линейным преобразованием, такие, что форма 
i^(oo, ф) является отрицательно определенной формой части переменных 

которые назовем невырожденными, и не зависит от остальных пере­
менных которые назовем вырожденными. Пусть г|/ — набор невырож­
денных и г|/' — набор вырожденных переменных. Тогда ^(ico, ф) = 
= i^°(co, я|/, ф") — эрмитова форма относительно ф, Положим** 

F o o ° = Km Р>(<ъ,Ъ',Щ"). 
| © | - > о о 

Форма Foo0 получается, таким образом, заменой вырожденных перемен­
ных if>j на оуф; и переходом к пределу при J со | —̂  оо. Форма i^oo0 зависит от 
переменных \f>jt но можно, при желании, вернуться к прежним перемен­
ным. 

Если ^(оо 5 ф) является положительно определенной формой тех пере­
менных ф1, . . . , фщ, от которых она зависит, то фj — т. е. указанной 
выше замены делать не нужно. В этом случае сразу имеем: ф1, . . . , ф П 1 — 
невырожденные и ф П 1 + 1 , . . . , ф щ + п з — вырожденные переменные 
(щ + п2 = п). 

Теорема 3. Пусть выполнены предположения теоремы 1 с заменой усло­
вия ^(&со, ф) < 0 при —оо ^ со ^ + о о на условие F(m, ф) < 0 при 
—оо <Осо < оо. Пусть, кроме того, форма Foo° является отрицательно оп­
ределенной и выполнено неравенство *** v ^ п2. 

Если все fy- = 0, то имеет место экспоненциальная абсолютная устой­
чивость: для любых to и любого решения x(t) выполнено (19), где 
числа С > 0, 8о > 0 не зависят от нелинейностей. 

В общем случае: 
а') имеет место абсолютная устойчивость в следующем ослабленном 

* Здесь и низке, говоря об условии F(p, ф) < 0, имеем в виду условие отрица­
тельной определенности формы F(p,q>),-T. е. условие F(p, ф) < 0, выполненное для 
всех ф Ф 0. 

** Конечный предел существует. Это показано в разделе 3 Приложения. 
*** Напомним, что п2 — число вырожденных переменных и v —число степеней 

свободы (порядок) системы. 
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смысле: сходится интеграл j | # | 2 с й и выполнено утверждение «г» тео-
о 

ремы 1; 
00 

б') сходятся интегралы J'|a|)j|2d£, соответствующие невырожденным 
о 

переменным *; 
в / ) если нелинейности <pj обладают тем свойством, что их значения яв­

ляются ограниченными функциями времени при ограниченных входах 
Он(t) (или при ограниченном x(t)), то любое решение х(t) О при £->• оо. 

Теорема 4. Предположим, что выполнены условия (5), что все = О, 
а также, что корни уравнения det (Р — XI) = О (и, следовательно, полюсы 
передаточных функций %дъ (X)) лежат в полуплоскости Re % < —8о. Пусть, 
кроме того, ранг тХ п матрицы р = \\$jh\\ в формуле (16) равен т и ранг 
каждой из матриц Ф = Pq, ..., P^ql W = . . . , Р^г\\ 
равен v. Условие относительно рангов Ф и выполнено, если функции 
%jh(p) не представимы в виде %jh(р) = Щк{р) I До(р), где ajh(р), А 0(р) — 
многочлены, и степень многочлена Ло(р) меньше v. 

Если форма W для ф;- = 0 является неотрицательной формой вн и фор­
ма F = F(p, ф) является неположительной формой ф̂ - для всех 
р = — 8 0 + гсо ( — о о < с о < + о о ) и для некоторых допустимых значений 
параметров t j , то для любого решения x(t) и любых t ^ U выполнено (19). 
При этом постоянная С не зависит от решения x(t) и вида нелинейностей. 

Рассмотрим примеры, поясняющие применение теорем 3, 4, в которых 
имеется также ряд приемов по упрощению проверки основных частотных 
условий. 

8. Пример системы с одной разрывной нелинейностью, 
зависящей от трех входов 

Предположим, что дана система с одной нелинейностью, определенной 
для Oi ф О формулой ф • = • (ifk?2 + у 0 з ) 2 / с Т 1 , где р, у — постоянные. При 
ai = 0 значение ф произвольно. 

Уравнения (4) системы имеют вид 

<*i = —Xi(P)<P (7 = 1,2,3, p = d/dt) + 
В данном случае имеется одно соотношение (5) 

Wi = (р(Т2 + У03)2 — 0\Ц) ^ 0. 

Допустимые значения параметров: t i ^ 0, = 0. Условие W(0, а) = 
= t iWi (0 , а) ^ О выполнено. Считаем без ограничения общности, что 
t i = 1 . 

Для комплексных Gj, ф имеем W = | ро 2 + уоз\2 —- Re ( ф ф * ) . Поэтому 
F = |Р%2 + тЫ 2 |ф| 1 2 + К е % 1 1 ф | 2 - Условие F < 0 при р = ico (—оо < 
< со < + о о ) дает 

Д(со) = R e X i ( ^ ) + |РХ2(^0)) + у Х з ( ^ ) , | 2 < 0 (— оо < со < + о о ) . 
(23) 

Соотношение А (со) < 0 нарушается при | со | = оо. Единственная 
переменная ф является вырожденной. Заменяя ф и соф и переходя к пре­
делу, получаем предельное неравенство: 

А00о = 1 1 т о ) 2 Д ( ( 0 ) < 0 . (24) 

* Здесь t|)j —• построенные выше линейные формы, в которых подставлены зна­
чения нелинейностей на заданном решении. 

2* 19 



В данном случае .Foo0 === Доо°|<р| 2. По теореме 3 при выполнении усло­
вий (23), (24) будет выполнено (19). Значение ео > 0, однако, неизвестно. 

Предположим, что полюсы функций Xj(p) лежат в полуплоскости 
Re р < —ео < 0, где г0 известно, а также, что степень общего наимень­
шего кратного знаменателей Xi(p) совпадает с числом степеней свободы. 
Если выполнено соотношение 

R e x i ( p ) < - 1 Р Ы Р ) + У Х З ( Р ) | 2 

для р = — ео + ш (— оо < со < + оо), 

то по теореме 4 справедливо (19). 

9. Пример системы с одним нелинейным блоком и с гармонически 
меняющимися во времени параметрами 

Рассмотрим систему 
tfi + %n(p)<Pi=0, 

+ X2i (р) |ф1 + Х22 (р) Ф2 + %23 (р) Фз = 0 (р = d I dt) (25) 

в предположении, что нелинейности удовлетворяют соотношениям: 
0 2 ф 1 ^ 0, ф 2

2 + ф З 2 ^ Oi\ 

(Например, ф! = а ( £ ) а 2 3 , a(t) ^ 0, ф2 = sincpi-ai, Фз = cos tpt-oi.) 
Имеем fl-j = 0, Ti ^ 0, т 2 ^ О, 

W=xi (oi 2 — ф 2

2 — фз2) + т 2 а 2 ф1. 

Распространяя W на комплексные значения переменных, получаем 

РГ==' T i ( | a i i | 2 — |ЧР2| 2 — |фз | 2 ) .+ т г а Пе(а а ф 1 * ) . 
Имеем далее F(p, ф) = W, где at, 02 определяются из (25) для комп­

лексного р . При р = оо форма .F вырождена: F(oo: ф) == — T i (IФ21 2 + 
+ |фз' | 2). Вырожденной переменной является <р±. Применяем теорему 3. 
Матрицей формы 

- F ( i © f V ) = T i ( - i | 3 C i i | a k i l a + Ы 2 + |фз| 2 ) + 
+ т 2 Re [ (Х21Ф1 + Х22Ф2 + ХгзФз) ф1*1 

где %jh = %jh(i(o), является матрица 

т 2 Re Х21 — T i IХ111 2 ; 

2 
1 

J t 0 (со) = •T2X22; 

- ^2X23*; 

т 2 ; 

0: 

- T2X23 

0 

Условия ее положительной определенности для всех со Ф ± о о прини­
мают вид: 

T l > 0 , 4T!(T2ReX21 — T i ; | X l l | 2 ) > Т 2

2 ( | Х 2 2 | 2 + | х 2 з | 2 ) . (26) 
Заменяя ф1 на соф1, получаем форму аналогичного вида. Предельное 

условие Foo° > 0 получается из (26) умножением обеих частей неравенст­
ва (26) на со2 и переходом к пределу при со оо (с сохранением в пределе 
строгого неравенства). Вводя вместо параметров T i > 0, тг ^ 0 параметр т 
формулой Т2 = 2 T T I , получаем следующие частотные условия абсолютной 
устойчивости: 

2Re^2i>irMxii | 2
 + T ( | x 2 2 | 2 + Ы 2 ) , 

Km 2со2 Re Х21 > т " 1 lim со2 | х н | 2 + т lim со2 ( | Х2212 + IХ2312), (27) 
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где 
%jh= Xjh(m). 

При выполнении этих условий для некоторого т > 0 имеет место экспо­
ненциальная абсолютная устойчивость: выполнено (19) с не зависящими 
от нелинейностей постоянными С > 0, е 0 > 0. 

Легко найти «огибающую» условия (27) по всем т > 0. 
Пусть для простоты \%22(iu>) | 2 + |%2з(ш) | 2 ф 0. Положим 

л(©) = J X 2 * I 2 + |Х2з | 2 , Ь ( с э ) = R e x 2 i , C ( G > ) = | X H | V 

T i l 2 ( © ) = ( Ь ± У Ь 2 - а с ) о - 1 . (28) 

Условия (27) принимают вид: 
Ь( (о ) 2 >.а (со)с ( (о ) , i n f T i ( c o ) > s u p T 2 ( c o ) > 0. (29) 

10. Пример системы с двумя нелинейными блоками 

Рассмотрим систему 
ст = — ( p ) 4 P i — 5С2(р)ЧРг (p = d/dt) (30) 

(все величины являются скалярными), где q>t, фг имеют вид ( И ) , причем 
ф — произвольная функция, удовлетворяющая условию 0 ^ ф ^ а (на­
пример, ф имеет вид (12)). 

В данном случае = 0, #2 = 0. Ограничения (5) имеют вид (13), 
(14) для G\ = о. Поэтому значение Ti произвольно, Т2 ^ 0, F = W = 
— Т1ТУ1 + X2W2, т. е. 

F = %i [Re (ф2о*) — | фц | 2 ] + т 2 Re [ (аф! — фг) а*], 
где а определяется из (30) для комплексного р . 

Предположим, что полюсы функций %i(p), %г(р) лежат в полуплоскости 
Re р < —е 0 < 0 с заданным г 0 и что функции %i(p), Хг(р) не представи-
мы в виде отношения многочленов с одинаковым знаменателем, степень 
которого меньше v. 

Применим теорему 4. Условие относительно ранга р означает, что 
J T t | + | т 2 | ф 0. Условие W(Q,0) ^ 0 выполнено, так как в данном слу­
чае W(0, G) = 0. Основное условие неположительности F удобно получить, 
вводя вместо переменной фг переменную * а: 

— F = xt | ф! | ? + Re { [ (TI — т 2 ) XiХ2"1 — т 2 а] фкт*} + (т 2 — Ti ) Re (1 / Х2) | а | 2 . 

Полагая т = Т2 / T i , получаем следующие условия неотрицательности 
формы (— F) для Xi = %з(р), Р = —ео + ш: 

TI > 0, 4(т - 1) Re Х2 - | (1 - t )x i - < r t» | a ^ 0. (31) 

Второе неравенство должно быть выполнено для некоторого т ^ 0 и 
для всех со =т̂= ± о о . Преобразуем (31) к виду 

а(со)т 2 — 2b (co) t + c(co) < 0, 
где 

а(<о) = | a x 2 + Xi|F, • Ь(©) = — 2 R e » + Ы 2 + a Re О м е / ) , 
с(со) = i |xi I 2 — 4 Re Х2, Xj = ео + wo) , 

и предположим, что Of(co) 0. Неравенство (31) выполнено хотя бы для 
одного т ^ 0, если 

&(со)2 ^ a ( ( o ) c ( c o ) , inf Ti(co) ^ s u p T 2 ( c o ) ^ 0, (32) 
где t t 5 2( (o) = (Ь ± У& 2 — ас )а~ 1. 

При выполнении (32) для любого решения x(t) справедлива оценка 
(19) (где ео > 0 — заданное число). 

* Этот простой прием существенно упрощает выкладки, так как условие непо­
ложительности F в новых переменных имеет вид t i > 0, Р0 ( п , т 2 ) > 0 , а в старых 
Pi ( T I , тг) > 0, P 2 ( T I , Т 2 ) > 0, где Р 0 , P i , Р2 — квадратичные формы относительно 
T i , т 2 . 
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11. Одно обобщение теорем 1, 3 
В ряде случаев удобно пользоваться следующим предложением. 
Теорема 5. Предположим, что в условиях теорем 1,3 некоторые из допу­

стимых значений параметров ^ определяются не так, как было указано 
выше, а по следующему правилу: "frj ^ О, если для некоторой постоянной 
[лД функционал ф / = фДа$-]* — \xfoq удовлетворяет условию положи­
тельности, и # j ^ 0 , если для некоторой постоянной функционал 
(—ф/) удовлетворяет условию положительности *. Предположим при этом, 
что условие W(0, а) ^ 0 теорем 1,3 заменено следующим: для любых а 
выполнено W(cp, а) ^ 0, где = 0, если = 0; ф̂ - = \ijOqj, если 
\Xj° Ф 0 и \ij — произвольные числа в интервалах 0 ^ jij ^ или 

^ \ij ^ 0 в соответствии со знаком 
Тогда выполнены утверждения теорем 1,3 с заменой в утверждении «г» 

нелинейностей ф̂  на ф/ . 
Отметим, что если для некоторого индекса / и для некоторых постоян­

ных су, f$j обе функции щ—щв^ж — ф;- + $jGq. удовлетворяют условию 
положительности (относительно oq.), то, применяя дважды теорему 5, 
получим, что все значения являются допустимыми. При этом, конечно, 
должно быть выполнено также оставшееся предположение теоремы 5. 

Продолжим рассмотрение примеров, используя теорему 5. 

12. Частотное условие Попова для многих нелинейностей 
Уравнения системы имеют вид: 

п 

ffj + S %зъ(р)щ = 0, щ=щ(ан) (33) 

( й = I , . . , , л, p = d/dt). 

Нелинейности щ ( # / 0 — обычные функции, удовлетворяющие условиям 

0 < внщ(вн) ^ |хЛ° oh* (h = 1 , . . , , п), (34) 

где \Xh° — постоянные, \ih° < гЬ°°.- Полюсы передаточных функций %jh(p) 
лежат в левой полуплоскости. Так как функции щ = щ((Ук) удовлетво­
ряют усиленным условиям положительности, то допустимыми являются 
значения ^ 0. Так как функции — щ° = |1л°а/1 — щ(он) удовлетворяют 
усиленным условиям положительности, то допустимыми являются также 
значения #U ^ 0. Таким образом, ограничений на знак ^ нет. 

Составим форму F. Имеем (для действительных Oj, ф̂ - см. «А») 

;• i = i . . • . : 

а допустимыми являются значения tj ^ 0. Из выражения для И 7 видно, 
что условие W ^ 0 выполнено для значений q>j = JLIJOJ , где JUL̂  — произволь­
ные числа из интервалов 0 ^ J X J ^ 

Для комплексных Oj, имеем 
п 

W = R e 2 Ф Л Л < Ь ' — ( и / ) " 1 'фЛ = Re фЧ й(ст — iicT1 Ф), 
j=i -

* Старое правило совпадает с новым при = 0. 
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где Td, \ia~~1 — диагональные матрицы с диагональными элементами 
t i , • . . . , %п и J L I I - 1 , . . . , [in-1. Из (18) следует, что 

7?(р, ф) = Ке(рф*'&йа) + Ке.фЧй.(<т — [ХсГ'ф). (35) 

Здесь — диагональная матрица с диагональными элементами 
. . . , # п и а = Hajll определяется из (33), где р — комплексное число. 

Подставляя в (35) значение а = — х(р)ф, где %(р) = |1х#(р)11, р = ш , 
получим 

где 
я (р) = tdfid"4 + Re [ [%d + pbd) X (p) ] • 

Из теорем 1,5 следует: абсолютная устойчивость в указанном классе 
нелинейностей имеет место, если для некоторых ту ^ 0 ^ и всех 0 
( — о о ^ со ^ + °°) матрица я ( ш ) является положительно определенной. 

Этот же вывод остается в силе, если некоторые из — оо и соответст­
вующие ^ 0. Справедливо также аналогичное утверждение (получаю­
щееся из теоремы 3) для случая, когда условие я ( ш ) нарушается при 
| со | = оо . 

13. Распространение частотного условия Попова 
для многих нелинейностей на случай нестационарных, 

разрывных и гистерезисных нелинейностей [4, 12] 
Из изложенного выше и из теорем 1, 5 следует справедливость частот­

ного условия я(£со) > 0 для указанных типов нелинейностей, если пара­
метры #?- имеют соответствующий знак. Именно: ^ ^ 0, если функционал 
Фз' = фДа;?]* удовлетворяет условию положительности, ^ ^ 0, если функ­
ционал \ij°Gj — фДо^]* удовлетворяет условию положительности*. 

Например, для гистерезисной функции, график которой изображен на 
рис. 1, допустимыми будут значения #j ^ 0. Если на рис. 1 изменить на­
правления стрелок на обратные, то допустимыми будут значения ^ 0. 

14. Критический случай 
Выше везде предполагалось, что в (1) Р — гурвицева матрица (полю­

сы Xih{p) лежат в левой полуплоскости). Следующая теорема переносит 
утверждения теорем 1—5 на более общий случай. 

Теорема 6. Все утверждения теорем 1—5, кроме утверждения «6х» 
теоремы 3, остаются справедливыми, если: а) в условиях этих теорем 
предположение о том, что Р — гурвицева матрица, заменено предположе­
нием асимптотической устойчивости системы (1) при ф̂  = фДо^-]* = 
= VjOq-, где Vj — некоторые постоянные; б) условие неотрицательности 
формы W(Q, о) заменено условием неотрицательности (относительно Gj 
(/ = 1 , . . . , т)) формы Т7(ф, а ) , в которой ф,-= VjGqj; в) условия отно­
сительно формы F(p, q) и переменных ф = ||ф^|| заменены аналогичными 
условиями относительно формы F\(p, ф^). Е== F(p, ф) и переменных 
ф<!) = Цф/1)||, связанных с переменными ф^-соотношениями 

Ф^) = Ф.7 — V j C T g G h = — ^ Xjh(p) фл. (36) 

h 

Таким образом, по теореме 6 основное условие F(p, ф) < 0 (где р = ш 
для теорем 1,3 и р = —a -f- ico, р = — ;ео + ш для теорем 2,4) переходит 
в условие отрицательной определенности той же формы, но не относи­
тельно переменных ф̂ -, а относительно переменных ф/1) = ф̂- — y3Gqy При 
этом следует вначале выразить переменные ф ,̂ оь. через ф/1), воспользовав-

* Отметим, что последнее условие более широкое, чем условие положительности 
функционала (—ф ; ) . Относительно случая разрывных функций см. примечание на 
стр. 16. 
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гаись соотношением (36) для значений р, не являющимися полюсами 
%jh(p), затем подставить необходимые значения р. Из доказательства тео­
ремы 6 следует, что коэффициенты полученной формы F\ (р, cpW) не будут 
иметь особенностей. В случае, когда матрица Р не имеет собственных зна­
чений на мнимой оси, легко показать, что линейное преобразование, свя­
зывающее (pj и ср/1), является неособым для всех указанных выше значений 
р . Поэтому в этом случае можно отбросить пункт «в» теоремы 6, заменив 
его прежними условиями относительно формы F(p,q)). В случае, когда 
матрица Р имеет собственные значения (xj/i(p)-полюсы) на мнимой оси, 
такая замена, вообще говоря, незаконна и может привести к неверному ре­
зультату. 

Поясним сказанное следующим примером. Пусть в системе (1) матри­
ца Р имеет одно нулевое собственное значение на мнимой оси, т = п = 1, 
а квадратичная связь имеет вид оф ^ 0. Пусть, кроме того, система (1) 
асимптотически устойчива при ф = va с малыми v > 0. Возьмем вначале 
W(% а) = оф. Имеем И^(ф, о") ^ 0 на решении, W(0, о) = 0 для всех о, 

р(Р, ф) ; = R e (Ф*<*)> Ф ( 1 )
 = " Ф — w > ^ ( Л Ф ( 1 ) ) = R e (ф ( 1 ) + vo)*o. Полагая 

= —Ыр)ф | ( 1 )> получаем xi(p) = l(p) Н + ^Х(р)]~\ причем %i(p) не 
будет иметь особенностей на мнимой оси. Частотное условие ^ ( ш , ф^) = • 
Это естественно, так как система (1) не является асимптотически устойчи­
вой уже для ф = 0. Аналогичное условие F(iсо, ф) = —Re % | ф | 2 < 0 мо­
жет быть выполнено, но дает в соответствии со сказанным выше неверный 
результат. 

Заменив связь aco ^ 0 более жесткой оф ^ vo 2 (где v > 0 — сколь 
угодно малое число), получим F(p, ф<4)) = Не[(ф ( 1 ) )*а] . Теоремы 3, 6 да­
дут известное частотное условие абсолютной устойчивости: Re%t(£co) > 0 
для со ^ 0, lim со2 Re %1 (ico) > 0. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

1. Доказательство теоремы 1 

Выпишем в явном виде матрицу квадратичной формы F. Для этого введем мат­
рицы коэффициентов формы (16): 

а= HaiftH, [3 = И М , Y = llYJfcll-

Матрицы а и у симметричные: а$н = ам, yjh = yhj. Следовательно, первая и 
третья суммы в (17) являются вещественными. Считая, что звездочка означает эрми­
тово сопряжение, получаем из (17) для комплексных значений ф = Нф̂ -Ц, о* = H O J I I : 

W= ф*аф + 2Кеф*|Зсг + 0*уо г. (1.1) 

Подставляя a = —%Ф, где % = %(р), имеем 

Т7 = ф в [ а - 2 Н е ( Р х ) + Х в УЙф. 

Здесь и ниже для произвольной квадратной матрицы U через Re U обозначается 
Re Z7 = i/2(U + U*). 

Пусть oqh— выделенный вход, от которого зависит фл, причем при =7̂=0 функ­
ция фл или (—фл) удовлетворяют условию положительности относительно aqh. 

Введем п X яг-матрицу 8 = Цел ill, где 
8 Л г = 0 при i Ф qh, &hq = 1, (1.2) 

h 

и п X «-диагональную матрицу #d с диагональными элементами O i , . . . , ®п. Тогда 

2 ^лфл*сг д = ^ • ф л * ^ л 8 л г С Г г = Ф*Фс*ео\ Поетюму из (18) имеем 
h hi 

F(p,y) = Н е ( р Ф ' ^ е а ) + Щ ф , а ) , (1.3) 
где а = — х ^ Ф -

Подставляя значение-(1.1),-получаем 

F(p,<p) = - ф * я ( р ) ф , (1.4) 
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1 Д е л(р) = Re (p$dz%) - а + 2Re ( Р х ) - X * Y X (X = %(Р))- (4-5) 

Из (1.5) и (2) следует, что существует я ( о о ) = l imп(р) = — а — Re (®d&r*q). 
v ' ' j p | - * o o 

Поэтому ^ ( г о о , ф ) = F(oo,(p) = — ф*я(оо)ф. 
Перейдем непосредственно к доказательству теоремы 1. Рассмотрим функцию 

t t 

V(t) = х*Нх + ^ ф * ^ е do + J ' W ( c p , о) ^ , (1.6) 
о о 

где x,= x(t), o = o(t), ф = ф(0 определяются из (1) и Н > 0 — какая-либо поло­
жительно определенная матрица. Имеем 

—V = x*Gx + 2x*g<p + ф * р ф , 
где 

-G = HP + Р*Н + гуг*, 
-g = Hq + VaPVe'fld + rP*, 
—p = a + Re (Oder 'g) . 

Из (2) следует, что limx(X) = 0 , limЯх(Я) = — r*g. Поэтому л ( г о о ) = p > 0. 
| X | - > o o | A | - * o o 

Постараемся подобрать матрицу H так, чтобы функция (—V) была положительно 
определенной формой ж и ф . 

По теореме 4 [21] о матричных неравенствах для этого необходимо и достаточно 
(и это центральный момент доказательства), чтобы при всех вещественных со было 
выполнено условие * 

Я о ( © ) = p + 2 R e Y — P V e ' O d + г р Л 0<* + Я»*Сд«> > 0, (1.7) 
\ 2 / 

где == (P-—mI)-iq, С = — гуг*. 
Подставляя в (1.7) значения r*g f f l = r*PqM = г*[/ + ico(Р — ico/)- 1 ]? = 

= r*q + icox(ico), получаем л 0(со) = л(гсо). По условию теоремы л (ico) > 0, следо­
вательно, указанная матрица Н = Н* существует. Поскольку W(0, а) = о* у а ^ 0 
для всех о, то у ^ 0, С < 0. Из неравенств G > 0, HP + Р * # = — G + С < 0 имеем 
Н > 0. 

На решении системы (1), по предположению, выполнено W ^ 0 

^ Ф*^е<?а = J ^ Л d 6 q h ^ C l 0 n s t - Поэтому У(£) — функция, ограниченная 

0 h 0 
оо 

снизу. Поскольку V ^ 0, то сходится интеграл \ ( — 7 ) ^ = Hm V(t)— 7 ( 0 ) . 
0 

Так как (—F) ^ е ± | | 2 + 8 г | ф | 2 для некоторых чисел si > 0, 82 > 0, то 
\х\ e L 2 ( 0 , 0 0 ) , | ф | £ L 2 ( 0 , 0 0 ) , т. е. выполнено утверждение «б» теоремы 1. 

Из (1) следует, что и | i | е £ 2 (0 , 0 0 ) . Из сходимости интеграла 
оо оо с» 

2 ^ |я*ж|<Й ^ ^ |ж | 2 <2*+ ^ | я | 2 < ^ следует существование предела 

о 

] i m | a ( * ) | 2 H * ( 0 ) l 2 + V 2 dt. 

о 
Поскольку | # | е £ 2 ( 0 , о о ) , то Н т | # ( £ ) | 2 = 0. Тем самым доказано утверждение 

г-* оо 

«а» теоремы 1. 
Пусть все = 0. Обозначая V0(x) = имеем 7 = V0 + РР < — ei\x\2 — 

— 8 2 1 Ф 1 2 ^ — 2 8 0 F 0 , где постоянная е 0 > 0 удовлетворяет условию &i\x\2 ^ 2E0V0(X). 

* В обозначениях теоремы 4 [21] щ = п , у,2 — 0. Поэтому условие на ранг мат­
рицы а 2 и условие (II) теоремы 4 [21] отсутствуют. Отметим, что в этом месте су­
щественно, хотя и неявно, используется результат В. М. Попова [9], так как дока­
зательство теоремы 4 [21] основано на результате [9]. Отметим также, что возможно 
непосредственное доказательство теоремы 4 [21], не использующее [9], аналогичное 
доказательству этой теоремы для % = 1, приведенному в [22]. 
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Поэтому V0 ^ 2&0Vo, Т . е. V0[x(t)] ^ е-2ео(*-*о)У0[х^0)], откуда следует утвержде­
ние «в». 

В случае, когда при Ф О функции ф д (или ( — ф л ) ) удовлетворяют усиленным 
условиям положительности, из (1.6) имеем 

п 

М * ( 0 ) ] = V(0)S* УЩ> V0[x(t)]~ 2 i l^ |S F T ( | (T« f t (0) | ) , 

т. е. выполнено утверждение «г» теоремы 1. 
Замечание. Из доказательства следует, что утверждение «а» — «в» теоремы оста­

ются справедливыми, когда вместо неравенства W ^ 0 выполнено более слабое (но 
t 

трудно проверяемое) условие: интеграл у W dt ограничен снизу для всех t ^0. 
о 

В случае, когда эта граница стремится к нулю вместе с \х(0) | , выполнено и утверж-, 
дение «г» теоремы 1. 

2. Доказательство теоремы 2 

Пусть выполнены предположения теоремы 2. Делая в (1) замену х = e~atx\ 
получаем систему 

dx' I dt = (Р + al)xf + qq>\ о' = r*x', (2.1) 

где ф' = е а*ф, о' = eato. Применим к системе (2.1) теорему 1, считая, что все Ол = 0. 
Матрица Р + al является гурвицевой по предположению. Поскольку Wj((p\ о*') = • 

= e2atWj(y, а ) , то условия (5) для системы (2.1) будут выполнены, если взять 
Wj = Wj(y',a'). Форма W = И ^ ' (ф ' , а ' ) для системы (2.1) имеет вид W'(yr,&) = 
= lb%jW-j(4', G') — ^ ( ф ' » стх). При этом допустимые значения Xj остаются прежними. 
Условие W'(0,of) = FT(0, &) ^= 0 выполнено по предположению. Передаточная мат­
рица и = %'{р) для системы (2.1) получается из передаточной матрицы %(р), для 
системы (1) заменой Р на Р + о / , т. е. %'(р) = %(р-—ее). Поэтому форма 
F = i ^ (p , ф ' ) для системы (2.1) получается из формы F = F(p, ф ) для системы (2.1) 
по формуле F'(p, ф ' ) = F(p — a, ф ' ) ' . По условию F ' ( i a > , ф ' ) = F ( K D — а, ф ' ) < 0 при 
— о о ^ со ^ + ° ° . Поэтому справедливы утверждения теоремы 1 с заменой х на 
х ' — eatx и ф на ф' = е а * ф , что и требовалось доказать. 

3. Доказательство теоремы 3 

Повторяя доказательство теоремы 1, дойдем без изменений до места, где де­
лается вывод о существовании искомой матрицы Н. В нашем случае я ( too) = р — 
вырожденная матрица, поэтому (—V) не может быть положительно определенной 
формой х и ф. Постараемся найти такую матрицу Н = #* , чтобы форма (—V) была 
неотрицательной и имела максимально возможный ранг. Для этого применим снова 
теорему 4121], 

Предположим вначале, что (F)v==OQ — отрицательно определенная форма пере­
менных ф1, фщ (невырожденных) и не зависит от (вырожденных) переменных 
Ф щ + i , • . , фп,+п 2 , где. щ + п2 = п. Пусть ф' = Нф̂ П ф" = WAfjLn^v Предста­
вим матрицы n(p),q в виде: 

Щ П2 Щ П2 
Л ц Jtl2 II ^1 

л ( р ) = , =11^1, (3.1) 
Я21 Л22 II ^2 

где числа пи п2, v сверху и сбоку означают число строк или столбцов. При этом 
л 1 2 = л 2 1* . Обозначая я ^ ( о о ) = pjhl имеем, по условию, р ц > 0, р 4 2 = 0, p 2 i = О, 
р 2 2 = 0. Максимально возможным рангом формы (—V) будет поэтому число v + щ. 
Матрицей формы (—Foo°) является матрица 

Лц(£о)) , о)Л12(^со) 

<ujt2i(i®), со2л22(гсо) 

которая, по условию положительно определенна. Это означает, что 

рп == я ц ( о о ) > О, l im со2 [л 22 — Л21Лц- 1 Л12] > 0. (3.2) 

Последнее следует из представления произвольной положительно определенной 
формы 

Q = ф1*ацф1 + ф1*а!2ф2 + Ф2*а 21ф1 + ф2*а 22фг 

= l im 
О)—*- оо 
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(где а.-л — матрицы порядка щ X пн, ai2 = a 2 i* , Ф; — векторы порядка rij) в в и д е * 

Q = 5 * а ц - ^ + ф 2*(о22 — 1 а 2 1 а 1 1 - 1 а 1 2 ) ф 2 , 

где 
g = | а 1 2 ф 2 + 1ацф1. 

По теореме 4 [21] для существования матрицы Я = Я*, удовлетворяющей сфор­
мулированному выше условию ( 7 ^ 0 и форма (—V) имеет ранг v + щ), достаточ­
но (и необходимо), чтобы: (I) я 0(со) > 0 при — оо < со < + ° ° , где л 0(со) имеет вид 
(1.7), т. е. Ло (о ) ) = л ( 1 С о ) ; (II) было выполнено второе неравенство (3.2) и (III) 
матрица q2 имела ранг п2. 

Первые два условия выполнены. Третье следует из ( I I I ) . Действительно, обо­
значая Ъ = 1/2Р*г.г ftd + г|3* = | | Ъ и Ь2Н, где bj — матрицы порядка v X nh получаем 
из (3.1), (1.7) и равенства Ло(со) == л ( ^со ) , что 

п22{т) == 2Re b2*q2(>i + д2а>*Сд2(й, 

где д2© = (Р — ml)~iq2. По условию v ^ п2. Если ранг q2 меньше п2, то для некото­
рого п2 X 1-вектора £ выполнено дг5 ,=±= 0. Тогда £*я 2 2(ко)£ =̂= 0, т. е. нарушено вто­
рое соотношение (3,2). Следовательно, ранг д 2 равен п2. Таким образом, по теоре­
ме 4 [21] существует матрица Я = Я*, такая, что (—V) ^ 0 и (—V) ^ s i | ж | 2 + 
+ е 2 1 Ф ' | 2 . Как и выше, получим, что Я > 0 и что выполнены утверждения «а'», 
«б'» теоремы 3, а также неравенство (19) при = 0 (/ = 1, . . . , п). В частности, 
при выполнении усиленных условий положительности |ж(*) | — ограниченная функ­
ция. Последнее верно и при выполнении неусиленных условий положительности 

и следует из неравенства У(0) > V(t) ^ x(t)*Hx(t) ~~ ^ 2 Если при этом, 
h 

как предположено в пункте «в'» теоремы 3, функции ф;- являются ограниченными, 
то из (1) следует, что \х\—также ограниченная функция. Отсюда следует (это 
можно показать разными способами), что # ( £ ) - > 0 при t о о . Действительно, 

( | ж | 3 ) = ЗИ 2 |я |* = Ъ\х\х*х. 
оо 

Поэтому | ( | # | 3 ) " | ^ 3 | # | 2 | # | , т. е. сходится интеграл ^ (\х\3)'dt. Последнее 

о 
означает существование предела lim | я | 3 , который в силу условия \х\ G L 2 (0, оо) 

t—>со 
равен нулю. Таким образом, выполнено утверждение «в'» теоремы 3. 

Рассмотрим теперь случай, когда форма (F) р = 0 0 — неотрицательная форма про­
извольного вида. Существует неособая вещественная п X тг-матрица Г, такая, что 
форма 

(F)P==0Q = ~ . ф * я ( о о ) ф = — $*{Т*л(оо)Щ 

относительно переменных -ф = Г-Чр имеет указанный выше вид, т. е. Т*п{оо)Т = 
= \\pjh% где р и ' > 0, р 1 2 ' = 0, р 2 1 ' = 0, р 2 2 ' = 0. Применяя теорему 4 [21] и взяв 
я 0(со) = Т*л(Ш)Т, получим, как и выше, существование матрицы Я , = Я * и спра­
ведливость всех утверждений теоремы 3. 

4. Доказательство теоремы 4 

Докажем вначале для полноты указанное после теоремы известное предложение 
о связи рангов матриц Ф и ? и степеней знаменателей функций %^(Х). Покажем, 
что если ранг хотя бы одной из матриц Ф или Т меньше v, то функции %jh(X) 
можно представить в виде %jh(X) = ajh{X) I До (Я), где щн(Х), Д 0 (Я) — многочлены 
и степень А0(Х) меньше v. Пусть ранг Ф м е н ь ш е е . Тогда найдется v X 1-вектор 
z ф 0, такой, что z*Phqh = 0 (к = 0, 1 , . . . , v — 1), где qn —столбцы матрицы 
q(hr= 1 , . . . , п). Поэтому ранг каждой v X v-матрицы Ф л = \\gh, P g h i . , . r P v~ 1g/ l!i 
меньше v. По лемме 2 [23] (Приложение) (Р—Х1)~1^ = ан(Х) /До (Я), где степени 
скалярного многочлена Д 0(Я) и векторного многочлена а (X) меньше v. Имеем 

%ih (Я) = г / (Р - XI)-iqh = r^ah(X) I До (Я), 

* Из указанного представления следует также, что положительная определен­
ность блочной матрицы а = | | а ^ | | (/,/& = 1,2) равносильна неравенствам a n > 0, 
a 2 2 > а ^ а н - 1 ^ (здесь a i 2 * = a 2 i ) . 
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где rj — столбцы матрицы г. Следовательно, функции %jh(X) представимы в виде 
отношения многочленов указанного вида. Дословно также рассматривается случай, 
когда ранг матрицы меньше v. 

Покажем теперь, что в предположениях теоремы ранг v X rcv-матрицы 
Ч'о = W*, PVfT , (Р*<У-*))Г$*\\ равен v. Предполагая противное, имеем 
з * ( Р * ) Ь г р * . = О для к = 0, 1 , . . . , v — 1 и некоторого v X 1-вектора z Ф 0. Так как 
по условию ранг т X тг-матрицы |3* равен т, то для любого т X 1 вектора £ из со­
отношения £Р* следует £ = 0. Поэтому £ А = z*(P*) f e r = 0 (& = 0, 1 , . . . , v — 1), что 
противоречит условию относительно ранга матрицы W. 

Перейдем непосредственно к доказательству теоремы. Постараемся найти 
матрицу Я = Я*, такую, чтобы для л ю б о г о решения х = х{1) системы (1) было 
выполнено V ^ 2e 0 F , где V = х*Нх. Имеем V + 2E0V = {2ж*Я(Ря + дер) + 
+ 2е 0я*Яж + ТГ(ф, 0 ) } — W(y, а ) = . — + 2я*$ф + ф*схф} — W(% а ) , где —G = 
= Я ( Р + 8 0 / > + (Р + в 0 / ) *Я + ryr*, — g = Hq + гр*. 

Поскольку Т7(ф, а) ^ 0 , достаточно потребовать, чтобы выражение в фигурных 
скобках было неотрицательной формой х и ф. Согласно лемме 1 (б) Попова [9] (или 
согласно утверждению пункта (б) теоремы 3 [21], сформулированному в обозначе­
ниях, более близких к настоящим) искомая матрица Я = Я * существует, если для 
всех со 

jto(co) = а + 2Re p r * ^ + g ^ r y r * ^ ^ 0, (4.1) 

где qa = [Р — ( — 8 0 + й с о ) / ] - 1 ^ Соотнощение (4.1) по условию теоремы выполнено. 
По пункту (в) теоремы 3 [21] имеем Я > 0 (роль матрицы ЧГ в условиях теоремы 3 
[21] выполняет матрица W0). Из неравенств V ^ — 2 e 0 F , Я > 0 сразу следует (19) 
с постоянной С > 0, не зависящей от нелинейностей. 

5. Доказательство теоремы 5 

Рассмотрим вместо (1.6) функцию 

п t t 

V(t)=x*HQx +2^*5 ~~ ̂ 0(ye. )dcye. + \ W ^ G)dt' (5i) 
R=I о a 

При этом будем считать (без ограничения общности), что = 0, если $j опре­
деляются по старому правилу. Функцию V(t) можно, очевидно, преобразовать к виду 
(1.6). Поэтому сохраняется без изменений вся часть доказательства теорем 1.3, где 
не используется ограниченность снизу функции V(t). Для доказательства теоремы 5 
достаточно установить, что Я 0 > 0, так как тогда функция V(t) будет ограниченной 
снизу и сохраняются доказательства теорем 1.3. Покажем, что Я 0 > О. Из доказатель­
ств теорем 1.3 имеем: V — W — отрицательно определенная форма xt ф в случае тео­
ремы 1 или х и невырожденных переменных ф3- (или ij^) в случае теоремы 3. Заменим 
в уравнениях (1), условиях (5) и в формуле (5.1) функции ф̂ - = q>j[Gqj]t9 на \\.jGqi 

где числа \ij пробегают значения 0 ^ \ij ^ JXJ° или ^ \ij ^ 0 в соответствии со 
знаком |Xj° (если старое правило совпадает с новым, то = 0 и, следовательно, ф? 
заменяется нулем). При такой замене система (1) станет линейной, а функция 

V(t)— ^W(xp,a)dt станет, с точностью до аддитивной постоянной, квадратич-
о 

ной формой х : 
t 

K{t)— ^ Щ ф , q)dt = V0(х)+ const, 
о 

где 
п 

Vo° (х) г= х*В0х + 2 OJ (Hi - W ° ) ° Ч V 2 . 
i = i 

Обозначим через ф = ф(а, и.) набор соответствующих линейных функций \ijGqj. 

По условию W [ф(а, a] ^ 0 для любых п. Поэтому к линейной системе (1) с ф = 
= ф (а, \х) применимо доказанное утверждение, согласно которому для этой системы 

функции V — W — V0 будет отрицательно определенной формой х. Поэтому матрица 
коэффициентов этой линейной системы, зависящая от параметров j i j , не может иметь 
собственных значений на мнимой оси. Действительно, в этом случае у линейной сис­
темы было бы периодическое решение x(t), тогда функция V0[x(t)] была бы периоди­
ческой и неравенство d / dtV0[x(t)] < 0 было бы невозможно. При p,j = 0 все (pj = 0 
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и матрицей коэффициентов линейной системы является гурвицева матрица Р. Следо­
вательно, й для всех указанных значений параметров \х§ матрица коэффициентов 
является гурвицевой. Поскольку для квадратичной формы V0 (х) выполнено V0 < О, 
то Vo(x) — положительно определенная форма. Для \ij = имеем V0(x) = х*Н0х, 
поэтому Н0 > 0, что и требовалось доказать. 

6. Доказательство теоремы 6 

Вводя, как и выше, числа (1.2), запишем соотношения cpj = VjGqj в виде ср = 
= Vd&tf, где s == || Ejh II — матрица порядка п X щ va -— диагональная п X тг-матрица 
с диагональными элементами V i , . . . , v n . По предположению, система dx I dt = Рх + 
+ qvdzct является асимптотически устойчивой, т. е. матрица Pi == Р + qvd^r* являет­
ся гурвицевой. Делая в системе (1) замену ср = cpi-j-Vdecj, приходим к системе 

дх/ dt= Pix + яф!, о = г*х. (6.1) 

Связь на нелинейности W(ф, ст) ^ 0 перейдет в условие * 

W 1 ( ф 1 | a) s= W(q>i + v d s o , а) ^ 0. (6.2) 

Поскольку Pi — гурвицева матрица, то к системе (6.1) с квадратичными условия­
ми (6.2) можно применить теорему 1 или 3. Соотношение Wi(0, о) = T^(Vdecj , о) ^ 0 
по предположению выполнено для всех а ^ 0. Форма F ( p , ф 4 ) для системы (6.1), ко­
торую обозначим через Fi(p, Ф О , имеет вид (см. (1.3)): 

Fi(P, Ф1) = Re(p9i*0d8a) +Wi((pu о), где ф! = — %i(p)Oi. 

Подставляя в первое слагаемое значение ф1 — ф — v^eo" и воспользовавшись тем, 
что Wi((pi, о) e s s W(q>, а ) , получим 

Fi(P, Ф0 =F(P, ф) — R e ( p a * s * v d ^ d 8 0 ) . 

Второе слагаемое обращается в нуль для чисто мнимых значений р или для 
# j = 0. Поэтому условия теорем 1—4, связанные с формой Fi(p, ф 4 ) , можно заменить 
аналогичными условиями на форму F(p, ф). Следовательно, все утверждения этих 
теорем (кроме утверждения «б'» теоремы 3 для системы (6.1)) переходят в анало­
гичные утверждения для системы (1), что и требовалось доказать. 

В заключение отметим, что теоремы 1—4 (в близком, но более слабом варианте) 
могут быть распространены методом В. М. Попова (см., например, [И, 13, 16]) на 
случай систем с бесконечным числом степеней свободы, когда в (3) %jh(p) — меро-
морфные функции с полюсами в полуплоскости Re р ^ —a < 0. 

Поступила в редакцию 
3 октября 1966 г. 
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FREQUENCY CONDITIONS OF ABSOLUTE STABILITY OF THE CONTROL 
SYSTEMS WITH SOME NON-LINEAR AND LINEAR NON-STATIONARY 

BLOCKS 

V . A . Y A K U B O V I C H 

Control systems with square connections on inputs and outputs of non-linear blocks 
are considered. 

It is shown tha t several commonly used nonlineari t ies satisfy to connections of 
such type. Frequency conditions of absolute stabili ty which m a y be wri t ten directly on 
transfer functions of l inear system and connections on nonlineari t ies are established. 
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