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РАСПОЗНАВАЕМОСТЬ ПО СПЕКТРУ

КОНЕЧНЫХ ПРОСТЫХ ГРУПП L4(2
m) И U4(2

m)∗)

В.Д. МАЗУРОВ, Г.Ю. ЧЕН

В в е д е н и е

Для конечной группы H обозначим через ω(H) спектр, т. е. множе-

ство порядков элементов H. Основная цель этой работы — доказать, что

каждая из конечных простых групп L4(2
m), U4(2

m), m > 2, распознаётся

по спектру.

ТЕОРЕМА 1. Пусть m > 2 — натуральное число, L — любая из

групп L4(2
m) и U4(2

m). Если G — конечная группа, для которой ω(G) =

= ω(L), то G ≃ L.

Отметим, что распознаваемость по спектру простых групп L2(q), q 6=

6= 9, доказана в [1]. Вопрос о распознаваемости групп L3(q) и U3(q) рас-

сматривался в работах [2–9]. Окончательный ответ получен в [10, 11]. Рас-

познаваемости групп Ln(2) при различных частных значениях n посвя-

щены работы [12–20]. Доказательство распознаваемости Ln(2) по спектру

для любого n содержится в [21, 22]. В [23, 24] распознаваемость по спектру

доказана для групп Ln(2m), n = 2s > 16.
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Из теоремы 1 и ранее полученных результатов вытекает

ТЕОРЕМА 2. Пусть G — конечная простая неабелева группа, для

которой 8 6∈ ω(G). Тогда верно одно из следующих утверждений:

(a) G изоморфна A7, A8, A9, J1; L2(q), q > 3, q 6= 9, q2 − 1 не делится

на 32; L3(2
m), U3(2

m), m > 2; L4(2
m), U4(2

m), m > 2; S4(3
m), m > 1;

2G2(3
2m+1), m > 1, или 2B2(2

2m+1), m > 1; и G распознаваема по спектру;

(b) G изоморфна A6, S4(3), U4(2) или S4(q), q > 3, q 6= 3m, q2 − 1

не делится на 16, и существует бесконечно много попарно неизоморфных

групп H, для которых ω(H) = ω(G).

Доказательство обеих теорем использует классификацию конечных

простых групп.

§ 1. Предварительные результаты

Для натуральной степени q простого числа обозначим через L+
n (q)

группу Ln(q), а через L−
n (q) — группу Un(q). Для ε ∈ {+,−} и натураль-

ного числа m положим L = Lε
4(q), где q = 2m. Если G — конечная группа,

то через µ(G) обозначается множество максимальных по делимости эле-

ментов из ω(G).

ЛЕММА 1. Имеет место µ(L) = {(q2 + 1)(q + ε1), q3 − ε1, 2(q2 −

−1), 4(q− ε1)}. В частности, период силовской 2-подгруппы из L равен 4.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО вытекает из строения максимальных торов в

конечных простых классических группах [25] и описания централизаторов

инволюций в группах Шевалле характеристики 2 в [26].

ЛЕММА 2. Пусть p — простое число, s — натуральное число,

s > 2. Тогда справедливо одно из следующих утверждений:

(а) существует такое простое число q, что q делит ps − 1 и не

делит pt − 1 для всех натуральных чисел t < s;

(б) s = 6 и p = 2;

(в) s = 2 и p = 2t − 1 для некоторого натурального числа t.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО см. [27].
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Простое число q, удовлетворяющее п. (а), называется примитивным

простым делителем ps − 1.

Для конечной группы G обозначим через µi(G) множество тех эле-

ментов из µ(G), которые делятся на 2i, но не делятся на 2i+1.

ЛЕММА 3. Пусть S — конечная простая неабелева группа, для

которой 8 6∈ ω(G). Тогда S — одна из групп табл. 1, где указаны также

множества µi(S), i = 0, 1, 2.

Т а б л и ц а 1. Конечные простые группы S,
для которых 8 6∈ ω(S)

S µ0(S) µ1(S) µ2(S)

J1 7, 11, 15 6, 10

A7 5, 7 6 4

A9 7, 9, 15 10 12

L2(p
s), ps

> 4,

p — простое,

p = 2 2s − 1, 2s + 1 2

ps ≡ 3 (mod 8) p, (ps − 1)/2 (ps + 1)/2

ps ≡ −3 (mod 8) p, (ps + 1)/2 (ps − 1)/2

ps ≡ 7 (mod 16) p, (ps − 1)/2 (ps + 1)/2

ps ≡ −7 (mod 16) p, (ps + 1)/2 (ps − 1)/2

L3(2
s),

s = 2 3, 5 4

s = 2t > 4 2s − 1, (22s − 1)/3, 2(2s − 1)/3 4

(22s + 2s + 1)/3

s = 2t + 1 > 3 22s − 1, 22s + 2s + 1 2(2s − 1) 4

U3(2
s),

s = 2t > 2 22s − 1, 22s − 2s + 1 2(2s + 1) 4

s = 2t + 1 > 3 2s + 1, (22s − 1)/3, 2(2s + 1)/3 4

(22s − 2s + 1)/3

L4(2
s) (22s + 1)(2s + 1), 23s − 1 2(22s − 1) 4(2s − 1)

U4(2
s),

s = 1 5, 7 12

s > 1 (22s + 1)(2s − 1), 2(22s − 1) 4(2s + 1)

23s − 1

S4(3) 5, 9 12
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Т а б л и ц а 1 (продолжение)

S µ0(S) µ1(S) µ2(S)

S4(p
s), ps

> 4,

p — простое,

p = 2 22s − 1, 22s + 1 2(2s + 1), 2(2s − 1) 4

p = 3, s = 2t + 1 (32s + 1)/2, 9 3(3s − 1) 3(3s + 1),

(32s − 1)/2

p > 3, ps ≡ 3 (mod 8) (p2s + 1)/2 p(ps − 1) p(ps + 1),

(p2s − 1)/2

p > 3, ps ≡ −3 (mod 8) (p2s + 1)/2 p(ps + 1) p(ps − 1),

(p2s − 1)/2

2B2(2
2s+1), s > 1 (22s+1 − 1), 4

22s+1 + 2s+1 + 1,

22s+1 − 2s+1 + 1

2G2(3
2s+1), s > 1 32s+1 + 3s+1 + 1, 6, (32s+1 + 1)/2,

32s+1 − 3s+1 + 1 32s+1 − 1

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если S — знакопеременная группа An, то,

очевидно, n < 10. Если S — спорадическая, то S ≃ J1 по [28]. Ес-

ли S — группа лиева типа и характеристика S чётна, то S изоморфна

Ln(2s), Un(2s), n 6 4, 2B(2s) или S4(2
s) по [26]. Если характеристика S

нечётна и S — классическая, то описание максимальных торов в этих груп-

пах [25] показывает, что S изоморфна L2(q), где q2 − 1 не делится на 32,

или S4(q), где q2 − 1 не делится на 16. Если S — исключительная группа,

то в силу [29, табл. OA8] выполняется

L3(q) ≺ G2(q) ≺
3D4(q) ≺ F4(q) ≺ E∗

6(q) ≺ E7(q) ≺ E8(q),

и по [28] справедливо

U3(3) ≃ G′

2(2) ≺ G2(2
m); L3(3) ≺ 2F4(2) ≺ 2F4(2

s),

где A ≺ B означает, что A изоморфна фактор-группе подгруппы из B; а

E∗
6(q) — это любая из групп 2E6(q), E6(q); S не может быть изоморфна ни

одной из исключительных групп нечётной характеристики, кроме 2G2(q).

Лемма доказана.
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Обозначим через t(G) максимальное число t таких различных про-

стых делителей {p1, . . . , pt} порядка G, что pipj 6∈ ω(G) для всех i, j =

= 1, . . . , t, i 6= j. Иными словами, t(G) — максимальное число вершин

в независимых подмножествах графа Грюнберга–Кегеля GK(G) (множе-

ство вершин графа называется независимым, если его элементы попарно

несмежны). Пусть t(r, G) — максимальное число вершин в независимых

множествах графа GK(G), содержащих простое число r. Нам потребуется

уточнение следующей теоремы.

ТЕОРЕМА 3 (А. В. Васильев [30]). Пусть G — конечная группа,

удовлетворяющая двум условиям:

(а) существуют три простых делителя порядка G, попарно не-

смежных в GK(G), т. е. t(G) > 3;

(б) существует нечётный простой делитель порядка G, несмеж-

ный с числом 2 в GK(G), т. е. t(2, G) > 2.

Тогда существует такая конечная неабелева простая группа S, что

S ≤ G = G/K ≤ Aut(S) для наибольшей нормальной разрешимой под-

группы K из G. Далее, t(S) > t(G)− 1 и выполняется одно из следующих

условий:

(1) S ≃ A7 или L2(q) для некоторого нечётного числа q;

(2) любое простое число r ∈ π(G), несмежное в GK(G) с числом 2,

не делит |K||G : S|, т. е. силовская r-подгруппа из G изоморфна силовской

r-подгруппе из S; в частности, t(2, S) > t(2, G).

ЛЕММА 4. Предположим, что выполняются условия теоремы 3

и при этом (2) не имеет места. Тогда разрешимый радикал K груп-

пы G содержит нетривиальную 2′-подгруппу N индекса 2, силовская 2-

подгруппа из G/N является обобщённой группой кватернионов, порядок

центра G/N равен 2 и t(2, G) = 2.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В [30] доказано, что (2) не выполняется толь-

ко в том случае, когда существует такое простое число p, делящее порядок

K, что 2 и p несмежны в GK(G). Пусть H — холлова {2, p}-подгруппа

из KT , где T — силовская 2-подгруппа из G. Поскольку силовская p-
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подгруппа P из H является силовской p-подгруппой в K, подгруппа P

не может быть циклической, и поэтому H — группа Фробениуса с допол-

нением T . Отсюда следует, что T — обобщённая группа кватернионов. По

теореме Брауэра–Сузуки [31] центр G/N является группой Z/N порядка

2, где N = O2′(G) = O2′(K). Легко заметить, что Z = K и число 2 смежно

с любым нечётным простым делителем |G/K|. Пусть число 2 несмежно с

двумя различными простыми числами p и q, делящими |K|. Тогда холлова

{p, q, 2}-подгруппа из K является группой Фробениуса с дополнением по-

рядка 2, и поэтому холлова {p, q}-подгруппа из K абелева. Таким образом,

p и q смежны. Лемма доказана.

§ 2. Доказательство основных результатов

Пусть G — конечная группа, для которой ω(G) = ω(L), где L =

= Lε
4(q), ε = ±, q = 2m > 4.

ЛЕММА 5. (а) Существует такая нормальная подгруппа R из G,

содержащая разрешимый радикал K группы G, что S = R/K — простая

группа, изоморфная одной из групп табл. 1, а группа G/K изоморфна

подгруппе Aut(S), содержащей S.

(б) Существуют два таких различных элемента d1 и d2 в µ0(S),

что a = q2 + 1 делит d1, b = (q2 + εq + 1)/(3, q − ε1) делит d2 и для

каждой такой пары (d1, d2) число d1 делит (q2 + 1)(q + ε1), а d2 делит

q3 − ε1.

(в) Если mi, i = 1, 2 — наименьшее общее кратное всех элементов

из µi(S), то m1 делит 2(q2 − 1), а m2 делит 4(q − ε1).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. С помощью леммы 1 легко вычислить, что

каждый простой делитель ab несмежен с числом 2 в GK(L), а также что

a взаимно просто с b и для любых простых чисел p и q, делящих a и b,

соответственно, вершины p и q несмежны в GK(L). В частности, t(2, G) >

> 3. По теореме 3 и леммам 3, 4 выполняется п. (а), и для любого простого

числа p, несмежного с числом 2 в GK(G) = GK(L), число p взаимно просто

с |K||G : R|.
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Пусть C — циклическая подгруппа порядка (q2 + 1)(q + ε1) в G,

существующая по лемме 1. Тогда порядок C1 = C ∩ R делится на a и

порядок C2 = C1K/K также делится на a. Поскольку C2 — циклическая

подгруппа в S, число a делит некоторый элемент d1 в µ(S). Очевидно, что

d1 ∈ µ0(S). Аналогично, существует такое число d2 ∈ µ0(S), что b делит d2.

Число ab не может делить d1, поэтому d1 6= d2. Если d1 делит некоторый

элемент m из µ(G) = µ(L), то по лемме 1 выполняется m = (q2 +1)(q+ε1).

Аналогично d2 делит q3− ε1; п. (б) доказан. Поскольку q− ε1 делит q2−1,

п. (в) очевиден. Лемма доказана.

Зафиксируем обозначения из этой леммы до конца доказательства

теоремы 1.

ЛЕММА 6. Имеет место изоморфизм S ≃ L.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное. Тогда S изоморфна

одной из групп табл. 1. Так как q > 4 и q2 + 1 > 17, то S не изоморфна ни

одной из групп A7, A9, J1, L3(4), L4(2), U4(2).

Предположим, что S ≃ L2(p
s), где p нечётно. Если q2 + 1 = p, то

в силу q > 4 число p2s − 1 делится на 32, что неверно. Следовательно,

по лемме 5 число q2 + 1 делит ps + α для некоторого α ∈ {1,−1}, откуда

(q2 + εq + 1)/(3, q − ε1) = p. Из того, что (ps + α)/2 делит (q2 + 1)(q + ε1),

вытекает

(((q2 + εq + 1)/(3, q − ε1))s + α)/2 6 (q2 + 1)(q + 1).

Это неравенство показывает, что q 6 16, если s > 2. Рассматривая

по отдельности случаи q = 4, 8, 16, убеждаемся, что во всех этих случаях

s = 1. Итак, q2 + 1 делит (p + α)/2 = (((q2 + εq + 1)/(3, q − ε1)) + α)/2, что

невозможно.

Аналогичные рассуждения исключают случай S ≃ S4(p
s), p нечётно.

Предположим, что S ≃ L2(2
s). По лемме 5 выполняется одно из сле-

дующих утверждений:

2s + 1 делится на q2 + 1, q4 − 1 делится на 2s + 1 и q3 − ε1 делится на

2s − 1;

2s − 1 делится на q2 + 1 и (q2 + 1)(q + ε1) делится на 2s − 1.
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В первом случае очевидно, что 2m 6 s и что примитивный простой

делитель числа 22s−1 делит 2s+1 и поэтому делит 24m−1, откуда 2s 6 4m,

s = 2m. Следовательно, q2−1 делит q3−ε1 = q(q2−1)+(q−ε1), и поэтому

q2 − 1 делит q − ε1, что возможно только при q = 2.

Во втором случае аналогичные рассуждения показывают, что s =

= 4m, и поэтому снова q = 2, что противоречит предположению.

Подобным же образом можно исключить все случаи, когда S изо-

морфна L3(2
s), U3(2

s), S4(2
s), L4(2

s), U4(2
s) и S 6≃ L.

Предположим, что S ≃ 2B2(2
2s+1). По лемме 5 число q2+1 = 22m+1

делит d1, где d1 — одно из чисел 22s+1−1, 22s+1 +2s+1 +1, 22s+1−2s+1 +1,

и d1 делит (q2 + 1)(q − ε1).

Поскольку 22m +1 не может делить 2t±1, если 2m не делит t, случай

d1 = 22s+1 − 1 невозможен. В двух оставшихся случаях d1 делит 24s+2 + 1,

и поэтому m делит 2s + 1. Кроме того, 22m + 1 6 22s+1 + 2s+1 + 1 и 22s+1 −

−2s+1 + 1 6 (22m + 1)(2m + 1), откуда 2m 6 2s + 1 6 3m и, следовательно,

2s + 1 = 3m. В этом случае 22m + 1 не делит d1.

Предположим, что S ≃ 2G2(3
2s+1), s > 1. По лемме 5 и табл. 1,

q2 + 1 = 22m + 1 6 32s+1 + 3s+1 + 1 и 3(32s+1 + 1)(32s+1 − 1) 6 22m+1 − 1.

Эти неравенства несовместны. Лемма доказана.

ЛЕММА 7. Имеет место равенство K = 1, т. е. R = S.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное. Без потери общно-

сти можно считать, что K — элементарная абелева p-группа для некото-

рого p, делящего |L|. Если p делит q2 + 1, то R, в отличие от L, содержит

элемент порядка 2p. Пусть теперь p не делит q−ε1. Поскольку L содержит

подгруппу Фробениуса порядка 4(q2 + 1) с циклическим дополнением по-

рядка 4, R содержит элемент порядка 4p, что неверно. Итак, p делит q−ε1.

Группа S действует точно на K и содержит подгруппу Фробениуса с цик-

лическим дополнением порядка q2 − 1 и ядром, являющимся 2-группой,

поэтому R содержит элемент порядка p(q2 − 1) 6∈ ω(L). Это противоречие

завершает доказательство леммы.

ЛЕММА 8. Справедливо R = G.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное. Предыдущие лем-

мы показывают, что R = S — простая группа, изоморфная L. Без потери

общности можно считать, что p = |G : R| — простое число. Если p нечётно,

то некоторый элемент a ∈ G\R индуцирует в R полевой автоморфизм и по-

этому p делит m. Отсюда следует, что a централизует в R нетривиальный

элемент порядка, делящего q2+1, и, следовательно, p делит (q2+1)(q+ε1).

С другой стороны, a централизует элемент порядка 4, и поэтому G содер-

жит элемент порядка 4p, что по лемме 1 невозможно. Итак, p = 2.

Поскольку нормализатор в R циклической холловой подгруппы H

порядка (q2 + εq + 1)/(3, q − ε1) не содержит инволюций, в NG(H) \ R

найдётся инволюция t. По [26] централизатор t в R содержит подгруппу с

композиционным фактором, изоморфным одной из групп L±

4 (q1/2), S4(q),

и, по табл. 1, G содержит элемент порядка u 6∈ ω(L). Это противоречие

завершает доказательство леммы и одновременно теоремы 1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 2. По лемме 2, G изоморфна одной

из групп S табл. 1. Если 4t 6∈ ω(S) для всех t > 1, то заключение вытекает

из [4]. В остальных случаях оно следует из теоремы 1 и [4–6].
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