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ТЕОРЕМА О ПОНИЖЕНИИ МОЩНОСТИ ДЛЯ

ЛОГИК QHC И QH4∗)

А. А.ОНОПРИЕНКО

Вв е д е н и е

Объединённая логика задач и высказываний QHC, рассматриваемая

в настоящей работе, введена С.А.Мелиховым [1, 2]. В этой логике каждая

переменная и каждая формула имеют один из двух сортов: либо высказы-

вание, либо задача. Формулы сорта высказывание и сорта задача связаны

между собой двумя модальностями ? и !. Применив ! к высказыванию p,

мы получим задачу !p, которую можно неформально понимать как „до-

казать высказывание p“. А применив ? к задаче α, мы получим выска-

зывание ?α, которое можно неформально понимать как „задача α имеет

решение”. Создание и изучение системы QHC мотивировано неформаль-

ным исчислением задач А.Н.Колмогорова и лежит в русле исследований

конструктивной семантики Брауэра–Гейтинга–Колмогорова, [3–20].

Логика QHC получена как комбинация классической и интуицио-

нистской логик. Д.М.Габбай [21] отметил, что при попытке добавить в

язык одновременно классические и интуиционистские связки наблюдается

проблема схлопывания: логические связки такого языка ведут себя класси-

ческим образом. Логическая система, в которой эта проблема отсутствует,

была построена в [22]. Другие подходы к решению проблемы схлопыва-

ния интуиционистских и классических связок изложены в [23–26]. В логи-
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ке QHC заданы два отдельных сорта формул: сорт высказывание и сорт

задача, а классические (интуиционистские) связки могут быть применены

только к формулам соответствующего сорта, поэтому логика QHC служит

ещё одним вариантом решения проблемы схлопывания.

Как было показано в [1, 27], логика QHC является консервативным

расширением классической логики предикатов, интуиционистской логи-

ки предикатов, предикатного варианта классической модальной логики

S4, а также предикатной интуиционистской модальной логики, названной

С.А.Мелиховым логикой QH4. Системы, родственные логике QH4, возни-

кали ранее в [28–33]. С.Артёмов и Т.Протопопеску [34] провели глубокий

анализ интуиционистской логики знания и построили три формальные си-

стемы IEL−, IEL и IEL+, последняя из которых совпадает с логикой QH4.

Работа [34] имеет также журнальную версию [20], однако в ней не упоми-

нается логика IEL+.

В работах автора [35, 36] подробно изучены различные типы семан-

тик пропозиционального фрагмента логики QHC — логики HC. Как оказа-

лось, для каждого из предложенных классов моделей выполнено свойство

конечных моделей, откуда следует разрешимость логики HC. Семантика

этой логики типа Крипке для её предикатного варианта рассмотрена в ра-

боте автора [27]. Там же построены и модели типа Крипке логики QH4,

для которых имеет место теорема о полноте.

Предикатная логика QHC, безусловно, не является разрешимой, но

будет перечислимой в силу рекурсивной аксиоматизируемости. Для ин-

туиционистских и модальных предикатных логик, полных относительно

некоторых классов моделей Крипке, имеет место перевод в классическую

логику первого порядка [37–39]. Используя этот перевод, можно доказать

аналог теоремы Лёвенгейма–Сколема о счётной элементарной подмодели

для таких логик. В настоящей работе строится погружение логик QHC и

QH4 в классическую логику предикатов и доказывается теорема о пони-

жении мощности (из существования погружения следует также разреши-

мость логик QHC и QH4 относительно классической логики предикатов).

Таким образом, при изучении теорий в логике QHC с не более чем счётной
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сигнатурой достаточно ограничиться их счётными моделями. В частности,

для любого варианта QHC-теории множеств будет иметь место аналог па-

радокса Сколема.

Отметим, что изучение вопроса об истинности теоремы о повыше-

нии мощности не входит в рамки настоящей работы. Во-первых, необ-

ходимы уточнения, мощность чего именно повышается (множества ми-

ров, или предметной области каждого мира, или множества, состоящего

из объединения всех предметных областей). Во-вторых, если не задавать

ограничения типа нормальности на модель, то утверждение теоремы о по-

вышении мощности станет бессодержательным. Поэтому сначала следует

определить QHC-теории с равенством (классическим, или интуиционист-

ским, или с обоими сразу), после чего станет возможным сформулиро-

вать осмысленные варианты теорем о повышении мощности. Истинность

какого-нибудь варианта такой теоремы означала бы, что логика QHC не

различает бесконечные мощности, что является мотивировкой для изуче-

ния логик высших порядков, расширяющих логику QHC.

§ 1. Логика QHC

В этом разделе приведём определение логики QHC, подробно изло-

женное в [1, 27].

Язык Ω логики QHC состоит из множества индивидных переменных

{x0, x1, x2, . . .}, множества константных символов {ci | i ∈ C} и двух мно-

жеств предикатных символов: сорта высказывание {Pi | i ∈ P} и сорта

задача {Φi | i ∈ T} (C,P,T — некоторые индексные множества). Множе-

ство термов логики QHC состоит из переменных {x0, x1, x2, . . .} и констант

{ci | i ∈ C} (термы не принадлежат ни к какому сорту — интуитивно

можно считать, что это „объекты“, которые могут встречаться в формули-

ровках высказываний и задач). Каждому предикатному символу припи-

сано натуральное число, обозначающее его валентность. Отметим, что мы

рассматриваем языки только с константными и предикатными символами

(без функциональных символов). Это сделано, во-первых, для простоты
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изложения, а во-вторых, это является несущественным ограничением вы-

разительных возможностей, поскольку вместо n-местного функционально-

го символа f можно рассматривать (n + 1)-местный предикатный символ

F (x1, . . . , xn, y), понимаемый как f(x1, . . . , xn) = y.

Приведём определение формулы логики QHC. Формулы логики QHC

сорта высказывание (задача) будем обозначать строчными латинскими

(греческими) буквами.

(1) Если P (Φ) — предикатный символ сорта высказывание (задача)

валентности n, t1, . . . , tn — термы, то P (t1, . . . , tn) (Φ(t1, . . . , tn)) — формула

сорта высказывание (задача). Такие формулы называются атомарными.

(2) 0 — формула сорта высказывание, ⊥ — формула сорта задача (0 и

⊥ обозначают классическую и интуиционистскую ложь соответственно).

(3) Если p, q — формулы сорта высказывание, то (p∧q), (p∨q), (p→ q),

∃x p, ∀x p — формулы сорта высказывание.

(4) Если α, β — формулы сорта задача, то (α ∧ β), (α ∨ β), (α → β),

∃xα, ∀xα — формулы сорта задача.

(5) Если p — формула сорта высказывание, то ! p — формула сорта

задача.

(6) Если α — формула сорта задача, то ?α — формула сорта выска-

зывание.

Схемы аксиом и правила вывода логики QHC следующие.

(I) Все схемы аксиом и правила вывода классической логики пре-

дикатов. В схемы аксиом вместо переменных по формулам можно под-

ставлять любые формулы сорта высказывание (возможно, содержащие

модальности ? и !). Пример конкретной аксиоматизации классической ло-

гики предикатов см. в [40].

(II) Все схемы аксиом и правила вывода интуиционистской логики

предикатов. В схемы аксиом вместо переменных по формулам можно под-

ставлять любые формулы сорта задача (возможно, содержащие модально-

сти ? и !). Пример конкретной аксиоматизации интуиционистской логики

предикатов см. в [41].

Для удобства читателя приведём правила вывода, участвующие в
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пп. (I), (II):
Φ Φ → Ψ

Ψ
;

Φ → Ψ

∃xΦ → Ψ
;

Ψ → Φ

Ψ → ∀xΦ
.

Здесь Φ,Ψ — произвольные формулы логики QHC одного сорта (сорта вы-

сказывание или сорта задача). Во втором и третьем правилах вывода пе-

ременная x не входит во множество свободных переменных формулы Ψ1) .

(III) Дополнительные схемы аксиом и правила вывода, перечислен-

ные ниже.

(1) ! (p→ q) → (! p → ! q);

(2) ? (α→ β) → (?α→ ?β);

(3)
p

! p
;

(4)
α

?α
;

(5) ?! p→ p;

(6) α→ !?α;

(7) ¬ ! 0.

Правила вывода (3) и (4) называются правилами усиления. Формула,

выводимая в логике QHC, называется теоремой логики QHC.

§ 2. Модели Крипке логики QHC

Приведём определение шкалы и модели Крипке логики QHC, вве-

дённое в [27].

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть Ω — язык логики QHC. Шкала Крипке

этого языка — набор (W,4,Aud), где (W,4) — непустое частично упорядо-

ченное множество возможных миров, Aud ⊆ W — множество отмеченных

миров, и выполнено условие

∀a ∈ W ∃b ∈ W (a 4 b ∧ b ∈ Aud).

Моделью Крипке логики QHC называется пятёрка K = (W,4,Aud,D, |=),

где (W,4,Aud) — шкала Крипке, D — функция, которая каждому a ∈ W

1)Понятие множества свободных переменных формулы определяется стандартным

образом.
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сопоставляет непустое множество Da. Расширим язык Ω множеством кон-

стантных символов для обозначения всех элементов
⋃

a∈W

Da

(

будем отож-

дествлять эти константные символы и элементы
⋃

a∈W

Da

)

. Обозначим этот

расширенный язык через Ω(D). Пусть |= — соответствие между мирами

(отмеченными мирами) a ∈ W и замкнутыми атомарными формулами

сорта задача (сорта высказывание) языка Ω(D). При этом выполнены сле-

дующие условия:

(1) если a 4 b, то Da ⊆ Db;

(2) если язык Ω содержит константу c, то она принадлежит любому

Da для a ∈ W;

(3) если Φ(z1, . . . , zn) — атомарная формула сорта задача, z1, . . ., zn ∈

∈ Da, a |= Φ(z1, . . . , zn) и a 4 b, то b |= Φ(z1, . . . , zn) (монотонность);

(4) если a |= A(z1, . . . , zn), то {z1, . . . , zn} ⊆ Da (здесь A — некоторый

предикатный символ валентности n сорта высказывание или сорта задача

языка Ω).

Можно полагать, что

(

⋃

a∈W

Da

)

∩W = ∅. Добавление этого ограни-

чения не влияет на доказательство теоремы о полноте, сформулированной

ниже. Действительно, если

(

⋃

a∈W

Da

)

∩W 6= ∅, то можно заменить элемен-

ты множества миров W из пересечения (переопределив при этом 4,Aud,D

и |= соответствующим образом), чтобы пересечение оказалось пустым. По-

этому в дальнейшем будем считать, что в моделях Крипке

(

⋃

a∈W

Da

)

∩W =

= ∅.

Пусть a ∈ W (a ∈ Aud) — произвольно взятый мир. Продолжим соот-

ветствие |= между a и множеством замкнутых атомарных формул сорта

задача (сорта высказывание) языка Ω(D) до соответствия |= между a и

множеством всех замкнутых формул сорта задача (сорта высказывание)

языка Ω(D) индукцией по построению формулы. Для атомарных формул

оно уже определено; для любого мира b ∈ W (b ∈ Aud) полагаем b 6|= ⊥

(b 6|= 0). Индуктивный переход для классических связок ∧,∨,→ определя-

ется поточечно в мирах множества Aud:

a |= p ∧ q тогда и только тогда, когда a |= p и a |= q;
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a |= p ∨ q тогда и только тогда, когда a |= p или a |= q;

a |= p→ q тогда и только тогда, когда a 6|= p или a |= q.

Индуктивный переход для интуиционистских связок ∧,∨,→ опреде-

ляется в мирах множества W как в шкалах Крипке интуиционистской ло-

гики. Индуктивный переход для модальностей определяется следующим

образом:

a |=?α⇔ a |= α (для a ∈ Aud);

a |= !p⇔ ∀b ∈ Aud(a 4 b⇒ b |= p) (для a ∈ W).

Определим индуктивный переход для классических кванторов ∃ и ∀

(a ∈ Aud):

a |= ∃x p⇔ (∃z ∈ Da)a |= p[x/z];

a |= ∀x p⇔ (∀z ∈ Da)a |= p[x/z].

(Здесь p[x/z] означает результат замены всех свободных вхождений x в

формуле p на z2).)

Наконец, определим индуктивный переход для интуиционистских

кванторов ∃ и ∀ (a ∈ W):

a |= ∃x α⇔ ∃z ∈ Da a |= α[x/z];

a |= ∀x α⇔ ∀b < a ∀z ∈ Db b |= α[x/z].

Отметим, что выше мы определили соответствие w |= A для замкну-

тых формул A сорта задача (сорта высказывание) языка Ω(D) и мира

w ∈ W (w ∈ Aud). Допустима также запись K, w |= A, чтобы подчерк-

нуть, о какой именно модели Крипке идёт речь. Для произвольной (не

обязательно замкнутой) формулы A запись w |= A означает, что в мире

w истинно универсальное замыкание формулы A. Если w |= A, то будем

говорить, что формула A истинна в мире w. Будем говорить, что формула

сорта задача (высказывание) истинна в модели Крипке языка Ω, если она

истинна в любом мире (отмеченном мире) этой модели Крипке.

2)Понятия свободного вхождения переменной в формулу и замены p[x/z] определя-

ются стандартным образом при помощи индукции по построению формулы.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Теорией в логике QHC называется множество

Γ замкнутых формул, содержащее все теоремы логики QHC и замкнутое

относительно всех правил вывода логики QHC, кроме, возможно, правила

усиления
p

! p
. Теория непротиворечива, если она не содержит константы 0.

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Из непротиворечивости теории следует, что она не

содержит обе константы ложь: ⊥ и 0.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Замыканием [Γ] множества замкнутых формул Γ

называется наименьшая по включению теория, содержащая Γ. Множество

Γ непротиворечиво, если теория [Γ] непротиворечива.

ЗАМЕЧАНИЕ 2. В [27] введены отношения выводимости ⊢ и ⊢∗ фор-

мулы из множества формул логики QHC, первое из которых называлось

слабой выводимостью, а второе — выводимостью. При выводе ⊢∗ допуска-

ется использование всех правил вывода логики QHC, а при слабом выводе

⊢ не допускается использование правил усиления, но при выводе формулы

из гипотез допускается использовать любые теоремы логики QHC (в том

числе полученные с использованием обоих правил усиления). В некотором

смысле они соответствуют локальному и глобальному отношениям следо-

вания в модальной логике, см. [42]. В частности, для слабой выводимости

⊢ имеет место теорема о дедукции.

Как было отмечено в [27], для получения замыкания множества фор-

мул Γ необходимо добавить в него все теоремы логики QHC, затем за-

мкнуть его относительно отношения ⊢, после чего для каждой формулы α

сорта задача добавить формулу ?α, и затем снова замкнуть относительно

отношения ⊢.

В определении теории отсутствует требование замкнутости множе-

ства формул относительно правила усиления
p

! p
, поскольку при доказа-

тельстве теоремы о полноте именно из таких теорий собирается модель

Крипке. В моделях Крипке для формул сорта высказывание не требуется

свойства монотонности, что существенно для справедливости теоремы о

полноте (в частности, логика QHC является консервативным расширени-
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ем логики QS4, см. [1], а для моделей Крипке логики QS4 немонотонность

отношения истинности также существенна). В моделях Крипке для фор-

мул сорта задача свойство монотонности имеет место, и если бы модель

собиралась только из теорий, замкнутых относительно всех правил вывода

логики QHC, то в таких моделях свойство монотонности имело бы место

для всех формул.

ЛЕММА 2.1 [27]. Для любой непротиворечивой теории Γ логики

QHC существуют модель Крипке K и её отмеченный мир, такие что в

этом мире модели K истинны все формулы из Γ.

ТЕОРЕМА 1 (о корректности и полноте) [27]. (1) Если замкну-

тая формула языка Ω выводима в логике QHC, то она истинна в любой

модели Крипке для языка Ω.

(2) Для любого непротиворечивого множества замкнутых формул

Γ логики QHC существует модель Крипке K и её отмеченный мир, та-

кие что в этом мире модели K истинны все формулы из Γ.

§ 3. Погружение QHC в QCL=

В этом разделе опишем погружение логики QHC в классическую ло-

гику с равенством QCL=. Рассмотрим язык классической логики, в кото-

ром зафиксированы предикатные буквы W,R,A,D,P ⋆
i

(i ∈ P), Φ⋆
i

(i ∈ T) и

константные символы c⋆
i

(i ∈ C). W — унарный предикатный символ, кото-

рый мы будем содержательно интерпретировать как „быть миром модели

Крипке логики QHC“. Бинарный предикатный символ R содержательно

интерпретируется как отношение достижимости между мирами, унарный

предикатный символ A — как свойство „быть Aud-миром“, а бинарный

предикатный символ D(w, z) — как свойство „z — объект, принадлежащий

предметной области мира w“. Если предикатный символ Pi (Φi) логики

QHC имеет валентность n, то предикатный символ P ⋆
i

(Φ⋆
i
) будет иметь

валентность n + 1. P ⋆
i
(w, z1, . . . , zn) (Φ⋆

i
(w, z1, . . . , zn)) содержательно ин-

терпретируется как „в мире w истинна атомарная формула Pi(z1, . . . , zn)
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(Φ(z1, . . . , zn))“. Константный символ c⋆
i

соответствует константному сим-

волу ci языка логики QHC и интерпретируется как объект, принадлежа-

щий каждому Da в модели Крипке логики QHC.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Определим формулы Frame , Dfunc , P
val
k

(k ∈ P),

Φval
k

(k ∈ T), cval
k

(k ∈ C) следующим образом:

Frame = ∃wW (w) ∧ ∀w∀u(R(w, u) →W (w) ∧W (u))

∧ ∀w(W (w) → R(w,w))

∧ ∀w∀u∀v(W (w) ∧W (u) ∧W (v) ∧R(w, u) ∧R(u, v) → R(w, v))

∧ ∀w∀u(W (w) ∧W (u) ∧R(w, u) ∧R(u,w) → w = u)

∧ ∀w(A(w) →W (w)) ∧ ∀w(W (w) → ∃u(A(u) ∧R(w, u)));

Dfunc = ∀w(W (w) → ∃zD(w, z))

∧ ∀w∀z(D(w, z) →W (w)) ∧ ∀z(∃wW (w) ∧D(w, z) → ¬W (z))

∧ ∀w∀u∀z(W (w) ∧W (u) ∧R(w, u) ∧D(w, z) → D(u, z))

∧ ∀z(W (z) ∨ ∃wD(w, z));

P val
k

= ∀w∀z1, . . . , zn

(

W (w) ∧ P ⋆

k
(w, z1, . . . , zn) →

n
∧

i=1

D(w, zi) ∧A(w)

)

;

Φval
k = ∀w∀z1, . . . , zn

(

W (w) ∧ Φ⋆

k(w, z1, . . . , zn) →

n
∧

i=1

D(w, zi)

)

∧ ∀w∀u∀z1, . . . , zn(W (w) ∧W (u) ∧R(w, u)

∧ Φ⋆

k(w, z1, . . . , zn) → Φ⋆

k(u, z1, . . . , zn));

cvalk = ∀w(W (w) → D(w, c⋆k)).

Рассмотрим классическую теорию Model , порождённую множеством

замкнутых формул

{Frame ,Dfunc} ∪ {P val
k | k ∈ P} ∪ {Φval

k | k ∈ T} ∪ {cvalk | k ∈ C}.

Пусть M — некоторая модель этой теории с носителем M . Для формул φ

классической логики предикатов будем использовать запись M 
 φ, если

формула φ истинна в модели M. Определим для этой модели M пятёрку

MQHC = (W,4,Aud,D, |=) следующим образом:
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W = {w ∈M | M 
W (w)};

w 4 u⇔ M 
 R(w, u);

Aud = {w ∈M | M 
 A(w)};

Dw = {z ∈M | M 
 D(w, z)};

w |= Pk(z1, . . . , zn) ⇔ M 
 P ⋆
i
(w, z1, . . . , zn) (аналогично для Φk).

С другой стороны, пусть дана модель Крипке K = (W,4,Aud,D, |=)

логики QHC. Определим K⋆ — модель языка классической логики с но-

сителем K⋆, содержащего предикатные символы W,R,A,D,P ⋆
i
,Φ⋆

i
и кон-

стантные символы c⋆
i
, следующим образом:

K⋆ = W ∪ {Dw | w ∈ W};

W (w) ⇔ w ∈ W;

R(w, u) ⇔ w 4 u;

A(w) ⇔ w ∈ Aud;

D(w, z) ⇔ z ∈ Dw;

P ⋆
i
(w, z1, . . . , zn) ⇔ w |= Pi(z1, . . . , zn);

Φ⋆
i
(w, z1, . . . , zn) ⇔ w |= Φi(z1, . . . , zn).

В обоих случаях константные символы ci совпадают с константными

символами c⋆
i
.

ЛЕММА 3.1. Для определённых выше объектов имеют место сле-

дующие утверждения.

(1) Если M — модель теории Model , то пятёрка

M
QHC = (W,4,Aud,D, |=)

является моделью Крипке логики QHC.

(2) Если K — модель Крипке логики QHC, то K⋆ является моделью

теории Model .

(3) Если M — модель теории Model , то (MQHC)⋆ совпадает с M.

(4) Если K — модель Крипке логики QHC, то (K⋆)QHC совпадает

с K.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Требуемое следует непосредственно из опре-

делений выше. Покажем, что имеет место, напр., п. (1).
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Пусть M — модель теории Model . Тогда из истинности формулы

Frame на модели M следует, что W — непустое множество с частичным

порядком 4, Aud ⊆ W и выполнено условие ∀w ∈ W∃u ∈ Aud w 4 u.

Таким образом, (W,4,Aud) — шкала Крипке логики QHC. Далее, ес-

ли M 
 D(w, z), то z ∈ Dw, верно и обратноe. Истинность форму-

лы Dfunc в модели M означает непустоту каждого Dw, а также условие

w 4 u⇒ Dw ⊆ Du. Если M 
 P val

k
(w, z1, . . . , zn), то в модели Крипке име-

ем w |= Pk(z1, . . . , zn), причём также выполнено w ∈ Aud и z1, . . . , zn ∈ Dw.

Если M 
 Φval
k

(w, z1, . . . , zn), то в модели Крипке верно w |= Φk(z1, . . . , zn),

причём выполнено z1, . . . , zn ∈ Dw, а также монотонность соответствия

|= для атомарной формулы Φk(z1, . . . , zn). Наконец, из истинности фор-

мулы cval
k

в модели M следует, что при наличии в языке константы ck ей

соответствует объект ck, принадлежащий каждому Dw. Таким образом,

полученная структура представляет собой модель Крипке логики QHC.

Индукцией по построению формулы логики QHC определим перевод

формулы A логики QHC в формулу STw(A) классической логики следу-

ющим образом.

Перевод атомарных формул осуществляется по правилам

STw(Pk(t1, . . . , tn)) = P ⋆

k (w, t1, . . . , tn);

STw(Φk(t1, . . . , tn)) = Φ⋆

k(w, t1, . . . , tn).

Индуктивный переход с использованием классических связок и кван-

торов осуществляется по правилам

STw(0) = 0;

STw(p • q) = STw(p) • STw(q), где • ∈ {∧,∨,→};

STw(∃x p[v/x]) = ∃x(D(w, x) ∧ (STw(p)[v/x]));

STw(∀x p[v/x]) = ∀x(D(w, x) → (STw(p)[v/x])).

Индуктивный переход с использованием интуиционистских связок и
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кванторов осуществляется по правилам

STw(⊥) = 0;

STw(φ • ψ) = STw(φ) • STw(ψ), где • ∈ {∧,∨};

STw(φ→ ψ) = ∀u(R(w, u) → (STu(φ) → STu(ψ)));

STw(∃xφ[v/x]) = ∃x(D(w, x) ∧ (STw(φ) [v/x]));

STw(∀xφ[v/x]) = ∀u(R(w, u) → ∀x(D(u, x) → (STu(φ)[v/x]))).

Индуктивный переход с использованием модальностей осуществля-

ется по правилам

STw(?φ) = A(w) ∧ STw(φ);

STw(! p) = ∀u(A(u) ∧R(w, u) → ST u(p)).

ЛЕММА 3.2. Пусть K — модель Крипке логики QHC, w — её мир,

B — произвольная формула логики QHC, z1, . . . , zn ∈ Dw. Имеет место

K, w |= B[v1/z1, . . . , vn/zn] тогда и только тогда, когда

K
⋆ 
 STw(B) [v1/z1, . . . , vn/zn]),

где K⋆ — классическая модель теории Model , соответствующая модели

Крипке логики QHC K.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проводится индукцией по построению форму-

лы при помощи рутинного разбора всех случаев индуктивного перехода.

Самый трудный случай индуктивного перехода — использование модаль-

ности !, т. е. B = ! p.

По определению

K, w |=!p⇔ ∀u ∈ Aud(w 4 u⇒ K, u |= p).

По индуктивному предположению это равносильно

∀u ∈ Aud(w 4 u⇒ K
⋆ 
 ST u(p)).

Последнее равносильно

K
⋆ 
 ∀u(R(w, u) ∧A(u) → STu(p)),
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т. е. K⋆ 
 STw(!p).

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Можно погрузить логику QHC в классическую ло-

гику QCL в языке без равенства. Для этого необходимо зафиксировать

ещё один бинарный предикатный символ ∼ и добавить к теории Model

формулу, утверждающую, что ∼ является отношением эквивалентности,

сохраняющим все предикатные символы (т. е. конгруэнтностью).

§ 4. Теорема о понижении мощности

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Пусть

K
1 = (W1,41,Aud1,D1, |=1),

K
2 = (W2,42,Aud2,D2, |=2)

являются моделями Крипке логики QHC. Модель K2 будем называть эле-

ментарной подмоделью модели K1, если выполнены следующие условия:

(W2,42,Aud2) — подшкала шкалы (W1,41,Aud1), т. е. W2 ⊆ W1,

порядок 42 индуцируется с порядка 41, и Aud2 = W2 ∩Aud1;

для любого a ∈ W2 имеем D2
a ⊆ D1

a;

для любой формулы p сорта высказывание (α сорта задача), любого

w ∈ Aud2 (w ∈ W2) и любых z1, . . . , zn ∈ D2
w имеет место

w |=1 p[v1/z1, . . . , vn/zn]) ⇔ w |=2 p[v1/z1, . . . , vn/zn]

(w |=1 α[v1/z1, . . . , vn/zn]) ⇔ w |=2 α[v1/z1, . . . , vn/zn].

Используемое нами понятие подшкалы не является интуиционист-

ским. В интуиционистском определении подшкалы являются конусами:

∀u ∈ W2∀w ∈ W1(u 41 w ⇒ w ∈ W2), см. [43].

ТЕОРЕМА 2. Пусть Ω — не более чем счётный язык логики QHC,

K = (W1,41,Aud1,D1, |=1) — модель Крипке логики QHC в этом языке,

S — не более чем счётное подмножество W1. Тогда у K существует

элементарная подмодель N = (W2,42,Aud2,D2, |=2), имеющая не более
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чем счётное множество миров, для каждого её мира w множество Dw

также не более чем счётно, и S ⊆ W2.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По лемме 3.1 модели Крипке K = (W1,

41,Aud1,D1, |=1) логики QHC соответствует модель K⋆ теории Model . По-

скольку язык Ω не более чем счётный, язык классической логики, в кото-

ром построена модель K⋆ теории Model , также будет не более чем счётным.

В силу теоремы Лёвенгейма–Сколема о понижении мощности для класси-

ческой логики, существует не более чем счётная классическая элементар-

ная подмодель N⋆ модели K⋆, содержащая множество S (понятие клас-

сической элементарной подмодели и формулировку теоремы Лёвенгейма–

Сколема о понижении мощности для классической логики см. в [40]).

Любая классическая элементарная подмодель модели K⋆ будет иметь

вид L⋆, поскольку она является моделью теории Model в силу свойств клас-

сических элементарных подмоделей. Таким образом, для любой формулы

B языка Ω и любых w, z1, . . . , zn ∈ N⋆, для которых выполнено W (w) и

D(w, zi), i = 1, . . . , n, имеем

N
⋆ 
 STw(B[v̄/z̄]) ⇔ K

⋆ 
 STw(B[v̄/z̄])

(для краткости обозначили v̄ = v1, . . . , vn, z̄ = z1, . . . , zn). Согласно лем-

ме 3.1 модели N⋆ соответствует модель Крипке N = (W2,42,Aud2,D2, |=2)

логики QHC. По лемме 3.2 получаем

N, w |= B[v̄/z̄] ⇔ K, w |= B[v̄/z̄].

В силу того, что N⋆ — классическая элементарная подмодель моде-

ли K⋆, и леммы 3.1(3) (W2,42,Aud2) образует подшкалу шкалы (W1,41,

Aud1), и D2
a ⊆ D1

a для любого a ∈ W2. Таким образом, N — элементарная

подмодель модели K. В силу не более чем счётности N⋆ множество миров

N не более чем счётно, и для каждого мира w множество Dw также не

более чем счётно. Наконец, S ⊆ W2, поскольку модель N⋆ содержит S в

качестве подмножества.

СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть Γ — непротиворечивое множество за-

мкнутых формул логики QHC в не более чем счётном языке Ω. Тогда су-
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ществует модель Крипке K логики QHC и её мир w, такие что в мире

w истинны все формулы из Γ, множество миров K не более чем счётно,

и для каждого её мира v множество Dv также не более чем счётно.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По теореме 1 существуют модель Крипке L

и её отмеченный мир w, в котором истинны все формулы из Γ. Рассмот-

рим множество S = {w}. По теореме 2 существует не более чем счётная

элементарная подмодель K модели L, предметная область каждого мира

которой не более чем счётна, и множество миров модели K содержит все

миры из множества S. K — элементарная подмодель модели L, поэтому

K, w |= A⇔ L, w |= A для любой формулы A. Следовательно, K является

требуемой моделью Крипке.

§ 5. Логика QH4

В этом разделе будут доказаны результаты, аналогичные установ-

ленным в §§ 3, 4, но для логики QH4. Одной из интересных особенностей

логики QH4 является то, что она содержит формулы лишь одного сорта,

и при этом для неё выполнена теорема о корректности и полноте относи-

тельно семантики Крипке, основанной на тех же шкалах, что и семантика

Крипке логики QHC, см. [27].

Логика QH4 — расширение интуиционистской логики предикатов мо-

дальностью ∇, для которой имеют место следующие схемы аксиом:

(1∇) α→ ∇α;

(2∇) ∇∇α→ ∇α;

(3∇) ∇⊥ → ⊥;

(4∇) ∇(α→ β) → (∇α→ ∇β).

Данная логика является расширением так называемой „lax logic“ до-

полнительной аксиомой ∇⊥ → ⊥, [31, 32]. В [27] построены модели Крипке

логики QH4, определение которых во многом совпадает с определением 1

моделей Крипке логики QHC. Отличия в определении моделей Крипке

логики QH4 от моделей Крипке логики QHC следующие:
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— в п. (3) определения вместо „атомарная формула сорта задача“

следует читать „атомарная формула“;

— поскольку формулы логики QH4 одного сорта, соответствие |=

определяется между мирами и всеми замкнутыми атомарными форму-

лами в соответствующем расширенном языке.

Продолжим соответствие |= между W и множеством замкнутых ато-

марных формул до соответствия |= между W и множеством всех замкну-

тых формул логики QH4 индукцией по построению формулы. Для инту-

иционистских связок ∧,∨,→ и кванторов индуктивный переход такой же,

как и в моделях Крипке логики QHC. Осталось определить индуктивный

переход для модальности ∇:

a |= ∇φ ⇔ ∀b ∈ W(a 4 b ∧ b ∈ Aud ⇒ b |= φ).

ТЕОРЕМА 3 [27]. (1) Если замкнутая формула языка Ω выводима

в логике QH4, то она истинна в любой модели Крипке логики QH4 для

языка Ω.

(2) Для любого непротиворечивого множества формул Γ логики

QH4 существуют модель Крипке K и её отмеченный мир, такие что

в этом мире модели K истинны все формулы из Γ.

Как и для логики QHC, возможно построить погружение логики

QH4 в классическую логику предикатов и доказать теорему о пониже-

нии мощности. Пусть язык логики QH4 содержит предикатные символы

{Φk | k ∈ T} и константные символы {ck | k ∈ C}. Рассмотрим класси-

ческую теорию Model
QH4, порождённую множеством замкнутых формул

{Frame ,Dfunc} ∪ {Φval
k

| k ∈ T} ∪ {cval
k

| k ∈ C}. Аналогично тому, как это

было проделано в § 4, определим по модели M теории Model
QH4 пятёр-

ку MQH4 = (W,4,Aud,D, |=), и, наоборот, по модели Крипке K логики

QH4 — модель K⋆ классической логики. При этом, как легко убедиться,

справедлива следующая

ЛЕММА 5.1. (1) Если M — модель теории Model
QH4, то пятёрка

MQH4 = (W,4,Aud,D, |=) является моделью Крипке логики QH4.



Теорема о понижении мощности для логик QHC и QH4 737

(2) Если K — модель Крипке логики QH4, то K⋆ является моделью

теории Model
QH4.

(3) Если M — модель теории Model
QH4, то (MQH4)⋆ совпадает с M.

(4) Если K — модель Крипке логики QH4, то (K⋆)QH4 совпадает

с K.

Индукцией по построению формулы логики QH4 определим пере-

вод формулы A логики QH4 в формулу ST
QH4
w (A) классической логики

следующим образом. Перевод атомарных формул, а также индуктивный

переход с использованием связок и кванторов выглядят так же, как и пе-

ревод атомарных формул, интуиционистских связок и кванторов логики

QHC. Индуктивный переход с использованием модальности ∇ следующий:

ST
QH4
w (∇α) = ∀u(A(u) ∧R(w, u) → ST

QH4
u (α)).

Доказательства следующих утверждений проводятся теми же мето-

дами, что и доказательства аналогичных утверждений про логику QHC.

Определение элементарной подмодели отличается тем, что в логике QH4

формулы только одного сорта, и поэтому в последнем пункте определе-

ния 5 не требуется разделять формулы двух сортов.

ЛЕММА 5.2. Пусть K — модель Крипке логики QH4, w — её

мир, A — произвольная формула логики QH4, z1, . . . , zn ∈ Dw. Име-

ет место K, w |= A[v1/z1, . . . , vn/zn] тогда и только тогда, когда

K⋆ 
 ST
QH4
w (A)[v1/z1, . . . , vn/zn], где K⋆ — классическая модель теории

Model
QH4, соответствующая модели Крипке K логики QH4.

ТЕОРЕМА 4. Пусть Ω — не более чем счётный язык логики QH4,

K = (W1,41,Aud1,D1, |=1) — модель Крипке логики QH4 в этом языке,

S — не более чем счётное подмножество W1. Тогда существует N =

= (W2,42,Aud2,D2, |=2) — элементарная подмодель K, имеющая не более

чем счётное множество миров, для каждого её мира w множество Dw

также не более чем счётно, и S ⊆W 2.

СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть Γ — непротиворечивая теория логики

QH4 в не более чем счётном языке Ω. Тогда существует модель Крипке
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K логики QH4 и её мир w, такие что в мире w истинны все формулы

из Γ, множество миров K не более чем счётно, и для каждого её мира v

множество Dv также не более чем счётно.

В заключение автор выражает свою благодарность М.Н.Рыбакову

за ценные замечания и исправление многих неточностей, рецензенту за

внимание к работе и указание на ряд полезных ссылок.
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