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Глава 1. Алгебраический минимум

В лекциях рассматриваются алгебраические и геометрические
понятия и методы, применяемые в современной математической
физике. В полном объеме подобная задача, конечно, неподъем-
ная, так что предлагаемый материал отражает лишь мой личный
опыт и мое понимание предмета.

В этой главе максимально сжато излагаются основные алгеб-
раические объекты и конструкции, наиболее часто применяемые
в современной математической физике. Для удобства читателей
по каждому разделу приводится список рекомендуемой литера-
туры для более полного изучения предмета.

Стандартные обозначения. Будем обозначать:

Z = {0,±1,±2, . . . } – множество всех целых чисел;
Z+ = {0, 1, 2, . . . } – множество всех неотрицательных целых
чисел;
N = {1, 2, . . . } – множество всех натуральных чисел;
R – множество всех вещественных чисел;
C = R + i R – множество всех комплексных чисел;
XD =×D X = {x= (ξ1, . . . , ξD); ξi ∈X, 1 6 i6D} – декартово
произведение D копий множества X = Z,Z+,N,R,C, . . . ;

Будем также использовать мультииндексные обозначения:

i = (i1, . . . , iD) ∈ ZD, iµ ∈ Z, 1 6 µ 6 D;
|i| = |i1|+ · · ·+ |iD| ∈ Z+ для i ∈ ZD;
xi = (x1)i1 . . . (xD)iD ∈F = R,C, . . . , где x= (x1, . . . , xD)∈FD,
i = (i1, . . . , iD) ∈ ZD+ , (xµ)iµ – компонента xµ ∈ F в степени
iµ ∈ Z+, 1 6 µ 6 D.

1.1. Язык категорий

Согласно Ю. И. Манину [23], “язык категорий воплощает ‘со-
циологический’ подход к математическому объекту: группа или
пространство рассматривается не как множество с внутренне при-
сущей ему структурой, но как член сообщества себе подобных”.

7



8 Глава 1. Алгебраический минимум

В нашем курсе этот язык будет естественным языком, связываю-
щим внешне разнородные объекты и конструкции, позволяющим
давать ясные содержательные определения в сложных ситуаци-
ях.

1.1.1. Категории. Категория K задана, если
? определено множество (точнее, класс) ObK объектов кате-

гории K;
? для каждой пары A,B ∈ ObK определено множество

Mor(A,B)

морфизмов из A в B , причем пересечение

Mor(A,B) ∩Mor(C,D) = ∅

при (A,B) 6= (C,D), A, . . . ,D ∈ ObK;
? для каждой тройки A,B,C ∈ ObK определен закон компо-
зиции, т.е. отображение Mor(A,B)×Mor(B,C)→ Mor(A,C),
f ∈ Mor(A,B), g ∈ Mor(B,C) 7→ g ◦ f ∈ Mor(A,C);

? выполнены аксиомы:
(a) f ◦(g◦h)=(f ◦g)◦h, для всех h∈Mor(A,B), g∈Mor(B,C),

f ∈ Mor(C,D) (ассоциативность);
(b) для каждого A∈ObK существует морфизм

idA ∈ Mor(A,A)

такой, что
idA ◦f = f, g ◦ idA = g

для всех f ∈ Mor(B,A), g ∈ Mor(A,B) (тождественный
морфизм).

Объединение
⋃
A,B∈ObKMor(A,B) всех морфизмов категории K

обозначается MorK. Если надо уточнить, что речь идет о мор-
физмах именно категории K, будем писать MorK(A,B) вместо
Mor(A,B).

При описании категорных конструкций обычно используется
наглядная диаграммная запись. Именно, морфизм f ∈ Mor(A,B)
записывается как стрелка A

f- B, а композиция морфизмов
как последовательность стрелок A

f- B
g- C. Часто мор-

физм f ∈ Mor(A,B) удобно записывать как f : A→ B.
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В ряде категорий морфизмы называются гомоморфизмами и
вместо символа Mor пишут символ Hom. Морфизмы из Mor(A,A),
A ∈ ObK, называются эндоморфизмами, часто вместо Mor(A,A)
пишут End(A).

Морфизм f ∈ Mor(A,B) называется
? изоморфизмом (иначе, биекцией), если существует такой

морфизм g ∈ Mor(B,A), что f ◦g = idB и g ◦f = idA; в этом
случае g называется обратным к f , пишут g = f−1; изомор-
физмы из End(A) называются автоморфизмами, множе-
ство всех таких автоморфизмов обозначают через Aut(A);

? мономорфизмом (иначе, инъекцией), если равенство

f ◦ g1 = f ◦ g2, где g1, g2 ∈ Mor(C,A),

возможно лишь при g1 = g2;
? эпиморфизмом (иначе, сюръекцией), если равенство

h1 ◦ f = h2 ◦ f, где h1, h2 ∈ Mor(B,D),

возможно лишь при h1 = h2.
Объект X ∈ ObK называется универсальным отталкиваю-

щим объектом категории K, если для любого A ∈ ObK множе-
ство Mor(X,A) состоит ровно из одного элемента. Все универсаль-
ные отталкивающие объекты, если таковые существуют в данной
категории, изоморфны друг другу. Объект Y ∈ ObK называет-
ся универсальным притягивающим объектом категории K, если
для любого A ∈ ObK множество Mor(A, Y ) состоит ровно из од-
ного элемента. Все универсальные притягивающие объекты, если
таковые существуют в данной категории, изоморфны друг другу.

Пример 1.1.1. Категория множеств S: ObS – все множества,
Mor(S, T ) – все отображения из множества S в множество T . Вся-
кое одноэлементное множество есть универсальный притягиваю-
щий объект. Отображение f из множества S в множество T яв-
ляется

? мономорфизмом, если для любых элементов x, y ∈ S, x 6= y,
следует f(x) 6= f(y);

? эпиморфизмом, если для каждого элемента u ∈ T существу-
ет элемент x ∈ S такой, что u = f(x);

? изоморфизмом, если f одновременно является и мономор-
физмом и эпиморфизмом.
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Пример 1.1.2. Категория топологических пространств T :
Ob T – все топологические пространства, Mor(S, T ) – все непре-
рывные отображения из пространства S в пространство T .

Замечание. В категории топологических пространств из
того, что данный морфизм является мономорфизмом и эпимор-
физмом одновременно, не следует, что он изоморфизм, поскольку
обратное отображение, хотя и существует в этом случае, не обя-
зано быть непрерывным.

Пример 1.1.3. Категория S(M) всех подмножеств данного
множества M : ObS(M) – множество всех подмножеств множе-
ства M , частично упорядоченное по включению, для пары под-
множеств A,B ⊂M множество морфизмов Mor(A,B) состоит из
одного элемента, если A ⊂ B, и пустое в противном случае.

1.1.2. Полезные конструкции. Дуальная категория K◦
к данной категории K определяется следующим образом:

ObK◦ = ObK,
MorK◦(A,B) = MorK(B,A) для всех A,B ∈ ObK,

закон композиции не меняется. Подробнее, пусть

f ∈ MorK◦(A,B) = MorK(B,A),
g ∈ MorK◦(B,C) = MorK(C,B),

A,B,C ∈ ObK◦ = ObK,

тогда композиция f ◦ g ∈ MorK◦(A,C) = MorK(C,A). При перехо-
де к дуальной категории универсальный отталкивающий объект
переходит в универсальный притягивающий и обратно.

Произведение
∏
Ki =

∏
i∈I Ki семейства категорий {Ki | i ∈ I}

определяется следующим образом: объекты этой категории суть
семейства объектов∏

Ai = {Ai ∈ ObKi | i ∈ I},

а морфизмы из
∏
Ai в

∏
Bi суть семейства морфизмов∏

fi = {fi ∈ MorKi(Ai, Bi) | i ∈ I},

закон композиции покомпонентный, т.е. (
∏
fi) ◦ (

∏
gi)=

∏
(fi ◦gi).
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Категория K называется подкатегорией категории L, если
объекты ObK ⊂ ObL, морфизмы MorK(A,B) ⊂ MorL(A,B),
A,B ∈ ObK, и закон композиции в K индуцирован из L. Под-
категория K называется полной, если MorK(A,B) = MorL(A,B)
для всех A,B ∈ ObK.

Пусть K – категория и S ∈ ObK. Категория KS объектов
над S определяется следующим образом: объекты этой катего-
рии суть морфизмы f ∈ MorK(A,S), A ∈ ObK, а морфизмы из
объекта f ∈ MorK(A,S) в объект g ∈ MorK(B,S), суть морфизмы
h ∈ MorK(A,B) такие, что g ◦ h = f . Другими словами, объекты
построенной только что категории KS суть стрелки A

f- S, а
равенство g ◦ h = f записывается как коммутативная диаграмма

A
h - B

S

g
�

f -

1.1.3. Произведение и сумма семейства объектов.
Пусть I – некоторое множество.
Пусть дана категория K и семейство ее объектов

{Xi | i ∈ I} ⊂ ObK.

Зададим категорию KI следующим образом: объекты катего-
рии KI суть семейства морфизмов {A fi- Xi | i ∈ I}, A ∈ ObK,

а морфизмы из объекта {A fi- Xi} в объект {B gi- Xi},
A,B ∈ ObK, суть морфизмы A

h- B категории K такие, что
для всех i ∈ I коммутативна диаграмма

A
h - B

Xi

gi�f i -

Если в категории KI существует универсальный притягивающий
объект {X πi- Xi}, то объект X ∈ ObK называется произве-
дением семейства {Xi | i ∈ I}, причем обычно вместо X пишут∏
i∈I X

i, а морфизмы πi ∈ Mor(X,Xi), i ∈ I, называются ка-
ноническими проекциями из

∏
Xi в Xi. По определению в этом
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случае для всякого семейства {A fi- Xi} существует единствен-
ный морфизм A

f-
∏
Xi категории K такой, что для всех i ∈ I

коммутативна диаграмма

A
f -

∏
Xi

Xi

πi�f i -

Пример 1.1.4. Пусть S – категория множеств и {Xi | i ∈ I}
– семейство ее объектов (т.е. некоторое семейство множеств). Ка-
тегория SI состоит из объектов

{A fi- Xi} = {A fi- Xi | i ∈ I},

где A – произвольное множество, f i – отображение из A в Xi, а
морфизмы из объекта {A fi- Xi} в объект {B gi- Xi} суть
отображения A

h- B такие, что для всякого i ∈ I коммутативна
диаграмма

A
h - B

Xi

gi�f i -

В SI существует универсальный притягивающий объект

{×Xk πi- Xi},

который называется декартовым произведением семейства
{Xi | i ∈ I}. Множество×Xk =×k∈I X

k состоит из всех элемен-
тов (семейств) вида x = (xk) = (xk ∈ Xk | k ∈ I), а канонические
проекции πi : ×Xk → Xi действуют по правилу x 7→ πi(x) = xi,
i ∈ I, для всех x = (xk) ∈ ×Xk. Универсальность этой кон-
струкции состоит в том, что для всякого семейства отображений
{A fi- Xi} существует единственное отображение f : A→×Xk

такое, что для всякого i ∈ I коммутативна диаграмма

A
f - ×Xk

Xi

πi�f i -
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Отображение f действует по правилу a 7→ x = f(a), x = (xi),
xi = f i(a), i ∈ I, для всех a ∈ A.

Пусть дана категория K и семейство ее объектов

{Yi | i ∈ I} ⊂ ObK.

Зададим категорию KI следующим образом: объекты катего-
рии KI суть семейства морфизмов {Yi

fi- A | i ∈ I}, A ∈ ObK,
а морфизмы из объекта {Yi

fi- A} в объект {Yi
gi- B},

A,B ∈ ObK, суть морфизмы A
h- B категории K такие, что

для всех i ∈ I коммутативна диаграмма

Yi

A
h

-

fi

�
B

gi
-

Если в категории KI существует универсальный отталкивающий
объект {Yi

ιi- Y }, то объект Y ∈ ObK называется суммой
данного семейства {Yi | i ∈ I}, причем обычно вместо Y пишут∑
i∈I Yi, а морфизмы ιi ∈ Mor(Yi, Y ) называются каноническими

инъекциями слагаемых Yi в
∑
Yi. По определению в этом слу-

чае для всякого семейства {Yi
fi- A} существует единственный

морфизм
∑
Yi

f- A категории K такой, что для всех i ∈ I
коммутативна диаграмма

Yi

∑
Yi

f
-

ιi
�

A

fi
-

Пример 1.1.5. Пусть S – категория множеств и

{Yi | i ∈ I}

– семейство ее объектов. Категория SI состоит из объектов
{Yi

fi- A}, где A – множество, fi – отображения из Yi в A,
i ∈ I, а морфизмы из объекта {Yi

fi- A} в объект {Yi
gi- B}
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суть отображения g : A→ B такие, что для всякого i ∈ I комму-
тативна диаграмма

Yi

A
h

-

fi

�
B

gi
-

В SI существует универсальный отталкивающий объект

{Yi
ιi- ⋃

Yk},

который называется объединением семейства множеств {Yi | i∈I}.
Множество ⋃

Yk =
⋃
k∈I Yk

состоит из всех элементов вида x = xk ∈ Yk, k ∈ I, а канонические
инъекции ιi : Yi →

⋃
Yk суть естественные вложения подмноже-

ства в множество, Yi ⊂
⋃
Yk, i ∈ I. Универсальность этой кон-

струкции состоит в том, что для всякого семейства отображений
{Yi

fi- A} существует единственное отображение f :
⋃
Yk → A

такое, что для всякого i ∈ I коммутативна диаграмма

Yi

⋃
Yk

f
-

ιi

�
A

fi
-

Отображение f действует по правилу x 7→ f(x) = fi(xi) для каж-
дого x = xi ∈ Yi ⊂

⋃
Yk, i ∈ I.

В ряде категорий вместо терминов произведение и сумма ис-
пользуют термины прямое произведение и прямая сумма, а вме-
сто символов

∏
и
∑

используют символы × и
⊕

.

1.1.4. Функторы. Ковариантный функтор F из катего-
рии K в категорию L есть правило, которое каждому объекту
A ∈ ObK ставит в соответствие объект F (A) ∈ ObL и каждому
морфизму f ∈ MorK(A,B) ставит в соответствие морфизм

F (f) ∈ MorL(F (A), F (B)),
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причем справедливо равенство

F ( idA) = idF (A)

и коммутативна диаграмма

A
f - B

g - C

F (A)

F

? F (f)- F (B)

F

? F (g)- F (C)

F

?

для всех A,B,C ∈ ObK и f ∈ MorK(A,B), g ∈ MorK(B,C).
Контравариантный функтор F из категории K в катего-

рию L есть правило, которое каждому объекту A ∈ ObK ста-
вит в соответствие объект F (A) ∈ ObL и каждому морфизму
f ∈ MorK(A,B) ставит в соответствие морфизм

F (f) ∈ MorL(F (B), F (A)),

причем справедливо равенство

F ( idA) = idF (A)

и коммутативна диаграмма

A
f - B

g - C

F (A)

F

?
�F (f)

F (B)

F

?
�F (g)

F (C)

F

?

для всех A,B,C ∈ ObK и f ∈ MorK(A,B), g ∈ MorK(B,C).
Пусть F и G – функторы из категории K в категорию L. Есте-

ственное преобразование Φ из F в G есть правило, которое каж-
дому объекту A ∈ ObK ставит в соответствие морфизм

Φ(A) ∈ MorL(F (A), G(A)),
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причем коммутативна диаграмма

F (A)
Φ(A)- G(A)

F (B)

F (f)

? Φ(B)- G(B)

G(f)

?

для всех A,B ∈ ObK, f ∈ MorK(A,B).
Подробнее смотри [23] и [17], а еще подробнее смотри [9], [10],

[16], [21] и [22].

1.2. Группы, кольца, модули

1.2.1. Группы. Непустое множество G называется группой,
если в нем определена групповая операция (обычно записывае-
мая мультипликативно и называемая умножением) G × G → G,
(x, y) 7→ x · y, причем выполняются аксиомы:

? (x · y) · z = x · (y · z) для всех x, y, z ∈ G (ассоциативность);
? существует элемент единица e = eG ∈ G такой, что e·x = x·e

для всех x ∈ G;
? для каждого x ∈ G существует обратный элемент x−1 ∈ G

такой, что x · x−1 = x−1 · x = e.

Пример 1.2.1. Тривиальная группа есть группа, состоящая
из одного единичного элемента e, где e · e = e = e−1.

Пример 1.2.2. Пусть S – произвольное множество. Множе-
ство Aut(S) всех его автоморфизмов в категории множеств (ина-
че, перестановок) есть группа с композицией в качестве группо-
вой операции

(f ◦ g)(s) = f(g(s)) для всех f, g ∈ Aut(S), s ∈ S.

Закон ассоциативности очевидно выполняется, единица есть тож-
дественное отображение idS , а наличие обратного отображения
f−1 ∈ Aut(S) для каждого f ∈ Aut(S) входит в определение ав-
томорфизма.
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Пусть G и H – группы. Отображение f : G → H называется
мультипликативным, если

f(x · y) = f(x) · f(y) для всех x, y ∈ G

(в частности, отсюда следует, что f(eG) = eH).
Легко проверяется, что таким образом определена категория

групп G, объекты которой суть группы, а морфизмы – мультипли-
кативные отображения. Морфизмы групп обычно называют го-
моморфизмами, а вместо символа Mor используют символ Hom.
Ниже используется символ Hom, но морфизмы по-прежнему на-
зываются морфизмами. Таким образом, множество всех морфиз-
мов (мультипликативных отображений) из группы G в группу H
есть HomG(G,H).

Пусть G и H – группы. Отображение f : G → H называется
антимультипликативным (иначе антиморфизмом), если

f(x · y) = f(y) · f(x) для всех x, y ∈ G

(в частности, отсюда также следует, что f(eG) = eH).

Пример 1.2.3. Пусть G – группа. Отображение G → G,
x 7→ x−1, есть антиморфизм, поскольку (x · y)−1 = y−1 · x−1 для
всех x ∈ G.

Пусть G – группа. Подмножество H ⊂ G называется подгруп-
пой группы G, если оно замкнуто относительно групповой опера-
ции, индуцированной из G:

? единица e ∈ H (в частности, множество H не пустое);
? произведение x · y ∈ H для всех x, y ∈ H;
? обратный элемент x−1 ∈ H для каждого x ∈ H.

В этом случае множество H есть группа с групповой операцией,
индуцированной из G, а естественное вложение H ⊂ G – морфизм
групп.

Пусть f : G→ H – морфизм групп, тогда
? ядро ker f = {x ∈ G | f(x) = eH} – подгруппа группы
G, морфизм f инъективный тогда и только тогда, когда
ker f = eG, т.е. когда ядро тривиальное (проверить!);

? образ im f = {y = f(x) ∈ H | x ∈ G} – подгруппа груп-
пы H, морфизм f сюръективный тогда и только тогда, ко-
гда im f = H.
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Пусть H – подгруппа группы G. Для каждого элемента a ∈ G
подмножество

aH = {x = a · h | h ∈ H} ⊂ G

называется левым смежным классом элемента a в группеG. Пра-
вило h 7→ a · h определяет отображение la : H → aH, которое яв-
ляется изоморфизмом категории множеств. Два левых смежных
класса aH и bH, a, b ∈ G, либо совпадают, aH = bH (в этом случае
a−1 · b ∈ H), либо не пересекаются, (aH)∩ (bH) = ∅ (проверить!).
Следовательно, группа G есть объединение попарно непересека-
ющихся левых смежных классов. Множество всех левых смеж-
ных классов группы G по подгруппе H обозначим через (G/H)l
и определим эпиморфизм πl : G→ (G/H)l правилом a 7→ aH для
всех a ∈ G.

Аналогичным образом определяются и правые смежные клас-
сы Ha, обладающие такими же свойствами.

Пусть H – подгруппа группы G. Для данного элемента a ∈ G
левый смежный класс aH и правый смежный класс Ha отнюдь
не обязаны совпадать. Подгруппа H называется нормальной, ес-
ли aH = Ha (или, эквивалентно, aHa−1 = H) для всех a ∈ G.
Подробнее, в этом случае для любых элементов a ∈ G, h ∈ H
существует элемент g ∈ H такой, что a · h = g · a (очевидно,
g = a · h · a−1).

Пусть H – нормальная подгруппа группы G. В этом случае
левые и правые смежные классы совпадают и называются просто
смежными классами, для данного элемента a ∈ G его смежный
класс обозначают через a = aH = Ha. Аналогичным образом,
(G/H)l = (G/H)r = G/H. Пусть a,b ∈ G/H, определим смежный
класс a · b ∈ G/H правилом a · b = (a · b)H. Проверим, что это
определение корректно, т.е. не зависит от выбора представителей
в своих классах. Пусть a′ ∈ a, b′ ∈ b, тогда a′ = a · ha, b′ = b · hb
для некоторых ha, hb ∈ H, откуда

(a′ · b′)H = {x = a′ · b′ · h | h ∈ H} = {x = a · ha · b · hb · h | h ∈ H}
= {x = (a · b) · (ga · hb · h) | h ∈ H}
= {x = (a · b) · h′ | h′ = ga · hb · h ∈ H} = (a · b)H,

где мы воспользовались тем, что по определению нормальной
подгруппы существует элемент ga ∈ H такой, что ha·b = b·ga. Лег-
ко проверяется, что введенное таким образом умножение в мно-
жестве G/H ассоциативное, что смежный класс e = H является
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единицей и что смежный класс a−1 = a−1H обратный к смежно-
му классу a = aH для всех a ∈ G. Другими словами, на множе-
стве смежных классов G/H определена структура группы. По
построению отображение π : G → G/H, a 7→ a, есть есть эпимор-
физм категории групп (imπ = G/H), причем kerπ = H, т.е. опре-
делена точная последовательность морфизмов категории групп:

1→ H → G
π- G/H → 1,

где 1 – тривиальная группа, состоящая из одной единицы. Точ-
ность в члене H означает, что ядро отображения H → G триви-
альное, т.е. это отображение есть вложение, точность в члене G
означает, что ядро отображения π совпадает с подгруппой H, а
точность в члене G/H означает, что образ отображения π есть
вся группа G/H. Группа G/H называется факторгруппой груп-
пы G по нормальной подгруппе H, а отображение π : G → G/H
называется канонической проекцией группы G на факторгруппу
G/H.

Замечание. Тот факт, что ядро морфизма π : G→ G/H есть
нормальная подгруппа группы G не является случайным. Дей-
ствительно, для любого морфизма f : G→ F из группы G в груп-
пу F его ядро ker f = {x ∈ G | f(x) = eF } есть нормальная
подгруппа группы G, поскольку

f(a · h · a−1) = f(a) · f(h) · f(a−1) = f(a) · eF · f(a−1)

= f(a) · f(a−1) = f(a · a−1) = f(eG) = eF

для всех a ∈ G и h ∈ ker f .

Пусть G – группа и S – ее подмножество. Множество

NS = {a ∈ G | aSa−1 = S}, где aSa−1 = {x = a ·s ·a−1 | s ∈ S},

называется нормализатором подмножества S и обладает следу-
ющими свойствами:

? NS есть подгруппа группы G для всякого S ⊂ G;
? если S – подгруппа группы G, то S ⊂ NS и является нор-

мальной подгруппой группы NS , более того, NS – наиболь-
шая подгруппа в G, для которой S – нормальная подгруппа;

? если S – нормальная подгруппа группы G, то NS = G.
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Далее, множество

ZS = {z ∈ G | z · s = s · z для всех s ∈ S}

называется централизатором подмножества S и обладает следу-
ющими свойствами:

? ZS есть подгруппа группы G для всякого S ⊂ G;
? Z{s} = N{s}, когда S = {s} состоит из одного элемента.

В случае S=G централизатор ZG называется центром группы G.
Пусть S – некоторое множество и Aut(S) – группа его автомор-

физмов в категории множеств. Левым действием группы G на
множестве S называется любой морфизм L ∈ HomG(G,Aut(S)),
a 7→ La ∈ Aut(S), используют запись La(s) = a · s для всех a ∈ G,
s ∈ S. Таким образом,

? La·b(s) = (a · b) · s = (La ◦Lb)(s) = a · (b · s) = a · b · s для всех
a, b ∈ G, s ∈ S;

? Le(s) = e · s = s для всех s ∈ S, где e = eG – единица
группы G;

? La−1(s) = L−1
a (s) = a−1 · s для всех a ∈ G, s ∈ S.

Правое действие определяется дуальным образом, с заменой мор-
физма на антиморфизм. Подробнее, правое действие

R : G→ Aut(S)

есть отображение из G в Aut(S), a 7→ Ra, используют запись
Ra(s) = s · a, такое, что

? Ra·b(s) = s · (a · b) = (Rb ◦Ra)(s) = (s · a) · b = s · a · b для всех
a, b ∈ G, s ∈ S;

? Re(s) = s · e = s для всех s ∈ S;
? Ra−1(s) = R−1

a (s) = s · a−1 для всех a ∈ G, s ∈ S.
В обоих случаях группаG называется группой (левых, правых)

преобразований множества S.
Левое действие группы G на множестве S называется транзи-

тивным, если для любых точек r, s ∈ S найдется элемент a ∈ G
такой, что r = a · s, свободным, если равенство a · s = s для
данных a ∈ G, s ∈ S влечет a = e, эффективным, если равенство
a ·s = s для данного a ∈ G и всех s ∈ S влечет a = e. Аналогичная
терминология используется и для правого действия.
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Пример 1.2.4. Пусть G – группа. Левый сдвиг

l ∈ HomG(G,Aut(G)), a 7→ la,

определяется правилом la(x) = a · x для всех a, x ∈ G (напом-
ним, что Aut(G) – группа автоморфизмов множества G в катего-
рии множеств). Это действие, очевидно, свободное и транзитив-
ное. Дуальным образом, правый сдвиг r : G → Aut(G), a 7→ ra,
определяется правилом ra(x) = x · a для всех a, x ∈ G. Кроме
того, правило a 7→ La = ra−1 задает левое действие, а правило
a 7→ Ra = la−1 – правое действие на G.

Пример 1.2.5. Пусть G – группа. Левое действие на G, ассо-
циированное со сдвигами, есть

ad ∈ HomG(G,Aut(G)), a 7→ ad(a) = la ◦ ra−1 = ra−1 ◦ la,

оно называется присоединенным действием или внутренним ав-
томорфизмом. В явном виде,

ad(a)(x) = a · x · a−1 для всех a, x ∈ G.

Очевидно, это действие не транзитивное и не свободное, посколь-
ку здесь a · e · a−1 = e для всех a ∈ G. Как только что отмеча-
лось, Aut(G) – группа автоморфизмов множества G в категории
множеств, однако в данном случае для каждого элемента a ∈ G
действие ad(a) есть автоморфизм группы G в категории групп,
поскольку

ad(a)(x · y) = a · x · y · a−1 = (a · x · a−1) · (a · y · a−1)
= ad(a)(x) · ad(a)(y) для всех x, y ∈ G.

Пусть группа G действует (слева) на множестве S, (a, s) 7→ a·s
для всех (a, s) ∈ G× S.

Пусть s ∈ S. Множество Gs = {a ∈ G | a · s = s} является
подгруппой группы G и называется группой изотропии (иначе,
стабильной подгруппой) элемента s в G. Пусть r, s ∈ S, r = g · s
для некоторого g ∈ G, тогда

gGsg
−1 = g{a ∈ G | a · s = s}g−1 = {g · a · g−1 ∈ G | a · s = s}

= {b ∈ G | g−1 · b · g · s = s} = {b ∈ G | b · (g · s) = g · s}
= {b ∈ G | b · r = r} = Gr,
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таким образом, в этом случае подгруппы Gr и Gs сопряжены и,
следовательно, изоморфны, поскольку отображение

ad(g) : Gs → gGsg
−1

является изоморфизмом групп. В частности, если группа G дей-
ствует на множестве S транзитивно, то все группы изотропии Gs,
s ∈ S, сопряжены между собой, а если свободно, то все они три-
виальные, т.е. в этом случае Gs = {e} для всех s ∈ S.

Пусть s ∈ S. Множество Gs = {t = a · s ∈ S | a ∈ G} называет-
ся орбитой элемента s. Множество всех орбит в S относительно
действия группы G обозначается через S/G. Две орбиты Gr и Gs,
r, s ∈ S, либо совпадают, Gr = Gs (в этом случае r = g · s с неко-
торым g ∈ G), либо не пересекаются, (Gr) ∩ (Gs) = ∅. Следова-
тельно, множество S разбивается в дизъюнктивную сумму орбит.
Очевидно, действие группы G на S транзитивно тогда и толь-
ко тогда, когда множество S/G состоит всего из одной орбиты –
самого множества S.

Пример 1.2.6. Пусть R – множество всех вещественных чи-
сел, обозначим через R± = {x ∈ R | x ≷ 0} – множество всех
положительных/отрицательных чисел. Пусть G = R+ – группа
всех положительных чисел по умножению, S = R. Группа G есте-
ственным образом действует на множестве S, (a, x) 7→ ax. Пусть
s ∈ S, тогда

Gs =

{
{1}, s 6= 0,
G, s = 0;

Gs =


R+, s > 0,
{0}, s = 0,
R−, s < 0.

В частности, S/G = {R−, {0},R+}, S = R− ∪ {0} ∪ R+.
В случае, когда множество S обладает дополнительной ал-

гебраической структурой, рассматриваются действия, согласо-
ванные с этой структурой. Так, пусть S – линейное простран-
ство над полем F (например, над полем вещественных чисел R)
и GL(S,F) ⊂ Aut(S) – группа всех его автоморфизмов в ка-
тегории линейных пространств (т.е. всех обратимых линейных
преобразований пространства S). В этом случае левые действия
L ∈ HomG(G,GL(S,F)) называются представлениями группы G
в линейном пространстве S.
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1.2.2. Абелевы группы. Коммутативные группы называ-
ются абелевыми. Именно, непустое множество G называется абе-
левой группой, если в нем определена коммутативная групповая
операция (обычно записываемая аддитивно и называемая сложе-
нием) G×G→ G, (a, b) 7→ a+ b, причем выполняются аксиомы:

? a+ b = b+ a для всех a, b ∈ G (коммутативность);
? (a+b)+c = a+(b+c) для всех a, b, c ∈ G (ассоциативность);
? существует нулевой элемент 0 = 0G ∈ G такой, что a+0 = a

для всех a ∈ G;
? для каждого a ∈ G имеется противоположный элемент
−a ∈ G такой, что a+ (−a) = 0.

Пусть G и H – абелевы группы. Отображение f : G→ H называ-
ется аддитивным, если

f(a+ b) = f(a) + f(b) для всех a, b ∈ G

(в частности, отсюда следует, что f(0G) = 0H).
Легко проверяется, что таким образом определена категория

абелевых групп AG, объекты которой суть абелевы группы, а мор-
физмы – аддитивные отображения. Морфизмы абелевых групп
обычно называют гомоморфизмами, а вместо символа Mor ис-
пользуют символ Hom. Ниже используется символ Hom, но мор-
физмы по-прежнему называются морфизмами. Таким образом,
множество всех морфизмов (аддитивных отображений) из абеле-
вой группы G в абелеву группу H есть HomAG(G,H).

Простейшая абелева группа есть нулевая группа, состоящая
из одного нулевого элемента; она является одновременно универ-
сальным отталкивающим и универсальным притягивающим объ-
ектом категории AG.

Важная абелева группа есть множество всех целых чисел Z со
стандартной операцией сложения.

Непустое подмножество H ⊂ G есть подгруппа группы G, если
оно замкнуто относительно групповой операции, индуцированной
из G. Пусть G – абелева группа и H – ее подгруппа. Элементы
a, b ∈ G называются эквивалентными относительно H, пишут
a ∼ b, если разность a − b ∈ H. Класс эквивалентности элемента
a ∈ G есть подмножество a = a+H ⊂ G. Множество G/H всех та-
ких классов эквивалентности есть абелева группа со сложением,
индуцированным из G,

a+b = a+b+H для всех a = a+H,b = b+H ∈ G/H, a, b ∈ G.
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Эта группа называется факторгруппой группы G по подгруп-
пе H. Имеется естественный морфизм π : G → G/H, a 7→ a для
всех a ∈ G.

Для абелевых групп G и H множество морфизмов

HomAG(G,H)

есть абелева группа с поточечной групповой операцией

(f + g)(a) = f(a) + g(a)

для всех f, g ∈ HomAG(G,H) и a ∈ G.
Пусть f : A → B – морфизм абелевых групп. Ядро морфиз-

ма f есть абелева группа ker f = {a ∈ A | f(a) = 0}, а образ
морфизма f есть абелева группа im f = {b = f(a) ∈ B | a ∈ A}.
Очевидно, ker f – подгруппа в A, а im f – подгруппа в B. Мор-
физм f : A→ B является мономорфизмом, если ker f = 0, и эпи-
морфизмом, если im f = B. В категории AG морфизм является
изоморфизмом тогда и только тогда, когда он мономорфизм и
эпиморфизм одновременно.

1.2.3. Кольца. Абелева группа R называется кольцом, если
в ней, кроме аддитивной операции – сложения, определена биад-
дитивная операция – умножение:

R×R→ R, (a, b) 7→ a · b для всех a, b ∈ R,

так что

(a+ b) · c = a · c+ b · c и a · (b+ c) = a · b+ a · c
для всех a, b, c ∈ R.

Пусть R и S – кольца. Морфизм абелевых групп f : R→ S назы-
вается морфизмом колец, если дополнительно

f(a · b) = f(a) · f(b) для всех a, b ∈ R.

Легко проверяется, что таким образом определена категория ко-
лец R, объекты которой суть кольца, а морфизмы – морфизмы
колец.

Пример 1.2.7. Простейший пример кольца есть нулевое коль-
цо, состоящее из одного нулевого элемента; оно является одновре-
менно универсальным отталкивающим и универсальным притя-
гивающим объектом категории R.
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Пример 1.2.8. Важные примеры колец – кольца целых чи-
сел Z, рациональных чисел Q, вещественных чисел R, комплекс-
ных чисел C.

Пример 1.2.9. Популярный класс колец имеет следующую
природу. Пусть X – данное множество, R – данное кольцо. Мно-
жество RX = Map(X,R) всех отображений из X в R имеет есте-
ственную структуру кольца, причем кольцевые операции опреде-
ляются поточечно:

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (f · g)(x) = f(x) · g(x)

для всех f, g ∈ RX , x ∈ X. Нулем этого кольца является нулевое
отображение 0 = 0RX : X → R, x 7→ 0(x) = 0 = 0R для всех x ∈ X.

Пример 1.2.10. Другой популярный класс колец строится
следующим образом. Пусть G – абелева группа и

End(G) = EndAG(G)

– множество всех ее эндоморфизмов в категории абелевых групп.
Множество End(G) также обладает естественной структурой
кольца, причем сложение определяется поточечно, а умножение
– композицией отображений, т.е.

(f + g)(a) = f(a) + g(a), (f · g)(a) = (f ◦ g)(a) = f(g(a))

для всех f, g ∈ End(G), a ∈ G. Нулем этого кольца является ну-
левой эндоморфизм 0 = 0End(G) : G → G, a 7→ 0(a) = 0 = 0G для
всех a ∈ G.

Кольцо R называется унитальным, если в нем имеется эле-
мент единица e = eR ∈ R такой, что

e · a = a · e = a для всех a ∈ R.

Пусть R и S – унитальные кольца. Морфизм колец f : R → S
называется морфизмом унитальных колец, если дополнительно
f(eR) = eS .

Кольцо R называется ассоциативным, если

(a · b) · c = a · (b · c) для всех a, b, c ∈ R.

Обычно в ассоциативных кольцах при записи умножения точку
опускают, т.е. пишут ab вместо a · b.
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Кольцо R называется коммутативным, если

a · b = b · a для всех a, b ∈ R.

Очевидно, кольцо RX унитальное, ассоциативное, коммута-
тивное, если таковым является кольцо R; единицей кольца RX

является отображение e = eRX : X → R, x 7→ e(x) = eR для всех
x ∈ X.

Кольцо End(G) – унитальное и ассоциативное, причем едини-
ца этого кольца есть тождественный эндоморфизм

eEnd(G) = idG : G→ G, a 7→ idG(a) = a для всех a ∈ G.

Вообще говоря, кольцо End(G) не коммутативное.
Пусть R – кольцо. Подгруппа S абелевой группы R называется

подкольцом кольца R, если она является кольцом, с умножением
индуцированным из R, т.е. если a · b ∈ S для всех a, b ∈ S.

Пример 1.2.11. Кольцо целых чисел Z есть подкольцо коль-
ца вещественных чисел R.

Левый идеал I кольца R есть подгруппа абелевой группы R
такая, что R ·I ⊂ I (т.е. a ·b ∈ I для всех a ∈ R, b ∈ I); в частности
I – подкольцо кольца R. Аналогично, правый идеал J кольца R
есть подгруппа абелевой группы R такая, что J · R ⊂ R. В свою
очередь, двусторонний идеал H кольцаR есть подмножество мно-
жества R, которое одновременно является левым и правым идеа-
лом кольца R. Ниже двусторонние идеалы будем называть просто
идеалами.

Пример 1.2.12. Множество четных чисел 2Z есть идеал коль-
ца целых чисел Z.

Пример 1.2.13. Пусть G – абелева группа, S – ее подгруппа,
и пусть

End(G | S) = {f ∈ End(G) | ker f ⊃ S}.

Очевидно, End(G | S) – левый идеал кольца End(G).

Пример 1.2.14. Пусть R, S – кольца и f : R → S – морфизм
колец. Тогда ядро ker f = {a ∈ R | f(a) = 0} – идеал кольца R,
в то время как образ im f = {b = f(a) ∈ S | a ∈ R} – подкольцо
кольца S.
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Пусть R – кольцо и I – его идеал. В частности, I – подгруппа
абелевой группы R, так что определена факторгруппа R/I. Бо-
лее того, R/I есть кольцо с умножением, индуцированным из R
правилом

a · b = a · b+ I для всех a = a+ I, b = b+ I ∈ R/I, a, b ∈ R.

Кольцо R/I называется факторкольцом кольца R по идеалу I.
Имеется естественный морфизм колец π : R→ R/I, a 7→ a = a+ I
для всех a ∈ R.

1.2.4. Модули. Пусть R – ассоциативное кольцо. Абелева
группа M называется левым R-модулем, иначе левым модулем
над R, если определено левое действие кольца R на группе M , т.е.
задан морфизм колец µ : R→ End(M). Подробнее, в этом случае
каждому a ∈ R ставится в соответствие эндоморфизм абелевых
групп µ(a) : M → M , x 7→ µ(a)(x) = ax (запись µ(a)(x) сокра-
щают до ax, так что в явном виде морфизм µ не фигурирует),
причем выполнены условия

a(x+ y) = ax+ ay, (a+ b)x = ax+ bx, (ab)x = a(bx)

для всех a, b ∈ R и x, y ∈ M . Если кольцо R унитальное (и по-
прежнему ассоциативное), то дополнительно налагают условие
ex = x для всех x ∈M , где e – единица кольца R.

Правые модули над ассоциативным кольцом R определяют-
ся заменой левого действия на правое, т.е. морфизма колец – на
антиморфизм, другими словами, условие µ(ab) = µ(a) ◦ µ(b) за-
меняется на дуальное условие µ(ab) = µ(b) ◦ µ(a). Итак, абелева
группа N называется правым R-модулем, иначе правым модулем
над R, если каждой паре a ∈ R, x ∈ N поставлен в соответствие
элемент xa ∈ N , причем

(x+ y)a = xa+ ya, x(a+ b) = xa+ xb, x(ab) = (xa)b

для всех a, b ∈ R, x, y ∈ N .
Если ассоциативное кольцо R еще и коммутативное, то по-

нятия левого и правого действия совпадают; как следствие, над
коммутативными кольцами совпадают понятия левых и правых
модулей. В этом случае используется общий термин модуль и ле-
вая запись.

Если на абелевой группе P определено и левое, и правое дей-
ствия ассоциативного кольца R, причем выполнено естественное
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условие ассоциативности

(ax)b = a(xb) для всех a, b ∈ R, x ∈ P,

то P называется двусторонним R-модулем.

Пример 1.2.15. Всякая абелева группа G является модулем
над кольцом целых чисел Z, поскольку

0x = 0, 1x = x, 2x = x+ x, . . . ,

(−1)x = −(1x) = −x, (−2)x = −(2x), . . .

для всех x ∈ G.

Пример 1.2.16. Нулевая абелева группа является двусторон-
ним модулем над любым ассоциативным кольцом.

Пример 1.2.17. Пусть R – ассоциативное кольцо и I – его ле-
вый идеал (в частности, I = R). Левое присоединенное действие
adl : R→ EndAG(I) определяется правилом

a 7→ adl(a) : I → I, x 7→ adl(a)(x) = ax для всех a ∈ R, x ∈ I.

Таким образом, I можно рассматривать как левый R-модуль.
Аналогичным образом, правый идеал J кольца R является пра-
вым R-модулем относительно правого присоединенного действия
adr : R→ EndAG(J),

a 7→ adr(a) : J → J, x 7→ adr(a)(x) = xa для всех a ∈ R, x ∈ J.

В частности, всякий двусторонний идеал ассоциативного кольца
можно рассматривать как двусторонний модуль над этим коль-
цом.

Пример 1.2.18. Всякая абелева группаG является левым мо-
дулем над кольцом ее эндоморфизмов EndAG(G) относительно
тождественного действия, id : EndAG(G)→ EndAG(G).

Пример 1.2.19. Всякая абелева группа G является триви-
альным модулем над любым ассоциативным кольцом R относи-
тельно тривиального действия

ax = 0 для всех a ∈ R, x ∈ G.
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Пример 1.2.20. Пусть I – множество, R – ассоциативное
кольцо, M – левый R-модуль. Множество M I = Map(I,M) всех
отображений из I в M есть левый R-модуль, где сложение зада-
ется поточечно,

(φ+ ψ)(i) = φ(i) + ψ(i) для всех φ, ψ ∈M I , i ∈ I,

а левое действие кольца R индуцировано его действием в моду-
ле M ,

(aφ)(i) = aφ(i) для всех a ∈ R, φ ∈M I , i ∈ I.

Важный частный случай есть I = {1, 2, . . . , n}, n ∈ N. В этом
случае вместо M{1,2,...,n} обычно пишут Mn, а элементы из Mn

записывают как столбцы высотой n с компонентами из M .

Ниже мы будем в основном говорить лишь о левых модулях.
Однако все рассуждения легко переносятся на правые и двусто-
ронние модули (предлагаю делать это в качестве упражнения).

Пусть R – ассоциативное кольцо и M , N – левые R-модули.
Морфизм абелевых групп f : M → N называется морфизмом ле-
вых R-модулей, иначе R-линейным отображением, если допол-
нительно

f(ax) = af(x) для всех a ∈ R, x ∈M.

Легко проверяется, что таким образом определена категория ле-
вых модулей над данным кольцом R. Обозначим эту категорию
через LMR, множество ее объектов обозначим через ObLMR, а
множество морфизмов из модуляM в модуль N будем обозначать
через HomLMR

(M,N) или, короче, через HomR(M,N).
Итак, каждому ассоциативному кольцуR ∈ R поставлена в со-

ответствие категория LMR левых модулей над R. Это соответ-
ствие функториальное. Именно, пусть Rass – категория ассоциа-
тивных колец (проверить, что такая категория существует). Рас-
смотрим категорию LM всех левых модулей. Объекты этой ка-
тегории суть категории LMR левых R-модулей, R ∈ Rass, мор-
физмы из объекта LMR в объект LMS суть ковариантные функ-
торы из категории LMR в категорию LMS . Контравариантный
функтор из категории ассоциативных колец Rass в категорию ле-
вых модулей LM задается следующим образом. Каждому коль-
цу R ∈ Rass ставится в соответствие категория F (R) = LMR,
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а каждому морфизму колец φ : R → S ставится в соответствие
функтор Φ = F (φ) : LMS → LMR, действующий по правилу:
каждому левому S-модулю M с действием µS : S → End(M) ста-
вится в соответствие R-модуль Φ(M) = M , совпадающий с M
как абелева группа, но с действием µR = µS ◦ φ : R → End(M);
в свою очередь, каждому S-линейному отображению h : M → N ,
M,N ∈ LMS , ставится в соответствие R-линейное отображение
Φ(h) : Φ(M)→ Φ(N), где Φ(h)(x) = h(x) для всех x ∈M = Φ(M)
(так что Φ(h) и h совпадают как морфизмы абелевых групп),
причем

Φ(h)(µR(a)(x)) = h(µS(φ(a))(x)) = µS(φ(a))(h(x)) = µR(a)(h(x))
= µR(a)(Φ(h)(x))

для всех a ∈ R и x ∈ M = Φ(M). Легко проверяется, что приве-
денная конструкция корректна.

Пусть R ∈ Rass и M,N ∈ LMR. Множество HomR(M,N)
всех R-линейных отображений из M в N обладает естественной
структурой абелевой группы, сложение определяется поточечно

(f + g)(x) = f(x) + g(x) для всех f, g ∈ HomR(M,N), x ∈M.

В частности, для любого семейства {fi ∈ HomR(M,N) | i ∈ I},
где I – конечное множество, определена его сумма∑

fi =
∑
i∈I

fi ∈ HomR(M,N),
(∑

fi

)
(x) =

∑
fi(x), x ∈M.

Более того, поточечное правило определяет сумму
∑
fi и для

бесконечного множества I, при условии, что для всякого x ∈ M
образ fi(x) 6= 0 лишь для конечного числа индексов i ∈ I.

Пусть R ∈ Rass и M ∈ LMR. Абелева группа

EndR(M) = HomR(M,M)

обладает естественной структурой унитального ассоциативного
кольца относительно композиции эндоморфизмов

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) для всех f, g ∈ EndR(M), x ∈M.

Пусть R ∈ Rass иM ∈ LMR. Подгруппа S абелевой группыM
называется подмодулем модуля M , если S является левым R-мо-
дулем относительно действия, индуцированного из M , т.е. если
ax ∈ S для всех a ∈ R и x ∈ S.
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Пример 1.2.21. Нулевая подгруппа 0 и сам модуль M явля-
ются тривиальными подмодулями модуля M .

Пример 1.2.22. Рассмотрим ассоциативное кольцо R как ле-
вый R-модуль относительно левого присоединенного действия
(см. пример 1.2.17); подмножество I ⊂ R будет подмодулем моду-
ля R тогда и только тогда, когда I есть идеал кольца R.

Пример 1.2.23. Пусть M , N – левые R-модули и f : M → N –
морфизм левых R-модулей. Тогда ядро ker f = {x ∈M | f(x) = 0}
– подмодуль модуля M , а образ im f = {y = f(x) | x ∈ M} –
подмодуль модуля N .

Пример 1.2.24. Пусть I – множество, R – ассоциативное
кольцо, M – левый R-модуль. Пусть φ ∈M I (см. пример 1.2.20).
Множество

suppφ = {i ∈ I | φ(i) 6= 0}

называется носителем отображения φ. Отображение φ называет-
ся конечным, если suppφ – конечное множество (состоит из ко-
нечного числа элементов). Множество M I

fin всех конечных отоб-
ражений из M I является подмодулем левого R-модуля M I .

Пример 1.2.25. Пусть M – левый R-модуль и S – подмно-
жество множества M . Множество R-hull{S} всех конечных R-
линейных комбинаций вида

∑
i aixi, где ai ∈ R, xi ∈ S, есть

минимальный подмодуль модуля M , содержащий S, называемый
подмодулем, порожденным подмножеством S.

Пример 1.2.26. Пусть M – левый R-модуль и {Ni⊂M | i∈I}
– семейство его подмодулей. Теоретико-множественное пересече-
ние

⋂
i∈I Ni есть подмодуль модуля M , называемый пересече-

нием семейства подмодулей {Ni ⊂ M | i ∈ I}. В свою оче-
редь, теоретико-множественное объединение

⋃
i∈I Ni не обладает

структурой подмодуля, однако порождает подмодуль∑
i∈I

Ni = R-hull
{⋃

i∈I Ni
}
,

называемый суммой семейства подмодулей {Ni ⊂ M | i ∈ I}.
Эта сумма называется прямой, если всякий элемент x ∈

∑
i∈I Ni

имеет единственное представление x =
∑
i∈I xi, где лишь конеч-

ное слагаемых xi ∈ Ni ненулевые, в этом случае вместо
∑
i∈I Ni

пишут
⊕

i∈I Ni.
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Пусть R – ассоциативное кольцо, M – левый R-модуль и S –
его подмодуль. В частности, S – подгруппа абелевой группы M ,
так что определена факторгруппа M/S. Легко проверяется, что
на M/S определено левое действие кольца R, индуцированное
из M ,

µ : R→ End(M/S), a 7→ µ(a) : M/S →M/S,

x = x+ S 7→ µ(a)(x) = µ(a)(x) + S

(короче, a · (x + S) = ax + S) для всех a ∈ R и x ∈ M . Левый
R-модуль M/S называется фактормодулем модуля M . Имеется
канонический морфизм левых R-модулей π : M →M/S, действу-
ющий по правилу

π(x) = x = x+ S для всех x ∈M.

Очевидно, ядро kerπ = S, а образ imπ = M/S. Более того, мор-
физм π обладает следующим свойством универсальности. Рас-
смотрим категорию, объекты которой суть морфизмы левых R-
модулей M

f- N такие, что ker f ⊃ S, а морфизмы из объекта
M

f- N в объект M
g- P суть морфизмы левых R-модулей

N
h- P такие, что коммутативна диаграмма

M

N
h -

f

�
P

g
-

Легко проверяется, что морфизм M
π- M/S является уни-

версальным отталкивающим объектом этой категории, т.е. для
любого морфизма M

f- N такого, что ker f ⊃ S, существует
единственный морфизм M/S

f- N такой, что коммутативна
диаграмма

M

M/S
f -

π

�
N

f
-

Очевидно морфизм f действует по правилу

x = x+ S 7→ f(x) = f(x) для всех x ∈M.



1.2. Группы, кольца, модули 33

Рассмотрим важный частный случай. Пусть S – подмодуль лево-
го R-модуля M , T – подмодуль левого R-модуля N , f : M → N
– морфизм левых R-модулей такой, что f(S) ⊂ T . Зададим мор-
физм левых R-модулей f ′ : M → N/T правилом

x 7→ f ′(x) = f(x) + T для всех x ∈M.

Очевидно, f ′(S) = 0, так что определен факторморфизм

f : M/S → N/T,

действующий по правилу

x = x+ S 7→ f(x) = f(x) + T для всех x ∈M.

Его ядро

ker f = {x ∈M/S | f(x) = 0} = {x+ S | f(x) ∈ T} = f−1(T )/S,

где f−1(T ) = f−1(im f ∩ T ) – прообраз подмодуля T , а образ

im f = {f(x) | x ∈M/S} = {f(x) + T | x ∈M}
= {f(x) + im f ∩ T | x ∈M} = im f/(im f ∩ T ),

напомним, что im f = f(M). В частности, f – изоморфизм тогда
и только тогда, когда f(M) = N и f(S) = T .

Последовательность морфизмов левых R-модулей

. . .
fn−2- Mn−1

fn−1- Mn
fn- Mn+1

fn+1- . . .

называется точной в члене Mn, если im fn−1 = ker fn, эта после-
довательность называется точной, если она точная во всех своих
членах.

Пример 1.2.27. Фактормодуль M/S левого R-модуля M по
подмодулю S полностью описывается точной последовательно-
стью

0 - S - M
π- M/S - 0,
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где стрелки 0 → и → 0 – универсальные морфизмы категории
левых R-модулей, S →M – естественное вложение, M

π- M/S
– канонический морфизм, точность в члене S означает, что вло-
жение имеет тривиальное ядро, точность в члене M означает,
что ядро kerπ = S, точность в члене M/S означает, что образ
imπ = M/S.

Пример 1.2.28. Для всякого морфизма f : M → N левых R-
модулей определена точная последовательность левых R-модулей

0 - ker f - M
f- N

π- N/ im f - 0,

где стрелки 0 → и → 0 – универсальные морфизмы катего-
рии левых R-модулей, ker f - M – естественное вложение,
N

π- N/ im f – канонический морфизм, точность в члене
ker f означает, что вложение имеет тривиальное ядро, точность
в члене M означает, что ядро

kerπ = im f,

точность в члене N/ im f означает, что образ

imπ = N/ im f.

Учитывая последний факт, фактормодуль N/ im f часто называ-
ют коядром морфизма f .

В качестве упражнения по диаграммной технике, с макси-
мальной подробностью докажем следующее утверждение.

Лемма 1.2.1. Пусть коммутативная диаграмма левых R-
модулей

0 0

0 - L
? f- M

? g- N - 0

0 - X

λ
?

u
- Y

µ
?

v
- Z - 0

0
?

0
?
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ацикличная, т.е. все ее строки и столбцы точные. Тогда суще-
ствует единственный морфизм левых R-модулей ν : N → Z та-
кой, что пополненная диаграмма

0 0 0

0 - L
? f- M

? g- N
?

- 0

0 - X

λ
?

u
- Y

µ
?

v
- Z

ν
?

- 0

0
?

0
?

0
?

также коммутативная и ацикличная.

Доказательство. Прежде всего поясним, что точность
столбцов означает, что λ, µ (и ν) – изоморфизмы, точность верх-
ней строки в члене L означает, что f – мономорфизм (ker f = 0),
точность в члене M означает, что im f = ker g, а точность в члене
N означает, что g – эпиморфизм (im g = N), для нижней строки
– аналогично.

Приступим к доказательству.
Морфизм ν : N → Z, построим следующим образом: каждому

n ∈ N поставим в соответствие z = ν(n) = (v ◦ µ)(m) ∈ Z, где
m ∈M такой, что g(m) = n (g – эпиморфизм).

Проверим корректность этого определения, т.е. его независи-
мость от выбора m ∈M . Пусть m,m′ ∈M такие, что

g(m′) = g(m) = n,

тогда g(m′ − m) = 0 и m′ − m = f(l), l ∈ L (im f = ker g), т.е.
m′ = m+ f(l), и, значит,

z′ = (v ◦ µ)(m′) = (v ◦ µ)(m) + (v ◦ µ ◦ f)(l) = z + 0 = z,

поскольку (v ◦ µ ◦ f)(l) = (v ◦ u ◦ λ)(l) = 0 (v ◦ u = 0).
Проверим, что ν – морфизм левых R-модулей. Пусть

n = a1 · n1 + a2 · n2, ai ∈ R, ni ∈ N, i = 1, 2.
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Выберем mi ∈M так, чтобы ni = g(mi), и положим

m = a1 ·m1 + a2 ·m2,

тогда

ν(a1 · n1 + a2 · n2) = (v ◦ µ)(a1 ·m1 + a2 ·m2)
= a1 · (v ◦ µ)(m1) + a2 · (v ◦ µ)(m2)
= a1 · ν(n1) + a2 · ν(n2).

По построению ν(n) = (v ◦ µ)(m) для всех m ∈ M таких, что
g(m) = n ∈ Z, т.е. (v ◦ µ)(m) = (ν ◦ g)(m) для всех m ∈ M , т.е.
v ◦ µ = ν ◦ g, и, значит, новый квадрат

M
g- N

Y

µ
? v- Z

ν
?

коммутативный.
Покажем, что ν – мономорфизм, т.е. что ker ν = 0. Пусть

n ∈ N , ν(n) = 0, т.е. (v◦µ)(m) = 0, где g(m) = n. Тогда µ(m)=u(x)
для некоторого x = λ(l)∈X, l∈L (ker v=imu, а λ – изоморфизм).
Итак, µ(m) = (u ◦ λ)(l), откуда

m = (µ−1 ◦ u ◦ λ)(l) = f(l)

(µ – изоморфизм, µ ◦ f =u ◦ λ) и, значит, n= g(m) = (g ◦ f)(l) = 0
(g ◦ f = 0).

Покажем, что ν – эпиморфизм. Пусть z ∈ Z, выберем
y = µ(m) ∈ Y , m ∈ M , такое, что z = v(y) = (v ◦ µ)(m)
(v – эпиморфизм, µ – изоморфизм). По построению z = ν(n) для
n = g(m) ∈ N .

Проверим, что изоморфизм ν единственный. Пусть ν′ : N → Z
другой изоморфизм, для которого пополненная диаграмма ком-
мутативная и ацикличная. Пусть n ∈ N и m ∈M , n = g(m), тогда
ν(n) = (v ◦ µ)(m) = (ν′ ◦ g)(m) = ν′(n) (по условию v ◦ µ = ν′ ◦ g).

Лемма полностью доказана.

Замечание. Приведенное доказательство наглядно демон-
стрирует, что диаграммная техника простая, но довольно кропот-
ливая. Ее суть в разбиении доказательства на однотипные элемен-
тарные кусочки.
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Следствие 1.2.1. Если последовательность левых R-моду-
лей

0 - L
f- M

g- N - 0

точная, то с точностью до изоморфизма N = M/ im f .

Доказательство. Надо предъявить изоморфизм

ν : N →M/ im f.

Для этого следует рассмотреть коммутативную ацикличную диа-
грамму

0 0

0 - L
? f- M

? g - N - 0

0 - L

idL
?

f
- M

idM
?

π
- M/ im f - 0

0
?

0
?

и воспользоваться доказанной выше леммой.

1.2.5. Прямое произведение и прямая сумма семей-
ства модулей. Пусть R – ассоциативное кольцо. В категории
LMR левых R-модулей определены прямые произведения и пря-
мые суммы произвольных семейств.

Действительно, пусть дано семейство левых R-модулей

{Mi | i ∈ I}.

Определим левый R-модуль ×Mi = ×i∈IMi как множество
всех семейств x = (xi) = {xi ∈ Mi | i ∈ I} с покомпонентными
модульными операциями:

(xi) + (yi) = (xi + yi), a · (xi) = (a · xi)
для всех (xi), (yi) ∈×Mi, a ∈ R.
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Канонические проекции πk : ×Mi → Mk, k ∈ I, зададим прави-
лом (xi) 7→ πk(xi) = xk для всех (xi) ∈×Mi. Построенная таким
образом пара {×Mi, {πk | k ∈ I}} и есть прямое произведение
семейства {Mi | i ∈ I}. Действительно, пусть дано семейство
{N fi- Mi | i ∈ I} морфизмов левых R-модулей. Определим
отображение f : N → ×Mi правилом y 7→ f(y) = (xi) = (fi(y))
для всех y ∈ N . Легко проверяется, что это отображение есть
морфизм левых R-модулей, что диаграмма

N
f - ×Mi

Mk

πk�fk -

коммутативная для всех k ∈ I и что морфизм f единственный
с таким свойством.

Пусть x = (xi) ∈ ×Mi. Множество suppx = {i ∈ I | xi 6= 0}
называется носителем элемента x. Элемент x ∈×Mi называется
конечным, если suppx – конечное множество.

Определим левый R-модуль
⊕
Mi =

⊕
i∈IMi как подмодуль

модуля×Mi, состоящий из всех его конечных элементов, так что⊕
Mi = {(xi) ∈×Mi | лишь конечное число xi 6= 0}.

Канонические инъекции ιk : Mk →
⊕
Mi зададим правилом

ιk(xk) = x, где k ∈ I, xk ∈ Mk, x = (δki xk), δki – символ Кро-
некера, так что семейство x имеет k-ю компоненту xk, а осталь-
ные – нулевые. Построенная так пара {

⊕
Mi, {ιk | k ∈ I}} и есть

прямая сумма семейства {Mi | i ∈ I}. Действительно, пусть да-
но семейство {Mi

gi- N | i ∈ I} морфизмов левых R-модулей.
Определим отображение g :

⊕
Mi → N следующим правилом:

x 7→ y = g(x) =
∑
i∈I gi(xi) для всех x = (xi) ∈

⊕
Mi (сумма

определена, поскольку лишь конечное число xi 6= 0). Легко про-
веряется, что это отображение есть морфизм левых R-модулей,
что диаграмма

Mk

⊕
Mi

g
-

ιk

�
N

gk
-
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коммутативна для всех k ∈ I и что морфизм g единственный
с таким свойством.

Отождествляя модули Mi с их образами im ιi в
⊕
Mi, прихо-

дим к более привычной записи элементов прямой суммы x=
∑
xi,

где лишь конечное число слагаемых xi ∈Mi ненулевые, i ∈ I.
По построению

⊕
Mi ⊂ ×Mi, т.е. R-модуль

⊕
Mi есть под-

модуль R-модуля ×Mi, причем эти модули совпадают, если се-
мейство {Mi | i ∈ I} конечное. Но даже в конечном случае пря-
мое произведение и прямая сумма – это разные объекты, по-
скольку прямое произведение характеризуется своими проекци-
ями {×Mi

πk- Mk | k ∈ I}, а прямая сумма – инъекциями
{Mk

ιk- ⊕
Mi | k ∈ I}.

Предложение 1.2.1. R-линейные отображения

prk = ιk ◦ πk :
⊕
Mi →

⊕
Mi, k ∈ I,

образуют полный набор ортогональных проекторов, т.е.

prl ◦prk =

{
prk, k = l,

0, k 6= l,
для всех k, l ∈ I,

∑
k∈I

prk = id .

Доказательство. Для доказательства первого утверждения
следует заметить, что композиции

πl ◦ ιk =

{
idMk

, k = l,

0, k 6= l,
для всех k, l ∈ I,

а при доказательстве второго – учесть, что для всякого x ∈
⊕
Mi

образ prk(x) 6= 0 лишь для конечного числа индексов k ∈ I.

Прямое произведение и прямая сумма обладают функториаль-
ными свойствами. Именно, для данного множества индексов I и
ассоциативного кольца R категория LMI

R определяется как кате-
гория, объекты которой суть семейства {Mi} = {Mi | i ∈ I} левых
R-модулей, а морфизмы из объекта {Mi} в объект {Ni} суть се-
мейства {Mi

fi- Ni} морфизмов левых R-модулей, композиция
– покомпонентная,

{Ni
gi- Pi} ◦ {Mi

fi- Ni} = {Mi
gi◦fi- Pi}.
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Ковариантный функтор× из категории LMI
R в категорию LMR

задается правилами:

{Mi} 7→×Mi, {Mi
fi- Ni} 7→×Mi

×fi- ×Ni,

где (× fi)(x) = y, y = (yi), yi = fi(xi), для всех x = (xi), i ∈ I.
Ковариантный функтор

⊕
из категории LMI

R в категорию
LMR задается аналогичными правилами:

{Mi} 7→
⊕
Mi, {Mi

fi- Ni} 7→
⊕
Mi

⊕
fi- ⊕

Ni,

где (
⊕
fi)(x) = y, y =

∑
fi(xi) для всех x =

∑
xi ∈

⊕
Mi.

1.2.6. Проективные и индуктивные пределы семейств
модулей. Множество I называется частично упорядоченным,
если для некоторых пар i, j ∈ I определено отношение порядка
i 6 j, удовлетворяющее условиям:

? i 6 i для всех i ∈ I,
? i 6 k для всех i, j, k ∈ I, i 6 j, j 6 k,
? i = j для всех i, j ∈ I, i 6 j, j 6 i.

Частично упорядоченное множество I называется направленно-
стью по возрастанию, если для любой пары i, j ∈ I найдется
элемент k ∈ I такой, что i 6 k и j 6 k. В частности, в этом слу-
чае для всякого конечного подмножества S ⊂ I существует k ∈ I
такой, что S 6 k, т.е. i 6 k для всех i ∈ S. Аналогично, частич-
но упорядоченное множество I называется направленностью по
убыванию, если для любых элементов i, j ∈ I найдется элемент
k ∈ I такой, что k 6 i и k 6 j. По существу, направленности
по возрастанию и убыванию отличаются лишь записью отноше-
ния порядка, и мы будем использовать лишь направленности по
возрастанию, называя их просто направленностями.

Пример 1.2.29. Множества Z+, N, Z с естественным поряд-
ком по возрастанию суть наиболее часто используемые направ-
ленности.

Пример 1.2.30. Пусть S – некоторое множество. Множество
всех его подмножеств, частично упорядоченное по естественно-
му вложению есть другой важный пример направленности. Этот
пример можно модифицировать, рассматривая не все подмноже-
ства из S, а лишь избранные, с подходящими свойствами. Следует
только проверять выполнение второго условия.
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Пусть R – ассоциативное кольцо, I – направленность. Семей-
ство левых R-модулей {Mi | i ∈ I} называем проективно направ-
ленным (иначе, обратно направленным), если для любых i, j ∈ I,
i 6 j, определено R-линейное отображение Mi

�φij Mj , причем
выполнены условия:

? φii = id для всех i ∈ I,
? φik = φij ◦ φjk для всех i, j, k ∈ I, i 6 j 6 k.

Проективно направленные семейства обозначаются через

{Mi
�φij Mj}

или, подробнее, через

{Mi
�φij Mj | i, j ∈ I, i 6 j}.

Пусть {Mi
�φij Mj} – проективно направленное семейство

левых R-модулей. Рассмотрим категорию, объекты которой суть
семейства R-линейных отображений {F fi- Mi | i ∈ I} такие,
что для любых i, j ∈ I, i 6 j, коммутативна диаграмма

F

Mi
�

φij

fi

�
Mj

fj
-

а морфизмы из объекта {F fi- Mi} в объект {G gi- Mi} суть
R-линейные отображения h : F → G такие, что для всех i ∈ I
коммутативна диаграмма

F
h - G

Mi

gi�
fi -

В построенной категории есть универсальный притягивающий
объект { lim←−Mi

πk- Mk | k ∈ I}, называемый проективным

пределом (иначе, обратным пределом) семейства {Mi
�φij Mj}.
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Именно, левый R-модуль lim←−Mi есть подмодуль левого R-модуля
×Mi, состоящий из всех элементов (xi) ∈ ×Mi таких, что
φij(xj) = xi для всех i, j ∈ I, i 6 j. В свою очередь, канонические
проекции πk : lim←−Mi → Mk суть сужения одноименных проек-
ций πk : ×Mi → Mk, k ∈ I. Покажем, что для всякого объекта
{F fi- Mi} существует единственный морфизм f : F → lim←−Mi

такой, что для всех k ∈ I коммутативна диаграмма

F
f - lim←−Mi

Mk

πk�fk -

Определим требуемый морфизм правилом

f(y) = (xi), где xi = fi(y), для всех y ∈ F, i ∈ I.

Тогда

φij(xj) = φij(fj(y)) = (φij ◦ fj)(y) = fi(y) = xj

для всех i, j ∈ I, i 6 j,

что и требовалось. Единственность морфизма f с требуемыми
свойствами очевидна.

Отметим, что канонические проекции πk : lim←−Mi →Mk, k ∈ I,
характеризуются следующими свойствами:

? πi = φij ◦ πj для всех i, j ∈ I, i 6 j,
? для данного x ∈ lim←−MI имеем x = 0 тогда и только тогда,

когда πi(x) = 0 для всех i ∈ I.
Пример 1.2.31. Проективная последовательность

{Mi−1
�φi Mi | i ∈ Z},

графически

. . . � Mi−1
�φi Mi

�φi+1
Mi+1

� . . . ,

левых R-модулей Mi и R-линейных отображений φi : Mi →Mi−1,
i ∈ Z, по сути есть проективное семейство

{Mi
�φij Mj | i, j ∈ Z, i 6 j},

где φii = id, i ∈ Z, φij = φi+1 ◦ . . . ◦ φj , i < j.
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Дуальным образом, пусть R – ассоциативное кольцо, I – на-
правленность. Семейство левых R-модулей {Mi | i ∈ I} называем
индуктивно направленным (иначе, прямо направленным), если
для любых i, j ∈ I, i 6 j, определено R-линейное отображение
Mi

φij- Mj , причем выполнены условия:
? φii = id для всех i ∈ I,
? φik = φjk ◦ φij для всех i, j, k ∈ I, i 6 j 6 k.

Индуктивно направленные семейства обозначаются через

{Mi
φij- Mj}

или, подробнее, через

{Mi
φij- Mj | i, j ∈ I, i 6 j}.

Пусть {Mi
φij- Mj} – индуктивно направленное семейство

левых R-модулей. Рассмотрим категорию, объекты которой суть
семейства R-линейных отображений {Mi

fi- F | i ∈ I}, F – ле-
вый R-модуль, такие, что для любых i, j ∈ I, i 6 j, коммутативна
диаграмма

Mi

φij - Mj

F

fj�
fi -

а морфизмы из объекта {Mi
fi- F} в объект {Mi

gi- G} суть
R-линейные отображения h : F → G такие, что для всех i ∈ I
коммутативна диаграмма

Mi

F
h

-

fi

�
G

gi
-

В построенной категории есть универсальный отталкивающий
объект {Mk

ιi- lim−→Mi | k ∈ I}, называемый индуктивным пре-

делом направленного семейства {Mi
φij- Mj}. Левый R-модуль



44 Глава 1. Алгебраический минимум

lim−→Mi строится следующим образом. Сначала отметим, что для
всякого x =

∑
i xi ∈

⊕
Mi носитель suppx = {i ∈ I | xi 6= 0}

конечный, следовательно, существует индекс k ∈ I такой, что
suppx 6 k и, значит, определена сумма

∑
i φik(xi) ∈ Mk. Легко

проверяется, что множество

N =
{
x =

∑
xi ∈

⊕
Mi

∣∣∣∣ ∑φik(xi) = 0 для некоторого k ∈ I
}

есть подмодуль левого A-модуля
⊕
Mi. Положим

lim−→Mi =
⊕
Mi

/
N,

канонические морфизмы ψk : Mk → lim−→Mi, k ∈ I, определим как
композиции ψk = π ◦ ιk. Напомним, что прямая сумма есть объ-
ект {Mk

ιk-
⊕
Mi}, а фактормодуль

⊕
Mi

/
N характеризуется

точной последовательностью

0 - N - ⊕
Mi

π- ⊕
Mi

/
N - 0.

Проверим, что так построенный объект есть универсальный от-
талкивающий. Пусть дан объект {Mi

fi- F}. В силу универ-
сальности прямой суммы

⊕
Mi существует R-линейное отобра-

жение f ′ :
⊕
Mi → F , fi = f ′ ◦ ιi, для всех i ∈ I, действующее

по правилу f ′(x) =
∑
i fi(xi) для всех x =

∑
i xi ∈

⊕
Mi. Пусть

x =
∑
i xi ∈ N , тогда

f ′(x) =
∑
i

fi(xi) =
∑
i

(fk ◦ φik)(xi) =
∑
i

fk(φik(xi)) = 0

для некоторого k ∈ I. Таким образом, N ⊂ ker f ′ и, значит, опре-
делен факторморфизм f : lim−→Mi → F . Легко проверяется, что
так построенное R-линейное отображение f искомое, т.е. для лю-
бого k ∈ I коммутативна диаграмма

Mk

lim−→Mi
f

-

ψk

�
F

fk
-

и что R-линейное отображение с такими свойствами единствен-
ное.
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Отметим, что канонические морфизмы ψk : Mk → lim−→Mi,
k ∈ I, характеризуются следующими свойствами:

? ψi = ψj ◦ φij для всех i, j ∈ I, i 6 j,
? ψi(xi) = ψj(xj) для данных xi ∈Mi, xj ∈Mj , i, j ∈ I, тогда

и только тогда, когда φik(xi) = φjk(xj) для некоторого k ∈ I,
i 6 k, j 6 k,

?
⋃
i imψi = lim−→Mi, напомним, что imψi = ψi(Mi).

Пример 1.2.32. Индуктивная последовательность

{Mi
φi- Mi+1 | i ∈ Z},

графически

. . . - Mi−1
φi−1- Mi

φi- Mi+1
- . . . ,

левых R-модулей Mi и R-линейных отображений φi : Mi →Mi+1,
i ∈ Z, по сути есть индуктивное семейство

{Mi
φij- Mj | i, j ∈ Z, i 6 j},

где φii = id, i ∈ Z, φij = φj−1 ◦ . . . ◦ φi, i < j.

1.2.7. Свободные модули. Пусть I – множество, R – уни-
тальное ассоциативное кольцо. рассмотрим категорию, объекты
которой суть отображения φ ∈ M I , M ∈ ObLMR (см. при-
мер 1.2.20), а морфизмы из объекта φ ∈ M I в объект ψ ∈ N I ,
M,N ∈ ObLMR, суть морфизмы h ∈ HomR(M,N) такие, что
коммутативна диаграмма

I

M
h

-

φ

�
N

ψ
-

В этой категории есть универсальный отталкивающий объект.
Именно, положим R〈I〉 = RIfin ∈ ObLMR (см. пример 1.2.24) и
определим каноническое отображение δ = δI : I → R〈I〉 правилом

i 7→ δi, где δi(k) =

{
e, k = i,

0, k 6= i,
для всех i, k ∈ I,
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поясним, что e = eR – единица кольца R. Проверим, что δ –
универсальный отталкивающий элемент рассматриваемой кате-
гории. Заметим сначала, что отображение δ инъективное, опреде-
ляет вложение множества I в множество R〈I〉, причем всякий эле-
мент ζ ∈ R〈I〉 имеет однозначное представление ζ =

∑
i∈I ζ(i)δi

(напомним, что отображение ζ конечное). Пусть теперь φ ∈ M I ,
определим отображение φ∗ : R〈I〉 →M правилом

ζ 7→ φ∗(ζ) =
∑
i∈I

ζ(i)φ(i) для всех ζ =
∑
i∈I

ζ(i)δi ∈ R〈I〉.

Легко проверяется, что φ∗ – морфизм левых R-модулей, что диа-
грамма

I

R〈I〉
φ∗

-

δ

�
M

φ
-

коммутативна и что морфизм φ∗ единственный с таким свой-
ством.

Обычно универсальный элемент I
δ- R〈I〉 называют ка-

ноническим свободным левым R-модулем, порожденным множе-
ством I. Левый R-модуль M называют свободным левым R-
модулем, порожденным множеством I, если существует изо-
морфизм левых R-модулей f : R〈I〉 → M , при этом образ
B = im(f ◦ δ) ⊂ M называют базисом модуля M . Универсаль-
ность базиса B в том, что всякий элемент x ∈ M имеет одно-
значное представление x =

∑
i∈I ξ

i · ei, где лишь конечное чис-
ло коэффициентов ξi = ξi(x) ∈ R ненулевые, базисные элементы
ei = f(δi) ∈ B, и в том, что для того чтобы задать морфизм левых
R модулей из M в произвольный левый R-модуль N , достаточно
определить его на базисе B и дальше продолжить на весьM по R-
линейности. Число элементов (конечное или бесконечное) базиса
B называется размерностью свободного левого R-модуля M .

Пример 1.2.33. Само кольцо R, рассматриваемое как левый
R-модуль относительно левого присоединенного действия (см.
пример 1.2.17), является свободным с базисом, состоящим из од-
ного элемента e – единицы кольца R. В более общей ситуации,
I = {1, . . . , n}, n ∈ N, левый R-модуль Rn (см. пример 1.2.20) так-
же свободный с базисом {e1, . . . , en}, где ek – столбец, у которого
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на k-м месте стоит единица e ∈ R, а на остальных местах – нули,
1 6 k 6 n. Таким образом левый R-модуль RI – свободный для
любого конечного множества I. Если же множество I бесконеч-
ное, то свободным является левый R-модуль RIfin, а модуль RI

может и не быть свободным.

Канонические свободные модули обладают следующим функ-
ториальным свойством. Пусть χ : I → J – отображение множе-
ства I в множество J . Положим δχ = (δJ ◦ χ)∗ : R〈I〉 → R〈J〉,
тогда получим следующую коммутативную диаграмму:

I
δI- R〈I〉

J

χ

?

δJ
- R〈J〉

δχ

?

δ
J ◦ χ

-

Легко проверяется, что правила I 7→ δI , χ 7→ δχ определяют ко-
вариантный функтор из категории множеств в категорию левых
R-модулей.

Не все левые R-модули свободные, однако имеет место

Предложение 1.2.2. Каждый левый R-модуль есть фак-
тормодуль свободного левого R-модуля.

Доказательство. Действительно, пусть M – левый R-мо-
дуль. Возьмем M в качестве базисного множества, и пусть
M

δ- R〈M〉 – соответствующий канонический свободный мо-
дуль. Тождественное отображение M

id- M порождает комму-
тативную диаграмму

M

0 - ker f - R〈M〉
id∗

-

δ

�
M -

id
-

0

где id∗ – единственный морфизм левых R-модулей, отвечающий
тождественному отображению id. По построению нижняя строка
точная, так что M = R〈M〉/ ker f в силу следствия 1.2.1.
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1.2.8. Тензорное произведение семейства модулей.
Пусть R – унитальное ассоциативное коммутативное кольцо.
Пусть {Mi | i ∈ I} – семейство R-модулей и×Mi – его прямое

произведение. Для каждого k ∈ I обозначим через Mk подмодуль
модуля ×Mi, состоящий из всех элементов x = (xi) ∈ ×Mi,
у которых компонента xk = 0, и будем считать модуль Mk кано-
нически вложенным в прямое произведение×Mi. В этих обозна-
чениях ×Mi = Mk ⊕Mk для всех k ∈ I.

Пусть f : ×Mi → N – отображение прямого произведения
×Mi в R-модуль N . Пусть k ∈ I. Для каждого xk ∈ Mk опре-
делим отображение fxk : Mk → N правилом fxk(yk) = f(xk + yk),
yk ∈ Mk. Отображение f называется R-линейным по k-й пере-
менной, если отображение fxk R-линейное для всех xk ∈ Mk, и
R-полилинейным, если оно R-линейное по каждой переменной.
Иначе говоря, отображение f : ×Mi → N есть R-полилинейное,
если

f(xk + (ayk + bzk)) = af(xk + yk) + bf(xk + zk)

для всех k ∈ I, xk ∈Mk, a, b ∈ R, yk, zk ∈Mk. Обратим внимание,
что корректное определение R-полилинейности возможно лишь
для коммутативного кольца R.

В категории, объекты которой суть R-полилинейные отобра-
жения из×Mi в R-модули, а морфизмы из объекта×Mi

f- N

в объект ×Mi
g- P суть R-линейные отображения N

φ- P
из R-модуля N в R-модуль P , для которых коммутативна диа-
грамма

×Mi

N
φ

-

f

�
P

g
-

существует универсальный отталкивающий объект, называемый
тензорным произведением семейства {Mi | i ∈ I}. Действитель-
но, пусть R〈×Mi〉 – свободный R-модуль, порожденный множе-
ством×Mi. Обозначим через J подмодуль модуля R〈×Mi〉, по-
рожденный всеми элементами вида

(xk + (ayk + bzk))− a(xk + yk)− b(xk + zk)

с произвольными k ∈ I, xk ∈ Mk, a, b ∈ R, yk, zk ∈ Mk, и рас-
смотрим фактормодуль

⊗
Mi = R〈×Mi〉/J . Последовательность
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отображений

0 - ×Mi
δ- R〈×Mi〉

π- ⊗
Mi

- 0

определяет R-полилинейное отображение

κ = π ◦ δ : ×Mi →
⊗
Mi,

поскольку

κ(xk + (ayk + bzk)) = (xk + (ayk + bzk)) + J

= a(xk + yk) + b(xk + zk)

+ [(xk + (ayk + bzk))− a(xk + yk)− b(xk + zk)] + J

= (a(xk + yk) + J) + (b(xk + zk) + J)

= a((xk + yk) + J) + b((xk + zk) + J)

= aκ(xk + yk) + bκ(xk + zk)

для всех k ∈ I, xk ∈ Mk, a, b ∈ R, yk, zk ∈ Mk. Для данного
R-полилинейного отображения f : ×Mi → N имеем коммута-
тивную диаграмму

0→ J→ R〈×Mi〉
π- ⊗

Mi→ 0

×Mi

δ 6

f
- N

f
?

f∗
-

где R-линейное факторотображение f действует по следующему
правилу: f(x) = f∗(x), x = x + J ∈

⊗
Mi, R-линейное отобра-

жение f∗ определено в силу универсальности R-модуля R〈×Mi〉,
причем f∗(x) = 0 для любого x ∈ J в силу R-полилинейности
исходного отображения f . Действительно,

f∗((xk + (ayk + bzk))− a(xk + yk)− b(xk + zk))

= f(xk + (ayk + bzk))− af(xk + yk)− bf(xk + zk) = 0

для всех k ∈ I, xk ∈ Mk, a, b ∈ R, yk, zk ∈ Mk, так что f∗ = 0
на J , поскольку такие элементы порождают подмодуль J .
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Таким образом, объект ×Mi
κ- ⊗

Mi обладает необходи-
мой универсальностью и является тензорным произведением се-
мейства {Mi | i ∈ I}. Обычно полагают κ((xi)) =

⊗
xi для всяко-

го (xi) ∈×Mi, причем полилинейность отображения κ сводится
к равенствам⊗

(xk + (ayk + bzk))i = a · (
⊗

(xk + yk)i) + b · (
⊗

(xk + zk)i)

для всех k ∈ I, xk ∈Mk, a, b ∈ R, yk, zk ∈Mk.

Пример 1.2.34. Для тензорного произведения M ⊗ N пары
R-модулей имеем

(a′x′ + a′′x′′)⊗ y = a′(x′ ⊗ y) + a′′(x′′ ⊗ y),
x⊗ (a′y′ + a′′y′′) = a′(x⊗ y′) + a′′(x⊗ y′′)

для всех a′, a′′ ∈ R, x, x′, x′′ ∈M , y, y′, y′′ ∈ N .

Пример 1.2.35. Пусть Rm, Rn – R-модули, m,n ∈ N, (см.
пример 1.2.33). Элементы тензорного произведения

Rm ⊗Rn = Rm×n

суть прямоугольные (m×n)-матрицы с элементами из кольца R.
Это свободный R-модуль с базисом {eik | 1 6 i 6 m, 1 6 k 6 n},
где eik – матрица, у которой на пересечении i-й строки и k-го
столбца стоит единица e ∈ R, а на остальных местах – нули. От-
метим, кстати, что прямое произведение Rm ×Rn = Rm+n.

Пример 1.2.36. Предыдущий пример имеет очевидное обоб-
щение. Именно, пусть M – конечномерный свободный R-модуль с
базисом {e1, . . . , em} иN – такой же модуль с базисом {g1, . . . , gn}.
Тогда их тензорное произведение M⊗N есть конечномерный сво-
бодный R-модуль с базисом {ei ⊗ gk | 1 6 i 6 m, 1 6 k 6 n}.

По построению каждое R-линейное отображение h :
⊗
Mi→N

порождается единственным R-полилинейным отображением
f : ×Mi → N , именно h = f для f = h ◦ κ, так что R-линейные
отображения из

⊗
Mi в данный R-модуль отождествляются с R-

полилинейными отображениями из ×Mi в этот модуль.
Следующие два предложения справедливы для произвольного

семейства модулей, но ради простоты изложения приводятся для
конечных семейств.



1.2. Группы, кольца, модули 51

Предложение 1.2.3 (ассоциативность тензорного произве-
дения). Для всякой тройки R-модулей {M1,M2,M3} существу-
ют единственные изоморфизмы

M1 ⊗ (M2 ⊗M3) '
⊗3

i Mi ' (M1 ⊗M2)⊗M3

такие, что x1 ⊗ (x2 ⊗ x3) 7→
⊗3

i=1 xi 7→ (x1 ⊗ x2) ⊗ x3 для всех
xi ∈Mi , i = 1, 2, 3.

Доказательство. Для каждого x1 ∈ M1 определено R-би-
линейное отображение fx1 : M2 ×M3 →M1 ⊗M2 ⊗M3 правилом

(x2, x3) 7→ x1 ⊗ x2 ⊗ x3 для всех xi ∈Mi, i = 2, 3,

и в силу универсальности тензорного произведения определено
R-линейное отображение

fx1 : M2 ⊗M3 →M1 ⊗M2 ⊗M3,

x2 ⊗ x3 7→ x1 ⊗ x2 ⊗ x3 для всех xi ∈Mi, i = 2, 3.

Следовательно, определено R-билинейное отображение

f : M1 × (M2 ⊗M3)→M1 ⊗M2 ⊗M3

правилом

(x1,y) 7→ fx1(y) для всех x1 ∈M1, y ∈M2 ⊗M3,

и в силу универсальности тензорного произведения определено
R-линейное отображение f : M1 ⊗ (M2 ⊗M3) → M1 ⊗M2 ⊗M3,
обладающее требуемым свойством

x1 ⊗ (x2 ⊗ x3) 7→ x1 ⊗ x2 ⊗ x3, xi ∈Mi, i = 1, 2, 3.

Легко проверяется, что этот морфизм является изоморфизмом.
Единственность такого морфизма следует из того факта, что эле-
менты вида x1 ⊗ (x2 ⊗ x3) порождают модуль M1 ⊗ (M2 ⊗M3).

Аналогичным образом строится и второй изоморфизм.

Замечание. Поскольку тензорное произведение, как любой
универсальный объект, определено с точностью до изоморфизма,
можно считать, что

M1 ⊗ (M2 ⊗M3) = M1 ⊗M2 ⊗M3 = (M1 ⊗M2)⊗M3.
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Некоторые авторы, однако, называют тензорным произведением
семейства {Mi | i ∈ I} именно модуль

⊗
Mi, построенный выше,

и в этом случае имеет место установленный в предложении 1.2.3
изоморфизм.

Предложение 1.2.4. Пусть {M1, . . . ,Mn} – семейство R-
модулей и σ – подстановка {1, . . . , n} 7→ {σ(1), . . . , σ(n)}. Тогда
существует единственный изоморфизм

M1 ⊗ · · · ⊗Mn 'Mσ(1) ⊗ · · · ⊗Mσ(n),

такой, что

x1 ⊗ · · · ⊗ xn 7→ xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(n)

для всех x1 ∈M1 , . . . , xn ∈Mn .

Доказательство. R-полилинейное отображение

fσ : M1 × · · · ×Mn →Mσ(1) ⊗ · · · ⊗Mσ(n),

заданное правилом

(x1, . . . , xn) 7→ xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(n) для всех xi ∈Mi, 1 6 i 6 n,

в силу универсальности тензорного произведения определяет R-
линейное отображение fσ : M1 ⊗ · · · ⊗Mn → Mσ(1) ⊗ · · · ⊗Mσ(n)

с требуемым свойством. Поскольку всякая подстановка индексов
обратима, это изоморфизм. Единственность очевидна.

Тензорное произведение, как и прямая сумма и прямое произ-
ведение, обладает функториальными свойствами. Именно, пусть
LMI

R – введенная на с. 39 категория для данного ассоциативного
кольца R и множества индексов I. Ковариантный функтор

⊗
из

категории LMI
R в категорию LMR задается правилами:

{Mi} 7→
⊗
Mi, {Mi

fi- Ni} 7→
⊗
Mi

⊗
fi- ⊗

Ni,

где
⊗
fi – R-линейное отображение, порожденное R-полилиней-

ным отображением

f = κ ◦ (× fi) : ×Mi →
⊗
Ni,

κ : ×Ni →
⊗
Ni – каноническое R-полилинейное отображение.
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1.2.9. Дуальность. Пусть R – ассоциативное кольцо.
Пусть M , N – левые R-модули, HomR(M,N) – множество всех

R-линейных отображений из M в N

f(ax) = af(x) для всех f ∈ HomR(M,N), a ∈ R, x ∈M.

Как было отмечено выше, HomR(M,N) есть абелева группа с по-
точечным сложением

(f + g)(x) = f(x) + g(x) для всех f, g ∈ HomR(M,N), x ∈M,

однако какой-либо естественной структурой R-модуля в общем
случае группа HomR(M,N) не обладает.

Аналогичным образом, пусть M , N – правые R-модули,
HomR(M,N) – множество всех R-линейных отображений из M
в N

f(xa) = f(x)a для всех f ∈ HomR(M,N), a ∈ R, x ∈M.

Опять, HomR(M,N) есть абелева группа с поточечным сложени-
ем, не обладающая естественной структурой R-модуля.

Пусть теперьM – левый, аN – правыйR-модули, HomR(M,N)
– множество всех R-линейных отображений из M в N

f(ax) = f(x)a для всех f ∈ HomR(M,N), a ∈ R, x ∈M.

Множество HomR(M,N) по-прежнему является абелевой группой
с поточечным сложением, более того, оно обладает естественной
структурой правого R-модуля. Действительно, для каждой па-
ры f ∈ HomR(M,N), a ∈ R определим аддитивное отображение
fa : M → N поточечно

(fa)(x) = f(ax) для всех x ∈M,

тогда

(fa)(bx) = f(abx) = f(x)(ab) = (f(x)a)b = (f(ax))b = (fa)(x)b

для всех b ∈ R, x ∈M , так что fa ∈ HomR(M,N).
Аналогичным образом, пусть M – правый, а N – левый R-мо-

дули, HomR(M,N) – множество всех R-линейных отображений
из M в N

f(xa) = af(x) для всех f ∈ HomR(M,N), a ∈ R, x ∈M.
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Здесь абелева группа HomR(M,N) обладает естественной струк-
турой левого R-модуля с поточечным умножением

(af)(x) = f(xa) для всех f ∈ HomR(M,N), a ∈ R, x ∈M.

Наиболее полезны два частных случая.
Пусть R – ассоциативное коммутативное кольцо. Левые и пра-

вые модули отличаются только формой записи, так что для лю-
бых R-модулей M и N множество HomR(M,N) всех R-линейных
отображений из M в N есть R-модуль с поточечным умножением

(af)(x) = f(ax) для всех f ∈ HomR(M,N), a ∈ R, x ∈M

(используется левая запись).
Пусть R – ассоциативное кольцо (возможно, некоммутатив-

ное). Пусть M – левый R-модуль. Рассматривая R как правый
R-модуль с правым присоединенным действием, наделяем абе-
леву группу M∗ = HomR(M,R) структурой правого R-модуля
с поточечным умножением

(φa)(x) = φ(ax) = φ(x)a для всех φ ∈M∗, a ∈ R, x ∈M.

Правый R-модуль M∗ называется дуальным (иначе, сопряжен-
ным) модулем к левому R-модулю M . Заметим, что иногда для
φ ∈M∗ и x ∈M вместо φ(x) пишут 〈φ, x〉. Для каждого левого R-
линейного отображения f : M → N , где M , N – левые R-модули,
дуальное (иначе, сопряженное) правое R-линейное отображение
f∗ : N∗ →M∗ определено правилом f∗(φ) = φ◦f для всех φ ∈ N∗.
Очевидно, композиция g ◦ f : M → P , где f : M → N , g : N → P ,
переходит в композицию (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗ : P ∗ → M∗, а тожде-
ственное отображение idM : M → M переходит в тождественное
отображение idM∗ : M∗ →M∗,

( idM )∗(φ) = φ ◦ idM = φ для всех φ ∈M∗.

Таким образом, правило M 7→ M∗, где M – левый R-модуль,
f 7→ f∗, где f ∈ HomR(M,N), определяет контравариантный
функтор дуальности, отображающий категорию левых R-моду-
лей в категорию правых R-модулей.

1.2.10. Градуировка. Говорят, что абелева группа G граду-
ирована абелевой группой Γ (иначе, Γ-градуирована), если

G =
⊕
Gγ =

⊕
γ∈ΓGγ
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для некоторого семейства абелевых групп {Gγ | γ ∈ Γ} (поясним,
что абелевы группы суть Z-модули, так что для них определе-
ны прямые суммы, прямые и тензорные произведения и так да-
лее). В этом случае слагаемые Gγ называются однородными сте-
пени γ (иначе, γ-однородными) компонентами группы G. Пусть
G =

⊕
γ∈ΓGγ , H =

⊕
γ∈ΓHγ – две Γ-градуированные абелевы

группы, морфизм f ∈ HomAG(G,H) называется однородным сте-
пени γ (иначе, γ-однородным), γ ∈ Γ, если f(a) ∈ Hα+γ для
всех a ∈ Gα ⊂ G, α ∈ Γ. Каждый морфизм f ∈ HomAG(G,H)
разлагается на γ-однородные компоненты (другими словами, Γ-
градуируется). Именно, для всякой пары α, γ ∈ Γ положим
fγ,α = prα+γ ◦f ◦ια : Gα → H (см. предложение 1.2.1), тогда в силу
универсальности суммы для любого γ ∈ Γ существует единствен-
ный морфизм fγ : G→ H, для которого коммутативна диаграмма

G
fγ - H

Gα

fγ,α

-

ια

�

для всех α ∈ Γ. Легко проверяется, что морфизмы fγ суть γ-од-
нородные, корректно определена сумма

∑
γ∈Γ fγ и

∑
γ∈Γ fγ = f

(в случае конечной градуирующей группы Γ проблем с определе-
нием

∑
γ∈Γ fγ вообще нет, поскольку HomAG(G,H) есть абелева

группа, а если группа Γ бесконечная, то для всякого x ∈ G образ
fγ(x) 6= 0 лишь для конечного числа индексов γ ∈ Γ).

Таким образом, для каждой абелевой группы Γ определена ка-
тегория AGΓ, объекты которой суть Γ-градуированные абелевы
группы, а морфизмы суть Γ-градуированные аддитивные отоб-
ражения, причем AGΓ есть полная подкатегория категории AG.
Отметим, что по группе Γ можно построить еще одну категорию,
объекты которой суть Γ-градуированные абелевы группы, а мор-
физмы суть 0-однородные (иначе, однородные) морфизмы Γ-гра-
дуированных абелевых групп. В приложениях используются обе
возможности.

Пример 1.2.37. Каждая абелева группа G тривиально гра-
дуирована любой абелевой группой группой Γ, G =

⊕
γ∈ΓGγ , где

G0 = G, Gγ = 0 при γ 6= 0.

Пример 1.2.38. Наиболее часто в качестве градуирующей
группы используется группа целых чисел Z. В этом случае,
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G =
⊕

n∈Z Gn. Очень часто Gn = 0 для n < 0, так что фак-
тически G =

⊕
n∈Z+

Gn, и в этом случае группа G называется
Z+-градуированной.

Пример 1.2.39. Более детальная градуировка получается,
если градуировать группой

ZD =×D Z = {n = (ν1, . . . , νD) | νi ∈ Z, 1 6 i 6 d}, D ∈ N.

Пример 1.2.40. Весьма популярная градуирующая группа
есть факторгруппа Z2 = Z/2Z. Именно, абелева группа G Z2-
градуирована, если G = G0

⊕
G1, где классы эквивалентности

0 = 0 + 2Z, 1 = 1 + 2Z, G0 и G1 – четная и нечетная подгруппы
соответственно. В теоретической физике Z2-градуированные объ-
екты обычно называют суперобъектами, а Z2-градуированные
теории – супертеориями.

Пусть Γ – абелева группа. Говорят, что кольцо R градуи-
ровано абелевой группой Γ (другими словами, Γ-градуировано),
если оно Γ-градуировано как абелева группа, R =

⊕
γ∈ΓRγ ,

для некоторого семейства абелевых групп {Rγ | γ ∈ Γ} и про-
изведение a · b ∈ Rα+β для любых a ∈ Rα, b ∈ Rβ (т.е.
Rα · Rβ ⊂ Rα+β), α, β ∈ Γ. Пусть R =

⊕
Rγ , S =

⊕
Sγ – два

Γ-градуированных кольца, и пусть f =
∑
fγ : R → S – морфизм

абелевых групп, Γ-градуированный семейством однородных мор-
физмов {fγ | γ ∈ Γ}. Легко проверяется, что γ-однородная ком-
понента fγ может быть ненулевым кольцевым морфизмом лишь
при γ = 0. Учитывая этот факт, морфизм f называется морфиз-
мом Γ-градуированных колец, если он однородный (точнее, 0-од-
нородный), т.е. f(a) ∈ Sα для всех a ∈ Rα, α ∈ Γ. Таким образом,
определена категория Γ-градуированных колец RΓ, объекты ко-
торой суть Γ-градуированные кольца, а морфизмы – морфизмы
Γ-градуированных колец.

Пусть Γ – абелева группа, R =
⊕

γ∈ΓRγ – ассоциативное Γ-
градуированное кольцо. Говорят, что левый R-модуль M градуи-
рован абелевой группой Γ (другими словами, Γ-градуирован), если
он Γ-градуирован как абелева группа, M =

⊕
γ∈ΓMγ для неко-

торого семейства абелевых групп {Mγ | γ ∈ Γ} и произведение
a ·x ∈Mα+β для всех a ∈ Rα, x ∈Mβ , α, β ∈ Γ. Пусть M =

⊕
Mγ ,

N =
⊕
Nγ – два Γ-градуированных левых R-модуля, R-линейное

отображение f : M → N называется однородным степени γ (ина-
че, γ-однородным), γ ∈ Γ, если f(x) ∈ Mα+γ для всех x ∈ Mα,
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α ∈ Γ. Всякое R-линейное отображение f : M → N разлагается
на однородные компоненты (другими словами, Γ-градуируется).
Именно, представление f =

∑
fγ строится по тем же правилам,

что и в категории Γ-градуированных абелевых групп, следует
лишь проверить, что аддитивные отображения fγ в данном слу-
чае R-линейные.

Таким образом, определена категория Γ-градуированных ле-
вых R-модулей, объекты которой суть Γ-градуированные левые
R-модули, а морфизмы суть Γ-градуированные R-линейные отоб-
ражения, причем эта категория есть полная подкатегория кате-
гории левых R-модулей.

ПодмодульN ⊂M , гдеM =
⊕

γ∈ΓMγ есть Γ-градуированный
левый R-модуль, называется Γ-градуированным, если

N =
⊕

γ∈ΓNγ ,

причем Nγ = N ∩Mγ для всех γ ∈ Γ.
Пусть R – Γ-градуированное унитальное ассоциативное ком-

мутативное кольцо. Тензорное произведение
⊗
Mi всякого семей-

ства {Mi | i ∈ I} Γ-градуированных R-модулей,

Mi =
⊕

γi∈ΓMi,γi ,

обладает естественной Γ-градуировкой. Действительно,⊗
Mi =

⊗
i∈I(

⊕
γi∈ΓMi,γi) =

⊕
γ∈Γ(

⊗
Mi)γ ,

(
⊗
Mi)γ =

⊕∑
i∈I γi=γ

(
⊗
Mi,γi).

Пример 1.2.41. Для пары модулей

M =
⊕

α∈ΓMα, N =
⊕

β∈ΓNβ

имеем

M ⊗N =
⊕

γ∈Γ(M ⊗N)γ , (M ⊗N)γ =
⊕

α+β=γ(Mα ⊗Nβ).

Подробнее смотри, например, [20], [21].
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1.3. Линейные пространства

1.3.1. Поля. Пусть R – унитальное кольцо и a ∈ R. Элемент
b ∈ R называется левым обратным к a, если b · a = e, элемент
c ∈ R называется правым обратным к a, если a · c = e, элемент
a−1 ∈ R называется обратным к a, если он и левый, и правый
обратный к a, т.е. если a−1 · a = a · a−1 = e. В последнем случае
элемент a является обратным к a−1. Унитальное кольцо, в кото-
ром e 6= 0 и всякий ненулевой элемент имеет обратный, называ-
ется кольцом с делением или телом. Ассоциативное коммутатив-
ное кольцо с делением называется полем. Подчеркнем, что всякое
поле содержит, по крайней мере два элемента, а именно 0 и e. Го-
ворят, что поле F имеет характеристику нуль, если nλ 6= 0 для
всех n ∈ N и λ ∈ F, λ 6= 0. Основные поля, используемые в ма-
тематической физике, суть поле вещественных чисел R и поле
комплексных чисел C, другие важные поля – поле рациональных
чисел Q и поля p-адических чисел Qp, где p – простое число. Все
эти поля имеют нулевую характеристику. Из полей с ненулевой
характеристикой отметим поле Z2 = Z/2Z.

Отметим, что в приложениях поля (R, C и им подобные) как
правило не градуируются, точнее наделяются тривиальной гра-
дуировкой (см. пример 1.2.37).

1.3.2. Линейные пространства. Пусть F поле. Всякий F-
модуль называется F-линейным пространством (иначе, линей-
ным пространством над F, используется также термин вектор-
ное пространство).

Очевидно, определена категория F-линейных пространств LSF,
объекты которой суть F-линейные пространства, а морфизмы
суть F-линейные отображения.

Простейшее линейное пространство есть нулевое простран-
ство, оно является одновременно универсальным отталкивающим
и притягивающим объектом в категории LSF. Простейшее нену-
левое линейное пространство есть поле F.

Хотя линейные пространства – это модули специального ви-
да, они заслуживают индивидуального рассмотрения, поскольку
являются возможно самым популярными объектами математи-
ческой физики. С чисто математической точки зрения они также
играют особую роль в силу следующего их свойства.

Предложение 1.3.1. Всякое ненулевое линейное простран-
ство свободное, т.е. обладает базисом.



1.3. Линейные пространства 59

Доказательство этого утверждения опирается на лемму Цор-
на (см., например, [20]). В частности, оно неконструктивное, для
многих бесконечномерных пространств в явном виде базис неиз-
вестен.

Нулевое пространство базиса не имеет, поле F как линейное
пространство – одномерное, в качестве базиса можно взять любой
ненулевой элемент, например единицу e ∈ F.

В категории линейных пространств LSF определены все кон-
струкции и справедливы все результаты, установленные в катего-
рии левых R-модулей, такие как прямые произведения и суммы,
тензорные произведения и так далее.

Линейные пространства над полем F градуируются как моду-
ли над кольцом F, с учетом того факта, что кольцо F тривиально
градуировано.

1.3.3. Топологические линейные пространства. Прак-
тически все линейные пространства, используемые в математи-
ческой физике, являются топологическими, сочетая алгебраиче-
ские и аналитические свойства. Это позволяет привлекать в ма-
тематическую физику, наряду с алгебраическим аппаратом, ме-
тоды анализа, включая функциональный анализ. Поскольку тео-
рия топологических линейных пространств безграничная и тре-
бует специального рассмотрения, я ограничусь здесь основными
определениями, с целью фиксации терминологии.

Множество X называется топологическим пространством,
если в нем выделено семейство подмножеств T = TX , называе-
мых открытыми, удовлетворяющее условиям:

? пустое подмножество ∅ ∈ T ,
? само множество X ∈ T ,
? объединение

⋃
i∈I Ui ∈ T для любого семейства {Ui ∈ T |

i ∈ I},
? пересечение

⋂
i∈I Ui ∈ T для любого конечного семейства

{Ui ∈ T | i ∈ I}.
Пусть X, Y – топологические пространства. Отображение

f : X → Y называется непрерывным, если

прообраз f−1(V ) = {x ∈ X | f(x) ∈ V } ∈ TX для любого V ∈ TY .

Определена категория топологических пространств, объекты
которой суть топологические пространства, а морфизмы – непре-
рывные отображения.
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Пусть X – топологическое пространство. Подмножество S⊂X
называется окрестностью точки x ∈ X, если существует
U ∈ T такое, что x ∈ U ⊂ S. Говорят, что последовательность
{xi | i ∈ N} ⊂ X сходится, если существует x ∈ X такое, что для
любой окрестности S точки x существует номер N ∈ N такой,
что xi ∈ S для всех i > N . В этом случае элемент x называется
пределом последовательности {xi | i ∈ N}, пишут limi→∞ xi = x
и говорят, что последовательность {xi} сходится к x.

Пусть F – фиксированное поле. Множество L называется то-
пологическим линейным пространством над F, если оно наделе-
но структурами топологического и линейного пространства над
F одновременно, причем эти структуры согласованы, т.е. сложе-
ние (x, y) 7→ x + y, (x, y) ∈ L × L, и умножение (λ, x) 7→ λx,
(λ, x) ∈ F × L, непрерывны. Определена категория топологиче-
ских линейных пространств TLSF, объекты которой суть топо-
логические линейные пространства, а морфизмы – непрерывные
линейные отображения.

Важное преимущество топологических линейных пространств
перед просто линейными в том, что в топологических простран-
ствах можно рассматривать не только конечные линейные ком-
бинации, но и сходящиеся ряды. Подробнее, пусть L – топологи-
ческое линейное пространство. Ряд

∑
i∈N xi с членами xi ∈ L на-

зывается сходящимся, если сходится его последовательность ча-
стичных сумм {σn | n ∈ N}, где σn =

∑
16i6n xi. В этом случае

говорят, что ряд
∑
xi сходится к σ = limn→∞ σn ∈ L, или что

сумма ряда
∑
xi равна σ, и пишут

∑
xi = σ.

Возможность рассматривать суммы счетного числа слагаемых
приводит к понятию топологического базиса. Вопрос этот доста-
точно сложный, и я изложу его в простейшей интерпретации.
Именно, последовательность {ei | i ∈ N} ⊂ L называется топо-
логическим базисом топологического линейного пространства L,
если для всякого x ∈ L существует единственная последователь-
ность коэффициентов {λi ∈ F | i ∈ N} такая, что x =

∑
i∈N λiei.

Таким образом, у всякого топологического линейного простран-
ства, кроме алгебраического базиса, всегда существующего, но,
возможно, неконструктивного, может существовать и топологи-
ческий базис. Отметим, что вопрос о существовании топологи-
ческого базиса для для важных классов топологических про-
странств до конца не изучен, что побуждает использовать аль-
тернативные подходы к базису и развивать теории, не исполь-
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зующие понятия базиса (см., например, [26], [11]). Топологиче-
ских проблем не возникает, если линейное пространство конечно-
мерное, т.е. если его алгебраический базис конечный, поскольку
в этом случае единственная разумная топология – евклидова, а
все линейные отображения из одного конечномерного простран-
ства в другое конечномерное пространство – непрерывные. Более
того, как известно из курса линейной алгебры, все линейные про-
странства одинаковой размерности n ∈ N изоморфны друг другу
и каноническому арифметическому пространству Fn, состоящему
из столбцов высотой n с элементами из поля F. В свою очередь,
линейные отображения из Fn в Fm суть прямоугольные матрицы
размером m× n с элементами из F.

В категории топологических линейных пространств TLSF вся-
кий изоморфизм является одновременно и мономорфизмом, и
эпиморфизмом, обратное в общем случае неверно, поскольку об-
ратное отображение, хотя оно определено и линейно, не обязано
быть непрерывным.

В категории топологических линейных пространств TLSF
определены прямое произведение, прямая сумма и тензорное про-
изведение произвольного семейства {Li | i ∈ I} ⊂ Ob TLSF,
причем теми же правилами, что и в категории линейных про-
странств LSF. При этом, прямое произведение ×Li наделяет-
ся слабейшей топологией, в которой все проекции πi непрерыв-
ные, а прямая сумма

⊕
Li наделяется сильнейшей топологией,

в которой все инъекции ιi непрерывные. Вложение
⊕
Li ⊂×Li

всегда непрерывное, а если семейство {Li | i ∈ I} конечное, то⊕
Li = ×Li как топологические линейные пространства. При

построении категории, характеризующей тензорное произведение
возникает вопрос о непрерывности полилинейных отображений
f : ×Li → M , M ∈ Ob TLSF. Имеются две основные возмож-
ности: (а) полилинейное отображение f непрерывно в категории
топологических пространств T (f непрерывно по совокупности
переменных), в этом случае каждое из линейных отображений
fxk : Lk → M , xk ∈ Lk, непрерывно; (б) для всякого xk ∈ Lk

линейное отображение fxk : Lk → M непрерывно (f непрерывно
по каждой переменной в отдельности), в этом случае полилиней-
ное отображение f не обязано быть непрерывным по совокупно-
сти переменных (хотя есть широкий класс топологических ли-
нейных пространств, так называемых ядерных пространств, где
это имеет место, см., например, [25]), [31], [32]. Имеются и другие
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возможности, см., например, [26], [3], [31], [32]. Пусть выбрано
конкретное определение полилинейной непрерывности. Тополо-
гическое тензорное произведение (как универсальный объект со-
ответствующей топологической категории) получают из алгебра-
ического {

⊗
Li,κ}, наделяя линейное пространство

⊗
Li силь-

нейшей топологией, при которой полилинейное отображение κ
непрерывно (в выбранном смысле). Полученное таким образом
топологическое линейное пространство

⊗
Li (сохраняется старое

обозначение), как правило, неполное, что неудобно в приложени-
ях, и его еще приходится пополнять. Пополненное пространство
обычно обозначается через

⊗̂
Li. Ситуация существенно упроща-

ется, если алгебраическое тензорное произведение удается вло-
жить в подходящее топологическое линейное пространство и за-
тем в качестве топологического тензорного произведения исполь-
зовать замыкание алгебраического тензорного произведения в то-
пологии объемлющего пространства.

Пример 1.3.1. Пусть C(T ) – банахово линейное пространство
всех непрерывных функций на отрезке T = [0, 1] с нормой

‖φ‖ = max
t∈T
|φ(t)|, φ ∈ C(T ).

Алгебраический тензорный квадрат

⊗2C(T ) = C(T )⊗ C(T )

состоит из всех функций на квадрате T 2 = T × T вида

f(s, t) =
n∑
α=0

φα(s)ψα(t), φα, ψα ∈ C(T ), s, t ∈ T, n = n(f).

Очевидно, ⊗2C(T ) плотно вкладывается в банахово пространство
C(T 2) всех непрерывных функций двух переменных на квадра-
те T 2. Его замыкание ⊗̂2C(T ) = C(T 2) можно рассматривать как
топологический квадрат банахова пространства C(T ). В качестве
упражнения предлагается подумать об универсальности такого
тензорного произведения.

Топологических трудностей не возникает при построении тен-
зорных произведений конечномерных линейных пространств.

Пример 1.3.2. Пусть M и N – два конечномерных линейных
пространства с базисами {a1, . . . , am} ⊂ M и {b1, . . . , bn} ⊂ N



1.4. Алгебры 63

соответственно. Тогда их тензорное произведение (алгебраиче-
ское и топологическое) есть линейное пространство M ⊗ N с
базисом {ai ⊗ bk | 1 6 i 6 m, 1 6 k 6 n}. В частности,
dim(M ⊗N) = dimM · dimN = mn.

Подробнее смотри, например, [20], [26], [11], [25].

1.4. Алгебры

1.4.1. Алгебры. Алгебры над линейными пространствами
определяются точно так же, как кольца над абелевыми группами.

Пусть F – фиксированное поле. Линейное пространство A над
полем F называется F-алгеброй (иначе, алгеброй над полем F),
если в нем определена F-билинейная операция – умножение

A×A→ A, (a, b) 7→ a · b для всех a, b ∈ A,

так что
? a · (λ · b+ µ · c) = λ · (a · b) + µ · (a · c),
? (λ · a+ µ · b) · c = λ · (a · c) + µ · (b · c)

для всех a, b, c ∈ A и λ, µ ∈ F. Определена категория алгебр
AL = ALF, объекты которой суть алгебры (над F), а морфизмы
из алгебры A в алгебру B – линейные (подробнее, F-линейные)
отображения f : A → B такие, что f(a · b) = f(a) · f(b) для всех
a, b ∈ A.

По определению умножение · есть билинейная операция в ли-
нейном пространстве A ∈ ObLSF, поэтому согласно универсаль-
ному свойству тензорного произведения существует единственное
линейное отображение µ = µA : A⊗A→ A такое, что a·b = µ(a⊗b)
для всех a, b ∈ A. Преимущество такого определения в том, что
мы остаемся в категории линейных пространств над F и мо-
жем использовать все ее возможности. Так линейное отображение
f : A→ B, где A и B – алгебры, является морфизмом алгебр, если
f ◦ µA = µB ◦ (f ⊗ f), т.е. если коммутативна диаграмма

A⊗A
µA- A

B ⊗B

f ⊗ f
?

µB
- B

f
?
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Алгебра A называется унитальной, если в ней есть элемент
единица e = eA ∈ A такой, что a ·e = e ·a = a для всех a ∈ A. Дру-
гими словами, существует линейное отображение ε = εA : F → A
такое, что коммутативна диаграмма

F⊗A = A = A⊗ F

‖

A⊗A

ε⊗ id
?

µ
- A �

µ
A⊗A

id⊗ε
?

Конечно, ε(1) = e для единицы 1 ∈ F (поясним, что id = idA
– тождественное отображение в A, и обратим внимание, что
F⊗ L = L = L⊗ F для любого линейного пространства L над F).
Морфизм f из унитальной алгебры A в унитальную алгебру B
называется унитальным, если f(eA) = f(eB), т.е. если коммута-
тивна диаграмма

F
εA- A

‖

F
εB
- B

f
?

Требование унитальности алгебры A во многих ситуациях
несущественно, поскольку всякая неунитальная алгебра имеет
унитальное расширение. Действительно, пусть алгебра A не име-
ет единицы. Обозначим через Â = F ⊕F A прямую сумму двух
линейных пространств над F с элементами (λ, a) = λe+ a, λ ∈ F,
a ∈ A, где e = (1, 0) ∈ Â, a = (0, a) ∈ Â, и покомпонентными
линейными операциями

α(λe+ a) + β(µe+ b) = (αλ+ βµ)e+ (αa+ βb)

для всех α, β, λ, µ ∈ F, a, b ∈ A. Введем в линейном пространстве
Â умножение таким образом, чтобы элемент e стал единицей, а
алгебра A стала подалгеброй алгебры Â. Именно, положим

(λe+ a) · (µe+ b) = (λµ)e+ (µa+ λb+ a · b)
для всех λ, µ ∈ F, a, b ∈ A.

Легко проверяется, что при таком определении все аксиомы умно-
жения и наши пожелания выполнены. Таким образом, Â есть уни-
тальное расширение алгебры A.
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Алгебра A называется коммутативной, если

a · b = b · a для всех a, b ∈ A.

На языке диаграмм это означает, что коммутативна диаграмма

A⊗A
σ - A⊗A

A

µ
�

µ -

где перестановка σ задается правилом σ(a ⊗ b) = b ⊗ a для всех
a, b ∈ A. Алгебра A называется ассоциативной, если

(a · b) · c = a · (b · c) для всех a, b, c ∈ A.

На языке диаграмм это означает, что коммутативна диаграмма

A⊗A

A⊗A⊗A

µ⊗ id -

A

µ
-

A⊗A
µ

-

id⊗µ -

В случае ассоциативного умножения вместо a·b обычно пишут ab.
Алгебра A называется алгеброй Ли, если справедливы равен-

ства
? a · b+ b · a = 0 для всех a, b ∈ A (антикоммутативность),
? a·(b·c)+b·(c·a)+c·(a·b) = 0 для всех a, b, c ∈ A (тождество

Якоби).
В алгебрах Ли вместо a · b обычно пишут [a, b] и операцию умно-
жения называют скобкой Ли.

Линейное подпространство B ⊂ A называется подалгеброй ал-
гебры A, если оно замкнуто относительно умножения, т.е.

a · b ∈ B для всех a, b ∈ B.

Линейное подпространство J ⊂ A называется левым (правым)
идеалом алгебры A, если

a · b ∈ J (b · a ∈ J) для всех a ∈ A, b ∈ J.
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Линейное подпространство J называется идеалом (подробнее,
двусторонним идеалом) алгебры A, если J есть левый и правый
идеал одновременно. Подмножество

cenA = {a ∈ A | a · b = b · a для всех b ∈ A}

называется центром алгебры A, а подмножество

annA = {a ∈ A | a · b = b · a = 0 для всех b ∈ A} ⊂ cenA

называется аннулятором алгебры A. Ясно, что cenA – подал-
гебра алгебры A, а annA – ее идеал. Если A – алгебра Ли, то
cenA = annA.

Пусть B – линейное подпространство алгебры A, так что опре-
делено линейное факторпространство A/B. Если B – идеал ал-
гебры A, то A/B – алгебра, где умножение индуцировано из A,
a · b = a · b+B ∈ A/B для всех a = a+B, b = b+B ∈ A/B.

Для всякого f ∈ HomAL(A,B) ядро ker f = {a ∈ A | f(a) = 0}
есть идеал алгебры A, а образ im f = {b = f(a) ∈ B | a ∈ A} есть
подалгебра алгебры B.

Алгебра A называется топологической, если A – топологиче-
ское линейное пространство и умножение непрерывно, причем
имеется две основных возможности: (а) умножение раздельно
непрерывно (т.е. непрерывно по каждому сомножителю при фик-
сированном другом), (б) умножение совместно непрерывно (т.е.
непрерывно как отображение топологического пространстваA×A
в топологическое пространство A). В приложениях используются
обе возможности, хотя как правило предполагается, что умно-
жение раздельно непрерывно. Морфизм топологической алгеб-
ры A в топологическую алгебру B называется непрерывным, если
он непрерывен как отображение топологического пространства
A в топологическое пространство B. Таким образом, определе-
на категория топологических алгебр TAL = TALF (см., напри-
мер, [24]).

Пример 1.4.1. Поле F есть простейшая нетривиальная алгеб-
ра, причем унитальная ассоциативная и коммутативная.

Пример 1.4.2. Множество M(D,F) всех квадратных матриц
порядка D с элементами из F есть унитальная ассоциативная ал-
гебра с обычными алгебраическими операциями.
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Пример 1.4.3. Множество sl(D,F) = {a∈M(D,F) | tr(a) = 0}
всех матриц из M(D,F) с нулевым следом (tr(a) – след матри-
цы a) есть алгебра Ли над F с коммутатором [a, b] = ab − ba для
a, b ∈ sl(D,F) в качестве скобки.

Пример 1.4.4. Множество u(D,C) = {a∈M(D,C) | a+ =−a}
всех косоэрмитовых матриц из M(D,F) (a+ = ā′ – эрмитово со-
пряжение, где черта “ ¯ ” – комплексное сопряжение, штрих “ ′ ” –
транспонирование) есть алгебра Ли над R с коммутатором в ка-
честве скобки Ли.

Пример 1.4.5. Пусть S – множество, A – алгебра, тогда мно-
жество AS всех отображений из S в A есть алгебра с поточечными
алгебраическими операциями

(λφ+ µψ)(s) = λφ(s) + µψ(s), (φ · ψ)(s) = φ(s) · ψ(s)

для всех λ, µ ∈ F, φ, ψ ∈ AS , s ∈ S. Алгебра AS наследует свой-
ства алгебры A такие, как унитальность, ассоциативность, ком-
мутативность, Ли (скобка Ли переходит в скобку Ли).

1.4.2. Стандартные конструкции. Пусть F – поле. При
переходе из категории F-линейных пространств (как F-модулей)
в категорию алгебр над полем F многие конструкции сохраняют-
ся, с заменой F-линейных отображений (т.е. морфизмов категории
F-линейных пространств) на морфизмы категории алгебр над F.

Прямые произведения и прямые суммы. Прямое про-
изведение ×Ai =×i∈I Ai семейства алгебр {Ai | i ∈ I} есть его
прямое произведение как семейства линейных пространств, с по-
компонентным умножением, (ai) ·(bi) = (ai ·bi), (ai), (bi) ∈×Ai, а
для данного семейства морфизмов алгебр {B fi- Ai} морфизм
B

f- ×Ai действует по правилу f(x) = (ai = fi(x)) для всех
x ∈ B. Аналогичным образом, прямая сумма

⊕
Ai =

⊕
i∈I Ai

семейства алгебр {Ai | i ∈ I} есть его прямая сумма как се-
мейства линейных пространств, с покомпонентным умножением,
(ai) · (bi) = (ai · bi) для всех (ai), (bi) ∈

⊕
Ai. Для данного се-

мейства морфизмов алгебр {Ai
fi- B} морфизм

⊕
Ai

f- B
действует по правилу f((ai)) =

∑
i∈I fi(ai) для всех (ai) ∈

⊕
Ai.

Заметим, что прямая сумма
⊕

i∈I Ai есть идеал прямого произве-
дения ×i∈I Ai, причем собственный, если семейство {Ai | i ∈ I}
бесконечное.
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Тензорные произведения. Тензорное произведение семей-
ства алгебр {Ai | i ∈ I} с умножениями µi : Ai ⊗ Ai → Ai, i ∈ I,
определяется как тензорное произведение

⊗
Ai =

⊗
i∈I Ai со-

ответствующих линейных пространств, снабженное умножением
µ⊗ : (

⊗
i∈I Ai) ⊗ (

⊗
i∈I Ai) →

⊗
i∈I Ai таким, что коммутативна

диаграмма

(
⊗

i∈I Ai)⊗ (
⊗

i∈I Ai)
µ⊗ -

⊗
i∈I Ai

⊗
i∈I(Ai ⊗Ai)

⊗
µi

-

σ -

т.е. µ⊗ = (
⊗
µi) ◦ σ, где перестановка σ – линейное отображение

задаваемое правилом σ((
⊗

i∈I ai)⊗ (
⊗

i∈I bi)) =
⊗

i∈I(ai⊗ bi) для
всех (ai), (bi) ∈ ×Ai. Можно проверить, что умножение в

⊗
Ai

задается правилом

(
⊗

i∈I ai) · (
⊗

i∈I bi) =
⊗

i∈I(ai · bi) для всех (ai), (bi) ∈×Ai.

В категории алгебр тензорное произведение сохраняет те же свой-
ства, что и в категории линейных пространств, разумеется, с есте-
ственными модификациями. Предлагается рассмотреть их в ка-
честве упражнения.

Присоединенная алгебра Ли. Пусть A – алгебра. Для
каждой пары элементов a, b ∈ A определен коммутатор

[a, b] = a · b− b · a ∈ A.

Условие антикоммутативности скобки Ли, очевидно, выполняет-
ся. Тождество Якоби также будет выполняться, если алгебра A
ассоциативная. Таким образом, для каждой ассоциативной алгеб-
ры A определена присоединенная алгебра Ли asA, которая сов-
падает с A как линейное пространство, а в качестве скобки Ли
берется коммутатор.

Пример 1.4.6. Пусть L – линейное пространство и EndF(L)
– линейное пространство всех его эндоморфизмов. Взяв в каче-
стве умножения композицию эндоморфизмов (µ(f ⊗ g) = f ◦ g
для всех f, g ∈ EndF(L)), превратим EndF(L) в унитальную ас-
социативную алгебру с тождественным отображением в качестве
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единицы. Ее присоединенная gl(L) = as EndF(L) есть алгебра Ли
всех эндоморфизмов (иногда говорят линейных преобразований)
линейного пространства L.

1.4.3. Градуировка. Пусть Γ – абелева группа. Говорят, что
алгебра A градуирована абелевой группой Γ (другими словами, Γ-
градуирована), если она Γ-градуирована как линейное простран-
ство, A =

⊕
γ∈ΓAγ , для некоторого семейства линейных про-

странств {Aγ | γ ∈ Γ} и произведение a · b ∈ Aα+β для лю-
бых a ∈ Aα, b ∈ Aβ (т.е. Aα · Aβ ⊂ Aα+β), α, β ∈ Γ. Пусть
A =

⊕
Aγ , B =

⊕
Bγ – две Γ-градуированные алгебры, и пусть

f =
∑
fγ : A → B – линейное отображение, Γ-градуированное

семейством линейных отображений {fγ | γ ∈ Γ}. Легко прове-
ряется, что γ-однородная компонента fγ может быть ненулевым
морфизмом алгебр лишь при γ = 0. Учитывая этот факт, мор-
физм f называется морфизмом Γ-градуированных алгебр, если
он однородный (точнее, 0-однородный). Таким образом, опреде-
лена категория Γ-градуированных алгебр ALF,Γ, объекты кото-
рой суть Γ-градуированные алгебры, а морфизмы – морфизмы
Γ-градуированных алгебр. Благодаря наличию градуировки в ка-
тегории ALF,Γ появляются новые возможности.

Назовем градуирующим множителем, ассоциированным
с градуировкой Γ, всякое отображение χ = χΓ : Γ × Γ → F та-
кое, что

? χ(α, β)χ(β, α) = 1 для всех α, β ∈ Γ,
? χ(α+ β, γ) = χ(α, γ)χ(β, γ) для всех α, β, γ ∈ Γ

(проверить, что в этом случае и χ(α, β + γ) = χ(α, β)χ(α, γ)).

Пример 1.4.7. Для тривиальной градуировки Γ = 0 есть
только одна возможность χ(0, 0) = 1.

Пример 1.4.8. Для популярной градуировки Γ = Z есть две
возможности

χ(m,n) = 1 для всех m,n ∈ Z,
χ(m,n) = (−1)mn для всех m,n ∈ Z.

Пример 1.4.9. Для градуировки Γ = ZD, D ∈ N, градуирую-
щие множители имеют вид

χ(m,n) =
∏

16α,β6D

(qαβ)µανβ для всех m,n ∈ ZD,
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где D × D-матрица q = ‖qαβ‖, qαβ ∈ F, такая, что qαβqβα = 1,
1 6 α, β 6 D (поясним, что m = (µ1, . . . , µD), n = (ν1, . . . , νD)).

Пример 1.4.10. Для градуировки Γ = Z2 = Z/2Z опять есть
две возможности

χ(α,β) = 1 для всех α,β ∈ Z2,

χ(α,β) = (−1)αβ для всех α,β ∈ Z2,

поясним что α = α + 2Z, β = β + 2Z, α, β = 0, 1, так что αβ =
αβ + 2Z и выражение (−1)αβ корректно определено.

Пусть Γ – абелева группа и χ – градуирующий множитель.
Для Γ-градуированной алгебры A =

⊕
Aγ градуированный ком-

мутатор определяется правилом

[a, b]χ = a · b− χ(α, β)b · a для всех a ∈ Aα, b ∈ Aβ , α, β ∈ Γ,

очевидно, в этом случае [a, b]χ ∈ Aα+β . Легко проверяются сле-
дующие свойства градуированного коммутатора:

? [a, b]χ + χ(α, β)[b, a]χ = 0,
? если алгебра A ассоциативная, то
χ(γ, α)[a, [b, c]χ]χ + χ(α, β)[b, [c, a]χ]χ + χ(β, γ)[c, [a, b]χ]χ = 0

для всех a ∈ Aα, b ∈ Aβ , c ∈ Aγ , α, β, γ ∈ Γ. Первое свойство на-
зывается градуированной антикоммутативностью, а второе –
градуированным тождеством Якоби. Алгебра A называется гра-
дуированной коммутативной алгеброй, если [a, b]χ = 0 для всех
a, b ∈ A. Аналогичным образом, градуированным центром граду-
ированной алгебры A называется множество

cenχA = {a ∈ A | [a, b]χ = 0 для всех b ∈ A}.

В соответствии с определением градуированного коммутатора
градуированная алгебра A называется градуированной алгеброй
Ли, если умножение в ней, называемое градуированной скобкой
Ли и обозначаемое через [ · , · ]χ, удовлетворяет приведенным вы-
ше равенствам

? [a, b]χ + χ(α, β)[b, a]χ = 0,
? χ(γ, α)[a, [b, c]χ]χ + χ(α, β)[b, [c, a]χ]χ + χ(β, γ)[c, [a, b]χ]χ = 0

для всех a ∈ Aα, b ∈ Aβ , c ∈ Aγ , α, β, γ ∈ Γ.
Пусть A =

⊕
α∈ΓAα, B =

⊕
β∈ΓBβ – две Γ-градуированные

ассоциативные алгебры и A ⊗ B =
⊕

γ∈Γ(A ⊗ B)γ – их Γ-
градуированное тензорное произведение как Γ-градуированных
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линейных пространств. Пусть χ – градуирующий множитель, то-
гда на A ⊗ B определена структура градуированной алгебры, с
умножением, задаваемым правилом

(a1 ⊗ b1) · (a2 ⊗ b2) = χ(β1, α2)((a1a2)⊗ (b1b2))

для всех ai ∈ Aαi , bi ∈ Bβi , αi, βi ∈ Γ, i = 1, 2. Благодаря свой-
ствам градуирующего множителя, алгебра A⊗B ассоциативная.
Действительно, с одной стороны,

((a1 ⊗ b1) · (a2 ⊗ b2)) · (a3 ⊗ b3)
= χ(β1, α2)((a1a2)⊗ (b1b2)) · (a3 ⊗ b3)
= χ(β1, α2)χ(β1 + β2, α3)(a1a2a3)⊗ (b1b2b3)
= χ(β1, α2)χ(β1, α3)χ(β2, α3)(a1a2a3)⊗ (b1b2b3),

а с другой стороны,

(a1 ⊗ b1) · ((a2 ⊗ b2) · (a3 ⊗ b3))
= χ(β2, α3)(a1 ⊗ b1) · ((a2a3)⊗ (b2b3))
= χ(β2, α3)χ(β1, α2 + α3)(a1a2a3)⊗ (b1b2b3)
= χ(β2, α3)χ(β1, α2)χ(β1, α3)(a1a2a3)⊗ (b1b2b3)

для всех ai ∈ Aαi , bi ∈ Bβi , αi, βi ∈ Γ, i = 1, 2, 3. Сравнивая
полученные выражения, убеждаемся в ассоциативности Γ-граду-
ированной алгебры A⊗B.

Подробнее смотри, например, [20], [21], [27], [18], [31], [32], [24].

1.5. Модули над алгебрами

Подавляющее число модулей, применяемых в математической
физике, фактически являются модулями над алгебрами и, следо-
вательно, заслуживают отдельного рассмотрения. Поскольку ал-
гебры суть кольца специального вида, то и модули над алгебрами
– частный случай модулей над кольцами. При этом удобно стро-
ить модули над алгебрами, стартуя с линейных пространств, а не
с абелевых групп. Итак, абелевы группы заменяем на линейные
пространства, а кольца на алгебры.

1.5.1. Модули над алгебрами. Пусть F – поле и A – ас-
социативная алгебра над F. Линейное пространство M ∈ ObLSF
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называется левым A-модулем над алгеброй A, если определена
билинейная операция – умножение слева на элементы из A,

A×M →M, (a, x) 7→ ax для всех a ∈ A, x ∈M,

причем выполняются аксиомы:
? (ab)x = a(bx) для всех a, b ∈ A, x ∈M ;
? (λa+µb)x = λ(ax)+µ(bx) для всех λ, µ ∈ F, a, b ∈ A, x ∈M ;
? a(λx+µy) = λ(ax)+µ(ay) для всех λ, µ ∈ F, a ∈ A, x, y ∈M .

Если алгебра A унитальная, т.е. имеет единицу e ∈ A, то допол-
нительно налагают условие

? ex = x для всех x ∈M .
Унитальность алгебры A во многих случаях не существенна.

Действительно, пусть алгебра A не содержит единицы, и пусть
Â – ее унитальное расширение (см. с. 64). Для любого левого A-
модуля M правило

(λe+ a) · x = λx+ ax для всех λ ∈ F, a ∈ A, x ∈M,

определяет на M структуру левого Â-модуля. Другими словами,
всякий левый A-модуль одновременно является и левым Â-мо-
дулем.

Пусть M , N – левые A-модули. Линейное отображение
f : M→N называется A-линейным отображением, если

f(ax) = af(x) для всех a ∈ A, x ∈M.

Заметим, что и здесь унитальность алгебры A не существенна, по-
скольку для любого A-линейного отображения f : M→N имеем

f((λe+ a)x) = f(λx+ ax) = f(λx) + f(ax)
= λf(x) + af(x) = (λe+ a)f(x)

для всех λ ∈ F, a ∈ A, x ∈ M , т.е. отображение f фактически
Â-линейное.

Таким образом, определена категория LMA левых A-модулей,
объекты которой – левые A-модули, а морфизмы – A-линейные
отображения.

Аналогичным образом, линейное пространство M ∈ ObLSF
называется правым A-модулем над алгеброй A, если определена
билинейная операция – умножение справа на элементы из A,

M ×A→M, (x, a) 7→ xa для всех x ∈M, a ∈ A,



1.5. Модули над алгебрами 73

причем выполняются аксиомы:

? x(ab) = (xa)b для всех x ∈M , a, b ∈ A;
? x(λa+µb) = λ(xa)+µ(xb) для всех λ, µ ∈ F, x ∈M , a, b ∈ A;
? (λx + µy)a = λ(xa) + µ(ya) для всех λ, µ ∈ F, x, y ∈ M ,
a ∈ A.

Если алгебра A унитальная, т.е. имеет единицу e ∈ A, то допол-
нительно налагают условие

? xe = x для всех x ∈M .
ПустьM ,N – правыеA-модули. Линейное отображение f : M→N
называется A-линейным отображением, если

f(xa) = f(x)a для всех x ∈M, a ∈ A.

Таким образом, определена категория RMA правых A-моду-
лей, объекты которой – правые A-модули, а морфизмы – A-ли-
нейные отображения.

Если алгебра A коммутативная, то обе категории по существу
совпадают. В этом случае определена категория A-модулей MA

и можно использовать обе формы записи. В общем случае все
утверждения категории левых модулей имеют естественные ана-
логи в категории правых модулей. Ниже, если не оговорено про-
тивное, будем рассматривать только левые модули, предоставляя
читателям правые формулировки в качестве упражнения.

В топологической ситуации, когда A – топологическая алгеб-
ра, а M – топологическое линейное пространство, добавляется
естественное условие непрерывности билинейных операций, сов-
местной или раздельной. Это определяет категорию топологиче-
ских левых A-модулей T LMA над F, объекты которой суть то-
пологические левые A-модули, а морфизмы – непрерывные A-
линейные отображения.

Пример 1.5.1. Алгебра A сама есть левый A-модуль с левым
присоединенным действием

A×A→ A, (a, x) 7→ ax для всех a, x ∈ A,

и правый A-модуль с правым присоединенным действием

A×A→ A, (x, a) 7→ xa для всех x, a ∈ A.
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Пример 1.5.2. ПустьM – левый A-модуль,X – линейное про-
странство. Тогда M ⊗F X – левый A-модуль с билинейной опера-
цией

(a,m⊗x) 7→ a(m⊗x) = (am)⊗x для всех a ∈ A, m ∈M, x ∈ X,

значок F поясняет, что тензорное произведение берется в катего-
рии линейных пространств над F.

1.5.2. Стандартные конструкции. Пусть F – поле, A –
ассоциативная алгебра над F.

Подмодули и фактормодули. Пусть M левый A-модуль.
Линейное подпространство S ⊂M называется подмодулем моду-
ля M , если оно замкнуто относительно умножения на элементы
из A, т.е. если ax ∈ S для всех a ∈ A, x ∈ S (иначе, AS ⊂ S).
В этом случае S – левый A-модуль, определен фактормодуль
M/S – тоже левый A-модуль с умножением A× (M/S)→ (M/S),

(a,x) 7→ ax = ax+ S для всех a ∈ A, x = x+ S ∈M/S,

и естественное A-линейное отображение π : M → M/S, действу-
ющее по правилу x 7→ x = x+ S для всех x ∈M .

Для каждого A-линейного отображения f : M → N определе-
ны ядро ker f = {x ∈ M | f(x) = 0} – подмодуль левого A-мо-
дуля M , и образ im f = {y = f(x) ∈ N | x ∈ M} – подмодуль
левого A-модуля N , причем имеется точная последовательность
A-линейных отображений

0 - ker f - M
f- N

π- N/ im f - 0.

Прямые произведения и прямые суммы. Прямые про-
изведения и прямые суммы в категории левых A-модулей суще-
ствуют и строятся по тем же правилам, что и в категории линей-
ных пространств, с заменой линейных пространств на модули, а
линейных отображений – на морфизмы модулей.

Именно, пусть дано семейство {Mi | i ∈ I} левых A-модулей.
Прямое произведение×Mi есть множество всевозможных се-

мейств x = (xi) = (xi ∈ Mi | i ∈ I) с покомпонентными модуль-
ными операциями:

λx+ µy = (λxi + µyi), ax = (axi),
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для всех λ, µ ∈ F, a ∈ A, x = (xi), y = (yi) ∈ ×Mi. Канони-
ческие проекции πk : ×Mi → Mk, k ∈ I, действуют по пра-
вилу x = (xi) 7→ πk(x) = xk для всех x = (xi) ∈ ×Mi и
являются A-линейными отображениями. Для данного семейства
{M fi- Mi} A-линейных отображений A-линейное отображение
M

f- ×Mi задается правилом y 7→ f(y) = (xi = fi(y)) для
всех y ∈M .

Пусть I – множество индексов. Определена категория LMI
A.

Объекты этой категории суть семейства {Mi} = {Mi | i ∈ I}
левых A-модулей, а морфизмы из объекта {Mi} в объект {Ni}
суть семейства A-линейных отображений

{Mi
fi- Ni} = {Mi

fi- Ni | i ∈ I}.

Для семейств {Mi
fi- Ni} и {Ni

gi- Pi} композиция опреде-
лена покомпонентно

{Ni
gi- Pi} ◦ {Mi

fi- Ni} = {Mi
gi◦fi- Pi},

тождественный морфизм есть семейство тождественных отобра-
жений {Mi

idMi- Mi}. Как показано выше, для каждого семей-
ства {Mi} определено его прямое произведение×Mi. Далее, для
всякого семейства A-линейных отображений {Mi

fi- Ni} опре-
делено прямое произведение × fi : ×Mi → ×Ni – A-линейное
отображение с покомпонентным действием

x = (xi) 7→ (× fi)(x) = (yi), yi = fi(xi) для всех i ∈ I, xi ∈Mi.

Очевидно, прямое произведение семейства тождественных отоб-
ражений {Mi

idMi- Mi} есть × idMi = id×Mi – тождественное
отображение на прямом произведении ×Mi, композиция

{Ni
gi- Pi} ◦ {Mi

fi- Ni} = {Mi
gi◦fi- Pi} 7→

7→ (× gi) ◦ (× fi) =×(gi ◦ fi).

Таким образом, определен ковариантный функтор × из катего-
рии LMI

A в категорию LMA.
Аналогичным образом, прямая сумма

⊕
Mi есть множество

всех семейств x = (xi) = (xi ∈ Mi | i ∈ I) =
∑
i∈I xi, у которых
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лишь конечное число компонент ненулевые, модульные опера-
ции – покомпонентные, канонические инъекции ιk : Mk →

⊕
Mi,

k ∈ I, действуют по правилу xk 7→ (δki xk | i ∈ I) = xk для
всех xk ∈ Mk ⊂

⊕
Mi и являются A-линейными отображения-

ми. Для данного семейства {Mi
fi- M} A-линейных отображе-

ний A-линейное отображение
⊕
Mi

f- M задается правилом
x =

∑
i∈I xi 7→ f(x) =

∑
i∈I fi(xi) для всех x ∈

⊕
Mi.

Опять,
⊕
Mi есть подмодуль модуля ×Mi, причем⊕

Mi =×Mi,

если семейство {Mi | i ∈ I} конечное.
Пусть I – множество индексов и LMI

A – введенная выше кате-
гория. Для каждого семейства {Mi} определена его прямая сумма⊕
Mi. Также, для всякого семейства A-линейных отображений

{Mi
fi- Ni} определена его прямая сумма

⊕
fi :

⊕
Mi →

⊕
Ni

– A-линейное отображение, задаваемое правилом

x 7→ (
⊕
fi)(x) =

∑
yi, yi = fi(xi)

для всех i ∈ I, x =
∑
xi ∈

⊕
Mi.

Прямая сумма семейства тождественных морфизмов {Mi
idMi-Mi}

есть
⊕

idMi
= id⊕

Mi
– тождественный морфизм на прямой сум-

ме
⊕
Mi, композиция

{Ni
gi- Pi} ◦ {Mi

fi- Ni} = {Mi
gi◦fi- Pi} 7→

7→ (
⊕
gi) ◦ (

⊕
fi) =

⊕
(gi ◦ fi).

Таким образом, определен ковариантный функтор ⊕ из катего-
рии LMI

A в категорию LMA.
В топологической категории прямое произведение×Mi наде-

ляется слабейшей топологией, в которой все проекции непрерыв-
ные, а прямая сумма

⊕
Mi наделяется сильнейшей топологией,

в которой все инъекции непрерывные. Вложение
⊕
Mi ⊂ ×Mi

всегда непрерывное, и
⊕
Mi = ×Mi как топологические левые

A-модули, если семейство {Mi | i ∈ I} конечное.
Свободные модули. Пусть A – унитальная ассоциативная

алгебра и S – некоторое множество. Каждому левому A-мо-
дулю M поставим в соответствие левый A-модуль MS всех отоб-
ражений из S в M с поточечными операциями

(λφ+ µψ)(s) = λφ(s) + µψ(s), (aφ)(s) = aφ(s)
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для всех λ, µ ∈ F, a ∈ A, φ, ψ ∈ MS , s ∈ S. Множество MS
fin

всех конечных отображений из S в M есть подмодуль модуля MS

(напомним, что отображение мы называем конечным, если его
носитель – конечное множество).

Рассмотрим категорию, объекты которой суть отображения
φ ∈ MS , M – левый A-модуль, а морфизмы из объекта φ ∈ MS

в объект ψ ∈ NS суть A-линейные отображения f : M → N из
левого A-модуляM в левый A-модуль N такие, что коммутативна
диаграмма

S

M
f

-

φ

�
N

ψ
-

Как и следовало ожидать, в этой категории есть универсальный
отталкивающий элемент S

δ- A〈S〉, который называется сво-
бодным левым A-модулем, порожденным множеством S, и стро-
ится по тем же правилам, что и в случае модулей над кольцами
(см. с. 45). Опять же, как в случае модулей над кольцами, при-
чем теми же формулами определен ковариантный функтор δ из
категории множеств в категорию левых A-модулей.

Левый A-модуль M называется свободным левым A-модулем
с базисом S ⊂ M , если он изоморфен модулю A〈S〉. Универсаль-
ность базиса S ⊂ M в том, что для того чтобы определить A-
линейное отображение левого A-модуля M в какой-либо левый
A-модуль N , достаточно задать его на базисе S и дальше про-
должить на весь M по A-линейности, причем такое продолжение
всегда существует и единственное.

Не все все левые A-модули свободные, однако имеет место

Предложение 1.5.1. Каждый левый A-модуль есть фак-
тормодуль свободного левого A-модуля.

Доказательство. Пусть M – левый A-модуль. Возьмем M
в качестве базисного множества, и пусть (A〈M〉, δ) – соответ-
ствующий универсальный объект. Тождественному отображению
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id : M →M отвечает следующая коммутативная диаграмма:

M

0 - ker f - A〈M〉
f

-

δ

�
M -

id
-

0,

где f = ( id)∗ есть левое A-линейное отображение, порожденное
тождественным отображением id. По построению отображение f
есть эпиморфизм, так что M = A〈M〉/ ker f .

Замечание. Для данного модуля следует различать его F-
линейный базис (т.е. его базис как линейного пространства над F)
и его A-линейный базис (т.е. его базис как левого A-модуля).

Пример 1.5.3. Пусть X – линейное пространство над F и
dimF X – его размерность (число элементов базиса). Определен
(см. пример 1.5.2) левый A-модуль M = A⊗F X, его размерность
как левого A-модуля есть dimAM = dimF X, а его размерность
как линейного пространства над F есть dimF M = dimF A ·dimF X.

Тензорные произведения. Пусть A – унитальная ассоциа-
тивная коммутативная алгебра.

Тензорные произведения в категории левых A-модулей стро-
ятся по тем же правилам, что и в случае левых модулей над коль-
цами, с очевидными модификациями. Подробнее, пусть {Mi | i∈I}
– семейство левых A-модулей и ×Mi – его прямое произведе-
ние. Тензорное произведение

⊗
Mi =

⊗
i∈IMi определяется как

универсальный отталкивающий объект ×Mi
κ- ⊗

Mi кате-
гории, объекты которой суть A-полилинейные отображения из
×Mi в левые A-модули, а морфизмы из объекта ×Mi

f- N

в объект ×Mi
g- P суть A-линейные отображения N

φ- P
из левого A-модуля N в левый A-модуль P , для которых комму-
тативна диаграмма

×Mi

N
φ

-

f

�
P

g
-
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Как и в категориях модулей над кольцами и линейных про-
странств, каждое A-линейное отображение h :

⊗
Mi → N по-

рождается единственным A-полилинейным отображением
f : ×Mi → N , именно, h = f для f = h ◦ κ, так что A-линейные
отображения из

⊗
Mi в данный левый A-модуль отождествляют-

ся с A-полилинейными отображениями из ×Mi в этот модуль.
В категории левых A-модулей сохраняются свойства тензорно-

го произведения, установленные в категориях модулей над коль-
цами и линейных пространств (ассоциативность, перестановки,
тензорные произведения семейств A-линейных отображений, их
функториальность). Предлагается сформулировать и доказать
соответствующие утверждения в качестве упражнения.

В топологической ситуации возникающие проблемы наследу-
ются из категорий топологических линейных пространств и топо-
логических алгебр, их изучение выходит за рамки данных лекций.

Замечание. Поскольку каждый левый A-модуль одновре-
менно является линейным пространством над F, для данного се-
мейства {Mi | i ∈ I} левых A-модулей следует различать его тен-
зорное произведение в категории линейных пространств, обозна-
чим его через

⊗
F Mi, и его тензорное произведение в категории

левых A-модулей, обозначим его через
⊗

AMi.

Пример 1.5.4. Пусть A = F[t] – алгебра всех многочленов от
одной переменной t с коэффициентами из F. Тогда его тензорный
квадрат в категории линейных пространств есть A ⊗F A = F[s, t]
– линейное пространство (конечно, и алгебра) всех многочленов
от двух переменных s, t с коэффициентами из F. Далее, пусть
M = A ⊗F Fm – левый A-модуль всех столбцов высотой m ∈ N
с элементами из A, а N = A⊗F Fn – аналогичный левый A-модуль
всех столбцов высотой n ∈ N с элементами из A. Тензорное про-
изведение этих модулей в категории линейных пространств есть

M ⊗F N = (A⊗F Fm)⊗F (A⊗F Fn) = (A⊗F A)⊗F (Fm ⊗F Fn)

линейное пространство всех (m × n)-матриц с элементами из
A⊗F A, тогда как его тензорное произведение в категории левых
A-модулей есть

M ⊗A N = (A⊗F Fm)⊗A (A⊗F Fn) = A⊗F (Fm ⊗F Fn)

левый A-модуль всех (m×n)-матриц с элементами из A, посколь-
ку тензорный квадрат левого A-модуля A в категории левых A-
модулей есть A⊗A A = A.
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1.5.3. Градуировка. Модули над алгебрами градуируются
точно так же, как и модули над кольцами. Именно, пусть Γ – абе-
лева группа, A =

⊕
γ∈ΓAγ – Γ-градуированная ассоциативная ал-

гебра. Говорят, что левый A-модульM градуирован абелевой груп-
пой Γ (другими словами, Γ-градуирован), если он Γ-градуирован
как линейное пространство, M =

⊕
γ∈ΓMγ , для некоторого се-

мейства линейных пространств {Mγ | γ ∈ Γ} и произведение
ax ∈ Mα+β для всех a ∈ Aα, x ∈ Mβ , α, β ∈ Γ. Далее, пусть,
M =

⊕
Mγ , N =

⊕
Nγ – два Γ-градуированных левых A-модуля,

A-линейное отображение f : M → N называется γ-однородным,
γ ∈ Γ, если образ f(x) ∈ Mα+γ для всех x ∈ Mα ⊂ M , α ∈ Γ.
Всякое A-линейное отображение f : M → N разлагается на одно-
родные компоненты (другими словами, Γ-градуируется).

Таким образом, определена категория Γ-градуированных ле-
вых A-модулей, объекты которой суть Γ-градуированные левые
A-модули, а морфизмы суть Γ-градуированные A-линейные отоб-
ражения, причем эта категория есть полная подкатегория кате-
гории левых A-модулей.

Подмодуль N ⊂ M , где M =
⊕

γ∈ΓMγ есть Γ-градуиро-
ванный левый A-модуль, называется Γ-градуированным, если
N =

⊕
γ∈ΓNγ , причем Nγ = N ∩Mγ для всех γ ∈ Γ.

Пусть A – унитальная ассоциативная коммутативная алгеб-
ра. Тензорное произведение

⊗
Mi всякого семейства {Mi | i ∈ I}

Γ-градуированных A-модулей, Mi =
⊕

γi∈ΓMi,γi , обладает есте-
ственной Γ-градуировкой. Именно,⊗

Mi =
⊗

i∈I(
⊕

γi∈ΓMi,γi) =
⊕

γ∈Γ(
⊗
Mi)γ ,

(
⊗
Mi)γ =

⊕∑
i∈I γi=γ

(
⊗
Mi,γi).

Как и в градуированных алгебрах, в градуированных модулях
появляются новые возможности. Действительно, пусть Γ – абеле-
ва группа, χ – градуирующий множитель, A =

⊕
Aγ – униталь-

ная ассоциативная Γ-градуированная алгебра. Оставив без изме-
нений определение Γ-градуированного левого A-модуля, в опре-
делении Γ-градуированного правого A-модуля M аксиому правой
ассоциативности x(ab) = (xa)b (см. с. 73) заменим на аксиому Γ-
градуированной правой ассоциативности

? x(ab) = χ(α, β)(xa)b для всех x ∈M , a ∈ Aα, b ∈ Aβ .
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Такое определение корректно, поскольку в силу свойств градуи-
рующего множителя

x(abc) = χ(α, β)χ(α, γ)χ(β, γ)((xa)b)c

для всех x ∈ M , a ∈ Aα, b ∈ Aβ , c ∈ Aγ , независимо от порядка
вычислений. Далее, если алгебра A – градуированная коммута-
тивная (см. с. 70), то

x(ab) = χ(α, β)x(ba) = χ(α, β)χ(β, α)(xb)a = (xb)a

для всех x ∈ M , a ∈ Aα, b ∈ Aβ , так что в этом случае правое и
левое действие фактически совпадают (с точностью до записи),
и говорят что задан Γ-градуированный модуль.

Пусть Γ – абелева группа, χ – градуирующий множитель,
A =

⊕
Aγ – унитальная ассоциативная Γ-градуированная ком-

мутативная алгебра. Пусть M=
⊕
Mγ , N=

⊕
Nγ – пара Γ-граду-

ированных A-модулей. Билинейное отображение f : M × N→P ,
где P =

⊕
Pγ – Γ-градуированный A-модуль, называется градуи-

рованным A-билинейным, если

f(ax, y) = af(x, y) для всех a ∈ A, x ∈M, y ∈ N,
f(x, ay) = χ(α, β)af(x, y), для всех x ∈Mα, a ∈ Aβ , y ∈ N,

α, β ∈ Γ.

это определение корректно, поскольку в силу свойств градуирую-
щего множителя χ и градуированной коммутативности алгебрыA

f(ax, by) = χ(β, γ)(ab)f(x, y)
для всех a ∈ Aα, x ∈Mβ , b ∈ Aγ , y ∈ N,

независимо от порядка вычислений.
В категории, объекты которой суть Γ-градуированные A-би-

линейные отображения из M×N =
⊕

γ∈Γ(Mγ×Nγ) в Γ-градуиро-

ванные A-модули, а морфизмы из объектаM×N f- X в объект
M × N g- Y суть A-линейные отображения X

h- Y из мо-
дуля X =

⊕
Xγ в модуль Y =

⊕
Yγ , для которых коммутативна

диаграмма

M ×N

X
h

-

f

�
Y

g
-
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существует универсальный отталкивающий объект

M ×N χ- M ⊗N,

называемый Γ-градуированным тензорным произведением пары
модулей M , N . Строится это тензорное произведение так же, как
и в неградуированной категории, с очевидными модификациями.

Замечание. Γ-градуированное тензорное произведение
над A можно определить и для произвольного линейно упоря-
доченного семейства Γ-градуированных A-модулей.

1.5.4. Тензорная алгебра модуля. Пусть F – поле, A –
унитальная ассоциативная коммутативная алгебра над F, M –
A-модуль. Положим

Tn(M) =
⊗n

M =

{
M ⊗ · · · ⊗M (n сомножителей), n ∈ N,
A, n = 0.

(Здесь и ниже тензорное произведение берется в категории A-мо-
дулей.) Прямая сумма T (M) =

⊕
n∈Z+

Tn(M) A-модулей Tn(M)
по определению естьA-модуль. Она имеет дополнительную струк-
туру унитальной ассоциативной Z+-градуированной алгебры с
умножением, задаваемым правилами

(x1⊗· · ·⊗xp)·(y1⊗· · ·⊗yq) = x1⊗· · ·⊗xp⊗y1⊗· · ·⊗yq = x1⊗· · ·⊗yq

для всех p, q∈N, x1, . . . , yq∈M (поясним, что A⊗M=M=M⊗A).
Эта алгебра называется тензорной алгеброй A-модуля M .

Пусть дано A-линейное отображение f : M → N A-модуля M
в A-модуль N , тогда правило

e 7→ e, e ∈ A,
x1 ⊗ · · · ⊗ xn 7→ f(x1)⊗ · · · ⊗ f(xn), x1, . . . , xn ∈M,

задает Z+-градуированный морфизм T (f) : T (M) → T (N), при-
чем композиция f ◦ g переходит в композицию T (f) ◦ T (g). Дру-
гими словами, определен ковариантный функтор из категории
A-модулей в категорию Z+-градуированных алгебр.

Пусть M – A-модуль и T (M) – его Z+-градуированная тен-
зорная алгебра. Для каждого n ∈ N определена симметрическая
группа Sn, т.е. группа всех подстановок σ,

{1, . . . , n} 7→ {σ(1), . . . , σ(n)},
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а для каждой подстановки σ∈Sn определен знак signσ∈{−1,+1}.
Действие симметрической группы Sn, n ∈ N, на A-модуле Tn(M),
x 7→ σ(x), σ ∈ S, x ∈ Tn(M), задается правилом

x1 ⊗ · · · ⊗ xn 7→ xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(n) для всех x1, . . . , xn ∈M.

На T 0(M) = A группа S0 = { id} действует тривиально. В част-
ности, для каждого n ∈ Z+ определено A-линейное отображение

πn+ =
1
n!

∑
σ∈Sn

σ : Tn(M)→ Tn(M).

Его образ

Sn(M) = imπn+ = {x ∈ Tn(M) | σ(x) = x для всех σ ∈ Sn}.

Легко проверяется, что πn+ ◦ πn+ = πn+, т.е. πn+ – проектор. Опреде-
лена точная последовательность A-модулей

0 - kerπn+ - Tn(M)
πn+- Sn(M) - 0,

так что Sn(M) = Tn(M)/ kerπn+. Положим S(M) =
⊕

n∈Z+
Sn(M)

и превратим S(M) в Z+-градуированную унитальную ассоциа-
тивную коммутативную алгебру, задав умножение

� : S(M)× S(M)→ S(M)

правилом

(x, y) 7→ x� y = πm+n
+ (x⊗ y) для всех x ∈ Sm(M), y ∈ Sn(M).

Далее, положим π+ =
∑
n∈Z+

πn+ : T (M) → S(M) (так что
π+|Tn(M) = πn+, n ∈ Z+), тогда π+ – морфизм алгебр, его яд-
ро kerπ+ =

⊕
n∈Z+

kerπn+ – идеал алгебры T (M) и алгебра
S(M) = T (M)/ kerπ+. Алгебра S(M) называется симметриче-
ской алгеброй A-модуля M . Заметим, что S(M) – градуированная
коммутативная алгебра с градуирующим множителем χ = 1.

Аналогичным образом, для каждого n ∈ Z+ определено A-
линейное отображение

πn− =
1
n!

∑
σ∈Sn

signσ · σ : Tn(M)→ Tn(M).
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Его образ

Λn(M) = imπn− = {x ∈ Tn(M) | σ(x) = signσ ·x для всех σ ∈ Sn}.

В частности, πn− ◦πn− = πn−, т.е. πn− – проектор. Определена точная
последовательность A-модулей

0 - kerπn− - Tn(M)
πn−- Λn(M) - 0,

так что Λn(M)=Tn(M)/ kerπn−. Положим Λ(M)=
⊕

n∈Z+
Λn(M)

и превратим Λ(M) в Z+-градуированную унитальную ассоциа-
тивную алгебру, задав умножение

∧ : Λ(M)× Λ(M)→ Λ(M)

правилом

(x, y) 7→ x ∧ y = πm+n
− (x⊗ y) для всех x ∈ Λm(M), y ∈ Λn(M).

Далее, положим π− =
∑
n∈Z+

πn− : T (M) → Λ(M) (так что
π−|Tn(M) = πn−, n ∈ Z+), тогда π− – морфизм алгебр, его
ядро kerπ− =

⊕
n∈Z+

kerπn− – идеал алгебры T (M) и алгебра
Λ(M) = T (M)/ kerπ−. Алгебра Λ(M) называется внешней алгеб-
рой A-модуля M . Заметим, что

y ∧ x = (−1)nmx ∧ y для всех y ∈ Λn(M), x ∈ Λm(M),

так что Λ(M) – градуированная коммутативная алгебра с граду-
ирующим множителем χ(m,n) = (−1)mn, m,n ∈ Z+.

В качестве упражнения полезно поразмышлять об универ-
сальных свойствах введенных алгебр.

1.5.5. Ли модули. Вспомним, что левый модуль M над ас-
социативной алгеброй A задавался морфизмом из алгебры A в ал-
гебру EndF(M) эндоморфизмов F-линейного пространства M . Но
у алгебры EndF(M) есть присоединенная алгебра Ли gl(M) (см.
пример 1.4.6), что позволяет определить модули над алгебрами
Ли.

Пусть F – поле, A – алгебра Ли над F. F-линейное простран-
ство M называется Ли модулем над A, если определено дей-
ствие алгебры Ли A линейном пространстве M , т.е. задан мор-
физм алгебр Ли λ : A → gl(M). Подробнее, в этом случае каж-
дому a ∈ A ставится в соответствие эндоморфизм линейных про-
странств λ(a) : M → M , x 7→ λ(a)(x) = [a, x] (запись λ(a)(x) со-
кращаем до [a, x], хотя такое сокращение и не является общепри-
нятым, но весьма наглядное), причем выполнены условия
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? [a, αx+ βy] = α[a, x] + β[a, y],
? [αa+ βb, x] = α[a, x] + β[b, x],
? [[a, b], x] = [a, [b, x]]− [b, [a, x]]

для всех α, β ∈ F, a, b ∈ A, x, y ∈ M . Последнее условие в стан-
дартных обозначениях имеет вид λ([a, d]) = [λ(a), λ(b)], его можно
также рассматривать как тождество Якоби для Ли модулей.

Замечание. Часто вместо термина Ли модуль используют
термин представление алгебры Ли в линейном пространстве.

Пример 1.5.5. Всякое линейное пространство L есть триви-
альный Ли модуль над любой алгеброй Ли A, где [a, x] = 0 для
всех a ∈ A и x ∈ L.

Пример 1.5.6. Всякая алгебра Ли A есть Ли модуль над A
относительно присоединенного действия

a 7→ ad(a) ∈ gl(A), x 7→ ad(a)(x) = [a, x] для всех a ∈ A, x ∈ A.

Корректность такого определения следует из тождества Якоби.

Пример 1.5.7. Пусть A – алгебра Ли, L – линейное простран-
ство над F. Тензорное произведение A⊗L = A⊗FL (в категории F-
линейных пространств) является Ли модулем над A относительно
действия

a 7→ λ(a) ∈ gl(A⊗L), b⊗x 7→ [a, b]⊗x для всех a, b ∈ A, x ∈ L.

Иначе говоря, λ(a) = ad(a)⊗ idL для всех a ∈ A.

Пусть M , N – Ли модули над алгеброй Ли A. Линейное отоб-
ражение f : M → N называется морфизмом Ли модулей, если

f([a, x]) = [a, f(x)] для всех a ∈ A, x ∈M.

Таким образом, для каждой алгебры Ли A определена кате-
гория Ли модулей над A. Можно проверить, что это соответствие
функториальное.

Подробнее смотри, например, [20], [21], [27], [18].
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1.6. Гомологии

1.6.1. Дифференциальные модули. Пусть F – поле, A
– унитальная ассоциативная алгебра над F и C – левый A-мо-
дуль. Эндоморфизм ∂ ∈ EndA(C) (т.е. A-линейное отображе-
ние из C в C) называется граничным оператором (иначе, диф-
ференциалом), если композиция ∂ ◦ ∂ = 0 (т.е. im ∂ ⊂ ker ∂).
В этом случае пара {C, ∂} называется дифференциальным левым
A-модулем, элементы модуля C называются цепями, элементы
ядра ker ∂ = {x ∈ C | ∂(x) = 0} = Z(C) называются циклами,
элементы образа im ∂ = {y = ∂(x) | x ∈ C} = B(C) называются
границами. Левый A-модуль гомологий дифференциального мо-
дуля {C, ∂} определяется как фактормодуль (иначе, производный
модуль)

H(C) = H(C, ∂) = ker ∂/ im ∂

= {x ∈ C | ∂(x) = 0}/{y = ∂(x) | x ∈ C},

его элементы суть гомологии, т.е. классы эквивалентности

x = x+ im ∂, x ∈ C.

Пусть {C, ∂C}, {K, ∂K} – дифференциальные левые A-модули.
A-линейное отображение f : C → K называется морфизмом диф-
ференциальных модулей, если ∂K ◦ f = f ◦ ∂C , т.е. коммутативна
диаграмма

C
∂C- C

K

f
?

∂K
- K

f
?

Таким образом, определена категория LDMA дифференци-
альных левых A-модулей, объекты которой суть дифференциаль-
ные левые A-модули, а морфизмы – морфизмы дифференциаль-
ных модулей.

Аналогичным образом определяется категория правых диф-
ференциальных A-модулей и категория дифференциальных A-
модулей для коммутативной алгебры A. В топологической ситуа-
ции дифференциалы и морфизмы предполагаются непрерывны-
ми.
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Предложение 1.6.1. Пусть f : C → K – морфизм диффе-
ренциальных модулей. Тогда

f(ker ∂C) ⊂ ker ∂K , f(im ∂C) ⊂ im ∂K .

В частности, определено факторотображение f : H(C)→ H(K),
действующее по правилу

x = x+ im ∂C 7→ f(x) = f(x) + im ∂K для всех x ∈ ker ∂C .

Доказательство проводится прямыми вычислениями, с по-
мощью определяющего равенства ∂K ◦ f = f ◦ ∂C .

Замечание. Пусть {C, ∂C}, {K, ∂K} – дифференциальные
левые A-модули. Для того чтобы A-линейное отображение
f : C → K допускало факторотображение f : H(C)→ H(K), необ-
ходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия

f(ker ∂C) ⊂ ker ∂K , f(im ∂C) ⊂ im ∂K .

Согласно приведенному выше предложению достаточным усло-
вием для этого является условие ∂K ◦f = f ◦∂C , но существуют и
другие достаточные условия. Например, условие ∂K ◦f+f ◦∂C = 0
также достаточное. Мы воспользуемся этим фактом ниже, при
изучении бидифференциальных модулей и бикомплексов.

A-линейное отображение s : C → K называется гомотопией,
связывающей морфизмы дифференциальных модулей f, g : C→K,
если справедлива гомотопическая формула

∂K ◦ s+ s ◦ ∂C = f − g.

Предложение 1.6.2. Пусть f, g : C → K – морфизмы диф-
ференциальных модулей и s : C → K – связывающая их гомото-
пия. Тогда факторотображения f ,g : H(C)→ H(K) совпадают.

Доказательство. Действительно, пусть класс

x = x+ im ∂C ∈ H(C),

где x ∈ ker ∂C , f(x) = f(x) + im ∂K , g(x) = g(x) + im ∂K , тогда

f(x)− g(x) = f(x)− g(x) + im ∂K = (f − g)(x) + im ∂K

= (∂K ◦ s+ s ◦ ∂C)(x) + im ∂K

= ∂K(s(x)) + s(∂C(x)) + im ∂K

= im ∂K = 0,

поскольку ∂K(s(x)) ∈ im ∂K , а s(∂C(x)) = 0.



88 Глава 1. Алгебраический минимум

1.6.2. Комплексы. В приложениях часто встречаются слу-
чаи, когда дифференциальный модуль {C, ∂} градуирован абеле-
вой группой Γ:

C =
⊕

γ∈Γ Cγ , ∂ =
⊕

γ∈Γ ∂γ , ∂γ : Cγ → Cγ+ε для всех γ ∈ Γ

(алгебра A тривиально градуирована, A0 = A, Aγ = 0 при γ 6= 0),
т.е. дифференциал ∂ – однородный степени ε, ε ∈ Γ. (В этом слу-
чае условие ∂ ◦∂ = 0 принимает вид ∂γ+ε ◦∂γ = 0 для всех γ ∈ Γ.)
В наиболее популярной ситуации Γ = Z, ε = ±1, градуированный
дифференциальный модуль называется комплексом, иногда цеп-
ным комплексом при ε = −1 и коцепным комплексом при ε = +1.
Рассмотрим подробно случай ε = −1.

Пусть левый A-модуль C градуирован (точнее, Z-градуиро-
ван), а дифференциал ∂ – однородный степени −1. Иначе гово-
ря, C =

⊕
n∈Z Cn, ∂ =

⊕
n∈Z ∂n, где A-линейные отображения

∂n : Cn → Cn−1, причем ∂n−1 ◦ ∂n = 0, т.е. im ∂n ⊂ ker ∂n−1, n ∈ Z.
В этом случае говорят, что задан комплекс

{Cn, ∂n} = {Cn, ∂n | n ∈ Z}

левых A-модулей, и записывают его в виде последовательности

. . . �
∂n−1

C−1
� ∂n

Cn �
∂n+1

Cn+1
�∂n+2

. . . ,

в которой композиция любых двух последовательных стрелок
равна нулю. В этом случае производный модуль также Z-граду-
ируется,

H(C) =
⊕

n∈Z Hn(C), Hn(C) = ker ∂n/ im ∂n+1, n ∈ Z,

элементы модулей Cn называются n-мерными цепями, элементы
ядер

ker ∂n = {xn ∈ Cn | ∂n(xn) = 0} = Zn(C)

называются n-мерными циклами, элементы образов

im ∂n+1 = {yn = ∂n+1(xn+1) | xn+1 ∈ Cn+1} = Bn(C)

называются n-мерными границами, а элементы фактормодулей
Hn(C) называются n-мерными гомологиями.
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Пусть {Cn, (∂C)n}, {Kn, (∂K)n} – комплексы левых A-модулей.
A-линейное отображение

f =
⊕
fn : C =

⊕
Cn → K =

⊕
Kn, fn : Cn → Kn, n ∈ Z,

называется морфизмом комплексов левых A-модулей, если спра-
ведливы равенства (∂K)n◦fn = fn−1◦(∂C)n, n ∈ Z, т.е. следующая
диаграмма коммутативна

. . . �
(∂C)n−1

Cn−1
�(∂C)n

Cn �
(∂C)n+1

Cn+1
�(∂C)n+2

. . .

. . . �
(∂K)n−1

Kn−1

fn−1

?
�(∂K)n

Kn

fn

?
�(∂K)n+1

Kn+1

fn+1

?
�(∂K)n+2

. . .

Итак, определена категория LCMA комплексов левых A-модулей,
объекты которой суть комплексы левых A-модулей, а морфизмы
– морфизмы комплексов левых A-модулей.

Предложение 1.6.3. Пусть

f =
⊕
fn : C =

⊕
Cn → K =

⊕
Kn

– морфизм комплексов левых A-модулей. Тогда

fn(ker(∂C)n) ⊂ ker(∂K)n, fn(im(∂C)n+1) ⊂ im(∂K)n+1.

В частности, определено факторотображение

f =
⊕

fn : H(C) =
⊕
Hn(C)→ H(K) =

⊕
Hn(K),

действующее по правилу

xn = xn + im(∂C)n+1 7→ fn(xn) = fn(xn) + im(∂K)n+1,

xn ∈ ker(∂C)n.

Пусть f =
⊕
fn, g =

⊕
gn : C =

⊕
Cn → K =

⊕
Kn – мор-

физмы комплексов левых A-модулей. A-линейное отображение

s =
⊕
sn : C =

⊕
Cn → K =

⊕
Kn, sn : Cn → Kn+1, n ∈ Z,

называется гомотопией, связывающей морфизмы f и g, если
справедливы равенства

(∂K)n+1 ◦ sn + sn−1 ◦ (∂C)n = fn − gn для всех n ∈ Z.
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Предложение 1.6.4. Пусть

f =
⊕
fn, g =

⊕
gn : C =

⊕
Cn → K =

⊕
Kn

– морфизмы комплексов левых A-модулей и

s =
⊕
sn : C =

⊕
Cn → K =

⊕
Kn

– связывающая их гомотопия. Тогда факторотображения

f =
⊕

fn, g =
⊕

gn : H(C) =
⊕
Hn(C)→ H(K) =

⊕
Hn(K)

совпадают.

Аналогичным образом определяется категория комплексов
правых A-модулей и категория комплексов A-модулей для комму-
тативной алгебры A. В топологической ситуации дифференциалы
и морфизмы предполагаются непрерывными.

Часто встречаются ситуации, когда модули

Cn = 0 при n = −1,−2, . . . ,

так что C =
⊕

n∈Z+
Cn, ∂ =

⊕
n∈Z+

∂n и комплекс имеет вид

0 �
∂0

C0
� ∂1

C1
� ∂2

C2
� ∂3

. . .

В этом случае говорят, что комплекс {Cn, ∂n} = {Cn, ∂n | n ∈ Z+}
неотрицателен.

1.6.3. Когомологии. Пусть {C, ∂} – дифференциальный
левый A-модуль и M – правый A-модуль. В этом случае правый
A-модуль C(M) = HomA(C,M) имеет естественную структуру
дифференциального модуля с дифференциалом

d = ∂∗ : C(M)→ C(M),
где d(φ) = φ ◦ ∂ : C →M для всех φ : C →M.

Легко проверяется, что d есть A-линейное отображение и ком-
позиция d ◦ d = 0. Таким образом, определен дифференци-
альный правый A-модуль {C(M), d}. Здесь, дифференциал d
называется кограничным оператором, элементы модуля C(M)
называются коцепями (со значениями в M), элементы ядра
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ker d = {φ ∈ C(M) | d(φ) = 0} называются коциклами, элемен-
ты образа im d = {φ = d(ψ) | ψ ∈ C(M)} называются кограни-
цами, а элементы фактормодуля (иначе, производного модуля)
H(C(M)) = ker d/ im d называются когомологиями.

Пусть {C(M), dC}, {K(N), dK} – дифференциальные правые
A-модули. Морфизм из {C(M), dC} в {K(N), dK} естьA-линейное
отображение F : C(M) → K(N) такое, что коммутативна диа-
грамма

C(M)
dC- C(M)

K(N)

F

?

dK
- K(N)

F

?

т.е. F ◦ dC = dK ◦ F.

Выделим морфизмы специального вида. Именно, пусть

f ∈ HomA(K,C), g ∈ HomA(M,N).

Определим отображение F ∈ HomA(C(M),K(N)) правилом
φ 7→ F (φ) = g ◦ φ ◦ f для всех φ ∈ C(M). Легко проверяется,
что F будет морфизмом из {C(M), dC} в {K(N), dK}, если f есть
морфизм из {K, ∂K} в {C, ∂C}.

Пусть {Cn, ∂n | n ∈ Z} – комплекс левых A-модулей и M
– правый A-модуль. Положим здесь Cn(M) = HomA(Cn,M),
C(M) =

⊕
n∈Z C

n(M), dn = (∂n+1)∗ ∈ HomA(Cn(M), Cn+1(M)),
где dn(φn) = φn ◦ ∂n+1 для всех φn ∈ Cn(M), d =

⊕
n∈Z d

n. Легко
проверяется, что dn+1 ◦ dn = 0 для всех n ∈ Z, так что опреде-
лен комплекс {Cn(M), dn | n ∈ Z} правых A-модулей, который
наглядно записывается как последовательность

. . .
dn−2
- Cn−1(M)

dn−1
- Cn(M)

dn- Cn+1(M)
dn+1

- . . .

В этом случае когомологии тоже градуируются,

H(C(M)) =
⊕

n∈Z H
n(C(M)),

Hn(C(M)) = ker dn/ im dn−1, n ∈ Z,

причем элементы из Cn(M) называются n-мерными коцепями,
элементы из

ker dn = {φn ∈ Cn(M) | dn(φn) = 0}
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называются n-мерными коциклами, элементы из

im dn−1 = {φn = dn−1(ψn−1) | ψn−1 ∈ Cn−1(M)}

называются n-мерными кограницами, а элементы фактормоду-
лей Hn(C(M)) называются n-мерными когомологиями.

Пусть {Cn(M), dnC} и {Kn(N), dnK} – комплексы правых A-мо-
дулей. Морфизм из {Cn(M), dnC} в {Kn(N), dnK} есть A-линейное
отображение

F =
⊕
Fn : C(M)→ K(N), Fn : Cn(M)→ Kn(N), n ∈ Z,

такое, что коммутативна диаграмма

. . .
dn−2
C- Cn−1(M)

dn−1
C- Cn(M)

dnC- Cn+1(M)
dn+1
C - . . .

. . .
dn−2
K- Kn−1(N)

Fn−1

?
dn−1
K- Kn(N)

Fn

? dnK- Kn+1(N)

Fn+1

?
dn+1
K - . . .

иначе, dnK ◦ F
n = Fn+1 ◦ dnC для всех n ∈ Z. Выделим морфизмы

специального вида. Именно, пусть

fn ∈ HomA(Kn, Cn), n ∈ Z, g ∈ HomA(M,N).

Отображение F =
⊕
Fn ∈ HomA(C(M),K(N)), действующее по

правилу

φn 7→ Fn(φn) = g ◦ φn ◦ fn для всех φn ∈ Cn(M), n ∈ Z,

будет морфизмом из {Cn(M), dnC} в {Kn(N), dnK}, если для каж-
дого n ∈ Z справедливо равенство (∂K)n ◦ fn = fn−1 ◦ (∂C)n, т.е.
если f =

⊕
fn есть морфизм из {Kn, (∂K)n} в {Cn, (∂C)n}.

Пусть F =
⊕
Fn, G =

⊕
Gn – морфизмы из {Cn(M), dnC}

в {Kn(N), dnK}. Отображение S =
⊕
Sn ∈ HomA(C(M),K(N)),

Sn : Cn(M) → Kn−1(N), n ∈ Z, называется гомотопией, свя-
зывающей морфизмы F и G, если справедлива гомотопическая
формула

dn−1
K ◦ Sn + Sn+1 ◦ dnC = Fn −Gn для всех n ∈ Z.
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С такими определениями, для комплексов {Cn(M), dn} справед-
ливы все результаты, доказанные выше для комплексов {Cn, ∂n},
с очевидными модификациями.

Часто встречаются ситуации, когда модули

Cn = 0 при n = −1,−2, . . . ,

так что C(M) =
⊕

n∈Z+
Cn(M), d =

⊕
n∈Z+

dn и комплекс имеет
вид

0 - C0(M)
d0
- C1(M)

d1
- C2(M)

d2
- . . .

Обычно в этом случае говорят, что комплекс {Cn(M), dn |n∈Z+}
неотрицателен.

1.6.4. Бикомплексы. Пусть F – поле, A – унитальная ассо-
циативная алгебра над F. Пусть C – левый A-модуль, на котором
определены два граничных оператора ∂ ′ : C → C и ∂ ′′ : C → C,
причем ∂ ′ ◦ ∂ ′ = ∂ ′′ ◦ ∂ ′′ = 0. В этом случае определены два
дифференциальных левых A-модуля {C, ∂ ′} и {C, ∂ ′′} с произ-
водными модулями

H(C, ∂ ′) = ker ∂ ′/ im ∂ ′ и H(C, ∂ ′′) = ker ∂ ′′/ im ∂ ′′.

Если граничные операторы ∂ ′ и ∂ ′′ совместные, т.е.

∂ ′ ◦ ∂ ′′ + ∂ ′′ ◦ ∂ ′ = 0,

то эндоморфизм ∂ = ∂ ′+ ∂ ′′ : C → C также является граничным
оператором, поскольку

∂ ◦ ∂ = (∂ ′ + ∂ ′′) ◦ (∂ ′ + ∂ ′′)
= ∂ ′ ◦ ∂ ′ + (∂ ′ ◦ ∂ ′′ + ∂ ′′ ◦ ∂ ′) + ∂ ′′ ◦ ∂ ′′ = 0,

и, значит, определен дифференциальный модуль {C, ∂} с произ-
водным модулем H(C, ∂) = ker ∂/ im ∂. В этом случае говорят, что
задан бидифференциальный левый A-модуль {C, ∂ ′, ∂ ′′}.

В силу условия совместности

∂ ′′(ker ∂ ′) ⊂ ker ∂ ′ и ∂ ′′(im ∂ ′) ⊂ im ∂ ′,

так что определено факторотображение ∂′′ : H(C, ∂ ′)→H(C, ∂ ′).
Очевидно, ∂′′ ◦ ∂′′ = 0, так что определен дифференциаль-
ный левый A-модуль {H(C, ∂ ′),∂′′} с производным модулем
H(H(C, ∂ ′),∂′′).
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Аналогичным образом определяются дифференциальный ле-
вый A-модуль {H(C, ∂ ′′),∂′} и его производный модуль
H(H(C, ∂ ′′),∂′).

Пусть {C, ∂ ′C , ∂ ′′C}, {K, ∂ ′K , ∂ ′′K} – бидифференциальные ле-
вые A-модули. A-линейное отображение f : C → K называется
морфизмом бидифференциальных модулей, если ∂ ′K ◦ f = f ◦ ∂ ′C
и ∂ ′′K ◦f = f ◦∂ ′′C . Таким образом, определена категория бидиффе-
ренциальных левых A-модулей. В частности, в этом случае опре-
делены факторотображения

f ′ : H(C, ∂ ′C)→ H(K, ∂ ′K),
f ′′ : H(C, ∂ ′′C)→ H(K, ∂ ′′K),
f : H(C, ∂ C)→ H(K, ∂ K).

Пусть теперь модуль C биградуированный (т.е. Z2-градуиро-
ванный), C =

⊕
m,n∈Z Cmn, граничный оператор ∂ ′ – однород-

ный бистепени (−1, 0), а граничный оператор ∂ ′′ – однородный
бистепени (0,−1), так что

∂ ′ =
⊕

m,n∈Z ∂
′
mn, ∂ ′mn : Cmn → Cm−1,n,

∂ ′′ =
⊕

m,n∈Z ∂
′′
mn, ∂ ′′mn : Cmn → Cm,n−1,

причем выполнены условия

∂ ′m−1,n ◦ ∂
′
mn = ∂ ′m,n−1 ◦ ∂

′′
mn + ∂ ′′m−1,n ◦ ∂

′
mn = ∂ ′′m,n−1 ◦ ∂

′′
mn = 0

для всех m,n∈Z. Тогда бидифференциальный модуль {C, ∂ ′, ∂ ′′}
биградуируется в бикомплекс {Cmn, ∂ ′mn, ∂ ′′mn | m,n ∈ Z}, запи-
сываемый в виде антикоммутативной диаграммы рис. 1.1, где для
краткости опущены индексы у граничных операторов ∂ ′mn и ∂ ′′mn.
Заметим, что антикоммутативность диаграммы есть графическое
выражение условия совместности

∂ ′m,n−1 ◦ ∂
′′
mn + ∂ ′′m−1,n ◦ ∂

′
mn = 0.

Такая графическая запись позволяет называть операторы ∂ ′′mn
горизонтальными, а операторы ∂ ′mn вертикальными.

Дифференциальные модули {C, ∂ ′}, {C, ∂ ′′}, {C, ∂} и их про-
изводные модулиH(C, ∂ ′),H(C, ∂ ′′),H(C, ∂) тоже градуируются.
Именно,

{C, ∂ ′} = {Cm∗, ∂ ′m∗ | m ∈ Z} =
⊕

n∈Z{Cmn, ∂ ′mn | m ∈ Z},
H(C, ∂ ′) =

⊕
m∈Z Hm∗(C, ∂ ′), Hmn(C, ∂ ′) = ker ∂ ′mn/ im ∂ ′m+1,n,

Hm∗(C, ∂ ′) = ker ∂ ′m∗/ im ∂ ′m+1,∗ =
⊕

n∈Z Hmn(C, ∂ ′),
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...
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∂ ′
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Рис. 1.1. Бикомплекс

{C, ∂ ′′} = {C∗n, ∂ ′′∗n | n ∈ Z} =
⊕

m∈Z{Cmn, ∂ ′′mn | n ∈ Z},
H(C, ∂ ′′) =

⊕
n∈Z H∗n(C, ∂ ′′),

Hmn(C, ∂ ′′) = ker ∂ ′′mn/ im ∂ ′′m,n+1,

H∗n(C, ∂ ′′) = ker ∂ ′′∗n/ im ∂ ′′∗,n+1 =
⊕

m∈Z Hmn(C, ∂ ′′),

{C, ∂} = {Cp, ∂p | p ∈ Z},
Cp =

⊕
m+n=p Cmn, ∂p =

⊕
m+n=p ∂mn,

H(C, ∂) =
⊕

p∈Z Hp(C, ∂), Hp(C, ∂) = ker ∂p/ im ∂p+1,

где ∂mn = ∂ ′mn + ∂ ′′mn, m,n ∈ Z.
В силу условий совместности ∂ ′m,n−1 ◦∂

′′
mn+∂ ′′m−1,n ◦∂

′
mn=0,

имеем

∂ ′′mn(ker ∂ ′mn) ⊂ ker ∂ ′m,n−1 и ∂ ′′mn(im ∂ ′m+1,n) ⊂ im ∂ ′m+1,n−1,
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так что определены факторотображения

∂′′mn : Hmn(C, ∂ ′)→ Hm,n−1(C, ∂ ′), m, n ∈ Z.

Очевидно, ∂′′m,n−1 ◦ ∂
′′
mn = 0 и, значит, определен комплекс

{H∗n(C, ∂ ′),∂′′∗n | n ∈ Z} =
⊕

m∈Z{Hmn(C, ∂ ′),∂′′mn | n ∈ Z}

и его производный модуль

H(H(C, ∂ ′),∂′′) =
⊕

n∈Z Hn(H(C, ∂ ′),∂′′)
=
⊕

m,n∈Z Hn(Hm∗(C, ∂ ′),∂′′m∗),

где
Hn(Hm∗(C, ∂ ′),∂′′m∗) = ker∂′′mn/ im∂′′m,n+1.

Аналогичным образом определяются комплекс

{Hm∗(C, ∂ ′′),∂′m∗ | m ∈ Z} =
⊕

n∈Z{Hmn(C, ∂ ′′),∂′mn | m ∈ Z}

и его производный модуль

H(H(C, ∂ ′′),∂′) =
⊕

m∈Z Hm(H(C, ∂ ′′),∂′)
=
⊕

m,n∈Z Hm(H∗n(C, ∂ ′′),∂′∗n),

где

∂′mn : Hmn(C, ∂ ′′)→ Hm−1,n(C, ∂ ′′),
Hm(H∗n(C, ∂ ′′),∂′∗n) = ker∂′mn/ im∂′m+1,n.

Пусть {Cmn, (∂ ′C)mn, (∂ ′′C)mn}, {Kmn, (∂ ′K)mn, (∂ ′′K)mn} – би-
комплексы. A-линейное отображение

f =
⊕

m,n∈Z : C =
⊕

m,n∈Z Cmn → K =
⊕

m,n∈Z Kmn,

fmn : Cmn → Kmn,

называется морфизмом бикомплексов, если

(∂ ′K)mn ◦fmn = fm−1,n ◦(∂ ′C)mn, (∂ ′′K)mn ◦fmn = fm,n−1 ◦(∂ ′′C)mn

для всех m,n ∈ Z. Таким образом, определена категория биком-
плексов. В частности, в этом случае определены факторотобра-
жения

f ′ =
⊕

mn∈Z f ′mn, f ′mn : Hmn(C, ∂ ′C)→ Hmn(C, ∂ ′K),
f ′′ =

⊕
mn∈Z f ′′mn, f ′′mn : Hmn(C, ∂ ′′C)→ Hmn(K, ∂ ′′K),

f =
⊕

p∈Z fp, fp : Hp(C, ∂C)→ Hp(K, ∂K).
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Аналогичным образом обстоят дела и в случае когомологий
с заменой левого A-модуля C на правый A-модуль

C(M) = HomA(C,M),

граничных операторов ∂ ′, ∂ ′′ : C → C на дифференциалы

d ′, d ′′ : C(M)→ C(M),
d ′(φ) = φ ◦ ∂ ′, d ′′(φ) = φ ◦ ∂ ′′ для всех φ ∈ C(M).

Условие совместности ∂ ′ ◦ ∂ ′′ + ∂ ′′ ◦ ∂ ′ = 0 в этом случае прини-
мает вид d ′ ◦ d ′′ + d ′′ ◦ d ′ = 0, поскольку

(d ′ ◦d ′′+d ′′ ◦d ′)(φ) = φ◦(∂ ′′ ◦∂ ′+∂ ′ ◦∂ ′′) = 0 для всех φ ∈ C(M).

Итак, определен бидифференциальный правый A-модуль

{C(M), d ′, d ′′}.

В частности, определены дифференциальный модуль

{C(M), d ′}

с производным H(C(M), d ′), дифференциальный модуль

{C(M), d ′′}

с производным H(C(M), d ′′) и дифференциальный модуль

{C(M), d}

с производным H(C(M), d), где d = d ′ + d ′′.
Далее, определены фактордифференциалы

d′′ : H(C(M), d ′)→ H(C(M), d ′),
d′ : H(C(M), d ′′)→ H(C(M), d ′′),

дифференциальные модули

{H(C(M), d ′),d′′}, {H(C(M), d ′′),d′}

и их производные модули

H(H(C(M), d ′),d′′), H(H(C(M), d ′′),d′).
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В биградуированной ситуации

C =
⊕

m,n∈Z Cmn,

C(M) =
⊕

m,n∈Z C
mn(M), Cmn(M) = HomA(Cmn,M),

дифференциал d ′ – однородный бистепени (1, 0), а дифференциал
d ′′ – однородный бистепени (0, 1), так что

d ′ =
⊕

m,n∈Z(d ′)mn, (d ′)mn : Cmn(M)→ Cm+1,n(M),

d ′′ =
⊕

m,n∈Z(d ′′)mn, (d ′′)mn : Cmn(M)→ Cm,n+1(M).

В результате получаем бикомплекс

{Cmn(M), (d ′)mn, (d ′′)mn | m,n ∈ Z}

с антикоммутативной диаграммой рис. 1.2. Дифференциальные
модули {C(M), d ′}, {C(M), d ′′}, {C(M), d} и их производные гра-
дуируются следующим образом:

{C(M), d ′} = {Cm∗(M), (d ′)m∗ | m ∈ Z}
=
⊕

n∈Z{Cmn(M), (d ′)mn | m ∈ Z},

H(C(M), d ′) =
⊕

m∈Z H
m∗(C(M), d ′),

Hm∗(C(M), d ′)=ker(d ′)m∗/ im(d ′)m−1,∗=
⊕

n∈Z H
mn(C(M), d ′),

Hmn(C(M), d ′) = ker(d ′)mn/ im(d ′)m−1,n,

{C(M), d ′′} = {C∗n(M), (d ′′)∗n | n ∈ Z}
=
⊕

m∈Z{Cmn(M), (d ′′)mn | n ∈ Z},

H(C(M), d ′′) =
⊕

n∈Z H
∗n(C(M), d ′′),

H∗n(C(M), d ′′)=ker(d ′′)∗n/ im(d ′′)∗,n−1 =
⊕

m∈Z H
mn(C(M), d ′′),

Hmn(C(M), d ′′) = ker(d ′′)mn/ im(d ′′)m,n−1,

{C(M), d} = {Cp, dp | p ∈ Z},
Cp(M) =

⊕
m+n=p C

mn(M), dp =
⊕

m+n=p d
mn,

H(C(M), d) =
⊕

p∈Z H
p(C(M), d),

Hp(C(M), d) = ker dp/ im dp−1,

где dmn = (d ′)mn + (d ′′)mn, m,n ∈ Z.
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Рис. 1.2. Бикомплекс

Фактордифференциалы

(d′′)mn : Hmn(C(M), d ′)→ Hm,n+1(C(M), d ′),

(d′)mn : Hmn(C(M), d ′′)→ Hm+1,n(C(M), d ′′),

определяют комплексы

{H∗n(C(M), d ′), (d′′)∗n | n ∈ Z}
=
⊕

m∈Z{Hmn(C(M), d ′), (d′′)mn | n ∈ Z},

{Hm∗(C(M), d ′′), (d′)m∗ | m ∈ Z}
=
⊕

n∈Z{Hmn(C(M), d ′′), (d′)mn | m ∈ Z},
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с производными модулями

H(H(C(M), d ′),d′′) =
⊕

n∈Z H
n(H(C(M), d ′),d′′)

=
⊕

m,n∈Z H
n(Hm∗(C(M), d ′), (d′′)m∗),

H(H(C(M), d ′′),d′) =
⊕

m∈Z H
m(H(C(M), d ′′),d′)

=
⊕

m,n∈Z H
m(H∗n(C(M), d ′′), (d′)∗n).

Отметим, что на практике часто встречаются случаи, когда
модули Cmn = 0 при m < 0 и/или n < 0.

Подробное изложение см., например, в [16], [21], [10], [8].

1.7. Спектральные последовательности

В этой секции всюду, если не оговорено противное, F – по-
ле, A – унитальная ассоциативная алгебра над F, термин модуль
означает левый A-модуль.

1.7.1. Модули с фильтрацией. Пусть C – модуль. Убы-
вающей фильтрацией модуля C называется последовательность
его подмодулей {Cp; p ∈ Z} такая, что

· · · ⊃ Cp−1 ⊃ Cp ⊃ Cp+1 ⊃ · · · ,
⋃
p∈Z C

p = C.

Дуальным образом определяется возрастающая фильтрация.
Здесь мы ограничимся убывающими фильтрациями и будем на-
зывать модулем с фильтрацией любой модуль с определенной на
нем убывающей фильтрацией.

Пусть C =
⋃
p∈Z C

p, K =
⋃
p∈Z K

p – модули с фильтрацией.
A-линейное отображение f : C → K называется морфизмом мо-
дулей с фильтрацией, если f(Cp) ⊂ Kp для всех p ∈ Z. Таким
образом, определена категория модулей с фильтрацией.

Пусть C =
⋃
p∈Z C

p – модуль с фильтрацией. Градуированным
модулем, связанным с модулем C называют модуль

G(C) =
⊕

n∈Z Gn(C), где Gn(C) = Cn/Cn+1 – фактормодули,

с естественной градуировкой. (Здесь и далее в этом разделе тер-
мин градуированный означает Z-градуированный.)

С другой стороны, пусть C =
⊕

n∈Z Cn есть градуированный
модуль. Зададим на C фильтрацию подмодулями

Cp =
⊕

n>p Cn,

тогда градуированный модуль G(C) ' C.
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Пусть на модуле C одновременно определены градуировка и
фильтрация, т.е. C =

⊕
n∈Z Cn =

⋃
p∈Z C

p. Говорят, что градуи-
ровка и фильтрация совместимы, если

Cp =
⊕

n∈Z C
p ∩ Cn для всех p ∈ Z,

т.е. если подмодули Cp разлагаются на однородные компоненты.
В этом случае C называется градуированным модулем с филь-
трацией. Также, говорят, что фильтрация регулярна, если для
каждого n ∈ Z существует P (n) ∈ Z такое, что

Cp ∩ Cn = 0 для всех p > P (n).

1.7.2. Спектральная последовательность дифференци-
ального модуля с фильтрацией. Пусть на модуле C опре-
делены дифференциал d : C → C, d ◦ d = 0, и фильтрация
C =

⋃
p∈Z C

p. Говорят, что дифференциал и фильтрация сов-
местимы, если dCp ⊂ Cp для всех p ∈ Z. В этом случае пара
{C, d} = {C =

⋃
Cp, d} называется дифференциальным модулем

с фильтрацией. Пусть {C, dC}, {K, dK} – два дифференциаль-
ных модуля с фильтрацией. Морфизм модулей f : C → K назы-
вается морфизмом дифференциальных модулей с фильтрацией,
если f есть одновременно и морфизм дифференциальных моду-
лей, и морфизм модулей с фильтрацией, т.е. если dK ◦f = f ◦dC и
f(Cp) ⊂ Kp для всех p ∈ Z. Таким образом, определена категория
дифференциальных модулей с фильтрацией.

Пусть {C, d} – дифференциальный модуль с фильтрацией,
C−∞ = C, C∞ = 0. Ниже нам понадобятся следующие модули:

Z(C) = ker d = {x ∈ C | dx = 0} – циклы модуля {C, d},
B(C) = im d = dC = {x = dy | y ∈ C} – границы модуля {C, d},
H(C) = Z(C)/B(C) – гомологии модуля {C, d},
Z(Cp) = ker dp = {x ∈ Cp | dx = 0} – циклы модуля {Cp, dp},
B(Cp) = im dp = dCp = {x = dy ∈ Cp | y ∈ Cp}

– границы модуля {Cp, dp},
H(Cp) = Z(Cp)/B(Cp) – гомологии модуля {Cp, dp},

где dp = d|Cp : Cp → Cp – сужение дифференциала d : C → C на
Cp ⊂ C, p ∈ Z.
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Для p ∈ Z, r ∈ Z ∪ {∞} положим

Zpr = Z(Cp mod Cp+r) = {x ∈ Cp | dx ∈ Cp+r},
Bpr = Cp ∩ dCp−r = {x = dy ∈ Cp | y ∈ Cp−r},

в частности,

Bpr = dZp−rr = {x = dy | y ∈ Zpr }, для всех p, r ∈ Z,
Zpr = Cp, для всех p ∈ Z, r 6 0,

Bpr = dCp−r = {x = dy | y ∈ Cp−r}, для всех p ∈ Z, r 6 0,
Zp∞ = Z(Cp), для всех p ∈ Z,
Bp∞ = Cp ∩ dC = {x = dy ∈ Cp | y ∈ C}, для всех p ∈ Z.

Очевидно, Zpr ⊃ Z
p
r+1 ⊃ Zp∞ для всех p, r ∈ Z. Также справедлива

следующая

Лемма 1.7.1. Для каждого p ∈ Z модули BPr , r ∈ Z, образу-
ют возрастающую фильтрацию модуля Bp∞ , т.е.

Bpr ⊂ B
p
r+1 для всех r ∈ Z,

⋃
r∈Z B

p
r = Bp∞.

Доказательство. Эта лемма есть прямое следствие того,
что модули Cs, s ∈ Z, образуют убывающую фильтрацию мо-
дуля C. Подробнее, с одной стороны

Bpr = Cp ∩ dCp−r ⊂ Cp ∩ dCp−r−1 = Bpr+1 ⊂ Cp ∩ C = Bp∞,

так что
⋃
r∈Z B

p
r ⊂ Bp∞. С другой стороны, пусть x ∈ Bp∞, т.е.

x = dy ∈ Cp, y ∈ C. Поскольку C =
⋃
s∈Z C

s, найдется индекс
s ∈ Z такой, что y ∈ Cs. Положим r = p − s, тогда получим
x = dy ∈ Cp, y ∈ Cp−r, т.е. x ∈ Bpr , и, значит, Bp∞ ⊂

⋃
r∈Z B

p
r , что

и требовалось.

По построению

Zpr ⊃ B
p
r−1 и Zpr ⊃ Z

p+1
r−1 для всех p ∈ Z, r ∈ Z ∪ {∞},

так что определены фактормодули

Epr = Zpr /(B
p
r−1 + Zp+1

r−1 ), p ∈ Z, r ∈ Z ∪ {∞},

которые объединяются в Z-градуированные модули

Er =
⊕

p∈Z E
p
r , r ∈ Z ∪ {∞}.
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Построенные таким образом модули образуют последователь-
ность

{Er | r ∈ Z},

которая называется спектральной последовательностью диффе-
ренциального модуля с фильтрацией {C =

⋃
Cp, d}.

В частности, при r 6 0 имеем

Zpr = Cp, Bpr−1 = dCp−r+1 ⊂ Cp+1 = Zp+1
r−1 ,

так что
Epr = Cp/Cp+1 для всех p ∈ Z, r 6 0.

При r = 1 имеем

Bp0 = dCp, Zp+1
0 = Cp+1,

так что

Ep1 = Zp1/(dC
p + Cp+1) = {x ∈ Cp | dx ∈ Cp+1}/(dCp + Cp+1)

для всех p ∈ Z, и так далее. В пределе получим

Ep∞ = Zp∞/(B
p
∞ + Zp+1

∞ ) = Z(Cp)/(B(Cp) + Z(Cp+1)),

для всех p ∈ Z.
Для каждого r ∈ Z определим эндоморфизм

dr =
⊕

p∈Z d
p
r ∈ EndA(Er), dpr : Epr → Ep+rr , p ∈ Z,

подробнее,

Epr = Zpr /(B
p
r−1 + Zp+1

r−1 )
dpr- Ep+rr = Zp+rr /(Bp+rr−1 + Zp+r+1

r−1 ),

правилом

[x]pr = x+(Bpr−1 +Zp+1
r−1 ) 7→ dpr [x]pr = [dx]p+rr = dx+(Bp+rr−1 +Zp+r+1

r−1 )

для всех x ∈ Zpr . Это определение корректно, поскольку по по-
строению

dZpr ⊂ Zp+rr , dBpr−1 = 0, dZp+1
r−1 = Bp+rr−1 .

Очевидно, композиция dp+rr ◦dpr = 0 для всех p, r ∈ Z, так что для
каждого r ∈ Z определен Z-градуированный дифференциальный
модуль {Er, dr} с r-однородным дифференциалом dr.
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Теорема 1. Для каждого r ∈ Z производный модуль H(Er)
совпадает с модулем Er+1 , подробнее,

ker dpr/ im dp−rr = Epr+1 для всех p ∈ Z.

Доказательство. Хотя доказательство одинаковое для всех
r ∈ Z, для наглядности сначала рассмотрим простые случаи.
Пусть r < 0, p ∈ Z. Тогда

Epr = Cp/Cp+1 = Epr+1, Ep+rr = Cp+r/Cp+r+1

и для всякого x ∈ Cp

dpr(x+ Cp+1) = dx+ Cp+r+1 = 0,

поскольку
dx ∈ Cp ⊂ Cp+r+1 при r < 0,

откуда ker dpr = Epr , im dp−rp = 0 и, следовательно,

ker dpr/ im dp−rr = Epr = Epr+1 для всех p ∈ Z, r < 0.

Другой простой случай r = 0. Здесь для p ∈ Z имеем

Ep0 = Cp/Cp+1, Ep1 = Zp1/(dC
p + Cp+1)

и для любого x ∈ Cp

dp0(x+ Cp+1) = dx+ Cp+1,

откуда
im dp0 = dCp + Cp+1, ker dp0 = Zp1 ,

и, значит,

ker dp0/ im dp0 = Zp1/(dC
p + Cp+1) = Ep1 для всех p ∈ Z.

Рассмотрим теперь общий случай p, r ∈ Z. Учитывая, что дока-
зательство по сути есть игра с фактормодулями и суммами под-
модулей, не слишком популярная среди неспециалистов, рассуж-
дения проведем максимально подробно. Итак,

Epr =
Zpr

dZp−r+1
r−1 + Zp+1

r−1

, Ep+rr =
Zp+rr

dZp+1
r−1 + Zp+r+1

r−1

,

Epr+1 =
Zpr+1

dZp−rr + Zp+1
r

.
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Для всякого x ∈ Zpr имеем dpr [x]pr = dx + (dZp+1
r−1 + Zp+r+1

r−1 ), так
что dpr [x]pr = 0 тогда и только тогда, когда dx = dy + z, y ∈ Zp+1

r−1 ,
z ∈ Zp+r+1

r−1 . Положим u = x − y, тогда u ∈ (Cp + Cp+1) = Cp,
du = z ∈ Cp+r+1, т.е. u ∈ Zpr+1, и, значит, x = u+y ∈ Zpr+1 +Zp+1

r−1 .
Отсюда

ker dpr = (Zpr+1 + Zp+1
r−1 )/(dZp−r+1

r−1 + Zp+1
r−1 ).

Аналогичным образом,

im dp−rr = (dZp−rr + Zp+1
r−1 )/(dZp−r+1

r−1 + Zp+1
r−1 ),

где мы учли, что dZp−r+1
r−1 ⊂ dZp−rr . Следовательно,

ker dpr/ im dp−rr =
Zpr+1 + Zp+1

r−1

dZp−r+1
r−1 + Zp+1

r−1

/
dZp−rr + Zp+1

r−1

dZp−r+1
r−1 + Zp+1

r−1

=
Zpr+1 + Zp+1

r−1

dZp−r+1
r−1 + Zp+1

r−1 + dZp−rr

=
Zpr+1 + Zp+1

r−1

Zp+1
r−1 + dZp−rr

=
Zpr+1

Zpr+1 ∩ (dZp−rr + Zp+1
r−1 )

=
Zpr+1

dZp−rr + Zpr+1 ∩ Z
p+1
r−1

= Zpr+1/(dZ
p−r
r + Zp+1

r ) = Epr+1,

где мы учли, что

Zp−r+1
r−1 ⊂ Zp−rr , dZp−rr ⊂ Zpr+1, Zpr+1 ∩ Z

p+1
r−1 = Zp+1

r .

Пример 1.7.1. Пусть {C, d} – комплекс,

C =
⊕

n∈Z Cn, d =
⊕

n∈Z dn, dn : Cn → Cn+1.

Ниже следует отличать дифференциал dn : Cn → Cn+1 от диффе-
ренциала dr : Er → Er. Зададим на модуле C фильтрацию подмо-
дулями Cp =

⊕
n>p Cn, p ∈ Z, тогда dCp ⊂ Cp+1 ⊂ Cp, поскольку

dCp =
⊕

n>p dnCn ⊂
⊕

n>p Cn+1 =
⊕

n>p+1 Cn = Cp+1.

В частности, определен дифференциальный модуль с фильтра-
цией. Вычислим его спектральную последовательность. Пусть
p, r ∈ Z. По определению

Zpr = {x ∈ Cp | dx ∈ Cp+r}, Zp+1
r−1 = {x ∈ Cp+1 | dx ∈ Cp+r},
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так что

Zpr /Z
p+1
r−1 = {x ∈ Cp | dx ∈ Cp+r ∩ Cp+1} =

{
Cp, r 6 1,
Z(Cp), r > 2,

где Z(Cp) = ker dp = {x ∈ Cp | dx = 0} и было учтено, что

Cp+r ∩ Cp+1 =

{
Cp+1, r 6 1,
0, r > 2.

Таким образом,

Epr =
Zpr

Bpr−1 + Zp+1
r−1

=

{
Cp/(Cp ∩Bpr−1), r 6 1
Z(Cp)/(Cp ∩Bpr−1), r > 2.

В свою очередь,

Cp ∩Bpr−1 = Cp ∩ Cp ∩ dCp−r+1

= d(Cp−r+1 ∩ Cp−1) =

{
0, r 6 1,
dCp−1, r > 2,

так что

Epr =

{
Cp, r 6 1,
Hp(C), r > 2,

коротко,

Er =
⊕

p∈Z E
p
r =

{
C, r 6 1,
H(C) r > 2,

где Hp(C) = ker dp/ im dp−1 = Z(Cp)/B(Cp), H(C) =
⊕

p∈Z Hp(C).
Аналогичным образом проверяем, что для всех p, r ∈ Z,

dpr =

{
0, r 6= 1,
dp, r = 1,

откуда

ker dpr/ im dp−rr =

{
Cp, r 6 0,
Hp(C), r > 1,

= Epr+1,

в согласии с теоремой 1. И наконец,

Ep∞ = Zp∞/(B
p
∞ + Zp+1

∞ ) = Z(Cp)/(Cp ∩ dC)
= Z(Cp)/B(Cp) = Hp(C).
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Пусть p ∈ Z. По построению

Cp ⊂ C, Z(Cp) ⊂ Z(C), B(Cp) ⊂ B(C),

так что определен морфизм

jp : H(Cp)→ H(C), x+ dCp 7→ x+ dC, для всех x ∈ Z(Cp).

Его образ

im jp = H(C)p =
Z(Cp) + dC

dC
=

Z(Cp)
Cp ∩ dC

=
Zp∞
Bp∞

.

Вложения Cp ⊃ Cp+1 влекут вложения H(C)p ⊃ H(C)p+1, так
что определены модуль с фильтрацией H(C) =

⋃
H(C)p (дру-

гими словами, фильтрация модуля C индуцирует фильтрацию
производного модуля H(C)). В частности, определен градуиро-
ванный модуль

G(H(C)) =
⊕
Gp(H(C)),

где
Gp(H(C)) = H(C)p/H(C)p+1, p ∈ Z.

Теорема 2. Справедливо равенство E∞ = G(H(C)), или, по-
дробнее,

Ep∞ = G(H(C))p для всех p ∈ Z.

Доказательство. Действительно, пусть p ∈ Z, тогда

H(C)p

H(C)p+1
=
Zp∞
Bp∞

/
Zp+1
∞

Bp+1
∞

=
Zp∞

Bp∞ + Zp+1
∞ +Bp+1

∞
=

Zp∞

Bp∞ + Zp+1
∞

=Ep∞,

где мы учли, что Zp+1
∞ ⊂ Zp∞, Bp+1

∞ ⊂ Bp∞.

1.7.3. Специальные случаи.
Градуировка. Пусть {C, d} – дифференциальный модуль

с фильтрацией, причем модуль C снабжен градуировкой, совме-
стимой с фильтрацией, а дифференциал d – однородный степе-
ни +1 (говорят, что {C, d} – комплекс с фильтрацией), так что
для всех p, q ∈ Z имеем

C =
⋃
Cp =

⊕
q∈Z Cq, dCp ⊂ Cp, d =

⊕
q∈Z dq, dq : Cq → Cq+1.
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В такой ситуации члены Er, r ∈ Z∪{∞}, биградуируются. Имен-
но, пусть p, q ∈ Z, тогда

Cpq = Cp ∩ Cp+q, Cp =
⊕

q∈Z C
pq, dCpq ⊂ Cp,q+1,

Zpqr = Zpr ∩ Cp+q = {x ∈ Cpq | dx ∈ Cp+r,q−r+1},
Zpr =

⊕
q∈Z Z

pq
r , dZpqr = Cp+r,q−r+1 ∩ dCpq = Bp+r,q−r+1

r ,

Bpqr = Bpr ∩ Cp+q = Cpq ∩ dCp−r,q+r−1

= {x = dy ∈ Cpq | y ∈ Cp−r,q+r−1},
Bpr =

⊕
q∈Z B

pq
r , dBpqr = 0,

Epqr = Zpqr /(B
pq
r−1 + Zp+1,q−1

r−1 ), Epr =
⊕

q∈Z E
pq
r .

dpr =
⊕

q∈Z d
pq
r , dpqr : Epqr → Ep+r,q−r+1

r , для всех p, q ∈ Z,

Epqr+1 = ker dpqr / im dp−r,q+r−1
r .

Доказательство этих равенств осуществляется прямой проверкой
и является хорошим упражнением по технике работы с фактор-
модулями и суммами подмодулей. Доказательство последнего ра-
венства использует теорему 1.

В частности,

Epq∞ = Zpq∞/(B
pq
∞ + Zp+1,q−1

∞ ) для всех p, q ∈ Z.

Очевидно, Zpqr ⊃ Zpqr+1 ⊃ Zpq∞ для всех p, q, r ∈ Z, а лемма 1.7.1
имеет

Следствие 1.7.1. Для каждой пары p, q ∈ Z модули Bpqr ,
r ∈ Z, образуют возрастающую фильтрацию модуля Bpq∞ , т.е.

Bpqr ⊂ B
pq
r+1 для всех r ∈ Z,

⋃
r∈Z B

pq
r = Bpq∞ .

По построению модуль H(C) имеет фильтрацию

H(C) =
⋃
H(C)p

(см. с. 107) и градуировку

H(C) =
⊕
Hq(C)

(см. с. 88). Очевидно, они совместимы. Для p, q ∈ Z, положим

Hq(C)p = Hq(C)∩H(C)p = {x+Cp∩Cq∩dC | x ∈ Cp∩Cq, dx = 0},
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тогда
Epq∞ = Hp+q(C)p/Hp+q(C)p+1.

Действительно,

Hp+q(C)p = {x+ Cpq ∩ dC | x ∈ Cpq, dx = 0} = Zpq∞/B
pq
∞ ,

Hp+q(C)p+1 = {x+ Cp+1,q−1 ∩ dC | x ∈ Cp+1,q−1, dx = 0}
= Zp+1,q−1

∞ /Bp+1,q−1
∞ ,

Hp+q(C)p/Hp+q(C)p+1 =
Zpq∞
Bpq∞

/
Zp+1,q−1
∞

Bp+1,q−1
∞

=
Zpq∞

Bpq∞ + Zp+1,q−1
∞ +Bp+1,q−1

∞
=

Zpq∞

Bpq∞ + Zp+1,q−1
∞

= Epq∞ ,

где мы учли, что Zp+1,q−1
∞ ⊂ Zpq∞ и Bp+1,q−1

∞ ⊂ Bpq∞ .
Регулярная фильтрация. Пусть в условиях предыдущего

пункта фильтрация комплекса {C, d} регулярная, т.е. для всякого
индекса q ∈ Z существует номер P (q) ∈ Z такой, что Cp ∩ Cq = 0
для всех p > P (q).

Пусть p, q ∈ Z, тогда Zpqr = Zpq∞ при r > R = P (p+ q + 1)− p,
поскольку

Zpqr = {x ∈ Cpq | dx ∈ Cp+r,q−r+1},
а Cp+r,q−r+1 = Cp+r ∩Cp+q+1 = 0 при любых p+ r > P (p+ q+ 1).
Более того, и дифференциал dpqr = 0 при r > R, посколь-
ку в этом случае dpqr : Epqr → Ep+r,q−r+1

r = Zp+q,q−r+1
r /(. . . ), а

Zp+q,q−r+1
r ⊂ Cp+r,q−r+1 = 0. Отсюда с помощью теоремы 1 вы-

водим, что Epqr+1 = Epqr / im dp−r,q+r−1
r , т.е. имеется точная после-

довательность модулей

0 - im dp−r,q+r−1
r

- Epqr
πpqr- Epqr+1

- 0, r > R,

где πpqr – каноническая проекция модуля на фактормодуль. Та-
ким образом, для каждой пары p, q ∈ Z определена индуктивная
последовательность модулей

EpqR
πpqR- EpqR+1

πpqR+1- . . .
πpqr−1- Epqr

πpqr- Epqr+1

πpqr+1- . . . ,

или коротко {Epqr
πpqr- Epqr+1 | r > R}.

Теорема 3. В указанных выше условиях для всякой пары
p, q ∈ Z справедливо равенство

lim−→Epqr = Epq∞ .
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Доказательство. Действительно, по построению модуль
lim−→Epqr характеризуется точностью последовательности

0 - Npq -
⊕

r>RE
pq
r

πpq- lim−→Epqr - 0,

где

Npq = {x =
∑
r xr ∈

⊕
Epqr |

∑
r π

pq
rs (xr) = 0 для некоторого s},

а πpq – каноническая проекция модуля на фактормодуль (пояс-
ним, что πpqrs = πpqs−1 ◦ . . . ◦ π

pq
r , см. пример 1.2.32).

Далее, по определению модуль Epq∞ = Zpq∞/(B
pq
∞+Zp+1,q−1

∞ ), то-
гда как при r > R модуль Epqr = Zpq∞/(B

pq
r−1+Zp+1,q−1

∞ ), поскольку
модуль Zp+1,q−1

r−1 = Zp+1,q−1
∞ при

r − 1 > P ((p+ 1) + (q − 1) + 1)− (p+ 1) = R− 1,

т.е. при r > R. Для каждого r > R определим эпиморфизм
πpqr∞ : Epqr → Epq∞ правилом

xr = x+ (Bpqr−1 + Zp+1,q−1
∞ ) 7→ x∞ = x+ (Bpq∞ + Zp+1,q−1

∞ ),
для всех x ∈ Zpq∞ ,

напомним, что Bpqr−1 ⊂ Bpq∞ . В силу универсальности прямой сум-
мы определен эпиморфизм πpq∞ :

⊕
r>RE

pq
r → Epq∞ , действующий

по правилу

x 7→ x∞ =
∑

πpqr∞(xr) для всех x =
∑

xr ∈
⊕
Epqr ,

причем для всех s > R коммутативна диаграмма

Epqs

⊕
r>RE

pq
r πpq∞

-

ιpqs

�
Epq∞

πpqs∞
-

где ιpqs – канонические инъекции. В частности, определена вторая
точная последовательность модулей

0 - Npq
∞

-
⊕

r>RE
pq
r

πpq∞- Epq∞ - 0,

где Npq
∞ = {x ∈

⊕
Epqr | πpq∞(x) = 0}.
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В силу леммы 1.2.1 теорема будет доказана, если мы покажем,
что Npq = Npq

∞ . Итак, пусть

x =
∑

xr ∈
⊕
Epqr , где xr = xr + (Bpqr−1 + Zp+1,q−1

∞ ), xr ∈ Zpq∞ .

Пусть s > supp x, тогда∑
πpqrs (xr) = x+ (Bpqs−1 + Zp+1,q−1

∞ ), где x =
∑

xr ∈ Zpq∞ ,

так что
∑
πpqrs (xr) = 0 тогда и только тогда, когда x = y + z, для

некоторых y ∈ Bpqs−1, z ∈ Zp+1,q−1
∞ . С другой стороны,

πpq∞(x) =
∑

πpqr∞(xr) = x+(Bpq∞+Zp+1,q−1
∞ ), где x =

∑
xr ∈ Zpq∞ ,

так что πpq∞(x) = 0 тогда и только тогда, когда x = y + z для
некоторых y ∈ Bpq∞ , z ∈ Zp+1,q−1

∞ . Но, согласно следствию 1.7.1,
Bpq∞ =

⋃
Bpqr , и, значит, найдется индекс s > R такой, что фак-

тически y ∈ Bpqs−1. Сравнивая полученные выражения, приходим
к выводу, что Npq = Npq

∞ , что и требовалось.

Неотрицательная фильтрация. Пусть {C, d} – дифферен-
циальный модуль с фильтрацией. Фильтрация C =

⋃
Cp называ-

ется неотрицательной, если C0 = C (а значит, и Cp = C для
всех p 6 0). В этом случае

Epr = 0 для всех p < 0, r ∈ Z ∪ {∞}.

Действительно, при r ∈ Z модуль

Zp+1
r−1 = {x ∈ Cp+1 = Cp = C | dx ∈ Cp+r} = Zpr ,

так что Epr = Zpr /(B
p
r−1 + Zp+1

r−1 ) = 0, а при r =∞ модуль

Zp+1
∞ = {x ∈ Cp+1 = Cp = C | dx = 0} = Zp∞,

и опять Ep∞ = Zp∞/(B
p
∞ + Zp+1

∞ ) = 0.

Фильтрация, подчиненная градуировке. Пусть {C, d} –
комплекс с фильтрацией. Фильтрация C =

⋃
Cp называется под-

чиненной градуировке C =
⊕
Cq, если Cp ∩ Cq = 0 при p > q + 1

(в частности, фильтрация регулярная). Здесь

Epqr = 0 для всех p ∈ Z, q < 0, r ∈ Z ∪ {∞}.

Действительно, в этом случае Cpq = Cp ∩ Cp+q = 0, а значит, и
Zpqr = 0, а следовательно, и Epqr = 0.
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Градуировка, обрезающая фильтрацию.
Пусть {C, d} – комплекс с фильтрацией. Будем говорить, что

градуировка C =
⊕
Cq обрезает фильтрацию C =

⋃
Cp, если

существует n ∈ N такое, что

Cp ∩ Cq = Cq−N ∩ Cq для всех p 6 q −N.

В этом случае

Cpq = Cp ∩ Cp+q = Cp+q−N ∩ Cp+q для всех q > N,

так что для всех q > N имеем Cp+1,q−1 = Cp+q−N ∩ Cp+q = Cpq,
откуда

Zp+1,q−1
r−1 = {x ∈ Cp+1,q−1 | dx ∈ Cp+r,q−r+1}

= {x ∈ Cp,q | dx ∈ Cp+r,q−r+1} = Zpqr

и, значит,

Epqr = Zpqr /(B
pq
r−1 + Zp+1,q−1

r−1 ) = 0 для всех p, r ∈ Z, q > N.

Аналогичным образом проверяется, что Zp+1,q−1
∞ = Zpq∞ для всех

q > N , так что и

Epq∞ = Zpq∞/(B
pq
∞ + Zp+1,q−1

∞ ) = 0 для всех p ∈ Z, q > N.

Неотрицательная градуировка.
Пусть {C, d} – комплекс с фильтрацией, причем однородные

компоненты Cq = 0 при q < 0, так что C =
⊕

q>0 Cq. Тогда

Cpq = Cp ∩ Cp+q = 0 для всех p, q ∈ Z, p+ q < 0,

откуда Zpqr = 0, а значит, и члены спектральной последователь-
ности Epqr = 0 для всех p, q ∈ Z, p+ q < 0, r ∈ Z ∪ {∞}.

Спектральные последовательности бикомплекса.
Пусть {C, d′, d′′} – бикомплекс, где (ср. с рис. 1.2)

C =
⊕

m,n∈Z Cmn, d′ ◦ d′ = d′ ◦ d′′ + d′′ ◦ d′ = d′′ ◦ d′′ = 0,

d′ =
⊕

m,n∈Z d
′
mn, d′mn : Cmn → Cm+1,n,

d′′ =
⊕

m,n∈Z d
′′
mn, d′′mn : Cmn → Cm,n+1,



1.7. Спектральные последовательности 113

напомним, что модули Cmn называются однородными бистепени
(m,n), вертикальные дифференциалы d′ – однородными бисте-
пени (1, 0), а горизонтальные дифференциалы d′′ – однородными
бистепени (0, 1).

Положим

Cq =
⊕

m+n=q Cmn, dq =
⊕

m+n=q(d
′
mn + d′′mn), q ∈ Z,

тогда C =
⊕

q∈Z Cq, dq : Cq → Cq+1 и dq+1 ◦ dq = 0, так что по-
лучим комплекс {C, d}, где модули Cq – однородные степени q,
дифференциал d – однородный степени +1. В модуле C можно
ввести две различные фильтрации. Первая, вертикальная, опре-
деляется правилом

′Cp =
⊕

m>p
n∈Z

Cmn,
′Cp ⊃ ′Cp+1, d(′Cp) ⊂ ′Cp, p ∈ Z,

C =
⋃
p∈Z

′Cp,

и задает комплекс с фильтрацией ′{C, d} со спектральной после-
довательностью ′Epr , дифференциалами ′dr и предельным членом
′Ep∞, p, r ∈ Z. Вторая, горизонтальная, определяется правилом

′′Cp =
⊕

m∈Z
n>p

Cmn,
′′Cp ⊃ ′′Cp+1, d(′′Cp) ⊂ ′′Cp, p ∈ Z,

C =
⋃
p∈Z

′′Cp

и задает комплекс с фильтрацией ′′{C, d} со спектральной после-
довательностью ′′Epr , дифференциалами ′′dr и предельным членом
′′Ep∞, p, r ∈ Z.

В приложениях часто встречается случай, когда бикомплекс
{C, d′, d′′} неотрицательный, т.е. компоненты Cmn = 0 при
(m,n) /∈ Z2

+, так что фактически C =
⊕

m,n>0 Cmn. Здесь

Cq =
⊕

m,n>0
m+n=q

Cmn =
⊕

06n6q Cq−n,n, q ∈ Z,

в частности, Cq=0 при q<0, т.е. полная градуировка C=
⊕

q>0 Cq
неотрицательная. Далее,

′Cp =
⊕

m,n>0
m>p

Cmn =
⊕

m>max{0,p}
n>0

Cmn, p ∈ Z,

в частности, ′Cp = C при p 6 0, т.е. вертикальная фильтрация
неотрицательная и, следовательно, члены спектральной последо-
вательности ′Epr = 0 при p < 0, r ∈ Z ∪ {∞}. Кроме того,

′Cp ∩ Cq =
⊕

06n6q
p6m=q−n

Cq−n,n =
⊕

06n6min{q−p,q} Cq−n,n,
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в частности, ′Cp ∩ Cq = 0 при p > q + 1, т.е. вертикальная филь-
трация подчинена полной градуировке и, следовательно, члены
спектральной последовательности ′Epqr = 0 при q < 0, r ∈ Z∪{∞}.
Таким образом, в этом случае спектральная последовательность
′Er также неотрицательно биградуированная,

′Er =
⊕

p,q>0
′Epqr для всех r ∈ Z ∪ {∞}.

Аналогичным образом, в этом случае и

′′Er =
⊕

p,q>0
′′Epqr для всех r ∈ Z ∪ {∞}.

Предположим дополнительно, что Cmn = 0 при n > N для неко-
торого N ∈ N, так что

C =
⊕

m>0,06n6N Cmn.

В такой ситуации

′Cp ∩ Cq =
⊕

06n6min{q−p,q,N} Cq−n,n.

Пусть p 6 q −N , тогда q − p > N , так что

′Cp ∩ Cq =
⊕

06n6min{q,N} Cq−n,n =′Cq−N ∩ Cq.

Другими словами, полная градуировка C =
⊕

q>0 Cq обрезает
фильтрацию C =

⋃
p>0

′Cp, следовательно,

′Epqr = 0 для всех p ∈ Z, q > N, r ∈ Z ∪ {∞}

и, значит, в этом случае

′Er =
⊕

p>0,06q6N
′Epqr для всех r ∈ Z ∪ {∞},

в согласии с биградуировкой модуля C.
Подробнее смотри [8], [16], [9], [21], [4].



Глава 2. Элементы дифференциальной
геометрии

2.1. Гладкие многообразия

2.1.1. Категория гладких многообразий. Пусть M – от-
делимое топологическое пространство (напомним, что топологи-
ческое пространство называется отделимым, иначе хаусдорфо-
вым, если любые две его различные точки обладают непересека-
ющимися окрестностями). Пара {U, φ} = {U φ- Rm}, где U – от-
крытое подмножество пространстваM , называется картой наM ,
если φ – гомеоморфизм (т.е. взаимно однозначное непрерывное
в обе стороны отображение) открытого множества U на образ
φ(U) ⊂ Rm. В этом случае каждой точке p ∈ U ставится во взаим-
но однозначное соответствие точка φ(p)=(φ1(p), . . . , φm(p))∈Rm,
причем множество U называется координатной окрестностью, а
компоненты xµ = φµ(p) ∈ R, 1 6 µ 6 m, называются локальными
координатами точки p.

Карты {U φ- Rm} и {V ψ- Rm} наM называются согласо-
ванными, если композиция ψ◦φ−1 – гладкое (т.е. класса C∞) отоб-
ражение образа φ(U ∩V ) на образ ψ(U ∩V ), а композиция φ ◦ψ−1

– гладкое отображение образа ψ(U ∩ V ) на образ φ(U ∩ V ), при-
чем якобианы перехода от координат x = (x1, . . . , xm) ∈ φ(U ∩ V )
к координатам y = (y1, . . . , ym) ∈ ψ(U ∩V ) и обратно всюду нену-
левые. Семейство карт {Ui, φi} = {Ui

φi- Rm | i ∈ I} называется
атласом на M , если M =

⋃
i∈I Ui и все карты из {Ui, φi} попарно

согласованы. Карта {U, φ} называется согласованной с атласом
{Ui, φi}, если она согласована со всеми картами из {Ui, φi}. Атлас
{Ui, φi} называется максимальным иначе гладкой структурой на
M , если он содержит все согласованные с ним карты. Очевид-
но, всякий атлас можно дополнить до максимального, включив
в него все согласованные с ним карты. Отделимое топологиче-
ское пространство M вместе с фиксированным максимальным
атласом {Ui, φi} называется гладким многообразием, а общее для
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всех карт натуральное число m называется размерностью мно-
гообразия M , пишут m = dimM .

Функция f : M → F на гладком многообразии M со значе-
ниями в поле F называется гладкой (иначе, класса C∞), если
композиция f ◦ φ−1

i гладкая на φi(Ui) для любой карты из атла-
са {Ui, φi}, задающего многообразие M . Множество C∞(M) всех
гладких функций на данном гладком многообразии M является
алгеброй с поточечными операциями

(α · f + β · g)(x) = α · f(x) + β · g(x), (f · g)(x) = f(x) · g(x),

для всех α, β ∈ F, f, g ∈ C∞(M), x ∈ M . Очевидно, алгебра
C∞(M) унитальная ассоциативная и коммутативная.

Пусть M – гладкое многообразие с атласом {Ui
φi- Rm | i∈I},

а N – гладкое многообразие с атласом {Vk
ψk- Rn | k ∈ K}.

Непрерывное отображение Φ: M → N называется гладким (ина-
че, класса C∞), если композиции ψk ◦ Φ ◦ φ−1

i – гладкие отобра-
жения из открытого множества Ui ∩ Φ−1(Vk) ⊂ Rm в открытое
множество ψk(Vk) ⊂ Rn для всех индексов i ∈ I и k ∈ K таких,
что пересечение Ui ∩ Φ−1(Vk) 6= ∅. Эквивалентное определение:
непрерывное отображение Φ: M → N называется гладким, если
композиция f ◦ Φ ∈ C∞(M) для любой f ∈ C∞(N).

Пусть Φ – гладкое отображение из гладкого m-мерного много-
образияM в гладкое n-мерное многообразиеN . Тогда для каждой
точки p ∈M существуют

? карта {U φ- φ(U) ⊂ Rm} на M , p ∈ U ,

? карта {V ψ- ψ(V ) ⊂ Rn} на N , Φ(U) ⊂ V ,

такие, что

? y = Φ̃(x) – гладкое отображение из φ(U) в ψ(V ), где
Φ̃ = ψ ◦ Φ ◦ φ−1.

Таким образом, определена категория гладких многообразий,
объекты которой – гладкие многообразия, а морфизмы – гладкие
отображения.

Каждое гладкое отображение Φ: M → N порождает морфизм
алгебр Φ∗ : C∞(N)→ C∞(M) правилом

g 7→ f = Φ∗(g) = g ◦ Φ для всех g ∈ C∞(N).
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2.1.2. Прямые произведения. Пусть M – гладкое много-
образие с атласом {Ui

φi- Rm | i ∈ I}, а N – гладкое многооб-
разие с атласом {Vk

ψk- Rn | k ∈ K}. Декартово произведение
M×N топологических пространствM и N обладает естественной
структурой гладкого многообразия, задаваемой атласом

{Ui × Vk
φi×ψk- Rm+n | (i, k) ∈ I ×K}

(поясним, что отображение φi × ψk точку (x, y) ∈ Ui × Vk перево-
дит в точку (φi(x), ψk(y)) ∈ Rm × Rn = Rm+n). Топологическое
пространство M × N , снабженное такой гладкой структурой на-
зывается прямым произведением многообразий M и N .

2.1.3. Подмногообразия. Пусть M – топологическое про-
странство и S ⊂ M . В этом случае на подмножестве S индуци-
рована топология правилом: подмножество V ⊂ S открыто в S
тогда и только тогда, когда V = S ∩U для некоторого подмноже-
ства U ⊂M , открытого в M . Очевидно, индуцированная тополо-
гия в S отделимая, если исходная топология в M отделимая.

Пусть теперь M – гладкое m-мерное многообразие и S ⊂M –
его подмножество, наделенное индуцированной топологией. Для
1 6 s < m будем представлять евклидово пространство Rm как
прямое произведение евклидовых пространств Rs × Rm−s, так
что каждая точка x ∈ Rm будет записываться как x = (y, z),
y ∈ Rs, z ∈ Rm−s. Пусть существуют s ∈ Z, 1 6 s < m, и ат-
лас {Ui

φi- Rm | i ∈ I} на M такие, что
? Vi = S ∩ Ui = {q ∈ Ui | φi(q) = (y, z) ∈ φi(Ui), z = 0} для

всех i ∈ I таких, что Vi 6= ∅,
? семейство {Vi

ψi- Rs | i ∈ I, Vi 6= ∅} является атласом
для S, где ψi = πs ◦ φi|Vi , проекция πs : Rs × Rm−s → Rs,
(y, z) 7→ y, а отображение φi|Vi – сужение отображения φi
на Vi.

Множество S, наделенное индуцированной таким образом s-мер-
ной гладкой структурой, называется гладким подмногообразием
многообразия M .

Еще один класс подмногообразий получается следующим об-
разом. Пусть M – гладкое многообразие и W – его открытое под-
множество. В этом случае W – отделимое топологическое про-
странство и всякая карта {U φ- Rm}, V = W ∩ U 6= ∅, опре-
деляет на W карту {V ψ- Rm}, где ψ = φ|V . В частности,
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на W определена гладкая m-мерная структура, индуцированная
из M , и множество W , наделенное этой структурой, есть гладкое
многообразие, называемое открытым подмногообразием много-
образия M .

2.2. Расслоения

2.2.1. Категория гладких расслоений. Гладким расслое-
нием с типичным слоем F называется всякая тройка {E π- B},
где F , E и B – гладкие многообразия, а π – гладкое отображение
из E на B, удовлетворяющая условию локальной тривиально-
сти: у каждой точки b ∈ B существует открытая окрестность
U ⊂ B такая, что

? имеется изоморфизм (гладких многообразий)

χ : π−1(U) ' U × F,

? композиция π ◦ χ−1 : U × F → U есть проекция на первый
сомножитель, (u, f) 7→ u для всех u ∈ U , f ∈ F .

Многообразие E называется пространством расслоения, много-
образие B называется базой расслоения, а отображение π – про-
екцией. Для каждой точки b ∈ B прообраз π−1(b), называемый
слоем над b, есть подмногообразие в E, изоморфное многообра-
зию F . Обратим внимание, что по построению, E =

⋃
b∈B π−1(b),

т.е. многообразие E расслоено на слои, изоморфные типичному
слою F .

Пример 2.2.1 (тривиальное расслоение). Пусть B, F – глад-
кие многообразия, B×F – их прямое произведение, π : B×F → B
– проекция на первый сомножитель, (b, v) 7→ π(b, v) = b для всех
b ∈ B и v ∈ F . Тогда тройка {B × F π- B} есть тривиальное
гладкое расслоение с типичным слоем F , пространством рассло-
ения E = B × F , базой B и проекцией π. Слой над точкой b ∈ B
есть π−1(b) = {b} × F .

Пусть {E π- B} – гладкое расслоение с типичным слоем F ,
причем dimB = m, dimF = s, dimE = m+ s. Тогда для каждой
точки p ∈ E существуют

? карта {U φ- φ(U) ⊂ Rm} на B, π(p) ∈ U ,
? карта {V ψ- ψ(V ) ⊂ Rs} на F ,
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? изоморфизм χ : π−1(U) ' U × F , q 7→ χ(q) = (u, v),
такие, что

? {χ−1(U × V )
%- φ(U) × φ(V ) ⊂ Rm+s} – карта на E, где

% = (φ × ψ) ◦ χ, q 7→ %(q) = z = (x, y), x = φ(u) ∈ Rm,
y = ψ(v) ∈ Rs,

? π̃ = φ ◦ π ◦ %−1 : φ(U)× ψ(V )→ φ(U), z = (x, y) 7→ x.

Морфизм из расслоения {E π- B} с типичным слоем F

в расслоение {H λ- C} с типичным слоем G, по определению,
есть пара гладких отображений Φ: E → H, ϕ : B → C такая, что
следующая диаграмма коммутативна

E
Φ- H

B

π
?

ϕ
- C

λ
?

(другими словами, сужение Φ|π−1(q) : π−1(q) → λ−1(ϕ(q)) есть
гладкое отображение из гладкого многообразия π−1(q) ' F
в гладкое многообразие λ−1(ϕ(q)) ' G для всех q ∈ B).

Пример 2.2.2. Морфизм из тривиального расслоения

{B × F π- B}

в тривиальное расслоение

{C ×G λ- C}

задается произвольной парой гладких отображений ϕ : B → C,
s : F → G, отображение

Φ = ϕ× s : E = B × F → H = C ×G.

Таким образом, определена категория гладких расслоений,
объекты которой суть гладкие расслоения, а морфизмы – опре-
деленные выше морфизмы гладких расслоений.

Пусть {E π- B} – гладкое расслоение с типичным слоем F ,
и пусть S – подмногообразие многообразия E, а G – подмногооб-
разие многообразия F . Более того, пусть у каждой точки q ∈ B
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существует открытая окрестность U ⊂ B такая, что прообраз
π−1(U) ' U ×F , а сужение прообраза π−1(U)∩S ' U ×G. Пусть
ι : S → E – каноническая инъекция подмногообразия S в многооб-
разие E (гладкое отображение!). Положим πS = π|S = π◦ι : S → B

– сужение проекции π с E на S. В этом случае тройка {S πS- B}
является гладким расслоением с типичным слоем G, которое на-
зывается подрасслоением расслоения {E π- B}. По построению
коммутативна диаграмма

S
ι- E

B

πS
?

id
- B

π
?

т.е. пара ι : S → E, id : B → B является морфизмом из рассло-
ения {S πS- B} в расслоение {E π- B}, причем структура
подрасслоения на S однозначно определена этим свойством.

Пусть {E π- B} – гладкое расслоение с типичным слоем F ,
и пусть ϕ : A→ B – морфизм гладких многообразий. Можно про-
верить, что

? множество A×BE = {(a, e) ∈ A×E | ϕ(a) = π(e)} есть глад-
кое многообразие, подмногообразие многообразия A× E,

? проекция на первый сомножитель πA : A ×B E → A,
(a, e) 7→ a, есть гладкое отображение,

? тройка {A ×B E
πA- A} – гладкое расслоение с тем же

типичным слоем F ,
? отображение ϕ∗ : A×B E → E, (a, e) 7→ e, гладкое,
? пара ϕ∗ : A ×B E → E, ϕ : A → B, есть морфизм гладких

расслоений.

В силу этих свойств тройка {A ×B E, πA, ϕ∗} называется обрат-
ным образом расслоения {E π- B} относительно отображения
ϕ : A→ B. Обратный образ обладает следующим свойством уни-
версальности. Для всякого морфизма Φ: X → E, ϕ : A → B из
расслоения X

λ- A в расслоение {E π- B} существует един-
ственное гладкое отображение µ : X → A ×B E, действующее по
правилу x 7→ (λ(x),Φ(x)), для которого следующая диаграмма
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коммутативна
X

A×B E
ϕ∗
-

µ

-

E

Φ

-

A

πA

?

ϕ
-

λ

-

B

π

?

Пусть {E π- B} – гладкое расслоение с типичным сло-
ем F . Гладкое отображение B

σ- E называется сечением (ино-
гда, глобальным сечением) этого расслоения, если композиция
π ◦ σ = idB . По определению для каждой точки q ∈ B образ
σ(q) ∈ π−1(q). Множество всех сечений расслоения {E π- B}
будем обозначать через F(π). Аналогичным образом, гладкое
отображение U

σ- E, где U – открытое подмножество многооб-
разия B, называется локальным сечением расслоения {E π- B},
если композиция π ◦ σ = idU .

Пример 2.2.3. Сечения тривиального расслоения

{B × F π- B}

суть гладкие отображения s : B → F , отображения

σ : B → E = B × F

действуют по правилу: q 7→ σ(q) = (q, s(q)) для всех q ∈ B.

Сечение χ расслоения {H λ- C} называется согласованным
с сечением σ расслоения {E π- B} относительно морфизма
расслоений {E Φ- H,B

ϕ- C}, если коммутативна диаграмма

E
Φ- H

B

σ
6

ϕ
- C

χ
6
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В приложениях стандартный слой часто обладает дополни-
тельной алгебраической структурой, например структурой век-
торного или аффинного пространства или структурой алгебры
Ли.

2.2.2. Векторные расслоения. Пусть F – векторное про-
странство. (Термины векторное пространство и линейное про-
странство обычно употребляются как синонимы, но в контек-
сте расслоений термин линейное пространство применяется лишь
к одномерным векторным пространствам.) Расслоение {E π- B}
с типичным слоем F называется векторным расслоением, если
каждый слой π−1(q), q ∈ B, наделен структурой векторного про-
странства, изоморфного F , причем изоморфизм здесь есть изо-
морфизм категории линейных пространств. Соответственно, мор-
физм Φ: E → H, ϕ : B → C из векторного расслоения {E π- B}
с типичным слоем F в векторное расслоение {H λ- C} с ти-
пичным слоем G называется морфизмом векторных расслоений,
если, дополнительно, сужение Φ|π−1(q) : π−1(q) → λ−1(ϕ(q)) есть
линейное отображение из векторного пространства π−1(q) ' F
в векторное пространство λ−1(ϕ(q)) ' G для всех q ∈ B. Таким
образом, в категории гладких расслоений определена подкатего-
рия векторных расслоений. Сечения векторных расслоений обыч-
но называют векторными полями.

Наличие алгебраической структуры в слоях приводит к со-
ответствующей алгебраической структуре в множестве сечений.
Именно, пусть F – векторное пространство над полем F. То-
гда множество F(π) всех гладких сечений векторного расслоения
{E π- B} с типичным слоем F есть модуль над алгеброй C∞(B)
с поточечными операциями

(α · σ + β · χ)(q) = α · σ(q) + β · χ(q), (f · σ)(q) = f(q) · σ(q)

для всех α, β ∈ F, σ, χ ∈ F(π), f ∈ C∞(B), q ∈ B.
Векторные подрасслоения определяются как и гладкие под-

расслоения, с естественными модификациями. Ради полноты из-
ложения приведем точную формулировку. Пусть {E π- B} –
векторное расслоение с типичным слоем F , и пусть S – подмного-
образие многообразия E, а G – подпространство векторного про-
странства F . Более того, пусть у каждой точки q ∈ B существует
открытая окрестность U ⊂ B такая, что прообраз π−1(U) ' U×F ,
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а сужение прообраза π−1(U) ∩ S ' U × G. Пусть ι : S → E –
каноническая инъекция подмногообразия S в многообразие E.
Положим πS = π ◦ ι : S → B – сужение проекции π с E на S.
Тройка {S πS- B} является гладким расслоением с типичным
слоем G, которое называется векторным подрасслоением рассло-
ения {E π- B}. В этом случае коммутативна диаграмма

S
ι- E

B

πS
?

id
- B

π
?

т.е. пара ι : S → E, id : B → B является морфизмом из векторного
расслоения {S πS- B} в векторное расслоение {E π- B}, при-
чем структура подрасслоения на S однозначно определена этим
свойством. Отождествление слоя π−1

S (q) с его каноническим об-
разом ι(π−1

S (q)) ⊂ π−1(q) позволяет считать, что для всех q ∈ B
векторное пространство π−1

S (q) есть подпространство простран-
ства π−1(q).

Отметим, что C∞(B)-модуль F(πS) сечений подрасслоения
{S πS- B} есть подмодуль C∞(B)-модуля F(π) сечений рассло-
ения {E π- B}.

Обратный образ в категории векторных расслоений опреде-
лятся теми же правилами, что и в случае гладких расслоений.

2.3. Касательные и кокасательные поля

2.3.1. Гладкие функции, подробнее. Пусть M – глад-
кое многообразие. Пусть C∞(M) – алгебра всех гладких функ-
ций на M , наделенная естественной топологией равномерной
сходимости вместе с частными производными всех порядков на
компактных подмножествах из M . Носитель supp(f) функции
f ∈ C∞(M) определяется как наименьшее замкнутое подмноже-
ство из M , вне которого f = 0 (другими словами, supp(f) есть
замыкание множества точек q ∈M для которых f(q) 6= 0). Будем
считать, что топологическое пространство M достаточно хоро-
шее (например, нормальное, см. [30]), так что множество C∞(M)
достаточно большое. В частности, будем предполагать, что для
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любых компакта K и открытого подмножества U , K ⊂ U ⊂ M ,
существует функция ϕ ∈ C∞(M) такая, что ϕ = 1 на K, ϕ = 0
вне U . Также будем считать, что для каждого открытого покры-
тия пространства M существует гладкое разбиение единицы, под-
чиненное этому покрытию.

Алгебра C∞(M) есть алгебра всех глобально определенных
гладких функций на многообразии M . Наряду с ней для каждого
открытого подмножества U ⊂ M (открытого подмногообразия!)
имеется алгебра C∞(U) – алгебра всех локально определенных
гладких функций на M . Очевидно, C∞(U) есть C∞(M)-модуль
для любого открытого U ⊂ M . Далее, для каждой пары откры-
тых подмножеств V ⊂ U ⊂M определено сужение

%UV : C∞(U)→ C∞(V ), f 7→ %UV (f) = f |V ,

морфизм C∞(M)-модулей, причем выполняются стандартные ак-
сиомы

? %UU = id для любого открытого U ⊂M
? %VW ◦ %UV = %UW для любых открытых W ⊂ V ⊂ U ⊂M .
Для точки p ∈M обозначим через U(p) = {U ∈M | p ∈ U} се-

мейство всех ее открытых окрестностей. Множество U(p) частич-
но упорядочено по включению V ⊂ U . Более того, оно является
направленностью по убыванию (см. с. 40), поскольку для любых
U, V ∈ U(p) пересечение U ∩ V ∈ U(p). Рассмотрим семейство
C∞(M)-модулей

{C∞(U)
%UV- C∞(V ) | U, V ∈ U(p), U ⊃ V }

В силу приведенных выше свойств сужений оно будет индуктивно
направленным (подчеркнем, что семейство U(p) – направленность
по убыванию), его индуктивный предел обозначается через

C∞(p) = lim−→
U∈U(p)

C∞(U)

и называется множеством ростков гладких функций в точке
p ∈ M . Подробнее, в объединении

⋃
U∈U(p) C∞(U) функции

f ∈C∞(U) и g ∈ C∞(V ), U, V ∈ U(p), считаются эквивалентными,
если сужения f |W = g|W для некоторого W ∈ U(p), W ⊂ U ∩ V .
По определению росток f ∈ C∞(p) есть класс эквивалентности
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некоторой функции f ∈
⋃
U∈U(p) C∞(U). Отметим, что у каждо-

го ростка f ∈ C∞(p) есть глобальный представитель f ∈ C∞(M)
(короче, пересечение f ∩ C∞(M) 6= ∅ для всякого f ∈ C∞(p), до-
казать это!). Совсем упрощая ситуацию, говорят, что функция
f гладкая в точке p, если она гладкая в некоторой окрестности
этой точки. Построенный таким образом C∞(M)-модуль C∞(p)
есть унитальная ассоциативная коммутативная алгебра со следу-
ющими операциями: пусть α, β ∈ F, f ,g ∈ C∞(p), выберем f ∈ f ,
f ∈ C∞(U), g ∈ g, g ∈ C∞(V ), U, V ∈ U(p), и определим α · f +β ·g
как класс эквивалентности функции α · f |W + β · g|W ∈ C∞(W ), а
f · g как класс эквивалентности функции f |W · g|W ∈ C∞(W ), где
W = U ∩ V ∈ U(p).

2.3.2. Дифференцирования. Непрерывное линейное ото-
бражение ξ : C∞(M) → C∞(M) (эндоморфизм категории вектор-
ных топологических пространств) называется дифференцирова-
нием алгебры C∞(M), если оно удовлетворяет правилу Лейбница

ξ(f · g) = ξ(f) · g + f · ξ(g) для всех f, g ∈ C∞(M).

Обозначим через D(M) = D(C∞(M)) множество всех дифферен-
цирований алгебры C∞(M). Очевидно, D(M) – линейное про-
странство над F. Более того, D(M) – модуль над алгеброй C∞(M),
где (ϕ ·ξ)(f) = ϕ ·ξ(f) для всех ϕ, f ∈ C∞(M), ξ ∈ D(M), посколь-
ку

(ϕ · ξ)(f · g) = ϕ · (ξ(f · g)) = ϕ · (ξ(f) · g + f · ξ(g))
= ϕ · ξ(f) · g + f · ϕ · ξ(g) = (ϕ · ξ)(f) · g + f · (ϕ · ξ)(g)

для всех f, g ∈ C∞(M). Другая важная алгебраическая структу-
ра на линейном пространстве D(M) есть структура алгебры Ли
с коммутатором в качестве скобки Ли

[ξ, η] = ξ ◦ η − η ◦ ξ для всех ξ, η ∈ D(M).

Действительно,

[ξ, η](f · g) = ξ(η(f) · g + f · η(g))− η(ξ(f) · g + f · ξ(g))
= (ξ(η(f)) · g + η(f) · ξ(g) + ξ(f) · η(g) + f · ξ(η(g)))
− (η(ξ(f)) · g + ξ(f) · η(g) + η(f) · ξ(g) + f · η(ξ(g)))
= ([ξ, η](f)) · g + f · ([ξ, η](g)) для всех f, g ∈ C∞(M).
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Обратим внимание, что композиция двух дифференцирований не
является дифференцированием.

Отметим, что ξ(1) = 0 для любого дифференцирования
ξ∈D(M), где 1∈C∞(M), 1(p) = 1 для всех p ∈M , поскольку

ξ(1) = ξ(1 · 1) = ξ(1) · 1 + 1 · ξ(1) = 2ξ(1).

2.3.3. Локальность.

Предложение 2.3.1. Каждое дифференцирование ξ ∈ D(M)
есть локальный эндоморфизм пространства C∞(M), т.е.

supp(ξ(f)) ⊂ supp(f) для всех f ∈ C∞(M).

Доказательство. Пусть ξ ∈ D(M). Пусть f ∈ C∞(M) и
p /∈ supp(f). Найдется функция ϕ ∈ C∞(M) такая, что ϕ(p) = 0 и
ϕ = 1 на supp(ξ). Тогда

ξ(f)(p) = ξ(ϕ · f)(p) = ξ(ϕ)(p) · f(p) + ϕ(p) · ξ(f)(p) = 0

и, значит,
supp(ξ(f)) ⊂ supp(f)

в силу произвольности точки p /∈ supp(f).

Для каждого открытого U ⊂ M определено множество D(U)
дифференцирований алгебры C∞(U) со структурой C∞(U)-мо-
дуля (и в частности, C∞(M)-модуля) и алгебры Ли.

Пусть {U, φ} = {U φ- Rm} – карта на M ,

q 7→ φ(q) = x, φ(q) = (φ1(q), . . . , φm(q)), x = (x1, . . . , xm).

Для упрощения записи будем писать f(x) вместо (f ◦ φ−1)(x) и
ξ(f)(x) вместо (ξ(f) ◦ φ−1)(x) для всех f ∈ C∞(U) и ξ ∈ D(U)
(так что следует отличать точку q ∈ U от координатного столбца
x ∈ φ(U) ⊂ Rm, а функции f(q), ξ(f)(q) ∈ C∞(U) от функций
f(x), ξ(f)(x) ∈ C∞(φ(U)).

Пусть ξ ∈ D(U), положим

zµ(x) = ξ(φµ)(x) ∈ C∞(φ(U)), 1 6 µ 6 m, x ∈ φ(U),

где φµ = φµ(q) = xµ ∈ C∞(U). Тогда с помощью правила Лейб-
ница для каждого монома xi = (x1)i1 . . . (xm)im , где xµ = φµ(q),
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1 6 µ 6 m, и мультииндекс i = (i1, . . . , im) ∈ Zm+ , получим

ξ(xi)(x) =
∑

16µ6m

zµ(x)iµ(x1)i1 . . . (xµ)iµ−1 . . . (xm)im

=
∑

16µ6m

zµ(x)∂xµxi для всех x = φ(q) ∈ φ(U),

где ∂xµ = ∂
∂xµ – частные производные по переменной xµ, 16µ6m.

По линейности получаем

ξ(P (x))(x) =
∑

16µ6m

zµ(x)∂xµP (x) для любого многочлена P (x).

В силу непрерывности отображения ξ ∈ D(U) и плотности мно-
гочленов в алгебре C∞(φ(U)) отсюда следует, что

ξ(f)(x) =
∑

16µ6m

zµ(x)∂xµf(x) для всех f ∈ C∞(U), x ∈ φ(U).

Эти рассуждения приводят к следующим двум утверждениям.

Предложение 2.3.2. Для каждого открытого множества
O ∈ Rm множество D(O) состоит из всех однородных диффе-
ренциальных операторов первого порядка вида

ξ =
∑

16µ6m

zµ∂xµ = z · ∂x,

где

z = (z1, . . . , zm) ∈×m C∞(O), ∂x = (∂x1 , . . . , ∂xm) ∈×m
D(O),

так что, в частности, D(O) есть свободный m-мерный C∞(O)-
модуль с базисом {∂x1 , . . . , ∂xm} ⊂ D(O). Скобка Ли в алгебре Ли
D(O) вычисляется по правилу [ξ, η] = %, где

% = r · ∂x, rµ = [ξ, η]µ = ξ(yµ)− η(zµ), 1 6 µ 6 m,

для всех ξ = z · ∂x, η = y · ∂x ∈ D(O).

Доказательство. По существу, описание множества D(O)
следует из предшествующих построений, а алгебраическая часть
легко проверяется.
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Предложение 2.3.3. Для каждой карты

{U, φ}, q 7→ φ(q) = (φ1, . . . , φm),

гладкого многообразия M правило

ξ 7→
∑

16µ6m

zµ∂xµ , zµ = ξ(φµ) ◦ φ−1, 1 6 µ 6 m,

задает изоморфизм алгебр Ли

D(U) ' D(φ(U)).

Кроме того, множество D(U) есть свободный m-мерный
C∞(U)-модуль с базисом {∂1, . . . , ∂m} ⊂ D(U), где положено
∂µf = ∂xµ(f ◦ φ−1) ◦ φ для всех 1 6 µ 6 m, f ∈ C∞(U). Скоб-
ка Ли

[ξ, η] = % ∈ D(U)

дифференцирований ξ =
∑
zµ∂µ, η =

∑
yµ∂µ ∈ D(U) вычисляет-

ся по правилу

% =
∑

rµ∂µ, где rµ = [ξ, η]µ = ξ(yµ)− η(zµ), 1 6 µ 6 m.

Доказательство. Опять надо проверить только алгебраи-
ческую часть утверждения, что предлагается проделать в каче-
стве полезного упражнения.

Замечание. Глобально C∞(M)-модуль D(M) может и не
быть свободным, поскольку базисные дифференцирования
∂1, . . . , ∂m определены лишь в локальных картах.

Для каждой пары отрытых подмножеств V ⊂ U ⊂M опреде-
лим сужение

rUV : D(U)→ D(V ), ξ 7→ rUV (ξ) = ξ|V

следующим образом. Пусть функция f ∈ C∞(V ). Для произволь-
ной точки p ∈ V , выберем окрестность W ∈ U(p) с компакт-
ным замыканием W ⊂ V и функцию φ ∈ C∞(M) такую, что
supp(φ) ⊂ V и φ|W = 1. Тогда φ · f ∈ C∞(U) и (φ · f)|W = f |W .
Положим (ξ|V )(f)(p) = ξ(φ · f)(p). С помощью предложения 2.3.1
легко проверяется, что значение ξ(φ · f)(p) ∈ F не зависит от



2.3. Касательные и кокасательные поля 129

выбора окрестности W и вспомогательной функции φ, и что по-
строенная таким образом функция (ξ|V )(f) на V гладкая, т.е.
(ξ|V )(f) ∈ C∞(V ). Также легко проверяется, что rUV – морфизм
C∞(M)-модулей и что

? rUU = id для любого открытого U ⊂M
? rVW ◦ rUV = rUW для любых открытых W ⊂ V ⊂ U ⊂M .

В частности, для каждой точки p ∈M семейство C∞(M)-модулей

{D(U)
rUV- D(V ) | U, V ∈ U(p), U ⊃ V }

индуктивно направленное, его индуктивный предел обозначается
через

D(p) = lim−→
U∈U(p)

D(U)

и называется множеством ростков дифференцирований в точ-
ке p. Подробнее, в объединении

⋃
U∈U(p) D(U) дифференцирова-

ния ξ ∈ D(U) и η ∈ D(V ), U, V ∈ U(p), считаются эквивалентны-
ми, если совпадают сужения ξ|W = η|W для некоторогоW ∈ U(p),
W ⊂ U ∩ V . По определению росток ξ ∈ D(p) есть класс экви-
валентности некоторого дифференцирования ξ ∈

⋃
U∈U(p) D(U).

Опять, у каждого ростка ξ ∈ D(p) есть глобальный представи-
тель ξ ∈ ξ ∩ D(M). Множество D(p) наследует из объединения⋃
U∈U(p) D(U) структуры C∞(p)-модуля и алгебры Ли. Легко про-

веряется (проделать это!), что для любых ростков ξ ∈ D(p) и
f ∈ C∞(p) определено действие ξ(f) = η правилом η = ξ(f),
где ξ ∈ ξ ∩ D(M), f ∈ f ∩ C∞(M) – произвольные глобальные
представители соответствующих ростков. Более того, это прави-
ло осуществляет изоморфизм алгебры Ли D(p) и алгебры Ли всех
дифференцирований алгебры C∞(p).

2.3.4. Касательное расслоение. Всюду в этом разделе по-
ле F = R.

Касательный вектор Xp в точке p∈M есть непрерывный ли-
нейный функционал на C∞(p) (Xp∈(C∞(p))∗=HomR(C∞(p),R)),
удовлетворяющий остаточному правилу Лейбница

Xp(fp·gp) = Xp(fp)·gp(p)+fp(p)·Xp(gp) для всех fp,gp ∈ C∞(p),

(заметим, что для каждого ростка fp ∈ C∞(p) величина fp(p) опре-
делена как общее значение в точке p всех представителей f ∈ fp).
Множество всех касательных векторов в точке p ∈ M обознача-
ется через TpM .
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Пример 2.3.1. Пусть γ : I → M – гладкая кривая на M , где
интервал I ⊂ R. Касательный вектор γ̇(t) ∈ Tγ(t)M , t ∈ I, опре-
деляется равенством

γ̇(t)(fγ(t)) =
d

dτ
f(γ(τ))

∣∣∣∣
τ=t

для всех fγ(t) ∈ C∞(γ(t)), f ∈ fγ(t).

С помощью предложения 2.3.1 легко проверить, что каждое
дифференцирование ξ ∈ D(M) для каждой точки p ∈ M опреде-
ляет касательный вектор Xp = ξ̂p ∈ TpM по правилу

Xp(fp) = ξ(f)(p) для всех fp ∈ C∞(p),

где f ∈ fp ∩ C∞(M) – произвольный глобальный представитель
ростка fp. Более того, если два дифференцирования ξ, η ∈ D(M),
совпадают в некоторой окрестности точки p ∈M , т.е. ξ|W = η|W ,
для некоторого W ∈ U(p), то соответствующие касательные век-
торы тоже совпадают, т.е. ξ̂p = η̂p. Отсюда следует, что каж-
дый росток ξp ∈ D(p), p ∈ M , порождает касательный вектор
Xp = ξ̂p ∈ TpM по правилу

Xp(fp) = ξp(fp)(p) для всех fp ∈ C∞(p).

Можно доказать и обратное, что каждый касательный вектор
порождается некоторым ростком дифференцирований (фактиче-
ски, это будет следовать из дальнейших построений).

Легко проверяется, что множество TpM есть подпростран-
ство векторного пространства HomR(C∞(p),R). Векторное про-
странство TpM называется касательным пространством в точке
p ∈M .

Положим TM=
⋃
p∈M TpM и определим проекцию π : TM→M

правилом

Xp 7→ π(Xp) = p для всех Xp ∈ TM,

так что для всякой точки p ∈M слой π−1(p) = TpM есть вектор-
ное пространство.

Определим на множестве TM гладкую структуру, используя
локальные карты гладкого многообразия M .

Обратимся к отображению TM
π- M . Пусть π−1(p) = TpM

– слой над точкой p ∈ M и {U, φ} – карта на M , причем
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U ∈ U(p). Пусть вектор Xp ∈ TpM . Каждый класс эквивалент-
ности fp ∈ C∞(p) имеет представитель f ∈ C∞(U), так что здесь
Xp(fp) = Xp(f), а остаточное правило Лейбница имеет вид

Xp(f · g) = Xp(f) · g(p) + f(p) ·Xp(g) для всех f, g ∈ C∞(U).

Слегка модифицировав рассуждения, проведенные выше для
дифференцирований, приходим к выводу, что

Xp(fp) =
∑

16µ6m

zµp · (∂p,µfp) = (zp · ∂p)(fp) для всех fp ∈ C∞(p),

где

zp = (z1
p, . . . , z

m
p ) ∈×m R = Rm,

∂p = (∂p,1, . . . , ∂p,m) ∈×m
TpM,

компоненты zµp = Xp(φµ), ∂p,µfp – частные производные по xµ

представителя f ∈ fp, f(x) ∈ C∞(φ(U)), вычисленные в точке
x = φ(p) (очевидно, результат вычислений не зависит от выбора
представителя), 1 6 µ 6 m.

Эти рассуждения приводят к следующему утверждению.

Предложение 2.3.4. Для каждой точки p ∈ M касатель-
ное пространство TpM имеет структуру вещественного m-
мерного пространства, причем каждая карта {U, φ}, U ∈ U(p),
задает базис

∂p = {∂p,1, . . . , ∂p,m} ⊂ TpM,

а разложение по этому базису имеет вид

Xp =
∑

16µ6m

zµp ∂p,µ = zp ·∂p, zµp = Xp(φµ), для всех Xp ∈ TpM.

Доказательство. По существу следует лишь еще раз про-
верить корректность приведенных выше построений, что полезно
проделать в качестве упражнения.

Замечание. Отметим, что каждый слой TpM , будучи конеч-
номерным векторным пространством, обладает естественной ев-
клидовой топологией.

Каждой паре ({U, φ},O), где {U, φ} = {U φ- Rm} карта
на M , O – открытое подмножество евклидова пространства Rm,
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поставим в соответствие множество {Xp ∈ TM | p ∈ U, Xp ∈ O},
где запись Xp ∈ O означает, что в разложении Xp = zp ·∂p компо-
нентный вектор zp ∈ O. Приняв эти множества в качестве базиса,
определим на множестве TM отделимую топологию.

Каждой карте {U, φ} многообразия M поставим в соответ-
ствие карту {Û , φ̂ } на топологическом пространстве TM , где
открытое множество Û = π−1(U), а непрерывное отображение
φ̂ : Û → φ(U)× Rm определено правилом

Xp 7→ φ̂(Xp) = (φ(p), zp) для всех Xp ∈ Û ,

где zp – компонентный вектор касательного вектора Xp в базисе
∂p ⊂ TpM .

Проверим, что если карты {U, φ} и {V, ψ}, U ∩ V 6= ∅, гладко
согласованы на M , то индуцированные карты {Û , φ̂ } и {V̂ , ψ̂ }
гладко согласованы на TM . Итак, пусть

Xp ∈ Û ∩ V̂ = π−1(U ∩ V ) 6= ∅.

Тогда
φ̂(Xp) = (φ(p), zφp ) и ψ̂(Xp) = (ψ(p), zψp )

(индексы φ, ψ указывают в каких координатах вычислен компо-
нентный вектор). Здесь

y = ψ(p) = ψ(φ−1(x)) = y(x) и x = φ(p) = φ(ψ−1(y)) = x(y)

суть гладкие функции согласно определению согласованных карт
на M . В свою очередь, имеем два представления

Xp = zφp · ∂φp = zψp · ∂ψp ,

где zφp , zψp – компонентные векторы касательного вектора Xp в со-
ответствующих картах. Согласно правилам замены переменных

∂φp,µ = ∂yµ
∣∣
p

=
∑

16ν6m

∂xµy
ν
∣∣
p
· ∂yν

∣∣
p

=
∑

16ν6m

∂xµy
ν
∣∣
p
· ∂ψp,ν ,

1 6 µ 6 m,

или
∂φp =

∥∥∂xy∣∣p∥∥ · ∂ψp , откуда zψp =
∥∥∂xy∣∣p∥∥ · zφp ,
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где
∥∥∂xy∣∣p∥∥ – матрица Якоби перехода от переменных (x1, . . . , xm)

к переменным (y1, . . . , ym). Она имеет гладкие коэффициенты и
ее детерминант (якобиан) det

∥∥∂xy∣∣p∥∥ 6= 0 по определению согла-
сованных карт на M . Аналогичным образом,

∂ψp =
∥∥∂yx∣∣p∥∥ · ∂φp , откуда zφp =

∥∥∂yx∣∣p∥∥ · zψp ,
где

∥∥∂yx∣∣p∥∥ – матрица Якоби перехода от переменных (y1, . . . , ym)
к переменным (x1, . . . , xm). В частности, отсюда следует, что кар-
ты {Û , φ̂ } и {V̂ , ψ̂ } гладко согласованы на TM .

Подведем итоги. На отделимом топологическом пространстве
TM определена гладкая структура, превращающая его в гладкое
многообразие. Легко проверяется, что проекция π : TM →M есть
гладкое сюръективное отображение. Имеет место локальная три-
виализация: каждой карте {U, φ} на многообразии M поставлена
в соответствие карта {Û , φ̂ } на многообразии TM , осуществляю-
щая изоморфизм открытого множества Û = π−1(U) на прямое
произведение U × Rm. Другими словами, построено гладкое рас-
слоение TM = {TM π- M} с типичным слоем Rm. Более того,
для каждой точки p ∈ M слой π−1(p) = TpM есть вещественное
m-мерное векторное пространство, очевидно изоморфное в ка-
тегории линейных пространств пространству Rm. Следователь-
но, расслоение TM есть векторное расслоение с типичным сло-
ем Rm. Оно называется касательным расслоением гладкого мно-
гообразия M .

Гладкие сечения расслоения TM называются касательными
векторными полями на многообразии M . Множество всех каса-
тельных векторных полей на многообразии M обозначается через
T(M). Как множество сечений векторного расслоения оно явля-
ется модулем над алгеброй C∞(M).

По построению каждое дифференцирование ξ ∈ D(M) порож-
дает касательное векторное поле X ∈ T(M), X : M → TM , по
правилу

p 7→ Xp ∈ TpM, Xp(fp) = ξ(f)(p) для всех p ∈M, fp ∈ C∞(p),

где f ∈ C∞(M) – представитель ростка fp. Легко проверяется
(следует проделать это в качестве упражнения), что фактически
это правило определяет изоморфизм C∞(M)-модулей, причем об-
ратный морфизм T(M)→ D(M), X 7→ ξ, задается правилом

ξ(f)(p) = Xp(fp) для всех f ∈ C∞(M), p ∈M,
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где fp∈C∞(p) есть росток функции f в точке p, а Xp=X(p)∈TpM
есть значение сечения X в той же точке p.

Таким образом, установлено следующее

Предложение 2.3.5. Имеется естественный изоморфизм
C∞(M)-модулей

τ : D(M) ' T(M), ξ 7→ X = τ(ξ),

где Xp(fp) = ξ(f)(p) для всех p ∈ M и fp ∈ C∞(p), f ∈ C∞(M) –
представитель ростка fp .

Замечание. По построению C∞(M)-модуль D(M) обладает
дополнительной структурой алгебры Ли. Установленный толь-
ко что изоморфизм переносит эту структуру на C∞(M)-модуль
T(M). Именно,

[X,Y ] = τ([τ−1(X), τ−1(Y )]) для всех X,Y ∈ T(M).

Более того, на практике можно считать, что дифференцирования
и касательные поля это различные описания одного и того же
объекта.

Пусть {U φ- Rm} – карта наM . Согласно предложению 2.3.3
C∞(U)-модуль D(U) свободный с базисом {∂1, . . . , ∂m}, каждое
дифференцирование ξ ∈ D(U) однозначно записывается в виде

ξ =
∑

zµ · ∂µ, zµ = ξ(φµ) ∈ C∞(U), 1 6 µ 6 m.

С другой стороны, каждое локальное сечение X ∈ T(U),
X : U → TU , имеет вид p 7→ Xp ∈ TpU , где

Xp =
∑

zµp · ∂p,µ, zµp ∈ R, 1 6 µ 6 m,

{∂p,1, . . . , ∂p,m} – базисы в TpU (см. предложение 2.3.4). Следова-
тельно, C∞(U)-модуль T(U) также свободный с базисом
{σ1, . . . , σm}, где

σµ : U → TU, p 7→ ∂p,µ, 1 6 µ 6 m,

сечение X ∈ T(U) однозначно записывается в виде

X =
∑

zµ · σµ, zµ ∈ C∞(U), 1 6 µ 6 m.
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Таким образом, изоморфизм τ : D(U) ' T(U) сводится к отож-
дествлению базиса {∂1, . . . , ∂m} с базисом {σ1, . . . , σm} (если точ-
но, то к правилу τ(∂µ) = σµ, 1 6 µ 6 m).

Пусть ξ ∈ D(U), где U – открытое подмножество многообра-
зия M . Говорят, что ξ = 0 на открытом подмножестве V ⊂ U ,
если выполняется одно (а значит, и остальные) из следующих эк-
вивалентных условий:

? ξ(f) = 0 для любой f ∈ C∞(U), supp(f) ⊂ V ;
? ξ|V = 0;
? X|V = 0, где X = τ(ξ) – касательное векторное поле, по-

рожденное дифференцированием ξ.
Соответственно, носитель дифференцирования ξ ∈ D(U) опре-
деляется как наименьшее замкнутое множество supp(ξ) ⊂ U , вне
которого ξ = 0.

Пусть M , N – гладкие многообразия. Каждое гладкое отобра-
жение Φ: M → N индуцирует морфизм алгебр

Φ∗ : C∞(N)→ C∞(M), g 7→ f = Φ∗(g) = g ◦ Φ.

Этот морфизм для каждой пары точек p ∈ M , q = Φ(p) ∈ N ,
определяет морфизм алгебр (для простоты используем то же са-
мое обозначение)

Φ∗ : C∞(q)→ C∞(p), gq 7→ fp = Φ∗(gq)

(поясним, что росток fp ∈ C∞(p) есть класс эквивалентности
функции f = g ◦ Φ ∈ C∞(U), где g ∈ C∞(V ) есть произвольный
представитель ростка gq ∈ C∞(q), V ∈ U(q), U = Φ−1(V ) ∈ U(p)).
В свою очередь, это позволяет определить касательное отобра-
жение

Φ∗ : TM → TN, Xp 7→ Yq = Φ∗(Xp) = Xp ◦ Φ∗,

подробнее, касательный вектор Xp ∈ TpM отображается в ка-
сательный вектор Yq ∈ TqN , p ∈ M , q = Φ(p) ∈ N , где
Yq(gq) = Xp(Φ∗(gq)) для всех gq ∈ C∞(q). В качестве упраж-
нения, предлагается проверить, что такое отображение гладкое и
что пара M

Φ- N , TM
Φ∗- TN есть морфизм из касательного

расслоения TM
πM- M в касательное расслоение TN

πN- N .
Следует также проверить, что таким образом определен ковари-
антный функтор из категории гладких многообразий в категорию
векторных расслоений.
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Пусть Φ: M → N – гладкое отображение гладкого m-мерного
многообразия M в гладкое n-мерное многообразие N , и пусть
Φ∗ : TM → TN – его касательное отображение. Пусть вектор
Xp ∈ TpM , тогда его образ Yq = Φ∗(Xp) ∈ TqN , q = Φ(p). Как
было сказано выше для точки p ∈M существуют

? карта {U φ- φ(U) ⊂ Rm} на M , p ∈ U ,

? карта {V ψ- ψ(V ) ⊂ Rn} на N , Φ(U) ⊂ V ,

такие, что

? y = Φ̃(x) – гладкое отображение из φ(U) в ψ(V ), где
Φ̃ = ψ ◦ Φ ◦ φ−1.

Как было показано, карты {U, φ} и {V, ψ} индуцируют карты
{Û , φ̂ } и {V̂ , ψ̂ } на касательных многообразиях, причем

? Xp ∈ Û , Xp = zp · ∂φp , где zp ∈ Rm, а {∂φp,1, . . . , ∂φp,m} – базис
в TpM ,

? Yq ∈ V̂ , Yq = uq · ∂ψq , где uq ∈ Rn, а {∂ψq,1, . . . , ∂ψq,n} – базис
в TqN .

По определению

Yq(gq) =
∑

16ν6n

uνp · ∂ψq,ν(gq) = Xp(fp) =
∑

16µ6m

zµp · ∂φp,µ(fp)

для всякого ростка gq ∈ C∞(q), где fp(x) = gq(y)|y=Φ̃(x). Следова-
тельно,

∂φp,µ(fp) =
∑

16ν6n

∂yνgq|q · ∂xµyν |p =
∑

16ν6n

(∂xµΦ̃ν |p) · ∂ψq,ν(gq),

откуда получаем формулу для касательного отображения в ло-
кальных координатах

uνq =
∑

16µ6m

(∂xµΦ̃ν |p) · zµp , 1 6 ν 6 n.

Гладкое отображение Φ: M → N в общем случае не приво-
дит к какому-либо отображению модулей сечений T(M)→ T(N).
Можно лишь говорить, что два сечения X ∈ T(M) и Y ∈ T(N)
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Φ-согласованы, пишут X ∼Φ Y , если следующая диаграмма ком-
мутативная

TM
Φ∗- TN

M

X
6

Φ
- N

Y
6

т.е. если Φ∗ ◦ X = Y ◦ Φ или, подробнее, Φ∗(Xp) = Yq для всех
p ∈M , q = Φ(p) ∈ N . Изоморфизмы D(M) ' T(M), D(N) ' T(N)
переносят это понятие на дифференцирования. Именно, говорят
что дифференцирования ξ ∈ D(M) и η ∈ D(N) Φ-согласованы,
пишут опять ξ ∼Φ η, если следующая диаграмма коммутативная

C∞(M) �
Φ∗
C∞(N)

C∞(M)

ξ
?

�
Φ∗
C∞(N)

η
?

т.е. если ξ ◦ Φ∗ = Φ∗ ◦ η.

Предложение 2.3.6. Пусть ξi ∈ D(M), ηi ∈ D(N), причем
ξi ∼Φ ηi , для i = 1, 2. Тогда коммутаторы [ξ1, ξ2] ∼Φ [η1, η2].

Доказательство. Действительно, в этом случае

(ξ1 ◦ ξ2) ◦ Φ∗ = ξ1 ◦ (ξ2 ◦ Φ∗) = ξ1 ◦ (Φ∗ ◦ η2) = (ξ1 ◦ Φ∗) ◦ η2
= (Φ∗ ◦ η1) ◦ η2 = Φ∗ ◦ (η1 ◦ η2)

и, значит, коммутаторы [ξ1, ξ2] и [η1, η2] Φ-согласованы.

Следствие 2.3.1. Пусть Xi ∈ T(M), Yi ∈ T(N), причем
Xi ∼Φ Yi , для i = 1, 2. Тогда скобки Ли [X1, X2] ∼Φ [Y1, Y2].

Доказательство. Очевидно, достаточно воспользоваться
изоморфизмами D(M) ' T(M), D(N) ' T(N).

Пусть Φ: M ' N диффеоморфизм (изоморфизм категории
гладких многообразий) и Φ−1 : N ' M – обратное отображение.
Тогда правило Φ-согласования по каждому сечению X ∈ T(M)
однозначно определяет сечение Y ∈ T(N) формулой

Y = Φ∗ ◦X ◦ Φ−1.
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Другими словами, в этом случае определен изоморфизм линей-
ных пространств

Φ∗ : T(M) ' T(N), X 7→ Y = Φ∗(X) = Φ∗ ◦X ◦ Φ−1,

так что

Yq = Φ∗(Xp) для всех q ∈ N, p = Φ−1(q).

Изоморфизмы τM : D(M) ' T(M) и τN : D(N) ' T(N) переносят
это правило на дифференцирования. Именно, каждое ξ ∈ D(M)
отображается в η = τ−1

N (Φ∗(τM (ξ))) ∈ D(N). Легко проверя-
ется, что здесь η = (Φ∗)−1 ◦ ξ ◦ Φ∗ (обратим внимание, что
(Φ∗)−1 = (Φ−1)∗). Таким образом, определен изоморфизм линей-
ных пространств

Φ∗ : D(M) ' D(N), ξ 7→ η = Φ∗(ξ) = (Φ∗)−1 ◦ ξ ◦ Φ∗

(ради простоты обозначений, мы используем один и тот же сим-
вол в родственных ситуациях).

Суммируем установленные результаты.

Предложение 2.3.7. Пусть Φ: M ' N – диффеоморфизм.
Тогда определены изоморфизмы алгебр Ли:

? Φ∗ : T(M) ' T(N), X 7→ Y = Φ∗(X) = Φ∗ ◦X ◦ Φ−1 ;

? Φ∗ : D(M) ' D(N), ξ 7→ η = Φ∗(ξ) = (Φ∗)−1 ◦ ξ ◦ Φ∗ .

Пусть S и M – гладкие многообразия с касательными рассло-
ениями TS

πS- S и TM
πM- M . Пусть Φ: S → M – гладкое

отображение. Обозначим через {TSM,π0
S , ϕ} обратный образ рас-

слоения TM
πM- M относительно отображения Φ: S → M (см.

с. 120, здесь положено TSM = S×MTM , π0
S = πS , ϕ = Φ∗, индекс 0

добавлен для удобства). По построению TSM
π0
S- S есть вектор-

ное расслоение над S, причем существует единственное гладкое
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отображение Φ0
∗ : TS → TSM , для которого коммутативна диа-

грамма

TS
Φ∗ - TM

TSM

ϕ

-

Φ0
∗
-

S

πS

?

Φ
-

π0
S�

M

πM

?

Учитывая большое количество стрелок этой диаграммы, выпи-
шем правила по которым они действуют:

? Φ: S →M , p 7→ q = Φ(p),
? πS : TS → S, Xp 7→ p,
? πM : TM →M , Yq 7→ q,
? Φ∗ : TS → TM , Xp 7→ Yq = Φ∗(Xp), q = Φ(p),
? TSM = {(p, Yq) ∈ S × TM | q = Φ(p)},
? π0

S : TSM → S, (p, Yq) 7→ p,
? ϕ : TSM → TM , (p, Yq) 7→ Yq,
? Φ0

∗ : TS → TSM , Xp 7→ (p, Yq), Yq = Φ∗(Xp), q = Φ(p).
Важный частный случай – многообразие S есть подмногообразие
многообразия M . Здесь

? Φ = ι : S → M – каноническое вложение, p 7→ p для всех
p ∈ S,

? Φ∗ = ι∗ : TS → TM , Xp 7→ Yp = Xp, тоже каноническое
вложение, так что можно считать, что TpS ⊂ TpM для всех
p ∈ S,

? TSM = {(p, Yp) ∈ S × TM} = {Yp ∈ TM | p ∈ S} =⋃
p∈S TpM ,

? π0
S : TSM → S, Yp 7→ p,

? ϕ : TSM → TM , Yp 7→ Yp,
? Φ0

∗ = ι0∗ : TS → TSM , Xp 7→ Xp.

2.3.5. Кокасательное расслоение. Пусть M – гладкое m-
мерное многообразие, TM

π- M – его касательное расслоение.
Для каждой точки p ∈ M касательное векторное пространство
TpM имеет дуальное (иначе, сопряженное или двойственное) m-
мерное векторное пространство T ∗pM = HomR(TpM,R), которое
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называется кокасательным пространством в точке p. Элементы
кокасательного пространства T ∗pM называются кокасательными
векторами. Положим T ∗M =

⋃
p∈M T ∗pM и определим проекцию

π : T ∗M →M правилом

ωp 7→ π(ωp) = p для всех ωp ∈ T ∗M.

Как и в случае касательного расслоения, определим на множестве
T ∗M гладкую структуру, используя локальные карты гладкого
многообразия M . Пусть {U, φ} = {U φ- Rm} – карта на M . Для
каждой точки p ∈ U касательное пространство TpM имеет базис
∂p = (∂p,1, . . . , ∂p,m), а дуальное кокасательное пространство T ∗pM
имеет дуальный базис

dp = (d1
p, . . . , d

m
p ), dµp (∂p,ν) = δµν , 1 6 µ, ν 6 m.

Соответственно, каждый кокасательный вектор ωp ∈ T ∗pM имеет
разложение

ωp =
∑

16µ6m

up,µd
µ
p = up · dp, up,µ = ωp(∂p,µ) ∈ R, 1 6 µ 6 m.

Каждой паре ({U, φ}, O), где {U, φ} – карта на M , O – открытое
подмножество евклидова пространства Rm, поставим в соответ-
ствие множество {ωp ∈ T ∗M | p ∈ U, ωp ∈ O}, где запись ωp ∈ O
означает, что в разложении ωp = up · dp компонентный ковектор
up = (up,1, . . . , up,m) ∈ O. Приняв эти множества в качестве бази-
са, определим на T ∗M отделимую топологию.

Каждой карте {U, φ} многообразия M поставим в соответ-
ствие карту {Ũ , φ̃ } на топологическом пространстве T ∗M , где
открытое множество Ũ = π−1(U), а непрерывное отображение
φ̃ : Ũ → φ(U)× Rm определено правилом

ωp 7→ φ̃(ωp) = (φ(p), up) для всех ωp ∈ Ũ ,

где up – компонентный ковектор кокасательного вектора ωp в ба-
зисе dp. Проверим, что если карты {U, φ} и {V, ψ}, U ∩ V 6= ∅,
гладко согласованы на M , то индуцированные карты {Ũ , φ̃ } и
{Ṽ , ψ̃ } гладко согласованы на T ∗M . Итак, пусть

ωp ∈ Ũ ∩ Ṽ = π−1(U ∩ V ) 6= ∅,
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тогда
φ̃(ωp) = (φ(p), uφp ) и ψ̃(ωp) = (ψ(p), uψp )

(индексы φ, ψ указывают, в каких координатах вычислен компо-
нентный ковектор). Учитывая проведенные выше рассуждения
для касательного расслоения, надо лишь выяснить, как преобра-
зуются компонентные ковекторы. Имеем два представления

ωp = uφp · dφp = uψp d
ψ
p ,

uφp = (uφp,1, . . . , u
φ
p,m), uψp = (uψp,1, . . . , u

ψ
p,m) ∈ Rm.

Здесь

uφp,µ = ωp(∂φp,µ) =
∑

16ν6m

∂xµy
ν |p · ωp(∂ψp,ν) =

∑
16ν6m

∂xµy
ν |p · uψp,ν ,

откуда uφp =
∥∥∂xy∣∣p∥∥ · uψp . Аналогичным образом выводим, что

uψp =
∥∥∂yx∣∣p∥∥·uφp . Как и в случае касательного расслоения, отсюда

следует, что карты {Ũ , φ̃ } и {Ṽ , ψ̃ } гладко согласованы на T ∗M .

Замечание. Обратим внимание, что в отличие от компонент-
ных векторов (см. с. 132), компонентные ковекторы преобразуют-
ся с помощью обратных матриц Якоби.

Подведем итоги. На отделимом топологическом пространстве
T ∗M определена гладкая структура, превращающая его в глад-
кое многообразие. Легко проверяется, что проекция π : T ∗M →M
есть гладкое сюръективное отображение. Имеет место локаль-
ная тривиализация: каждой карте {U, φ} на многообразии M по-
ставлена в соответствие карта {Ũ , φ̃ } на многообразии T ∗M , осу-
ществляющая изоморфизм открытого множества Ũ = π−1(U) на
прямое произведение U ×Rm. Другими словами, построено глад-
кое расслоение T ∗M = {T ∗M π- M} с типичным слоем Rm. Бо-
лее того, для каждой точки p ∈M слой π−1(p) = T ∗pM есть веще-
ственное m-мерное векторное пространство, очевидно изоморф-
ное в категории линейных пространств пространству Rm. Сле-
довательно, расслоение T ∗M есть векторное расслоение с ти-
пичным слоем Rm. Оно называется кокасательным расслоением
гладкого многообразия M . По построению векторное расслоение
T ∗M – послойно дуальное к векторному расслоению TM , т.е. слой
T ∗pM есть векторное пространство, дуальное к векторному про-
странству слою TpM для каждой точки p ∈M .
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Гладкие сечения расслоения T ∗M называются кокасательны-
ми векторными полями на многообразии M . Множество всех ко-
касательных векторных полей на многообразии M обозначается
через T∗(M). Как множество сечений векторного расслоения оно
является модулем над алгеброй C∞(M).

Далее, C∞(M)-модуль D(M) имеет дуальный C∞(M)-модуль

Ω1(M) = (D(M))∗ = HomC∞(M)(D(M), C∞(M))

– модуль дифференциальных 1-форм.

Предложение 2.3.8. Каждая 1-форма ω ∈ Ω1(M) есть ло-
кальное отображение, т.е.

supp(ω(ξ)) ⊂ supp(ξ) для всех ξ ∈ D(M).

Доказательство. Пусть ξ ∈ D(M) и p /∈ supp(ξ). Тогда най-
дется функция ϕ ∈ C∞(M) такая, что ϕ(p) = 0 и ϕ = 1 на supp(ξ),
откуда

ω(ξ)(p) = ω(ϕ · ξ)(p) = ϕ(p) · ω(ξ)(p) = 0.

Каждой 1-форме ω ∈ Ω1(M) поставим в соответствие кокаса-
тельное поле ω̃ ∈ T∗(M) по правилу

p 7→ ω̃p ∈ T ∗pM, ω̃p(Xp) = ω(ξ)(p) для всех p ∈M, Xp ∈ TpM,

где дифференцирование ξ ∈ D(M) такое, что Xp = ξ̂p (други-
ми словами, ξ ∈ ξp ∩ D(M) – глобальный представитель ростка
дифференцирований ξp). В силу предложения 2.3.8 это правило
корректное. Более того, это правило осуществляет изоморфизм
C∞(M)-модулей Ω1(M) и T∗(M), причем обратное отображение
T∗(M)→ Ω1(M) задается правилом

σ 7→ ω, ω(ξ)(p) = σp(ξ̂p) для всех σ ∈ T∗(M), ξ ∈ D(M), p ∈M,

где σp ∈ T ∗pM – значение сечения σ в точке p, ξ̂p – касательный
вектор в точке p, порожденный дифференцированием ξ. Глад-
кость возникающих здесь функций и сечений следует проверять
локально, т.е. в соответствующих картах.

Наконец, C∞(M)-модуль T(M) также имеет дуальный C∞(M)-
модуль

(T(M))∗ = HomC∞(M)(T(M), C∞(M)),



2.3. Касательные и кокасательные поля 143

очевидно изоморфный C∞(M)-модулю T∗(M), изоморфизм за-
дается поточечно: каждому кокасательному векторному полю
σ ∈ T∗(M) ставится в соответствие сечение σ̃ ∈ (T(M))∗, где

σ̃(X)(p) = σp(Xp) для всех X ∈ T(M), p ∈M,

σp ∈ T ∗pM – значение сечения σ в точке p, Xp ∈ TpM – значение
сечения X в точке p.

Таким образом, установлено следующее

Предложение 2.3.9. Имеются естественные изоморфизмы
C∞(M)-модулей

Ω1(M) ' T∗(M) ' (T(M))∗.

Пусть {U φ- Rm} – карта наM . Согласно предложению 2.3.3
C∞(U)-модуль D(U) – свободный с базисом {∂1, . . . , ∂m}. Следо-
вательно, дуальный C∞(U)-модуль Ω1(U) тоже свободный с ду-
альным базисом

{d1, . . . , dm}, dµ(∂ν) = δµν , 1 6 µ, ν 6 m,

каждая 1-форма ω ∈ Ω1(U) однозначно записывается в виде

ω =
∑

ωµ · dµ, ωµ ∈ C∞(U), 1 6 µ 6 m.

С другой стороны, каждое локальное сечение

ω ∈ T∗(U), ω : U → T ∗U,

имеет вид p 7→ ωp ∈ T ∗pU , где

ωp =
∑

ωp,µ · dµp , ωp,µ ∈ R, 1 6 µ 6 m,

{d1
p, . . . , d

m
p } – базисы в T ∗pU , p ∈ U . Следовательно, C∞(U)-мо-

дуль T∗(U) тоже свободный с базисом {σ1, . . . , σm}, где

σµ : U → T ∗U, p 7→ dµp , 1 6 µ 6 m,

сечение ω ∈ T∗(U) однозначно записывается в виде

ω =
∑

ωµ · σµ, ωµ ∈ C∞(U), 1 6 µ 6 m.
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Наконец, C∞(U)-модуль (T(U))∗, как дуальный к свободному
C∞(U)-модулю T(U), также свободный с базисом

{s1, . . . , sm}, sµ(σν) = δµν , 1 6 µ, ν 6 m,

дуальным к базису {σ1, . . . , σm} модуля T(U), так что каждый
элемент ω ∈ (T(U))∗ имеет однозначное представление

ω =
∑

ωµ · sµ, ωµ ∈ C∞(U), 1 6 µ 6 m.

В таких обозначениях изоморфизмы Ω1(U) ' T∗(U) ' (T(U))∗

сводятся к отождествлению базисов {d1, . . . , dm}, {σ1, . . . , σm} и
{s1, . . . , sm}.

Замечание. На практике C∞(M)-модули Ω1(M), T∗(M) и
(T(M))∗ обычно отождествляют, считая их различными описа-
ниями одного и того же объекта.

Пусть M , N – гладкие многообразия, Φ: M → N – гладкое
отображение (см. с. 135). Кокасательное отображение

Φ∗ : T∗(N)→ T∗(M)

задается правилом: сечению χ ∈ T∗(N) ставится в соответствие
сечение ω = Φ∗(χ) = χ ◦ Φ∗ ∈ T∗(M), так что

ω(X)(p) = χq(Yq) для всех p ∈M, X ∈ T(M),

где q = Φ(p), Yq = Φ∗(Xp). Легко проверяется, что эти правила,
в частности, определяют контравариантный функтор из катего-
рии гладких многообразий в категорию линейных пространств,
где каждому гладкому многообразию ставится в соответствие ли-
нейное пространство (почему не модуль?) гладких сечений кока-
сательного расслоения, каждому гладкому отображению – соот-
ветствующее кокасательное отображение.

Замечание. В силу предложения 2.3.9 кокасательное отобра-
жение определено и на 1-формах. Заметим, также что кокасатель-
ное отображение Φ∗ : T ∗N → T ∗M в общем случае не определено
(сравни с касательным отображением, см. предложение 2.3.7).
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2.3.6. Тензорные поля. Пусть M – гладкое многообразие,
T(M) – модуль гладких сечений касательного расслоения, T∗(M)
– модуль гладких сечений кокасательного расслоения (здесь и
ниже в этом разделе термин “модуль” означает C∞(M)-модуль).
Обозначим

? T0
0(M) = T0(M) = T0(M) = C∞(M) – модуль скалярных

полей (гладких функций) на M ,
? Tr(M) = Tr

0(M) =
⊗r

T(M) – модуль контравариантных
тензорных полей степени r ∈ N на M ,

? Ts(M) = T0
s(M) =

⊗s
T∗(M) – модуль ковариантных тен-

зорных полей степени s ∈ N на M ,
? Tr

s(M) = Tr(M)⊗Ts(M) – модуль тензорных полей бисте-
пени (r, s) ∈ Z2

+ на M
? T(M) =

⊕
r,s∈Z+

Tr
s(M) – тензорная алгебра полей на M

(здесь и ниже в этом разделе, если не указано противное, тензор-
ные произведения и прямая сумма берутся в категории C∞(M)-
модулей). Поясним, что умножение в тензорной алгебре T(M)
задается правилом

(X ⊗ %) · (Y ⊗ χ) = (X ⊗ Y )⊗ (%⊗ χ)
для всех X ⊗ % ∈ Tp

q(M), Y ⊗ χ ∈ Tr
s,

так что здесь (X ⊗ %) · (Y ⊗ χ) ∈ Tp+r
q+s(M).

Тензорные поля на многообразии M можно определить и дру-
гим эквивалентным образом, с помощью послойного тензорного
произведения касательного и кокасательного расслоений. Имен-
но, для всех r, s ∈ Z+ положим

T rsM =
⋃
p∈M (T rs )pM, (T rs )pM = (

⊗r
TpM)⊗ (

⊗s
T ∗pM),

где тензорные произведения берутся в категории векторных про-
странств. Подобно тому, как это было сделано в случае каса-
тельного и кокасательного расслоений, снабдим множество T rsM
структурой векторного расслоения T rsM

π- M и определим
тензорные поля бистепени (r, s) как гладкие сечения этого рассло-
ения. Можно показать, что построенный таким образом модуль
сечений будет изоморфен (в категории C∞(M)-модулей) введен-
ному выше модулю Tr

s(M).
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2.4. Дифференциальные формы

2.4.1. Внешняя алгебра дифференцирований. Пусть
M – гладкое m-мерное многообразие.

Пусть ∧D(M) =
⊕

p∈Z+
∧p D(M) – внешняя алгебра C∞(M)-

модуля D(M), где

∧p D(M) =


C∞(M), p = 0,
D(M) ∧ · · · ∧D(M)︸ ︷︷ ︸

p сомножителей

, p ∈ N

(тензорное произведение берется в категории C∞(M)-модулей, ра-
ди краткости здесь и ниже пишем ∧ вместо ∧C∞(M)).

Пусть {U φ- Rm} – карта наM . Согласно предложению 2.3.3
модуль D(U) свободный с базисом {∂1, . . . , ∂m}. Следовательно,
для каждого p ∈ N модуль ∧p D(U) также свободный с базисом

{∂µ1 ∧ · · · ∧ ∂µp | 1 6 µ1 < · · · < µp 6 m},

каждый элемент V ∈ ∧p D(U) имеет однозначное представление

V =
∑

16µ1<···<µp6m

V µ1...µp · ∂µ1 ∧ · · · ∧ ∂µp , V µ1...µp ∈ C∞(U).

На практике удобнее использовать другое, альтернированное
(иначе, косое), представление

V =
1
p!

∑
16µ1,...,µp6m

V µ1...µp · ∂µ1 ∧ · · · ∧ ∂µp ,

где коэффициенты V µ1...µp кососимметрично продолжены на все
значения индексов,

V σ(µ1...µp) = signσ ·V µ1...µp для всех σ ∈ Σp, 1 6 µ1, . . . , µp 6 m.

Замечание. Здесь и ниже σ(µ1 . . . µp) = (µσ(1) . . . µσ(p)).

Умножение во внешней алгебре ∧D(U) задается правилом

(∂µ1 ∧ · · · ∧ ∂µp) ∧ (∂µp+1 ∧ · · · ∧ ∂µp+q ) = ∂µ1 ∧ · · · ∧ ∂µp+q
для всех p, q ∈ N, 1 6 µ1, . . . , µp+q 6 m, так что

V ∧W =
1

(p+ q)!

∑
16µ1,...,µp+q6m

(V ∧W )µ1...µp+q · ∂µ1 ∧ · · · ∧ ∂µp+q
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для всех

V =
∑

16µ1<···<µp6m

V µ1...µp · ∂µ1 ∧ · · · ∧ ∂µp ∈ ∧p D(U),

W =
∑

16µ1<···<µq6m

Wµ1...µq · ∂µ1 ∧ · · · ∧ ∂µq ∈ ∧q D(U),

где

(V ∧W )µ1...µp+q =
∑

σ∈Σp,qp+q

signσ · V σ(µ1...µpWµp+1...µp+q),

альтернированная сумма берется по всем перестановкам σ нату-
ральных чисел 1, . . . , p+q, перемещающим хотя бы одно число из
группы 1, . . . , p в группу p+ 1, . . . , p+ q.

Аналогичным образом определяется внешняя алгебра

∧T(M) =
⊕

p∈Z+
∧p T(M)

C∞(M)-модулей T(M), причем изоморфизм τ : D(M) ' T(M) (см.
предложение 2.3.5) распространяется и на внешние алгебры:

τ : ∧p D(M) ' ∧p T(M), τ(ξ1∧· · ·∧ξp) = τ(ξ1)∧· · ·∧τ(ξp), p ∈ N.

Этот изоморфизм C∞(M)-модулей позволяет переносить все ре-
зультаты, установленные для внешней алгебры дифференцирова-
ний на внешнюю алгебру касательных полей, и обратно, практи-
чески отождествляя их.

Пусть Φ: M → N – гладкое отображение из гладкого много-
образия M в гладкое многообразие N . Касательное отображение
Φ∗ : TM → TN (см. с. 135) индуцирует линейное отображение

Φ∗ : ∧p TM → ∧p TN,
Φ∗(ξ1 ∧ · · · ∧ ξp) = Φ∗(ξ1) ∧ · · · ∧ Φ∗(ξp), p ∈ N.

Очевидно,

Φ∗(V ∧W ) = Φ∗(V ) ∧ Φ∗(W )
для всех V ∈ ∧p TM, W ∈ ∧q TM, p, q ∈ N.

На алгебре ∧D(M) определены следующие естественные опе-
рации.
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Предложение 2.4.1. Для каждой 1-формы ω ∈ Ω1(M) су-
ществует единственное косое дифференцирование (иначе, анти-
дифференцирование) ιω внешней алгебры ∧D(M) такое, что

? ιω ∈ HomC∞(M)(∧p D(M),∧p−1 D(M)) для всех p ∈ Z+ ,
? ιω(f) = 0 для всех f ∈ ∧0 D(M) = C∞(M),
? ιω(X) = ω(X) для всех X ∈ ∧1 D(M) = D(M).

Именно,

ιω(X1 ∧ · · · ∧Xp) =
∑

16i6p

(−1)i−1ω(Xi) ·X1 ∧ · · · X̌i · · · ∧Xp.

Замечание. Здесь и всюду ниже значок ˇ означает, что со-
ответствующий аргумент пропущен.

Замечание. Термин косое дифференцирование означает, что

ιω(V ∧W ) = ιω(V ) ∧W + (−1)p V ∧ ιω(W )

для всех ω ∈ Ω1(M), V ∈ ∧p D(M), W ∈ ∧q D(M), p, q ∈ N.

Доказательство предлагается проделать в качестве упраж-
нения.

Пусть {U φ- Rm} – карта на M . Пусть

ω =
∑

16µ6m

ωµ · dµ ∈ Ω1(U),

V =
∑

16µ1<···<µp6m V
µ1...µp · ∂µ1 ∧ · · · ∧ ∂µp ∈ ∧p D(U), p ∈ N,

тогда

ιω(V ) =
1

(p− 1)!

∑
16µ1,...,µp−16m

(ιωV )µ1...µp−1 · ∂µ1 ∧ · · · ∧ ∂µp−1 ,

где
(ιωV )µ1...µp−1 =

∑
16µ6m

ωµV
µµ1...µp−1 .

Очевидно, в силу кососимметрии

ιω ◦ ιχ + ιχ ◦ ιω = 0 для всех ω, χ ∈ Ω1(M),

в частности,

ιω ◦ ιω = 0 для всех ω ∈ Ω1(M).

Таким образом, для каждой 1-формы ω ∈ Ω1(M) определен ком-
плекс {∧p D(M), ιpω | p ∈ Z+}, где ιpω = ιω|∧p D(M).
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Предложение 2.4.2. Пусть ω ∈ Ω1(M), D ∈ D(M), опреде-
лим эндоморфизм hD ∈ EndC∞(M)(∧D(M)) правилом

hD(V ) = D ∧ V для всех V ∈ ∧p D(M), p ∈ Z+

(в частности, hD(f) = f · D для всех f ∈ ∧0 D(M) = C∞(M)),
тогда

ιω ◦ hD + hD ◦ ιω = ω(D) · id∧D(M) .

Доказательство. Действительно, пусть V ∈∧p D(M), p∈Z+,
тогда, с одной стороны,

(ιω ◦ hD)(V ) = ιω(D ∧ V ) = ιω(D) ∧ V −D ∧ ιω(V )
= ω(D) · V −D ∧ ιω(V ),

а с другой стороны,

(hD ◦ ιω)(V ) = hD(ιω(V )) = D ∧ ιω(V ).

Складывая полученные равенства, убеждаемся в справедливости
доказываемой формулы.

Следствие 2.4.1. Пусть для данной ω ∈ Ω1(M) существу-
ет D ∈ D(M) такое, что ω(D) = 1 (где 1 ∈ C∞(M)), тогда
комплекс {∧D(M), ιω} ациклический, т.е. все его гомологии ну-
левые,

Hp(∧D(M), ιω) = ker ιp/ im ιp+1 = 0, p ∈ Z+.

Предложение 2.4.3. Присоединенное действие

as : D(M)→ D(D(M)),
D 7→ as(D) : D(M)→ D(M), X 7→ D(X) = [D,X],

для всех D,X ∈ D(M), определяет единственный морфизм ал-
гебр Ли

L : D(M)→ D(∧D(M))

такой, что для каждого D ∈ D(M)
? LD ∈ EndR(∧p D(M)) для всех p ∈ Z+ ,
? LD(f) = D(f) для всех f ∈ ∧0 D(M) = C∞(M),
? LD(X) = [D,X] для всех X ∈ ∧1 D(M) = D(M).
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Именно,

LD(X1 ∧ · · · ∧Xp) =
∑

16i6p

X1 ∧ · · · ∧ [D,Xi] ∧ · · · ∧Xp

=
∑

16i6p

(−1)i−1[D,Xi] ∧X1 ∧ · · · X̌i · · · ∧Xp

для всех X1, . . . , Xp ∈ D(M).

Доказательство этого и ряда других утверждений этого разде-
ла опускаем, поскольку они доказаны в более общей форме в сле-
дующем выпуске моих лекций.

Пусть {U φ- Rm} – карта на M . Пусть

D =
∑

16µ6m

Dµ · ∂µ ∈ D(U),

V =
∑

16µ1<···<µp6m

V µ1...µp · ∂µ1 ∧ · · · ∧ ∂µp ∈ ∧p D(U),

тогда

LD(V ) =
1
p!

∑
16µ1,...,µp6m

(LDV )µ1...µp · ∂µ1 ∧ · · · ∧ ∂µp ,

где

(LDV )µ1...µp = D(V µ1...µp)+
∑

16i6p

(−1)i
∑

16µ6m

(∂µDµi)·V µµ1···µ̌i...µp .

2.4.2. Комплекс де Рама {Ω(M), d}. Пусть M – гладкое
m-мерное многообразие.

Определен C∞(M)-модуль

Ω(M) = HomC∞(M)(∧D(M), C∞(M)) =
⊕

p∈Z+
Ωp(M),

дуальный к C∞(M)-модулю ∧D(M), где

Ωp(M) = HomC∞(M)(∧p D(M), C∞(M)) = (∧p D(M))∗, p ∈ Z+,

в частности, Ω0(M) = C∞(M) (проверить).
Согласно предложению 2.3.5 можно отождествить C∞(M)-мо-

дули D(M) и T(M) и считать, что

Ωp(M) = HomC∞(M)(∧p T(M), C∞(M)) для всех p ∈ N

(ср. с предложением 2.3.9).
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Пусть {U φ- Rm} – карта на M . Как было отмечено выше,
для каждого p ∈ N модуль ∧p D(U) свободный. Следовательно,
дуальный модуль Ωp(U) тоже свободный, обладает дуальным ба-
зисом

{dµ1 ∧ · · · ∧ dµp | 1 6 µ1 < · · · < µp 6 m},
где dµ(∂ν) = δµν , 1 6 µ, ν 6 m, каждый элемент ω ∈ Ωp(U) имеет
вид

ω =
∑

16µ1<···<µp6m

ωµ1...µp · dµ1 ∧ · · · ∧ dµp

=
1
p!

∑
16µ1,...,µp6m

ωµ1...µp · dµ1 ∧ · · · ∧ dµp ,

где
ωµ1...µp = ω(∂µ1 ∧ · · · ∧ ∂µp) ∈ C∞(U)

(сравни с аналогичными представлениями в модуле ∧p D(U)).
В частности,

ω(V ) =
∑

16µ1<···<µp6m

ωµ1...µp · V µ1...µp

=
1
p!

∑
16µ1,...,µp6m

ωµ1...µp · V µ1...µp ∈ C∞(U)

для всех

ω =
∑

16µ1<···<µp6m

ωµ1...µp · dµ1 ∧ · · · ∧ dµp ∈ Ωp(U),

V =
∑

16µ1<···<µp6m

V µ1...µp · ∂µ1 ∧ · · · ∧ ∂µp ∈ ∧p D(U).

Модуль Ω(M) обладает дополнительной структурой – струк-
турой ассоциативной алгебры с умножением, задаваемым прави-
лом

(ω ∧ χ)(X1 ∧ · · · ∧Xp+q)

=
1

(p+ q)!

∑
σ∈Σp+q

signσ · ω(Xσ(1) ∧ · · · ∧Xσ(p)) ·

· χ(Xσ(p+1) ∧ · · · ∧Xσ(p+q))

=
p!q!

(p+ q)!

∑
σ∈Σp,qp+q

signσ · ω(Xσ(1) ∧ · · · ∧Xσ(p)) ·

· χ(Xσ(p+1) ∧ · · · ∧Xσ(p+q))
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для всех ω ∈ Ωp(M), χ ∈ Ωq(M), X1, . . . , Xp+q ∈ D(M), где в пер-
вом случае альтернированная сумма берется по всем перестанов-
кам σ индексов 1, . . . , p+q, а во втором случае – лишь по переста-
новкам σ, перемещающим хотя бы один индекс из группы 1, . . . , p
в группу p+ 1, . . . , p+ q. По построению

ω ∧ χ = (−1)pqχ ∧ ω для всех ω ∈ Ωp(M), χ ∈ Ωq(M),

так что Ω(M) – градуированная коммутативная алгебра с градуи-
рующим множителем Γ(p, q) = (−1)pq, p, q ∈ Z+ (см. раздел 1.5.4).

Пусть {U φ- Rm} – карта на M . Тогда для базисных эле-
ментов имеем

(dµ1 ∧ · · · ∧ dµp) ∧ (dµp+1 ∧ · · · ∧ dµp+q ) = dµ1 ∧ · · · ∧ dµp+q

для всех p, q ∈ N,

так что

ω ∧ χ =
1

(p+ q)!

∑
16µ1,...,µp+q6m

(ω ∧ χ)µ1...µp+q · dµ1 ∧ · · · ∧ dµp+q ,

для всех

ω =
∑

16µ1<···<µp6m

ωµ1...µp · dµ1 ∧ · · · ∧ dµp ∈ Ωp(U),

χ =
∑

16µ1<···<µq6m

χµ1...µq · dµ1 ∧ · · · ∧ dµq ∈ Ωq(U),

где

(ω ∧ χ)µ1...µp+q =
∑

σ∈Σp,qp+q

signσ · ωσ(µ1...µpχµp+1...µp+q),

альтернированная сумма берется по всем перестановкам σ нату-
ральных чисел 1, . . . , p + q, перемещающим хотя бы одно число
из группы 1, . . . , p в группу p+ 1, . . . , p+ q (сравни с умножением
в алгебре ∧D(M)).

Пусть Φ: M → N – гладкое отображение гладкого много-
образия M в гладкое многообразие N , Φ∗ : ∧p TM → ∧p TN –
его касательное отображение, p ∈ N. Кокасательное отображе-
ние Φ∗ : T∗(N) → T∗(M) (см. с. 144) индуцирует одноименное
линейное отображение

Φ∗ : Ω(N)→ Ω(M), χ 7→ ω = Φ∗(χ) = χ ◦ Φ∗,
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так что

ω(X1 ∧ · · · ∧Xp)(a) = χb(Y1,b ∧ · · · ∧ Yp,b)
для всех X1, . . . , Xp ∈ T(M), p ∈ N, a ∈M,

где b = Φ(a), Y1,b = Φ∗(X1,a), . . . , Yp,b = Φ∗(Xp,a) ∈ TbN , и мы
отождествляем дифференцирования и касательные поля, диффе-
ренциальные формы и кокасательные поля. Очевидно,

Φ∗(χ ∧ %) = Φ∗(χ) ∧ Φ∗(%)
для всех χ ∈ Ωp(N), % ∈ Ωq(N), p, q ∈ Z+,

другими словами, отображение Φ∗ есть морфизм внешних ал-
гебр.

На алгебре Ω(M) определены следующие естественные опера-
ции.

Предложение 2.4.4. Для каждого D ∈ D(M) существует
единственное косое дифференцирование ιD алгебры Ω(M) такое,
что

? ιD ∈ HomC∞(M)(Ωp(M),Ωp−1(M)) для всех p ∈ Z+ ,
? ιD(f) = 0 для всех f ∈ Ω0(M) = C∞(M),
? ιD(ω) = ω(D) для всех ω ∈ Ω1(M).

Именно,

(ιDω)(X1 ∧ · · · ∧Xp−1) = p · ω(D ∧X1 ∧ · · · ∧Xp−1)

для всех X1, . . . , Xp−1 ∈ D(M).

Пусть {U φ- Rm} – карта на M . Пусть

D =
∑

16µ6m

Dµ · ∂µ ∈ D(U),

ω =
∑

16µ1<···<µp6m

ωµ1...µp · dµ1 ∧ · · · ∧ dµp ∈ Ωp(U),

тогда

ιD(ω) =
1

(p− 1)!

∑
16µ1,...,µp−16m

(ιDω)µ1...µp−1 · dµ1 ∧ · · · ∧ dµp−1 ,

где
(ιDω)µ1...µp−1 =

∑
16µ6m

Dµ · ωµµ1...µp−1 .
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Очевидно, в силу кососимметрии

ιX ◦ ιY + ιY ◦ ιX = 0 для всех X,Y ∈ D(M),

в частности,

ιD ◦ ιD = 0 для всех D ∈ D(M).

Таким образом, для каждого дифференцирования D ∈ D(M)
определен комплекс {Ωp(M), ιpD | p ∈ Z+}, где ιpD = ιD|Ωp(M).

Предложение 2.4.5. Пусть D ∈ D(M), ω ∈ Ω1(M), опреде-
лим эндоморфизм hω ∈ EndC∞(M)(Ω(M)) правилом

hω(χ) = ω ∧ χ для всех χ ∈ Ωp(M), p ∈ Z+

(в частности, hω(f) = f ·ω для всех f ∈ Ω0(M) = C∞(M)), тогда

ιD ◦ hω + hω ◦ ιD = ω(D) · idΩ(M) .

Доказательство предлагается провести самостоятельно.

Следствие 2.4.2. Пусть для данного D ∈ D(M) существу-
ет ω ∈ Ω1(M) такая, что ω(D) = 1, тогда комплекс {Ω(M), ιD}
ациклический.

В алгебре Ω(M) определено также действие L (производная
Ли), аналогичное одноименному действию в алгебре ∧D(M).

Предложение 2.4.6. Присоединенное действие

as : D(M)→ D(D(M)),
D 7→ as(D) : D(M)→ D(M), X 7→ D(X) = [D,X],

для всех D,X ∈ D(M), определяет единственный морфизм ал-
гебр Ли L : D(M)→D(Ω(M)) такой, что для каждого D∈D(M)

? LD ∈ EndR(Ωp(M)) для всех p ∈ Z+ ,
? LD(f) = D(f) для всех f ∈ Ω0(M) = C∞(M),
? D(ω(X)) = (LD(ω))(X) + ω(LD(X)) для всех ω ∈ Ω1(M),
X ∈ D(M).

Именно,

LD(ω) = D ◦ ω − ω ◦ LD для всех ω ∈ Ωp(M), p ∈ N,
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так что

LD(ω)(X1 ∧ · · · ∧Xp) = D(ω(X1 ∧ · · · ∧Xp))

−
∑

16i6p

ω(X1 ∧ · · · [D,Xi] · · · ∧Xp)

для всех X1, . . . , Xp ∈ D(M).

Корректность этого определения, т.е. справедливость равен-
ства

[LX , LY ] = L[X,Y ] для всех X,Y ∈ D(M),
в более общей ситуации доказана в следующем выпуске моих лек-
ций.

Пусть {U φ- Rm} – карта на M . Пусть

D =
∑

16µ6m

Dµ · ∂µ ∈ D(U),

ω =
∑

16µ1<···<µp6m

ωµ1...µp · dµ1 ∧ · · · ∧ dµp ∈ Ωp(U),

тогда
LD(ω) =

1
p!

∑
16µ1,...,µp6m

(LDω)µ1...µp · dµ1 ∧ · · · ∧ dµp ,

где

(LDω)µ1...µp = D(ωµ1...µp)+
∑

16i6p

(−1)i−1
∑

16µ6m

(∂µiD
µ)·ωµµ1...µ̌i...µp .

Предложение 2.4.7. Для любых X,Y ∈ D(M) справедливо
равенство

[LX , ιY ] = ι[X,Y ].

Предложение 2.4.8. Имеется единственное косое диффе-
ренцирование d алгебры Ω(M) (обычно называемое внешним диф-
ференциалом) такое, что

? d ∈ HomR(Ωp(M),Ωp+1(M)) для всех p ∈ Z+ ,
? d ◦ ιD + ιD ◦ d = LD для всех D ∈ D(M).

Именно,

dω(X0 ∧ · · · ∧Xp) =
1

p+ 1

{ ∑
06i6p

(−1)iXi(ω(X0 ∧ · · · X̌i · · · ∧Xp))

+
∑

06i<j6p

(−1)i+jω([Xi, Xj ] ∧X0 ∧ · · · X̌i . . . X̌j · · · ∧Xp)
}

для всех ω ∈ Ωp(M), X0, . . . , Xp ∈ D(M), p ∈ Z+ .
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В частности,
? df(X) = X(f) для всех f ∈ Ω0(M) = C∞(M), X ∈ D(M),
? dω(X ∧ Y ) = 1

2{X(ω(Y )) − Y (ω(X)) − ω([X,Y ])} для всех
ω ∈ Ω1(M), X,Y ∈ D(M),

? dω(X∧Y ∧Z) = 1
3{(X(ω(Y ∧Z))+c.p.)−(ω([X,Y ]∧Z)+c.p.)}

для всех ω ∈ Ω2(M), X,Y, Z ∈ D(M), где c.p. – циклическая
перестановка переменных X , Y , Z .

Замечание. Приведенная выше формула для внешнего диф-
ференциала обладает тем преимуществом, что она глобальная,
не нуждается в локальных картах. Однако она не всегда удобна,
поскольку состоит из двух слагаемых (

∑
i . . . и

∑
i<j . . . ), каж-

дое из которых в отдельности не является формой, поскольку не
C∞(M)-линейно (хотя и R-линейно).

Предложение 2.4.9. Справедливо равенство

d ◦ LD − LD ◦ d = 0 для всех D ∈ D(M).

Предложение 2.4.10. Справедливо равенство

d ◦ d = 0.

Итак, определен комплекс {Ω(M), d} = {Ωp(M), dp | p ∈ Z+},
называемый комплексом де Рама, где

dp = d|Ωp(M) : Ωp(M)→ Ωp+1(M).

Здесь используется следующая терминология:
? элементы модуля Ωp(M) называются p-формами (подроб-

нее, дифференциальными p-формами),
? элементы ядра ker dp = {ω ∈ Ωp(M) | d(ω) = 0} называются

замкнутыми p-формами,
? элементы образа im dp−1 = {ω = d(φ) | φ ∈ Ωp−1(M)} назы-

ваются точными p-формами,
? элементы факторпространстваHp(Ω(M), d)=ker dp/ im dp−1

называются p-мерными когомологиями де Рама.
Пусть

? {U φ- Rm} – карта на M , a 7→ x = φ(a), xµ = φµ(a), для
всех a ∈ U , 1 6 µ 6 m;
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? {∂1, . . . , ∂m} – базис в D(U), (∂µf)(a) = ∂xµf(φ−1(x))|x=φ(a)

для всех 1 6 µ 6 m, f ∈ C∞(U);
? {d1, . . . , dm} – дуальный базис в Ω1(U), dµ(∂ν) = δµν ,

1 6 µ, ν 6 m, и, значит, dµ(X) = Xµ для всех 1 6 µ 6 m,
X =

∑
ν X

ν · ∂ν ∈ D(U).
Для всякой функции f ∈ C∞(U) = Ω0(U) имеем

df =
∑

16µ6m

(∂µf) · dµ,

так как

df(X) = X(f) =
∑

16µ6m

Xµ(∂µf) =
∑

16µ6m

(∂µf) · dµ(X)

для всех X ∈ D(U).

Далее, справедливо равенство

d(dµ) = 0 для всех 1 6 µ 6 m,

так как

d(dµ)(X ∧ Y ) =
1
2
{X(dµ(Y ))− Y (dµ(X))− dµ([X,Y ])}

=
1
2
{X(Y µ)− Y (Xµ)− [X,Y ]µ} = 0

для всех X,Y ∈ D(U)

(см. предложение 2.3.3).
Более того,

dµ = dφµ = dxµ для всех 1 6 µ 6 m,

так как

(dφµ)(X) = X(φµ) =
∑

16ν6m

Xν · (∂xνxµ)|x=φ = Xµ = dµ(X)

для всех X ∈ D(U).
Поскольку внешний дифференциал d есть косое дифференци-

рование внешней алгебры Ω(U), отсюда следует
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Предложение 2.4.11. Для каждого p ∈ Z+ и каждой p-
формы

ω =
1
p!

∑
16µ1,...,µp6m

ωµ1...µp · dµ1 ∧ · · · ∧ dµp ∈ Ωp(U)

справедливо представление

dω =
1
p!

∑
16µ1,...,µp6m

d(ωµ1...µp) ∧ dµ1 ∧ · · · ∧ dµp ∈ Ωp(U)

=
1

(p+ 1)!

∑
16µ0,...,µp6m

(dω)µ0...µp · dµ0 ∧ · · · ∧ dµp ∈ Ωp+1(U),

где
(dω)µ0...µp =

∑
06i6p

(−1)i∂µi(ωµ0...µ̌i...µp).

Замечание. Приведенная выше локальная формула для вне-
шнего дифференциала, хотя и зависит от выбора карты, при вы-
числениях часто удобнее, чем глобальная бескоординатная фор-
мула, поскольку в ней каждое слагаемое и каждый множитель
в отдельности являются локальными формами.

Пусть M = U – область в Rm, тогда каждая форма ω ∈ Ωp(U),
p ∈ Z+, имеет вид

ω =
1
p!

∑
16µ1,...,µp6m

ωµ1...µp(x) · dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp , x ∈ U,

где мы пишем dxµ вместо dµ. Напомним, что область U ⊂ Rm
называется звездной, если tx ∈ U для всех 0 6 t 6 1 и x ∈ U .

Лемма 2.4.1 (лемма Пуанкаре). Пусть M = U – звездная
область в Rm , тогда справедлива гомотопическая формула

d ◦ h+ h ◦ d = id−%,

гомотопический оператор h : Ωp(U) → Ωp−1(U), p ∈ Z+ , дей-
ствует по правилу

h(f) = 0 для всех f ∈ Ω0(U) = C∞(U),

ω =
1
p!

∑
ωµ1...µp(x) · dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp ∈ Ωp(U), p ∈ N,

7→ h(ω)=
1

(p− 1)!

∑
(hω)µ1...µp−1(x) · dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp−1 ∈Ωp−1(U),
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где

(hω)µ1...µp−1(x) =
∫ 1

0

tp−1
∑

16µ6m

xµωµµ1...µp−1(tx) dt,

а дополнительный оператор % : Ωp(U)→ Ωp(U), p ∈ Z+ , действу-
ет по правилу

%(f)(x) = f(0) для всех f ∈ Ω0(U) = C∞(U),
%(ω) = 0 для всех ω ∈ Ωp(U), p ∈ N.

Замечание. Поясним, что здесь f(0) ∈ C∞(U) – постоянная
функция.

Доказательство. Пусть сначала p = 0, f ∈ Ω0(U). Тогда

h(f) = 0, (d ◦ h)(f) = 0,

d(f) =
∑
µ

(∂xµf)(x) · dxµ, (df)µ(x) = (∂xµf)(x),

(h ◦ d)(f) =
∫ 1

0

t0
∑
µ

xµ (∂xµf)(tx) dt=
∫ 1

0

∂

∂t
f(tx) dt=f(x)− f(0),

так что здесь (d ◦ h+ h ◦ d)(f) = f − %(f), как и требуется. Пусть
теперь p ∈ N, ω ∈ Ωp(U). Тогда, с одной стороны,

((d ◦ h)(ω))µ1...µp(x) =
∑

16i6p

(−1)i−1∂xµi ((hω)µ1...µ̌i...µp)(x)

=
∑

16i6p

(−1)i−1

∫ 1

0

tp−1
∑
µ

{
δµµiωµµ1...µ̌i...µp(tx)

+ xµ∂xµi (ωµµ1...µ̌i...µp(tx))
}
dt

=
∫ 1

0

{
ptp−1ωµ1...µp(tx)

− tp
∑

16i6p

(−1)i
∑
µ

xµ(∂xµiωµµ1...µ̌i...µp)(tx)
}
dt,
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а с другой стороны,

((h ◦ d)ω)µ1...µp(x) =
∫ 1

0

tp
∑
µ

xµ(dω)µµ1...µp(tx) dt

=
∫ 1

0

tp
∑
µ

xµ
{

(∂xµωµ1...µp)(tx)

+
∑

16i6p

(−1)i(∂xµiωµµ1...µ̌i...µp)(tx)
}
dt

=
∫ 1

0

tp
{
∂

∂t
ωµ1...µp(tx)

+
∑

16i6p

(−1)i
∑
µ

xµ(∂xµiωµµ1...µ̌i...µp)(tx)
}
dt.

Складывая полученные выражения, получаем

((d ◦ h+ h ◦ d)ω)µ1...µp(x)

=
∫ 1

0

{
ptp−1ωµ1...µp(tx) + tp

∂

∂t
ωµ1...µp(tx)

}
dt

=
∫ 1

0

∂

∂t
(tpωµ1...µp(tx)) dt = (tpωµ1...µp(tx))

∣∣t=1

t=0
= ωµ1...µo(x),

что и требовалось.

Следствие 2.4.3. Пусть U – звездная область в Rm , тогда
линейные пространства когомологий

Hp(Ω(U), d) =

{
R, p = 0,
0, p ∈ N.

Следствие 2.4.4. Для любого многообразия M простран-
ства когомологий локально тривиальные, т.е. у каждой точки
s ∈ M существует открытая окрестность U ⊂ M , s ∈ U , та-
кая, что линейные пространства когомологий

Hp(Ω(U), d) =

{
R, p = 0,
0, p ∈ N.
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Доказательство. Достаточно выбрать карту U
φ- Rm

на M такую, что s ∈ U , а образ φ(U) – звездная (например, вы-
пуклая) область в евклидовом пространстве Rm.

Замечание. Смысл последнего утверждения в том, что кого-
мологии характеризуют глобальное поведение многообразия, ло-
кально все многообразия тривиальные.

Предложение 2.4.12. Пусть Φ: M → N – гладкое отоб-
ражение гладкого многообразия Mв гладкое многообразие N и
Φ∗ : Ω(N) → Ω(M) – его кокасательное отображение. Справед-
ливо равенство

d ◦ Φ∗ = Φ∗ ◦ d.

Доказательство. Пусть сначала χ = g ∈ Ω0(N) = C∞(N).
Тогда для всех a ∈M , b = Φ(a) ∈ N , X ∈ D(M), с одной стороны,
имеем

(d(Φ∗g))(X)(a) = X(Φ∗(g))(a) = Φ∗(Xa)(gb)

(напомним, что Φ∗(Xa) ∈ TbN), а с другой стороны, имеем

(Φ∗(dg))(X)(a) = (dg)b(Φ∗(Xa)) = Φ∗(Xa)(gb),

поскольку

(dg)b(Yb) = (dg)(Y )(b) = Y (g)(b) = Yb(gb)
для всех Y ∈ D(N), b ∈ N.

Следовательно, доказываемое равенство справедливо при p = 0.
Пусть теперь χ ∈ Ωp(N), p ∈ N. Поскольку доказываемое равен-
ство носит локальный характер (почему?), без ограничения общ-
ности считаем, что многообразие N покрывается одной картой
N

ψ- Rn с координатами yν = ψν , 1 6 ν 6 n, так что форма χ
записывается в виде (см. с. 157)

χ =
1
p!

∑
16ν1,...,νp6n

χν1...νp · dψν1 ∧ · · · ∧ dψνp ,

χν1...νp , ψ
ν1 , . . . , ψνp ∈ C∞(N).
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Поскольку d – косое дифференцирование внешней алгебры Ω(N),
а Φ∗ – морфизм внешних алгебр (см. с. 153), из этого представ-
ления и доказанного равенства для p = 0 следует его справедли-
вость в общем случае. Именно,

(Φ∗ ◦ d)(χ) = Φ∗
(

1
p!

∑
16ν1,...,νp6n

dχν1...νp ∧ dψν1 ∧ · · · ∧ dψνp
)

=
1
p!

∑
16ν1,...,νp6n

Φ∗(dχν1...νp) ∧ Φ∗(dψν1) ∧ · · · ∧ Φ∗(dψνp)

=
1
p!

∑
16ν1,...,νp6n

d(Φ∗χν1...νp) ∧ d(Φ∗ψν1) ∧ · · · ∧ d(Φ∗ψνp)

= d

(
1
p!

∑
16ν1,...,νp6n

(Φ∗χν1...νp) ∧ (Φ∗ψν1) ∧ · · · ∧ (Φ∗ψνp)
)

= (d ◦ Φ∗)(χ).

2.4.3. Векторнозначные дифференциальные формы.
Пусть M – гладкое m-мерное многообразие.

Пусть K – C∞(M)-модуль и EndR(K) – C∞(M)-модуль всех его
эндоморфизмов, где (f · L)(v) = f · (L(v))) для всех f ∈ C∞(M),
L ∈ EndR(K), v ∈ K.

Пара D = (DM , DK), где DM ∈ D(M), DK ∈ EndR(K), назы-
вается дифференцированием C∞(M)-модуля K, если выполняется
правило Лейбница

DK(f · v) = DM (f) · v + f ·DK(v) для всех f ∈ C∞(M), v ∈ K.

Множество D(K) всех дифференцирований C∞(M)-модуля K
имеет две алгебраические структуры:

? D(K) – C∞(M)-модуль, f · D = (f · DM , f · DK) для всех
f ∈ C∞(M), D = (DM , DK) ∈ D(K);

? D(K) – алгебра Ли с коммутатором в качестве скобки Ли,
[X,Y ] = ([XM , YM ], [XK, YK]) для всех X,Y ∈ D(K).

Говорят, отображение κ : D(M)→ EndR(K), D 7→ κ(D), опре-
деляет действие алгебры Ли D(M) на C∞(M)-модуле K, если

? κ : D(M)→ glR(K) – морфизм алгебр Ли;
? κ : D(M)→ EndR(K) – морфизм C∞(M)-модулей;
? пара (D,κ(D)) ∈ D(K) для любого D ∈ D(M).
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Пример 2.4.1. Пусть V – вещественное векторное простран-
ство. Рассмотрим C∞(M)-модуль C∞(M,V) = C∞(M) ⊗ V, где
f · (g ⊗ v) = (f · g) ⊗ v для всех f ∈ C∞(M), g ⊗ v ∈ C∞(M,V).
Элементы модуля C∞(M,V) суть гладкие отображения из мно-
гообразия M в векторное пространство V, снабженное естествен-
ной топологией (евклидовой, если пространство V конечномер-
ное). Каждому D ∈ D(M) поставим в соответствие эндомор-
физм κ(D) ∈ EndR(C∞(M,V)), где κ(D)(f ⊗ v) = (D(f)) ⊗ v
для всех f ⊗ v ∈ C∞(M,V). Легко проверяется, что правило
D 7→ κ(D) определяет действие алгебры Ли D(M) на C∞(M)-
модуле C∞(M,V). Векторное пространство V естественным обра-
зом вкладывается в C∞(M,V), v 7→ 1 ⊗ v для всех v ∈ V, где
1 ∈ C∞(M) – функция, тождественно равная единице. Более то-
го, здесь множество V порождает C∞(M)-модуль C∞(M,V), т.е.
F =

∑
16i6N f

i · vi для всех F ∈ C∞(M,V), где N = N(F ) ∈ N,
f i ∈ C∞(M), vi ∈ V, причем κ(D)(F ) =

∑
D(f i) · vi для всех

D ∈ D(M). В частности, если в векторном пространстве V задан
базис {e1, . . . , ek}, k = dimV, то F =

∑
16i6k f

i · ei, f i ∈ C∞(M),
и κ(D)(F ) =

∑
16i6kD(f i) · ei.

Пусть C∞(M)-модуль K изоморфен C∞(M)-модулю C∞(M,V),
т.е. задан изоморфизм C∞(M)-модулей % : C∞(M,V) ' K. Тогда
только что определенное действие κ индуцирует действие κK ал-
гебры Ли D(M) на C∞(M)-модуле K по формуле

κK(D) = % ◦ κ(D) ◦ %−1 для всех D ∈ D(M).

В этом случае каждый элемент F ∈ K имеет вид

F =
∑

16i6N

f i · %(vi),

где N = N(F ) ∈ N, f i ∈ C∞(M), vi ∈ V, %(vi) ∈ K, так что
действие κK(D)(F ) =

∑
D(f i) · %(vi) для всех D ∈ D(M). Оче-

видно, множество %(V) ⊂ K порождает C∞(M)-модуль K, причем
κK(D)(%(v)) = 0 для всех D ∈ D(M), v ∈ V.

Ниже, если не оговорено противное, будем писать D вместо
κ(D) для всех D ∈ D(M) и полагать D(f) = DM (f) для всех
f ∈ C∞(M) и D(v) = DK(v) = κ(D)(v) для всех v ∈ K.

Определим теперь C∞(M)-модуль

Ω(M,K) = HomC∞(M)(∧D(M),K)) =
⊕

p∈Z+
Ωp(M,K),
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положив

Ωp(M,K) = HomC∞(M)(∧p D(M),K), p ∈ Z+,

в частности, Ω0(M,K) = K (проверить). Элементы модуля
Ωp(M,K), p ∈ Z+, называются p-формами с коэффициентами
в модуле K или, нестрого, векторнозначными p-формами.

Пусть {U φ- Rm} – карта на M . Модуль Ωp(U,K), p ∈ N,
“свободный” с “базисом”

{dµ1 ∧ · · · ∧ dµp | 1 6 µ1 < · · · < µp 6 m},

каждый элемент ω ∈ Ωp(U,K) имеет вид

ω =
∑

16µ1<···<µp6m

ωµ1...µp · dµ1 ∧ · · · ∧ dµp

=
1
p!

∑
16µ1,...,µp6m

ωµ1...µp · dµ1 ∧ · · · ∧ dµp ,

где
ωµ1...µp = ω(∂µ1 ∧ · · · ∧ ∂µp) ∈ K.

В частности,

ω(V ) =
∑

16µ1<···<µp6m

ωµ1...µp · V µ1...µp

=
1
p!

∑
16µ1,...,µp6m

ωµ1...µp · V µ1...µp ∈ K

для всех

ω =
∑

16µ1<···<µp6m

ωµ1...µp · dµ1 ∧ · · · ∧ dµp ∈ Ωp(U,K),

V =
∑

16µ1<···<µp6m

V µ1...µp · ∂µ1 ∧ · · · ∧ ∂µp ∈ ∧p D(U).

Замечание. Здесь dµ(D) = Dµ ∈ C∞(U) для всех 1 6 µ 6 m
и всех D =

∑
16ν6mD

ν∂ν , так что элементы

dµ1 ∧ · · · ∧ dµp /∈ Ωp(U,K)
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и не являются базисными в обычном смысле. В свою очередь и
компоненты ωµ1...µp /∈ C∞(M). Тем не менее, запись

ω(V ) =
∑

ωµ1...µp · V µ1...µp ∈ K

корректна и удобна в практических приложениях. В качестве
упражнения предлагается подумать об универсальности такой
конструкции.

C∞(M)-модуль Ω(M,K) фактически обладает более широкой
структурой внешнего Ω(M)-модуля (напомним, C∞(M) = Ω0(M))
с внешним умножением

Ωp(M)× Ωq(M,K)→ Ωp+q(M,K), (ω, χ) 7→ ω ∧ χ, p, q ∈ Z+,

где

(ω ∧ χ)(X1 ∧ · · · ∧Xp+q)

=
1

(p+ q)!

∑
σ∈Σp+q

signσ · ω(Xσ(1) ∧ · · · ∧Xσ(p)) ·

· χ(Xσ(p+1) ∧ · · · ∧Xσ(p+q))

=
p!q!

(p+ q)!

∑
σ∈Σp,qp+q

signσ · ω(Xσ(1) ∧ · · · ∧Xσ(p)) ·

· χ(Xσ(p+1) ∧ · · · ∧Xσ(p+q))

для всех X1, . . . , Xp+q ∈ D(M) (см. с. 151).
Для каждого дифференцирования D ∈ D(M) определен един-

ственный эндоморфизм ιD ∈ EndC∞(M)(Ω(M,K)) такой, что
? ιD ∈ HomC∞(M)(Ωp(M,K),Ωp−1(M,K)) для всех p ∈ Z+;
? ιD(v) = 0 для всех v ∈ Ω0(M,K) = K;
? ιD(ω) = ω(D) для всех ω ∈ Ω1(M,K);
? ιD(ω ∧ χ) = (ιDω)∧ χ+ (−1)pω ∧ (ιDχ) для всех ω ∈ Ωp(M),
χ ∈ Ωq(M,K).

Именно,

(ιDω)(X1 ∧ · · · ∧Xp−1) = p · ω(D ∧X1 ∧ · · · ∧Xp−1)

для всех X1, . . . , Xp−1 ∈ D(M).
Очевидно,

ιX ◦ ιY + ιY ◦ ιX = 0 для всех X,Y ∈ D(M),



166 Глава 2. Элементы дифференциальной геометрии

в частности,

ιD ◦ ιD = 0 для всех D ∈ D(M).

Таким образом, для каждого дифференцирования D ∈ D(M)
определен комплекс {Ωp(M,K), ιpD | p ∈ Z+}, где ιpD = ιD|Ωp(M,K).

Ниже в этом разделе считаем, что алгебра Ли D(M) дей-
ствует в C∞(M)-модуле K. Элементы модуля Ω(M,K) в этом
случае называем дифференциальными формами с коэффициен-
тами в K.

Определен единственный морфизм алгебр Ли

L : D(M)→ D(Ω(M,K))

такой, что для каждого D ∈ D(M)
? LD ∈ EndR(Ωp(M,K)) для всех p ∈ Z+;
? LD(v) = D(v) для всех v ∈ Ω0(M,K) = K;
? D(ω(X)) = (LD(ω))(X) + ω(LD(X)) для всех ω ∈ Ω1(M,K),
X ∈ D(M);

? LD(ω ∧ χ) = (LDω) ∧ χ + ω ∧ (LDχ) для всех ω ∈ Ωp(M),
χ ∈ Ωq(M,K), p, q ∈ Z+.

Именно,

LD(ω) = D ◦ ω − ω ◦ LD для всех ω ∈ Ωp(M,K), p ∈ N,

так что

LD(ω)(X1 ∧ · · · ∧Xp) = D(ω(X1 ∧ · · · ∧Xp))

−
∑

16i6p

ω(X1 ∧ · · · [D,Xi] · · · ∧Xp)

для всех X1, . . . , Xp ∈ D(M).

По-прежнему, для любых X,Y ∈ D(M) имеем
? [LX , LY ] = L[X,Y ],
? [LX , ιY ] = ι[X,Y ].
Определен единственный эндоморфизм d ∈ EndR(Ω(M,K)) та-

кой, что
? d ∈ HomR(Ωp(M,K),Ωp+1(M,K)) для всех p ∈ Z+;
? d(ω ∧ χ) = (dω) ∧ χ + (−1)pω ∧ (dχ) для всех ω ∈ Ωp(M),
χ ∈ Ωq(M,K), p, q ∈ Z+;

? d ◦ ιD + ιD ◦ d = LD для всех D ∈ D(M).
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Именно,

dω(X0 ∧ · · · ∧Xp) =
1

p+ 1

{ ∑
06i6p

(−1)iXi(ω(X0 ∧ · · · X̌i · · · ∧Xp))

+
∑

06i<j6p

(−1)i+jω([Xi, Xj ] ∧X0 ∧ · · · X̌i · · · X̌j · · · ∧Xp)
}

для всех ω ∈ Ωp(M,K), X0, . . . , Xp ∈ D(M), p ∈ Z+.
По-прежнему,

? d ◦ LD − LD ◦ d = 0 для всех D ∈ D(M,K).
? d ◦ d = 0.

Итак, если алгебра Ли D(M) действует в C∞(M)-модуле K,
то определен комплекс {Ω(M,K), d} = {Ωp(M,K), dp | p ∈ Z+},
называемый векторнозначным комплексом де Рама.

2.5. Слоения

2.5.1. Слоения. Слоение есть множество с двумя структу-
рами гладкого многообразия, одна из которых слоит другую. По-
дробнее, слоение X = (Xm, Xs) есть множествоX со следующими
свойствами.

? На множествеX определена отделимая топология и гладкая
структура с атласом {Ui

φi- Rm | i ∈ I}, т.е. определено m-
мерное гладкое многообразие, которое мы обозначим через
Xm (и которое как множество совпадает с X).

? На множестве X определена другая, более сильная, тополо-
гия и другая гладкая структура с атласом

{Sk
ψk- Rs | k ∈ K},

т.е. другое гладкое s-мерное многообразие, которое мы обо-
значим через Xs (и которое как множество тоже совпадает
с X, на практике 1 6 s < m).

? Многообразие Xs слоит многообразие Xm, т.е. для каж-
дой точки p ∈ X существует карта {U φ- Rm} много-
образия Xm, p ∈ U , со следующими свойствами. Предста-
вим евклидово пространство Rm как прямое произведение
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Rm = Rs × Rm−s, тогда

φ(q) = x = (y, z) ∈ φ(U) для всех q ∈ U,
где y ∈ Rs, z ∈ Rm−s.

Для каждого c ∈ Rm−s положим

φ(U)|z=c = {(y, z) ∈ φ(U) | z = c}

– сечение образа φ(U) гиперплоскостью {z = c}. В таких
обозначениях требуется, чтобы прообраз Sc = φ−1(φ(U)|z=c)
был открытым подмногообразием (возможно пустым) мно-
гообразия Xs, а пара {Sc

ψc- Rs}, Sc 6= ∅, была картой
на многообразии Xs, где отображение ψc = πs ◦ φ|Sc , проек-
ция πs : Rs × Rm−s → Rs, (y, z) 7→ y, а отображение φ|Sc –
сужение отображения φ на Sc.

Пример 2.5.1 (тривиальное слоение). Пусть 1 6 s < m.
Представим евклидово пространство Rm как прямое произведе-
ние Rm = Rs × Rm−s, так что x = (y, z) ∈ Rm, y ∈ Rs, z ∈ Rm−s.
Определим X как множество Rm без топологии. Многообразие
Xm определим как Rm со стандартной евклидовой топологией
и атласом из одной естественной карты {Xm id- Rm}. Мно-
гообразие Xs определим следующим образом. Как множество
Xs = X = Rm. Топологию на Xs зададим базисными множе-
ствами вида

{x = (y, z) ∈ Rm | y ∈ O, z = c},
где O – открытые подмножества из Rs, а c ∈ Rm−s – фиксирован-
ные точки. Атлас наXs составим из карт {Sc

ψc- Rs | c ∈ Rm−s},
где листы

Sc = {x = (y, z) ∈ Rm | y ∈ Rs, z = c},

а гомеоморфизмы ψc : Sc→Rs действуют по правилу x=(y, c) 7→y.
В качестве упражнения предлагается проверить, что здесь мно-
гообразие Xs действительно слоит многообразие Xm.

Замечание. Обратим внимание, что здесь многообразие Xs

существенно несвязное, состоит из несчетного множества связных
компонент Sc, c ∈ Rm−s. Именно так обстоит дело и в общем слу-
чае: многообразие Xs состоит из несчетного множества связных
компонент, которые называются листами.
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Пример 2.5.2. Пусть {E π- B} – гладкое расслоение с m-
мерным пространством расслоения E, s-мерным типичным сло-
ем F и (m − s)-мерной базой B. По построению через каждую
точку p ∈ E проходит слой Sπ(p) = π−1(π(p), изоморфный мно-
гообразию F и, значит, имеющий структуру s-мерного гладко-
го многообразия. Очевидно, Sπ(p) = Sπ(q), если π(p) = π(q), и
Sπ(p) ∩ Sπ(q) = ∅, если π(p) 6= π(q). Введем на множестве E от-
ношение эквивалентности правилом: p ∼ q, если π(p) = π(q), и
обозначим через Es = E/∼ множество всех таких классов эк-
вивалентности. Классы эквивалентности естественным образом
отождествляются со слоями данного расслоения. Это позволяет
определить на Es структуру гладкого s-мерного многообразия,
в которой каждый слой является открытым подмногообразием
(этим правилом определяется и топология на Es). Чтобы прове-
рить, что многообразие Es слоит многообразие Em = E следует
воспользоваться локальными картами на E, тривиализующими
расслоение {E π- B}. Заметим, что правило b 7→ Sb = π−1(b),
b ∈ B, позволяет также говорить, что многообразие B расслаи-
вает многообразие E и что оно параметризует слои многообра-
зия Es.

Пример 2.5.3. Гладкое отображение f : E → B называется
субмерсией гладкого многообразия E в гладкое многообразие B,
если касательное отображение f∗ : TE → TB послойно сюръек-
тивное, т.е. если образ f∗(TpE) = Tf(p)B для всех p ∈ E. Пусть
f : E → B – субмерсия, где dimE = m, dimB = m − s, из усло-
вия, что отображение f есть субмерсия следует, что 0 6 s 6 m,
мы предполагаем, что 1 6 s < m. Каждая точка p ∈ E по-
рождает слой Sp = f−1(f(p)), причем опять Sp = Sq, если
f(p) = f(q). Можно параметризовать слои точками b ∈ B, по-
лагая Sb = f−1(b), но тогда некоторые слои будут пустыми (если
отображение f не сюръективное, т.е. если im f 6= B). Из условия
f∗(TpE) = Tf(p)B для всех p ∈ E следует, что для каждой точки

p ∈ E найдутся карты {U φ- Rm}, p ∈ U ⊂ E, и {V χ- Rm−s},
b = f(p) ∈ V ⊂ B, со следующими свойствами:

? f(U) ⊂ V ;
? φ(q) = x = (y, z) ∈ Rs × Rm−s для всех q ∈ U ;
? χ(c) = z ∈ Rm−s для всех c ∈ V ;
? (χ ◦ f ◦ φ−1)(y, z) = z ∈ χ(V ) для всех (y, z) ∈ φ(U);
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? φ(Sc) = φ(f−1(c)) = {(y, z) ∈ φ(U) | z = χ(c)} для всех c ∈ V
(если, конечно, Sc 6= ∅).

Отсюда легко выводится, что на множестве E определена струк-
тура s-мерного гладкого многообразия Es, в котором слои f−1(b),
b ∈ B, являются открытыми подмногообразиями, и которое слоит
исходное многообразие E = Em.

Пример 2.5.4. Пусть y′ = f(x, y) – обыкновенное дифферен-
циальное уравнение, где (x, y) ∈ U , U – область в R2, f(x, y) –
гладкая функция в U , штрих ′ означает производную по x. Со-
гласно теории обыкновенных дифференциальных уравнений (см.,
например, [29]) через каждую точку области U проходит одна и
только одна интегральная кривая (решение) данного уравнения,
причем в силу гладкой зависимости решения от начальных дан-
ных множество U1 всех интегральных кривых является гладким
1-мерным многообразием, которое слоит гладкое 2-мерное мно-
гообразие U2 = U . Другими словами, всякое дифференциальное
уравнение указанного вида порождает 1-мерное слоение. Анало-
гичный результат справедлив и для систем обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений. Для уравнений в частных производных
ситуация принципиально отличная.

Пусть X = (Xm, Xs), Y = (Y n, Y r) слоения. Отображение f
из множества X в множество Y называется морфизмом слоений,
если оно одновременно является гладким отображением много-
образия Xm в многообразие Y n и гладким отображением мно-
гообразия Xs в многообразие Y r. В этом случае каждый лист
многообразия Xs отображается в соответствующий лист много-
образия Y r.

Таким образом, определена категория слоений.

Автоморфизмы в категории слоений называются симметри-
ями, а группа всех симметрий данного слоения X = (Xm, Xs)
обозначается через Sym(X).

2.5.2. Распределения. Пусть M – гладкое m-мерное мно-
гообразие, TM – его касательное расслоение и 1 6 s < m. Глад-
ким s-мерным распределением на M называется всякое векторное
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подрасслоение R
πR- M c типичным слоем Rs касательного рас-

слоения TM
π- M . В этом случае коммутативна диаграмма

R
ι - TM

M

π
�πR -

и каждый слой π−1
R (p), p ∈ M , отождествляется со своим ка-

ноническим образом ι(π−1
R (p)) ⊂ TpM , т.е. векторное простран-

ство π−1
R (p) является подпространством касательного простран-

ства TpM .
Пусть R

πR- M есть s-мерное распределение на m-мерном
многообразии M .

Гладкое отображение f : X →M называется интегралом рас-
пределения R

πR- M , если образ касательного отображения
f∗ : TX → TM лежит в R, иначе, f∗(TxX) ⊂ π−1

R (p) для всех
x ∈ X, p = f(x). В этом случае существует единственное глад-
кое отображение ϕ : TX → R такое, что следующая диаграмма
коммутативна

TX
f∗ - M

R

ι

-

ϕ -

X

πX

?

f
- M

π

?

πR
-

Гладкое s-мерное подмногообразие S многообразияM называ-
ется интегральным подмногообразием распределения R

πR- M ,
если каноническая инъекция ι : S → M есть интеграл этого рас-
пределения, т.е. если для всякой точки p ∈ S касательное про-
странство TpS = π−1

R (p).
Распределение R

πR- M называется интегрируемым, если
существует слоение M = (Mm = M,Ms) такое, что листы мно-
гообразия Ms суть интегральные многообразия распределения
R

πR- M .



172 Глава 2. Элементы дифференциальной геометрии

Пример 2.5.5. Пусть M = (Mm,Ms) – слоение. Правило, ко-
торое каждой точке p ∈ Mm ставит в соответствие касательное
подпространство Rp = TpM

s ⊂ TpM
m определяет на многообра-

зии Mm интегрируемое s-мерное распределение R
π- Mm Для

которого листы многообразия Ms и только они являются инте-
гральными многообразиями.

Распределение R
πR- M называется инволютивным, если

его гладкие сечения образуют подалгебру Ли алгебры Ли всех
касательных полей на многообразии M .

Поясним, что согласно предложению 2.3.5 модуль T(M) всех
гладких сечений касательного расслоения TM изоморфен модулю
дифференцирований D(M), модуль D(M) имеет также структу-
ру алгебры Ли, которая в силу изоморфизма индуцирует струк-
туру алгебры Ли на модуле сечений T(M). По построению модуль
F(πR) всех гладких сечений подрасслоения R

πR- M является
подмодулем модуля T(M), но не обязательно подалгеброй алгеб-
ры Ли T(M). Условие инволютивности и является требованием,
чтобы модуль F(πR) был замкнутым относительно скобки Ли,
индуцированной из алгебры Ли T(M).

Предложение 2.5.1 (теорема Фробениуса). ПустьM – глад-
кое m-мерное многообразие, пусть 1 6 s < m. Гладкое s-мерное
распределение R

πR- M интегрируемое тогда и только тогда,
когда оно инволютивное.

Приведем два полезных критерия инволютивности.

Предложение 2.5.2. Гладкое s-мерное распределение R на
M инволютивное тогда и только тогда, когда для каждой точ-
ки q ∈ M имеются открытое U ⊂ M , q ∈ U , и система полей
{X1, . . . , Xs} ⊂ T(U) такие, что

? линейная оболочка span{X1,p, . . . , Xs,p}=Rp для всех p∈U ,
? скобка Ли [Xi, Xj ] =

∑
16k6s c

k
ij ·Xk для всех 1 6 i, j 6 s и

некоторых гладких функций ckij ∈ C∞(U).

Для формулировки второго критерия требуется некоторая
подготовка.

Будем говорить, что форма ω ∈ Ωp(M), p ∈ N, равна нулю на
распределении R, и писать ω|R = 0, если

ω(X1 ∧ · · · ∧Xp) = 0 для всех X1, . . . , Xp ∈ F(πR)
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(мы пользуемся отождествлением модулей D(M) и T(M), см.
с. 150). Множество

JR(M) = {ω ∈ Ωp(M) | ω|R = 0, p ∈ N},

как легко проверить (сделать это!), является идеалом алгебры
Ω(M). Идеал JR(M) будем называть дифференциально замкну-
тым, и писать dJR(M) ⊂ JR(M), если dω ∈ JR(M) для всех
ω ∈ JR(M).

Предложение 2.5.3. ПустьM – гладкоеm-мерное многооб-
разие, пусть 1 6 s < m. Гладкое s-мерное распределение R на M
инволютивное тогда и только тогда, когда идеал JR(M) диффе-
ренциально замкнутый.

Предложение 2.5.4. Гладкое s-мерное распределение R на
M инволютивное тогда и только тогда, когда для каждой точ-
ки q ∈ M имеются открытое U ⊂ M , q ∈ U , и система 1-форм
{ϑ1, . . . , ϑm−s} ∈ Ω1(U) такие, что

? JR(U) = {ω =
∑

16i6m−s χi ∧ ϑi | χi ∈ Ω(U)},
? dϑi =

∑
16j6m−s χ

i
j ∧ϑi для всех 1 6 i 6 m− s и некоторых

1-форм χij ∈ Ω1(U).

Доказательство приведенных критериев интегрируемости мож-
но найти, например, в книгах [27] и [15].

Замечание. Обратим внимание, что всякое одномерное (s=1)
распределение инволютивное и, значит, интегрируемое.

2.6. Группы Ли

2.6.1. Группы Ли. Гладкое многообразие G называется
группой Ли, если на нем определена структура группы, при-
чем групповые операции являются гладкими отображениями. По-
дробнее, в этом случае определено гладкое отображение

G×G→ G, (a, b) 7→ a · b для всех a, b ∈ G,

со следующими свойствами:
? (a · b) · c = a · (b · c) для всех a, b, c ∈ G;
? существует точка e ∈ G такая, что e · a = a · e = a для всех
a ∈ G;
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? для каждой точки a ∈ G существует обратная точка a−1 ∈ G
такая, что a · a−1 = a−1 · a = e, причем отображение G→ G,
a 7→ a−1, гладкое.

Пример 2.6.1. Множество Mat(n,R) всех вещественных
квадратных матриц n-го порядка, n ∈ N, естественным обра-
зом отождествляется с евклидовым пространством Rn2

и, сле-
довательно, является гладким n2-мерным многообразием с ат-
ласом из одной карты {Mat(n,R)

id- Rn2}. Далее, множество
всех вырожденных матриц S = {a ∈ Mat(n,R) | det a = 0}
есть замкнутое подмножество в Mat(n,R), и, значит, его дополне-
ние – множество всех невырожденных матриц GL(n,R) есть от-
крытое подмногообразие многообразия Mat(n,R). Следователь-
но, GL(n,R) – гладкое многообразие с атласом из одной карты
{GL(n,R)

ι- Rn2}, где отображение ι – каноническое вложе-
ние. С другой стороны, GL(n,R) есть группа относительно обыч-
ного матричного умножения. Легко проверяется, что групповые
операции суть гладкие отображения, так что GL(n,R) – группа
Ли. Многообразие GL(n,R) состоит из двух связных компонент
GL±(n,R) = {a ∈ Mat(n,R) | det a ≷ 0}, причем только ком-
понента GL+(n,R), содержащая единичную матрицу e, является
подгруппой группы GL(n,R). Отметим, что аналогичная группа
GL(n,C) – группа Ли всех комплексных невырожденных матриц
связная.

Пример 2.6.2. Группа GL(n,R) имеет подгруппы, играющие
важную роль в математической физике. Это

? SL(n,R) = {a ∈ Mat(n,R) | det a = 1} – специальная группа
(всех вещественных матриц с детерминантом 1);

? O(n,R) = {a ∈ Mat(n,R) | a · at = e} – группа всех ортого-
нальных матриц, где at – транспонированная матрица;

? SO(n,R) = {a ∈ Mat(n,R) | a · at = e, det a = 1} – специаль-
ная группа ортогональных матриц.

Можно проверить, что все эти группы суть группы Ли. Анало-
гичные подгруппы имеет и группа GL(n,C).

ПустьG,H – группы Ли. Морфизм групп f : G→ H называет-
ся морфизмом групп Ли, если f – гладкое отображение гладкого
многообразия G в гладкое многообразие H, т.е. морфизм катего-
рии гладких многообразий. Таким образом, определена категория
групп Ли.
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Аналогичным образом определяется антиморфизм групп Ли.

Пример 2.6.3. Пусть G – группа Ли, тогда отображение
G→ G, a 7→ a−1, есть антиморфизм групп Ли.

2.6.2. Группы Ли преобразований. Пусть G – группа Ли,
M – гладкое многообразие. Левое действие L группы G на мно-
жестве M (см. с. 20) называется левым действием группы Ли G
на многообразии M , если отображение

L : G×M →M, (a, p) 7→ L(a, p) = a · p,

гладкое, т.е. есть морфизмом категории гладких многообразий.
Аналогичным образом определяется и правое действие группы
Ли на многообразии. В обоих случаях группа Ли G называется
группой Ли преобразований многообразия M .

Пусть L – левое действие группы Ли G на гладком многооб-
разии M . Тогда для каждого элемента a ∈ G определены

? диффеоморфизм (автоморфизм категории гладких много-
образий)
La : M 'M, p 7→ q = a · p для всех p ∈M ;

? автоморфизм категории алгебр
L∗a : C∞(M) ' C∞(M),
g 7→ f = g ◦ La для всех g ∈ C∞(M);

? автоморфизм категории векторных расслоений
(La)∗ : TM ' TM ,
Xp 7→ Ya·p = (La)∗(Xp) для всех p ∈M , X ∈ TpM ;

? автоморфизм категории алгебр Ли (см. предложение 2.3.7)
(La)∗ : T(M) ' T(M), X 7→ Y = (La)∗(X) = (La)∗ ◦X ◦La−1 ,
для всех X ∈ T(M);

? автоморфизм категории алгебр Ли (см. предложение 2.3.7)
(La)∗ : D(M) ' D(M),
ξ 7→ η = (La)∗(ξ) = L∗a−1 ◦ ξ ◦ L∗a для всех ξ ∈ D(M);

? автоморфизм категории внешних алгебр
L∗a : Ω(M) ' Ω(M), ω 7→ L∗a(ω), где
L∗a(ω)(X1∧· · ·∧Xn)(p) = ω((La)∗(X1)∧· · ·∧ (La)∗(Xn))(a ·p)
для всех n ∈ N, ω ∈ Ωn(M), X1, . . . , Xn ∈ T(M), p ∈M .

Замечание. Заметим, что здесь d◦L∗a = L∗a ◦d для всех a ∈ G
(см. предложение 2.4.12).

Касательное поле X ∈ T(M) называется левоинвариантным
(инвариантным относительно левого действия группы G), если
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(La)∗(X) = X, т.е. если X ◦ La = (La)∗ ◦ X для всех a ∈ G.
Соответственно, дифференцирование ξ ∈ D(M) называется лево-
инвариантным, если (La)∗(ξ) = ξ, т.е. если L∗a ◦ ξ = ξ ◦ L∗a, для
всех a ∈ G.

Предложение 2.6.1. Множество GT(M) всех левоинвари-
антных касательных полей на M есть подалгебра алгебры Ли
T(M).

Доказательство. Действительно, в силу предложения 2.3.7
в этом случае

(La)∗([X,Y ]) = [(La)∗(X), (La)∗(Y )] = [X,Y ]

для всех a ∈ G, X,Y ∈ GT(M).

Предложение 2.6.2. Пусть точки p, q ∈ M лежат на од-
ной орбите. Тогда для любого касательного поля X ∈ GT(M)
справедливо равенство

Xq = (La)∗(Xp),

где элемент a ∈ G такой, что q = a · p.

Доказательство. Заметим сначала, что указанный элемент
a существует (возможно, не единственный) в силу определения
орбиты точки относительно действия группы. Далее, в этом слу-
чае

Xq=((La)∗(X))q=((La)∗ ◦X ◦ La−1)q=(La)∗(Xa−1·q)=(La)∗(Xp).

Пусть L – левое действие группы Ли G на гладком многооб-
разии M .

Форма ω ∈ Ωn(M), n ∈ N, называется левоинвариантной фор-
мой, если L∗a(ω) = ω для всех a ∈ G. В этом случае

ω(X1 ∧ · · · ∧Xn)(p) = ω((La)∗(X1) ∧ · · · ∧ (La)∗(Xn))(a · p)

для всех X1, . . . , Xn ∈ T(M), p ∈ M , a ∈ G. Множество всех
левоинвариантных форм на M обозначим через

GΩ(M) =
⊕

n∈Z+
ΩnG(M),

где

GΩ0(M) = {f ∈ C∞(M) | f(a · p) = f(p) для всех a ∈ G, p ∈M}
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– множество всех гладких функций на многообразии M , постоян-
ных на орбитах группы G.

Предложение 2.6.3. Пусть

ω ∈ GΩn(M), X1, . . . , Xn ∈ GT(M), n ∈ N,

тогда

ω(X1∧· · ·∧Xn)(a·p) = ω(X1∧· · ·∧Xn)(p) для всех a ∈ G, p ∈M.

Другими словами, в этом случае функция ω(X1 ∧ · · · ∧ Xn) по-
стоянна на орбитах группы G.

Доказательство. Действительно, здесь

L∗a(ω) = ω, (La)∗(Xi) = Xi для всех a ∈ G, 1 6 i 6 n.

Предложение 2.6.4. Множество всех левоинвариантных
форм GΩ(M) есть дифференциально замкнутая подалгебра внеш-
ней алгебры Ω(M).

Доказательство. Очевидно (см. с. 153),

L∗a(ω ∧ χ) = L∗a(ω) ∧ L∗a(χ) = ω ∧ χ

для всех ω ∈ GΩn(M), χ ∈ GΩr(M), a ∈ G, n, r ∈ Z+, так что
GΩ(M) – подалгебра алгебры Ω(M). Далее, согласно предложе-
нию 2.4.12

L∗a(d(ω)) = d(L∗a(ω)) = d(ω)
для всех ω ∈ GΩn(M), a ∈ G, n ∈ Z+,

откуда dGΩ(M) ⊂ GΩ(M)), т.е. подалгебра GΩ(M) дифференци-
ально замкнутая.

2.6.3. Алгебра Ли группы Ли. Пусть G – группа Ли, дей-
ствие l – ее левый сдвиг,

l : G×G→ G, (a, b) 7→ la(b) = a · b

(см. пример 1.2.4).
Алгебра Ли GT(G) всех левоинвариантных касательных полей

на многообразии G называется алгеброй Ли группы Ли G.
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По построению группа Ли G действует на многообразии G
транзитивно и свободно, множество орбит состоит из одной орби-
ты – самого многообразия G, так что в силу предложения 2.6.2
каждое поле X ∈ GT(G) однозначно определяется своим значе-
нием в любой наперед заданной точке. Из соображений удобства,
обычно в качестве такой точки выбирают единицу e ∈ G. В этом
случае, для всякого поляX ∈ GT(G) предложение 2.6.2 дает пред-
ставление

Xa = (la)∗(Xe) = Xe ◦ l
∗
a для всех a ∈ G,

где

l∗a : C∞(a)→ C∞(e),
fa 7→ ge = l∗a(fa) = fa ◦ la для всех f(x) ∈ C∞(a)

(см. с. 135). Таким образом, справедливо

Предложение 2.6.5. Пусть G – группа Ли и GT(G) – ее
алгебра Ли, тогда

GT(G) = {X ∈ T(G) | Xa = (la)∗(Xe) для всех a ∈ G}.

Доказательство. Надо лишь проверить, что всякое каса-
тельное поле указанного вида на G левоинвариантное. Предла-
гается проделать это в качестве упражнения.

Следствие 2.6.1. Пусть G – группа Ли. Правило X 7→ Xe ,
определяет изоморфизм линейных пространств

GT(G) ' TeG,

и индуцирует на касательном пространстве TeG структуру ал-
гебры Ли.

Замечание. На практике алгебры Ли GT(G) и TeG, как пра-
вило, отождествляют и обозначают через g. Отметим, что име-
ются и другие, эквивалентные, определения алгебры Ли данной
группы Ли (см., например, [17]). Обратим также внимание, что
левоинвариантные поля на группе не выдерживают умножение
на функции, множество GT(G) есть линейное пространство, а
не C∞(G)-модуль.
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Пример 2.6.4. Для группы Ли GL(n,R) (см. пример 2.6.1)
алгебра Ли gl(n,R) = Mat(n,R), для группы Ли SL(n,R) (см.
пример 2.6.2) алгебра Ли sl(n,R) = {a ∈ Mat(n,R) | Tr(a) = 0},
где Tr(a) – след матрицы a, для группы Ли O(n,R) алгебра Ли
o(n,R) = {a ∈ Mat(n,R) | a + at = 0}, для группы Ли SO(n,R)
алгебра Ли so(n,R) = o(n,R)). Во всех случаях скобка Ли есть
матричный коммутатор. Обратим внимание, что у групп O(n,R)
и SO(n,R) алгебры Ли одинаковые, это не случайно, поскольку по
алгебре Ли восстанавливается лишь связная компонента группы
Ли, а SO(n,R) и есть связная компонента группы O(n,R). Анало-
гичные результаты справедливы и для комплексных матричных
групп.

Пусть G – группа Ли и g – ее алгебра Ли. Пусть m – раз-
мерность многообразия G. Очевидно, и размерность линейного
пространства g=TeG также равнаm (коротко, dimG=dim g=m).
В линейном пространстве g выберем произвольный базис
{g1, . . . , gm} ⊂ g, тогда согласно определению алгебры Ли най-
дутся числа cλµν ∈ R, 1 6 λ, µ, ν 6 m, такие, что

[gµ, gν ] =
∑

16λ6m

cλµνgλ для всех 1 6 µ, ν 6 m.

Числа cλµν называются структурными константами алгебры
Ли g и удовлетворяют следующим равенствам, полностью харак-
теризующими алгебру Ли в данном базисе:

? cλµν+cλνµ = 0 для всех 1 6 λ, µ, ν 6 m (кососимметричность);
?

∑
16β6m

(cαβλc
β
µν + cαβµc

β
νλ+ cαβνc

β
λµ)=0 для всех 16α, λ, µ, ν6m

(тождество Якоби).

Предложение 2.6.6. Каждый автоморфизм Φ: G' G груп-
пы Ли G индуцирует автоморфизм Φ∗ : g ' g ее алгебры Ли g.

Доказательство. Согласно предложению 2.3.7 автомор-
физм Φ индуцирует автоморфизм Φ∗ : T(G) ' T(G) алгебры
Ли касательных полей на G, и надо лишь проверить, что
Φ∗ : GT(G) → GT(G). Для этого сначала заметим, что формула
Φ(a ·b) = Φ(a) ·Φ(b), a, b ∈ G, влечет равенство Φ◦ la = lΦ(a) ◦Φ, т.е.
Φ◦lΦ−1(a) = la◦Φ, для всех a ∈ G. Пусть теперь A ∈ GT(G), так что
Aa·b = (la)∗(Ab) для всех a, b ∈ G и B = Φ∗(A), Ba = Φ∗(AΦ−1(a))
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для всех a ∈ G. Тогда

Ba·b = Φ∗(AΦ−1(a·b)) = Φ∗(AΦ−1(a)·Φ−1(b)) = (Φ ◦ lΦ−1(a))∗(AΦ−1(b))

= (la ◦ Φ)∗(AΦ−1(b)) = (la)∗(Bb) для всех a, b ∈ G,

что и требовалось.

Пример 2.6.5. Пусть G – алгебра Ли и g – ее алгебра Ли. Для
каждого a ∈ G положим ad(a) = la ◦ ra−1 = ra−1 ◦ la (см. пример
1.2.5), так что ad(a)(x) = a · x · a−1 для всех x ∈ G. Согласно
предложению 2.6.6 автоморфизм ad(a) индуцирует автоморфизм
ad(a)∗ алгебры Ли g, что в свою очередь определяет действие
ad∗ : G → Aut(g), называемое присоединенным представлением
группы Ли G в ее алгебре Ли g.

Пусть G – группа Ли, действие l – ее левый сдвиг, GΩ(G) –
множество всех левоинвариантных форм на G. Согласно предло-
жению 2.6.4 GΩ(G) – дифференциально замкнутая подалгебра
внешней алгебры Ω(G). Обозначим через g∗ = T ∗eG кокасатель-
ное пространство гладкого многообразия G в точке e ∈ G, и пусть
∧ g∗ =

⊕
p∈Z+

∧p g∗ – его внешняя алгебра.

Предложение 2.6.7. Имеет место изоморфизм внешних
алгебр

GΩ(G) ' ∧ g∗, ω 7→ ωe.

Доказательство. Пусть сначала p = 0. По определению

GΩ0(G) = {f ∈ C∞(G) | f(a · b) = f(b) для всех a, b ∈ G} '
' R = ∧0 g∗,

поскольку группа G действует на многообразии G транзитивно.
Пусть теперь ω ∈ GΩp(G), p ∈ N, тогда по определению левоин-
вариантности

ω(X1 ∧ · · · ∧Xp)(a) = ωe(Y1,e ∧ · · · ∧ Yp,e)
для всех X1, . . . , Xp ∈ T(G), a ∈ G,

где ωe ∈ ∧p g∗, Yi,e = (la−1)∗(Xi,a) ∈ g, 1 6 i 6 p. Таким образом,
всякая левоинвариантная форма полностью определяется своим
значением в точке e ∈ G (как обычно, мы отождествляем диффе-
ренциальные формы и сечения соответствующего расслоения).
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Замечание. Обратим внимание, что здесь

ω(A1 ∧ · · · ∧Ap)(a) = const
для всех ω ∈ GΩp(G), A1, . . . , Ap ∈ GT(G),

поскольку группа G действует на многообразии G транзитивно.
Отметим также, что левоинвариантные формы на группе не вы-
держивают умножение на функции, множество GΩ(G) есть ли-
нейное пространство, а не C∞(G)-модуль.

Согласно предложению 2.6.4 на внешней алгебре GΩ(G) опре-
делен дифференциал d = dG : GΩ(G) → GΩ(G). Изоморфизм
GΩ(G) ' ∧ g∗ (см. предложение 2.6.7) переносит этот дифферен-
циал на внешнюю алгебру ∧ g∗. Таким образом, справедливо

Предложение 2.6.8. Определен дифференциал

d = dg : ∧ g∗ → ∧ g∗

такой, что для всех p ∈ Z+ коммутативна диаграмма

GΩp(G) ' ∧p g∗

GΩp+1(G)

d = dG
?

' ∧p+1 g∗

d = dg
?

Именно,

dgc = 0 для всех c ∈ ∧0 g∗ = R,

(dGχ)(A0 ∧ · · · ∧Ap) =

=
1

p+ 1

∑
06i<j6p

(−1)i+jχ([Ai, Aj ] ∧ · · · Ǎi · · · Ǎj · · · ∧Ap)

для всех p ∈ N, χ ∈ ∧p g∗ , A0, . . . , Ap ∈ g.

Доказательство. Прежде всего напомним, что GΩ0(G) ' R
и, значит, dGω=0 для всех ω∈GΩ0(G). Далее, в случае p∈N сле-
дует воспользоваться стандартной формулой для внешнего диф-
ференциала (см. предложение 2.4.7), изоморфизмом GT(G) ' g
(см. следствие 2.6.1) и учесть приведенное выше замечание.

Следствие 2.6.2. Имеет место уравнение Маурера–
Картана:

dω(A∧B) = −1
2
ω([A,B]) для всех ω ∈ GΩ1(G), A,B ∈ GT(G).
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2.6.4. Локальные однопараметрические группы пре-
образований. Пусть M – гладкое многообразие, dimM = m.
Говорят, что задана локальная однопараметрическая группа ло-
кальных преобразований ϕ (иначе, локальный поток), если зада-
ны открытое подмножество U ⊂ M , интервал Iε = (−ε, ε), ε > 0,
и гладкое отображение ϕ : Iε × U →M , (t, p) 7→ ϕt(p), такие, что

? для каждого t ∈ Iε отображение ϕt : U → M , p 7→ ϕt(p),
есть диффеоморфизм открытого подмногообразия U на об-
раз ϕt(U);

? если t, s, t+ s ∈ Iε и p, ϕs(p) ∈ U , то ϕt+s(p) = ϕt(ϕs(p)).
По построению ϕ0 = idU , ϕ−1

t = ϕ−t, для всех t ∈ Iε.
Локальная однопараметрическая группа локальных преобра-

зований ϕ : Iε×U →M называется однопараметрической группой
преобразований многообразия M (иначе, потоком), если Iε = R
и U = M .

Каждый локальный поток ϕ : Iε × U → M порождает каса-
тельное поле X ∈ T(U), где

X(f)(p) =
d

dt
f(p(t))

∣∣∣∣
t=0

для всех f ∈ C∞(U), p ∈ U,

кривая p(t) = ϕt(p), t ∈ Iε ⊂ M (в частности, p(0) = p, и коротко
можно записать ṗ(0) = Xp).

Верно и обратное

Предложение 2.6.9. Пусть даны касательное поле X∈T(M)
и точка u ∈ M . Существуют ε > 0, открытое подмножество
U ⊂M , u ∈ U , и локальный поток ϕ : Iε×U →M , индуцирующий
поле X на U .

Доказательство. Выберем карту V
ψ- Rm на M , u ∈ V ,

с координатами x = ψ(p), p ∈ V . В этом случае сужение

X|V = ξ =
∑

16µ6m

ξµ · ∂xµ , ξµ = ξµ(x) ∈ C∞(ψ(V )).

Рассмотрим задачу Коши

dfµ(t, x)
dt

= ξµ(f(t, x)), fµ(0, x) = x, 1 6 µ 6 m,

для неизвестной функции f = (f1(t, x), . . . , fm(t, x)). Согласно
теории обыкновенных дифференциальных уравнений для a=ψ(u)
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найдутся ε > 0, δ > 0 такие, что эта задача Коши имеет един-
ственное решение f(t, x) ∈ C∞(Iε × Bδ), где Bδ = {|x − a| < δ}.
Положим U = ψ−1(Bδ), ϕ = ϕt(p) = f(t, ψ(p)), тогда u ∈ U ⊂ V
и индуцированное гладкое отображение ϕ : Iε × U → M задает
искомую локальную группу преобразований. Свойство

ϕt+s(p) = ϕt(ϕs(p)) для всех t, s, t+ s ∈ Iε, и p, ϕs(p) ∈ U,

есть следствие того факта, что наша система df/dt = ξ(f) авто-
номная, т.е. ее правая часть явно не зависит от переменной t ∈ Iε.

Предложение 2.6.10. Пусть Φ: M ' M – диффеоморфизм
гладкого многообразия M , и пусть локальный поток ϕt : U →M ,
t ∈ Iε , порождает касательное поле X ∈ T(U). Тогда индуциро-
ванный локальный поток ψt = Φ ◦ ϕt ◦ Φ−1 : V → M , V = Φ(U),
t ∈ Iε , порождает поле Y = Φ∗(X) = Φ∗ ◦X ◦ Φ−1 ∈ T(V ).

Доказательство. Действительно, для всех g∈C∞(V ), q∈V
имеем

Y (g)(q) =
d

dt
g(q(t))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f(p(t))

∣∣∣∣
t=0

= X(f)(p),

где f = Φ∗(g) = g ◦ Φ ∈ C∞(U), p = Φ−1(q) ∈ U , q(t) = ψt(q),
p(t) = ϕt(p), что и требуется.

Следствие 2.6.3. Касательное поле X ∈ T(M) инвариант-
но относительно диффеоморфизма Φ: M ' M , т.е. Φ∗(X) = X ,
тогда и только тогда, когда диффеоморфизм Φ коммутирует с
каждым локальным потоком ϕt : U →M , t ∈ Iε .

Предложение 2.6.11. Пусть X,Y ∈ T(M) и ϕt : U → M
– локальный поток, порождающий касательное поле X , тогда
коммутатор

[X,Y ] = lim
t→0

1
t

(
Y − (ϕt)∗(Y )

)
,

или, подробнее,

[X,Y ]p = lim
t→0

1
t

(
Yp − (ϕt)∗(Yq)

)
для всех p ∈ U, q = ϕ−1

t (p).

Доказательство проводится средствами классического ана-
лиза, см., например, [18].
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2.6.5. Экспоненциальное отображение. Пусть G – груп-
па Ли, g – ее алгебра Ли. Пусть A ∈ g =G T(G). Как касательное
поле A порождает локальный поток ϕ : Iε × U → G, где U ⊂ G,
e ∈ U , причем в данном случае

ϕt(a) = (ϕt◦la)(e) = (la◦ϕt)(e) = a·ϕt(e) для всех t ∈ Iε, a ∈ U,

поскольку поле A левоинвариантное (см. следствие 2.6.3). Более
того, локальный поток ϕ распространяется на все многообразие
G, ϕ : Iε×G→ G, правилом ϕt(a) = a ·ϕt(e) для всех t ∈ Iε, a ∈ G.
Фиксируем теперь произвольное λ, 0 < λ < ε, тогда для любого
t ∈ R найдутся n ∈ Z и τ ∈ Iε такие, что t = nλ+ τ . Для каждого
a ∈ G положим

ϕt(a) = a · ϕt(e) = a · ϕnλ+τ (e) = a · ϕλ(e)n · ϕτ (e).

Можно проверить, что это правило не зависит от выбора λ и пред-
ставления t = nλ+ τ , что оно однозначно продолжает локальный
поток ϕ до глобального потока ϕ : R×G→ G и что порождаемое
этим глобальным потоком касательное поле совпадает с исход-
ным левоинвариантным полем A ∈ g. Итак, имеет место

Предложение 2.6.12. Каждое левоинвариантное поле A∈g
порождает поток ϕ = ϕA : R×G→ G,

ϕAt (a) = a · etA для всех t ∈ R, a ∈ G,

где положено etA = ϕt(e). Другими словами, ϕAt = retA для всех
t ∈ R.

Замечание. Пусть G – группа Ли, g – ее алгебра Ли и A∈g.
Кривая {e(t) = etA | t ∈ R} ⊂ G есть однопараметрическая ком-
мутативная подгруппа группы G, поскольку

e(s+ t) = ϕAs+t(e) = ϕAs (ϕAt (e)) = ϕAt (e) · ϕAs (e)
= e(t) · e(s) = e(t+ s) = e(s) · e(t) для всех s, t ∈ R.

В частности, определено экспоненциальное отображение

exp: g→ G, A 7→ eA = e(1).

Предложение 2.6.11 для левоинвариантных полей на группе
принимает вид
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Предложение 2.6.13. Пусть A,B ∈ g, тогда коммутатор

[A,B] = lim
t→0

1
t

(
B − (retA)∗(B)

)
= lim
t→0

1
t

(
B − ad(e−tA)∗(B)

)
,

в частности,

[A,B]e = lim
t→0

1
t

(
Be − ad(e−tA)∗(Be)

)
.

Доказательство. Следует учесть, что здесь ϕt = retA ,
(le−tA)∗(B) = B и что ad(e−tA)(e) = e.

2.6.6. Правое действие группы на многообразии.
Пусть M – гладкое многообразие, группа Ли G действует на

M справа, R : M ×G→M , (p, a) 7→ R(p, a) = p · a. В частности,
? для каждого a ∈ G определены диффеоморфизмы:
Ra : M ' M , p 7→ p · a, la : G ' G, b 7→ a · b, ra : G ' G,
b 7→ b · a,

? для каждого p ∈M определено гладкое отображение
Lp : G→M , a 7→ p · a,

причем Lp◦la = Lp·a и Lp◦ra = Ra◦Lp, т.е. следующие диаграммы
коммутативны

G
la- G

M

Lp
?Lp·a

-

G
ra- G

M

Lp
?

Ra
- M

Lp
?

Далее, каждому левоинвариантному полю A ∈ g отвечает однопа-
раметрическая подгруппа etA, t ∈ R, группы Ли G, действующая
на многообразии M справа и порождающая на M поток

RetA : M 'M, p 7→ RetA(p) = R(p, etA) = p · etA, t ∈ R.

Этот поток индуцирует на M касательное поле A∗ ∈ T(M), на-
зываемое фундаментальным, где

A∗(f)(p) =
d

dt
f(p · etA)

∣∣∣∣
t=0

для всех p ∈M, f ∈ C∞(M).

Таким образом, определено каноническое отображение

σ : g→ T(M), A 7→ σ(A) = A∗.
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Гладкое отображение Lp : G → M , p ∈ M , имеет касательное
отображение (Lp)∗ : TG→ TM , в частности,

(Lp)∗ : TeG = g→ TpM.

Предложение 2.6.14. Имеет место равенство

A∗p = (Lp)∗(Ae) для всех p ∈M.

Доказательство. Действительно, пусть f ∈C∞(M) и p∈M ,
тогда

A∗p(fp) = A∗(f)(p) =
d

dt
f(p · etA)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f(Lp(etA))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(L∗p(f))(etA)

∣∣∣∣
t=0

= A(L∗p(f))(e) = (Lp)∗(Ae)(fp),

что и требуется доказать.

Предложение 2.6.15. Пусть группа Ли G действует на
многообразии M справа, тогда отображение σ : g → T(M) есть
морфизм алгебр Ли. Более того, если G действует на M эффек-
тивно, то σ есть мономорфизм (т.е. его ядро тривиальное), а
если свободно, то A∗p 6= 0 для всех A ∈ g, A 6= 0, p ∈M .

Доказательство. Покажем, что коммутатор двух фунда-
ментальных полей есть фундаментальное поле, порожденное ком-
мутатором исходных левоинвариантных полей. Именно, пусть
A,B ∈ g, RetA – поток, порождающий фундаментальное поле A∗.
Тогда согласно предложению 2.6.11 для всех p ∈M имеем

[A∗, B∗]p = lim
t→0

1
t

(
B∗ − (RetA)∗(B∗)p

)
= lim
t→0

1
t

(
B∗ − (RetA)∗(B∗q )

)
,

где q = p · e−tA. Далее, в силу предложения 2.6.14

(RetA)∗(B∗q ) = (RetA ◦ Lq)∗(Be) = (Lq ◦ retA)∗(Be)

= (Lp ◦ le−tA ◦ retA)∗(Be) = (Lp)∗
(
ad(e−tA)∗(Be)

)
,

так что

[A∗, B∗]p = lim
t→0

1
t
(Lp)∗

(
Be − ad(e−tA)∗(Be)

)
= (Lp)∗([A,B]e)
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в силу предложения 2.6.13. Согласно предложению 2.6.14 отсю-
да следует доказываемое утверждение. Остальные утверждения
предлагается доказать самостоятельно или посмотреть, напри-
мер, в книге [18].

2.7. Связности

2.7.1. Связности в гладких расслоениях.

Пусть {E π- B} – гладкое расслоение с типичным слоем F ,
и пусть TE

π∗- TB – соответствующее касательное отображение,
так что определена коммутативная диаграмма

TE
π∗- TB

E

πE
?

π
- B

πB
?

В силу локальной тривиальности расслоения отображение π∗
сюръективное, т.е. его образ imπ∗ = TB, однако оно имеет нетри-
виальное ядро

kerπ∗ = VE =
⋃
p∈E VpE,

VpE = {Xp ∈ TpE | π∗(Xp) = 0} = TpSπ(p),

где Sx = π−1(x) – слой в E над точкой x ∈ B. Касательные век-
торы Xp ∈ VpE, p ∈ E, называются вертикальными. По построе-
нию множество VE есть подрасслоение касательного расслоения
TE, его гладкие сечения называются вертикальными полями или
(отождествляя касательные поля и дифференцирования) верти-
кальными дифференцированиями.

Предложение 2.7.1. Касательное поле X ∈ T(E) есть вер-
тикальное дифференцирование тогда и только тогда, когда ком-
позиция X ◦ π∗ = 0, т.е. когда X(π∗(φ)) = 0 для всех φ ∈ C∞(B).
В частности, множество V(E) всех вертикальных полей на E
есть C∞(E)-модуль и подалгебра Ли алгебры Ли T(E) всех каса-
тельных полей на E .
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Доказательство. Действительно, V(E) есть C∞(E)-модуль
как множество сечений векторного расслоения, а для доказатель-
ства того что V(E) есть алгебра Ли следует воспользоваться след-
ствием 2.3.1.

Следствие 2.7.1. Подрасслоение VE
πV- E , где πV =πE |VE ,

есть инволютивное и, значит, интегрируемое, распределение
на E , причем порождаемое им слоение описано в примере 2.5.2
выше.

Подрасслоение HE
πH- E, где πH = πE |HE , касательного

расслоения TE называется связностью на E, если

TE = VE ⊕HE,

где прямая сумма есть послойная прямая сумма линейных про-
странств, т.е.

TpE = VpE ⊕HpE для всех p ∈ E.

(В качестве упражнения полезно дать категорное определение та-
кой прямой суммы.) Касательные векторы Xp ∈ HpE, p ∈ E, на-
зываются горизонтальными, гладкие сечения подрасслоения HE
называются горизонтальными полями, множество H(E) всех го-
ризонтальных полей на E есть C∞(E)-модуль.

По построению T(E) = V(E)⊕H(E), где прямая сумма берется
в категории C∞(E)-модулей. Следовательно, определены проек-
ции

? v : T(E)→ V(E), X 7→ v(X),
? h : T(E)→ H(E), X 7→ h(X),

так что для всякого X ∈ T(E) имеет место разложение

X = v(X) + h(X), где v(X) ∈ V(E), h(X) ∈ H(E).

Отметим также, что если распределение HE инволютивное, то
на E определена вторая структура слоения, дополнительная к ис-
ходной, т.е. в этом случае на E определено двойное слоение, при
этом через каждую точку многообразия E проходят два слоя –
вертикальный и горизонтальный.

Пусть {E π- B} – гладкое расслоение с типичным слоем F ,
и пусть HE – связность на E. В этом случае определена последо-
вательность расслоений

0 - VE - TE = VE ⊕HE
π∗- TB - 0.
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Подробнее, для каждой точки p ∈ E определена точная последо-
вательность векторных пространств

0 - VpE - TpE = VpE ⊕HpE
π∗- Tπ(p)B - 0.

В частности, определены изоморфизмы векторных пространств

π∗|HE : HpE ' Tπ(p)B для всех p ∈ E,

причем следующая диаграмма коммутативна:

HE
π∗|HE- TB

E

πH
?

π
- B

πB
?

Это позволяет каждому касательному полю X ∈ T(B) поставить
в соответствие его горизонтальный лифт Xh ∈ H(E) – горизон-
тальное поле, задаваемое правилом

Xh
p = (π∗|HE)−1(Xπ(p)) для всех p ∈ E.

Другими словами, Xh – единственное поле на E такое, что

Xh ∈ H(E) и π∗(Xh
p ) = Xp для всех p ∈ E,

иначе, Xh ∈ H(E) и Xh ∼π X (см. с. 137).

Предложение 2.7.2. Отображение
h : T(B)→ H(E), X 7→ Xh,

обладает следующими характерными свойствами:
? (f ·X + g · Y )h = π∗(f) ·Xh + π∗(g) · Y h
для всех f, g ∈ C∞(B), X,Y ∈ T(B);

? [X,Y ]h = h([Xh, Y h]) для всех X,Y ∈ T(B);
? im h = {Y ∈ H(E) | π∗(Yp) = π∗(Yq) для всех π(p) = π(q)}.
Доказательство. Действительно, первое утверждение сле-

дует из цепочки равенств

(π∗(f) ·Xh + π∗(g) · Y h)p = π∗(f)(p) ·Xh
p + π∗(g)(p) · Y hp

= f(b) · (π∗|HE)−1(Xb) + g(b) · (π∗|HE)−1(Yb)

= (π∗|HE)−1(f ·X + g · Y )b
= (f ·X + g · Y )hp , для всех p ∈ E, b = π(p) ∈ B.
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Для доказательства второго утверждения следует заметить, что
по построению Xh ∼π X, Y h ∼π Y , а [Xh, Y h] ∼π [X,Y ] в си-
лу следствия 2.3.1. Очевидно, π∗(h([Xh, Y h])p) = π∗([X,Y ]p) для
всех p ∈ E. Таким образом,

h([Xh, Y h]) ∈ H(E) и h([Xh, Y h]) ∼π [X,Y ],

так что
[X,Y ]h = h([Xh, Y h]),

поскольку горизонтальный лифт определен однозначно. Для про-
верки третьего утверждения достаточно заметить, что в случае
выполнения условия π∗(Yp) = π∗(Yq) для всех p, q ∈ E таких, что
π(p) = π(q), горизонтальное поле Y = Xh, где X ∈ T(B) опреде-
лено условием Xb = π∗(Yp) для каждого b ∈ B и произвольного
p ∈ π−1(b).

Гладкая кривая γh : I → E называется горизонтальным лиф-
том гладкой кривой γ : I → B (см. пример 2.3.1), если она гори-
зонтальна (т.е. γ̇h(t) ∈ Hγh(t)E для всех t ∈ I) и π(γh(t)) = γ(t)
также для всех t ∈ I.

Предложение 2.7.3. Пусть γ : I → B – гладкая кривая и
p0 ∈ π−1(x0), где x0 = γ(t0), t0 ∈ I .Тогда существует единствен-
ный горизонтальный лифт γh : I → E такой, что γh(t0) = p0 .

Доказательство. См., например, [18], [1].

Пусть {E π- B} – векторное расслоение и HE – связность
на E. Пусть касательное поле X ∈ T(B) и сечение (векторное
поле) f ∈ F(π). Пусть точка x ∈ B и ее образ f(x) ∈ π−1(x) ⊂ E.
Проведем через точку x гладкую кривую γ : Iε→B, Iε={|τ |<ε},
γ(0) = x, такую что γ̇(0) = Xx. Для каждого t ∈ Iε обозначим
через γht : Iε → E горизонтальный лифт кривой γ такой, что
γht (t) = f(γ(t)). Вектор φt(f(γ(t))) = γht (0) ∈ π−1(x) называет-
ся параллельным переносом вектора f(γ(t)) = γht (t) ∈ π−1(γ(t))
вдоль кривой γ. Вектор

(∇Xf)(x) = lim
t→0

1
t

(
φt(f(γ(t)))− f(x)

)
∈ π−1(x)

называется ковариантной производной в точке x сечения f в на-
правлении Xx. Заметим, что дробь (φt(f(γ(t))) − f(x))/t опре-
делена корректно, поскольку мы предположили, что расслоение
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{E π- B} векторное и, значит, в его слоях определены линей-
ные операции. Перейдя в подходящую локальную расслаиваю-
щую карту, можно убедиться, что выписанный выше предел су-
ществует, не зависит от выбора кривой γ и гладко зависит от
точки x. Построенное таким образом сечение ∇Xf ∈ F(π) назы-
вается ковариантной производной сечения f ∈ F(π) вдоль поля
X ∈ T(B).

Предложение 2.7.4. Ковариантная производная ∇ облада-
ет следующими свойствами:

? ∇λ·X+µ·Y f = λ · ∇Xf + µ · ∇Y f
для всех f ∈ F(π), λ, µ ∈ C∞(B), X,Y ∈ T(B);

? ∇X(f + g) = ∇Xf +∇Xg
для всех f, g ∈ F(π), X ∈ T(B);

? ∇X(λ · f) = λ · ∇Xf +X(λ) ·X
для всех f ∈ F(π), λ ∈ C∞(B), X ∈ T(B).

Доказательство. См., например, [18], [1].

Введем C∞(E)-модуль Ω(E,V(E)) =
⊕

n∈Z+
Ωn(E,V(E)), где

Ωn(E,V(E)) = HomC∞(E)(∧n T(E),V(E)) для всех n ∈ Z+.

В частности, Ω0(E,V(E)) = V(E). (Мы не будем здесь назы-
вать элементы модуля Ω(E,V(E)) дифференциальными форма-
ми, поскольку на модуле V(E) не определено действие алгебры
Ли D(E) = T(E), см. с. 166.)

Предложение 2.7.5. Пусть HE – связность в расслоении
{E π- B}. Тогда проекция v : T(E) → V(E), X 7→ v(X), явля-
ется 1-формой из Ω1(E,V(E), называется формой связности и
обладает характерными свойствами:

? v(X) = X для всех X ∈ V(E) ⊂ T(E);
? v(X) = 0 для всех X ∈ H(E) ⊂ T(E).

Обратно, если дана 1-форма v ∈ Ω1(E,V(E)), X 7→ v(X), такая,
что v(X) = X для всех X ∈ V(E), то подмодуль

H(E) = ker v = {X ∈ T(E) | v(X) = 0}

определяет в расслоении {E π- B} связность HE для которой
v будет формой связности, а отображение

h = id−v : T(E)→ H(E)

будет проекцией на подмодуль H(E).
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Доказательство предлагается провести самостоятельно.

Предложение 2.7.6. Пусть HE – связность в расслоении
{E π- B}. Тогда 2-форма c ∈ Ω2(E,V(E)), X ∧ Y 7→ c(X ∧ Y ),
где

c(X ∧ Y ) = −1
2
v([h(X), h(Y )]) для всех X,Y ∈ T(E),

называется формой кривизны связности HE , причем распреде-
ление HE инволютивное тогда и только тогда, когда связность
HE плоская, т.е. когда ее кривизна c = 0.

Доказательство. Для доказательства того, что

c ∈ Ω2(E,V(E)),

следует лишь проверить, что c((f ·X)∧Y ) = f · c(X ∧Y ) для всех
f ∈ C∞(E) и всех X,Y ∈ T(E). Но

v([h(f ·X), h(Y )]) = v([f · h(X), h(Y )])
= v(f · [h(X), h(Y )]− h(Y )(f)h(X))
= f · v([h(X), h(Y )])− h(Y )(f)v(h(X))
= f · v([h(X), h(Y )]) для всех X,Y ∈ T(E).

Для проверки второго утверждения следует вспомнить определе-
ние инволютивности распределения.

2.7.2. Связности в главных расслоениях.
Главные расслоения. Пусть G – группа Ли. Гладкое рас-

слоение {P π- M} с типичным слоем G называется главным
расслоением над M с группой G, если определено свободное пра-
вое действие R группы Ли G на многообразии P ,

R : P ×G→ P, (p, a) 7→ R(p, a) = p · a,

причем

? слои расслоения {P π- M} суть орбиты группы Ли G
на P , т.е.

– для каждой точки x ∈ M слой Sx = π−1(x) – орби-
та группы G, так что для любых p, q ∈ Sx существует
единственный элемент a ∈ G такой, что q = p · a,
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– для каждой точки p∈P орбита pG={p·a | a∈G}=Sπ(p);
? локальная тривиализация согласована с действием группы

Ли G на многообразии P , т.е. у каждой точки многообразия
M есть окрестность U ⊂M и диффеоморфизм

Φ: π−1(U) ' U ×G, p 7→ Φ(p) = (π(p), φ(p)),

такой, что

φ(p · a) = φ(p) · a для всех a ∈ G, p ∈ π−1(U).

Такое расслоение обычно обозначается через P (M,G). Обратим
внимание, что в этом случаеM = P/G, π : P →M – каноническая
проекция на факторпространство.

Пример 2.7.1. Пусть G – группа Ли, M – гладкое многооб-
разие. Определим свободное правое действие группы Ли G на
гладком многообразии P = M ×G правилом

R : P ×G→ P, ((x, b), a) 7→ R((x, b), a) = (x, b · a).

Легко проверяется (проделать это!), что таким образом опреде-
лено главное расслоение P (M,G), обычно называемое тривиаль-
ным.

Пример 2.7.2 (расслоение реперов). Пусть M – гладкое мно-
гообразие, dimM = m. Репером в точке p ∈ M называется вся-
кий базис ep = (e1,p, . . . , em,p) касательного пространства TpM ,
записанный в виде строки. Обозначим через Lp(M) множество
всех реперов в точке p и положим L(p) =

⋃
p∈M Lp(M). Проек-

ция π : L(M) → M определена правилом ep 7→ π(ep) = p. Группа
GL(m,R) действует на L(M) справа по правилу

R : L(M)×GL(m,R)→ L(M), (ep, a) 7→ Ra(e) = ep · a,

для всех p ∈M , ep ∈ Lp(M), a ∈ GL(m,R), где ep ·a есть произве-
дение строки ep на квадратную матрицу a по обычным правилам
линейной алгебры. Очевидно, здесь группа GL(m,R) действует
в каждом слое π−1(p) = Lp(M), p ∈ M , свободно и транзитивно,
что и требуется для главного расслоения. Для построения главно-
го расслоения L(M)(M,GL(m,R)) осталось ввести на множестве
L(M) структуру гладкого многообразия, такую чтобы введенные
алгебраические операции были гладкими. Для этого достаточно
воспользоваться картами, тривиализующими касательное рассло-
ение TM . Детали можно найти, например, в [18] или [15].
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Морфизм главных расслоений из главного расслоения P (M,G)
в главное расслоение Q(N,H) есть тройка M

ϕ- N , P
Φ- Q,

G
γ- H, где пара M

ϕ- N , P
Φ- Q есть морфизм глад-

ких расслоений, а отображение γ : G → H – морфизм групп Ли,
причем выполнено условие согласования

Φ(p · a) = Φ(p) · γ(a) для всех p ∈ P, a ∈ G.

Таким образом, определена категория главных расслоений.

Предложение 2.7.7. Если главное расслоение P (M,G) име-
ет глобальное сечение, то оно тривиальное, точнее изоморфно
тривиальному. Именно, в этом случае существует диффеомор-
физм Φ: P ' M × G, p 7→ Φ(p) = (π(p), g(p)), такой, что следу-
ющая диаграмма коммутативна:

P
Φ - M ×G

M

π1�
π -

где π1 – проекция на первый сомножитель, и справедливо равен-
ство

Φ(p · a) = (π(p), g(p) · a) для всех p ∈ P, a ∈ G.

Доказательство. Пусть σ : M → P – данное глобальное се-
чение, где x 7→ σ(x) ∈ P для всех x ∈M , причем π ◦σ = idM . Для
каждого p ∈ P определим образ g(p) как единственный элемент
группы G, g(p) ∈ G, для которого p = σ(π(p)) · g(p). Легко прове-
ряется, что индуцированное отображение p 7→ Φ(p) = (π(p), g(p))
обладает требуемыми свойствами.

Итак, нетривиальные главные расслоения имеют только ло-
кальные сечения.

Связности в главных расслоениях. Пусть P (M,G) –
главное расслоение. Тогда (см. с. 185)

? для каждого a ∈ G определены
– диффеоморфизм (автоморфизм гладких многообразий)

Ra : P ' P, p 7→ Ra(p) = R(p, a) = p · a,

причем Ra : Sx ' Sx, поскольку G действует свободно
и транзитивно на каждом слое Sx для всех x ∈M ,
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– автоморфизм касательных расслоений

(Ra)∗ : TP ' TP,
(Ra)∗ : TpP ' Tp·aP, Xp 7→ Yp·a = (Ra)∗(Xp),

причем (Ra)∗ : VpP ' Vp·aP для всех p ∈ P (напомним,
что VpP = TpSπ(p)),

– автоморфизм C∞(P )-модулей

(Ra)∗ : T(P ) ' T(P ),
X 7→ Y = (Ra)∗(X) = (Ra−1)∗ ◦X ◦ (Ra)∗,
Yp = (Ra)∗(Xp·a−1) для всех p ∈ P,

причем (Ra)∗ : V(P ) ' V(P ),
– автоморфизм C∞(P )-модулей

(Ra)∗ : Ωn(P ) ' Ωn(P ), n ∈ N, ω 7→ χ = (Ra)∗(ω),
χ(X1 ∧ · · · ∧Xn)(p) = ω(Y1 ∧ · · · ∧ Yn)(p · a)

для всех Xi ∈ T(P ), p ∈ P , Yi = (Ra)∗(Xi), 1 6 i 6 n;
? для каждого p ∈ P определены

– гладкое отображение

Lp : G→ P, a 7→ Lp(a) = R(p, a) = p · a,

причем Lp : G ' Sπ(p),
– касательное отображение

(Lp)∗ : TG→ TP,

(Lp)∗ : TaG→ Tp·aP, Aa 7→ Xp·a = (Lp)∗(Aa),

причем (Lp)∗ : TaG ' Vp·aP для всех a ∈ G.
В частности,

(Lp)∗ : g = TeG ' VpP для всех p ∈ P.

Предложение 2.7.8. Каноническое отображение

σ : g→ T(P )

(см. с. 185) расширяется до изоморфизма C∞(M)-модулей (см.
пример 2.4.1)

σ : C∞(P, g) ' V(P ), A 7→ X = σ(A),



196 Глава 2. Элементы дифференциальной геометрии

где

X : P → V P, p 7→ Xp = (Lp)∗(A(p)) ∈ VpP,
для всех A : P → g, p 7→ A(p), p ∈ P.

Доказательство. Действительно, здесь обратное отображе-
ние

σ−1 : V(P ) ' C∞(P, g), X 7→ A = σ−1(X),

действует по правилу A(p) = (Lp)−1
∗ (Xp) для всех p ∈ P . Глад-

кость прямого и обратного отображений легко проверяется в ло-
кальных картах.

Множество g естественным образом вкладывается в C∞(P )-
модуль C∞(P, g) и порождает его (см. пример 2.4.1), его образ

σ(g) = {X ∈ V(P ) | (Lp)−1
∗ (Xp) не зависит от p ∈ P}

порождает C∞(P )-модуль V(P ). Вертикальные поля

A∗ = σ(A) ∈ σ(g)

называются фундаментальными.
Заметим, что изоморфизмы (Lp)∗ : g ' VpP , p ∈ P , позволяют

тривиализовать вертикальное подрасслоение V P правилом

V P ' P × g, Xp 7→ (p,A(p)), A(p) = (Lp)−1
∗ (Xp), p ∈ P.

Естественно ожидать, что наличие дополнительной алгебра-
ической структуры приводит к более богатой геометрии. Глав-
ное новшество – возможность определить действие алгебры Ли
D(P ) = T(P ) на C∞(P )-модуле V(P ).

Поскольку действие κ алгебры Ли D(P ) = T(P ) на C∞(P, g)
уже определено (см. пример 2.4.1), ее действие κV на V(P ) дается
правилом

D = κV(D) = σ ◦ κ(D) ◦ σ−1 для всех D ∈ D(P ).

Подробнее, всякое вертикальное поле X ∈ V(P ) записывается
в виде X =

∑
16i6N f

i · A∗i , где N = N(X) ∈ N, f i ∈ C∞(P ),
Ai ∈ g, и

D(X) =
∑

16i6N

D(f i) ·A∗i для всех D ∈ D(P ).
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В частности, D(A∗) = 0 для всех D ∈ D(P ) и A ∈ g.
Итак, для всякой формы ω ∈ Ωn(P,V(P )), n ∈ Z+ (см. с. 191),

стандартным образом (см. с. 167) определен внешний дифферен-
циал dω ∈ Ωn+1(P,V(P )),

dω(X0 ∧ · · · ∧Xn) =
1

n+ 1

{ ∑
06i6n

(−1)iXi(ω(X0 ∧ · · · X̌i · · · ∧Xn))

+
∑

06i<j6n

(−1)i+jω([Xi, Xj ] ∧X0 ∧ · · · X̌i · · · X̌j · · · ∧Xn)
}

для всех X0, . . . , Xn ∈ T(P ).
Связность HP в гладком расслоении {P π- M} называется

связностью в главном расслоении P (M,G), если она согласована
с действием группы Ли G на гладком многообразии P , т.е. если

(Ra)∗ : HpP ' Hp·aP для всех a ∈ G, p ∈ P,

причем в этом случае

(Ra)∗ : H(P ) ' H(P ) для всех a ∈ G.

Пусть P (M,G) – главное расслоение со связностью HP .
В частности, определены проекции
? v : T(P )→ V(P ), X 7→ v(X),
? h : T(P )→ H(P ), X 7→ h(X),

так что для всякого X ∈ T(P ) имеется единственное разложение

X = v(X) + h(X), где v(X) ∈ V(P ), h(X) ∈ H(P ).

Предложение 2.7.9. Имеют место равенства

(Ra)∗ ◦ v = v ◦ (Ra)∗, (Ra)∗ ◦ h = h ◦ (Ra)∗ для всех a ∈ G.

Доказательство проверить самостоятельно.

Предложение 2.7.5 теперь имеет вид

Предложение 2.7.10. Пусть в главном расслоении P (M,G)
дана связность HP . Тогда проекция v : T(P )→ V(P ) есть форма
из Ω1(P,V(P )), называется формой связности и обладает харак-
терными свойствами
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? v(X) = X для всех X ∈ V(P );
? v(X) = 0 для всех X ∈ H(P );
? (Ra)∗ ◦ v = v ◦ (Ra)∗ для всех a ∈ G.

Обратно, если дана 1-форма v∈Ω1(P,V(P )) такая, что v(X)=X
для всех X ∈ V(P ), причем (Ra)∗ ◦ v = v ◦ (Ra)∗ для всех a ∈ G,
то подмодуль

H(P ) = ker v = {X ∈ T(P ) | v(X) = 0}

определяет в главном расслоении P (M,G) связность HP для ко-
торой v будет формой связности, а отображение

h = id−v : T(P )→ H(P )

будет проекцией на подмодуль H(P ).

Доказательство. В доказательстве предложения 2.7.5 сле-
дует учесть требование инвариантности связности HP относи-
тельно действия группы G.

C∞(P )-модуль C∞(P, g) обладает поточечной структурой ал-
гебры Ли,

[A,B](p) = [A(p), B(p)] для всех A,B ∈ C∞(P, g), p ∈ P,

причем

[fA,B] = f [A,B] для всех f ∈ C∞(P ), A,B ∈ C∞(P, g).

Изоморфизм σ : C∞(P, g) ' V(P ) переносит эту структуру на
C∞(P )-модуль V(P ),

[X,Y ]g = σ([σ−1(X), σ−1(Y )]) для всех X,Y ∈ V(P ),

где по-прежнему

[fX, Y ]g = f [X,Y ]g для всех f ∈ C∞(P ), X, Y ∈ V(P ).

Определим 2-форму [. . . ] ∈ Ω2(P,V(P )) правилом

[X ∧ Y ] = [v(X), v(Y )]g для всех X,Y ∈ T(P )

и напомним, что выше (см. предложение 2.7.6) была определена
форма кривизны c ∈ Ω2(P,V(P )).
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Предложение 2.7.11. Имеет место структурное урав-
нение Картана:

dv(X ∧ Y ) = −1
2

[X ∧ Y ] + c(X ∧ Y ) для всех X,Y ∈ T(P ).

Доказательство. Учитывая, что все три составляющие
структурного уравнения являются 2-формами, т.е. C∞(P )-били-
нейные, и что фундаментальные поля порождают C∞(P )-модуль
V(P ), справедливость уравнения достаточно проверить в трех
частных случаях: (а) оба поля X,Y – фундаментальные, (б) поле
X – фундаментальное, а поле Y – горизонтальное, (в) оба поля
X,Y – горизонтальные.

(а) Пусть X = A∗, Y = B∗. Тогда, с одной стороны (см. с. 197),

dv(A∗ ∧B∗) =
1
2
(
A∗(v(B∗))−B∗(v(A∗))− v([A∗, B∗])

)
=

1
2
(
A∗(B∗)−B∗(A∗)− [A∗, B∗]

)
= −1

2
[A∗, B∗],

поскольку v(A∗) = A∗, v(B∗) = B∗, A∗(B∗) = B∗(A∗) = 0 (см.
с. 197), v([A∗, B∗]) = v([A,B]∗) = [A,B]∗ = [A∗, B∗] (см. предло-
жение 2.6.15). С другой стороны,

[A∗ ∧B∗] = [v(A∗), v(B∗)]g = [A∗, B∗]g = [A,B]∗ = [A∗, B∗]

согласно предложению 2.6.15, а

c(A∗ ∧B∗) = −1
2
v([h(A∗), h(B∗)]) = 0,

поскольку h(A∗) = h(B∗) = 0. Таким образом, в этом случае
структурное уравнение выполняется.

(б) Пусть X = A∗, Y ∈ H(P ). Тогда, с одной стороны,

dv(A∗ ∧ Y ) =
1
2
(
A∗(v(Y ))− Y (v(A∗))− v([A∗, Y ])

)
= 0,

поскольку v(Y ) = 0, Y (v(A∗)) = Y (A∗) = 0, и коммутатор

[A∗, Y ] = lim
t→0

1
t

(
Y − (RetA)∗(Y )

)
∈ H(P )
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в силу предложения 2.6.11, определения фундаментального по-
ля (см. с. 185) и условия согласования (Ra)∗ : H(P ) ' H(P ) (см.
с. 197). С другой стороны, формы [A∗ ∧ Y ] = [v(A∗), v(Y )]g = 0
(v(Y ) = 0) и c(A∗ ∧ Y ) = 0 (h(A∗) = 0), так что структурное
уравнение справедливо и в этом случае.

(в) Пусть X,Y ∈ H(P ). Тогда, с одной стороны,

dv(X ∧ Y ) =
1
2
(
X(v(Y ))− Y (v(X))− v([X,Y ])

)
= c(X ∧ Y ),

поскольку v(Y ) = v(X) = 0, h(X) = X и h(Y ) = Y , а с другой
стороны, [X ∧ Y ] = [v(X), v(Y )]g = 0 (v(Y ) = v(X) = 0), так что
структурное уравнение справедливо.

Следствие 2.7.2. Имеет место тождество Бианки

dc(X ∧ Y ∧ Z) = 0 для всех X,Y, Z ∈ H(P ).

Замечание. На практике обычно вместо модуля Ω(P,V(P ))
используют изоморфный ему модуль Ω(P, C∞(P, g)), обозначае-
мый через Ω(P, g). Именно, формой связности называют 1-форму
ω = σ−1 ◦ v ∈ Ω1(P, g), а формой кривизны называют 2-форму
Ω = σ−1 ◦ c ∈ Ω2(P, g). Структурное уравнение Картана в этом
случае принимает вид

dω(X∧Y ) = −1
2

[ω(X), ω(Y )]+Ω(X∧Y ) для всех X,Y ∈ T(P ),

где [ω(X), ω(Y )] – поточечный коммутатор в C∞(P )-модуле
C∞(P, g), а тождество Бианки – вид

dΩ(X ∧ Y ∧ Z) = 0 для всех X,Y, Z ∈ H(P ).

2.7.3. Связности в ассоциированных расслоениях.
Ассоциированные расслоения. Пусть G – группа Ли,

P (M,G) – главное расслоение над многообразием M с группой G.
Пусть F – гладкое многообразие на котором определено левое
действие группы Ли G,

L : G× F → F, (a, u) 7→ L(a, u) = a · u.

Тогда на прямом произведении P×F определено правое действие
группы Ли G,

R : (P ×F )×G→ P ×F, ((p, u), a) 7→ R((p, u), a) = (p ·a, a−1 ·u).
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Две пары (p, u), (q, v) ∈ P × F называются эквивалентными от-
носительно этого действия, если существует a ∈ G такое, что
(p, u) = (q · a, a−1 · v). Множество всех таких классов эквивалент-
ности [p, u] обозначаем через E = P×GF и приходим к следующей
коммутативной диаграмме

P × F
π1- P

E

%
?

πE
- M

π
?

где π1 – проекция на первый сомножитель, π – проекция, вхо-
дящая в определение главного расслоения P (M,G), канониче-
ская проекция % каждой паре (p, u) ставит в соответствие ее
класс эквивалентности [p, u], проекция πE действует по правилу:
[p, u] 7→ π(p) (это правило не зависит от выбора представителя
(p, u), поскольку из условия p = q · a следует, что π(p) = π(q)
для всех p, q ∈ P , a ∈ G). Используя локальную тривиализацию
расслоения P (M,G), можно проверить, что на множестве E су-
ществует естественная структура гладкого многообразия такая,
что проекции % и πE суть гладкие отображения.

Предложение 2.7.12. Для каждого x ∈M слой π−1
E (x) ' F .

Доказательство. Заметим, что равенство [p, u] = [p, v] вле-
чет равенство u = v для любых p ∈ P , u, v ∈ F , поскольку группа
G действует на P свободно. Итак, пусть x ∈ M . Выберем произ-
вольное r ∈ P . Определим отображение ir : π−1

E (x)→ F правилом
[p, u] 7→ v, где v = a · u, a – единственный элемент из группы G
такой, что p = r ·a, так что здесь [p, u] = [r ·a, u] = [r, a ·u] = [r, v].
В свою очередь, отображение jr : F → π−1

E (x) зададим правилом
v 7→ [r, v]. Легко проверяется, что jr ◦ ir = idπ−1

E (x) и ir ◦ jr = idF .

Замечание. Пусть x ∈ M , и фиксируем r ∈ π−1(x) ⊂ P .
Тогда для любого p ∈ π−1(x) существует единственный эле-
мент a ∈ G такой, что p = r · a, а значит, в любом классе
[p, u] ∈ π−1

E (x) существует единственный представитель вида (r, v)
(именно, с v = a · u), т.е. коротко можно писать

π−1
E (x) = {(r, v) | v ∈ F} ' F.
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Полученное расслоение обозначается через E = E(M,F,G, P )
и называется расслоением над M со стандартным слоем F , ас-
социированным с главным расслоением P = P (M,G).

Предложение 2.7.13. Пусть в ассоциированном расслоении
E(M,F,G, P ) многообразие F есть векторное пространство, на
котором определено представление группы Ли G (в частности,
G действует на F линейно). Тогда E(M,F,G, P ) обладает есте-
ственной структурой векторного расслоения с типичным сло-
ем F .

Доказательство. Надо показать, что каждый слой π−1
E (x),

x ∈ M , обладает естественной структурой векторного про-
странства, изоморфного (в категории линейных пространств)
пространству F . Фиксируем точку r ∈ π−1(x) и для любых
[r, u], [r, v] ∈ π−1

E (x) и α, β ∈ R положим

α[r, u] + β[r, v] = [r, αu+ βv] ∈ π−1
E (x).

Покажем, что это определение не зависит от выбора точки
r ∈ π−1(x). Возьмем другую точку s ∈ π−1(x), тогда найдется
единственный элемент a ∈ G такой, что r = s · a, и, значит,

[r, u] = [s, a · u], [r, v] = [s, a · v],

откуда

α[s, a · u] + β[s, a · v] = [s, α · a · u+ β · a · v] = [s, a · (αu+ βv)]
= [s · a, αu+ βv] = [r, αu+ βv] = α[r, u] + β[r, v].

Гладкость этой конструкции легко проверяется в локальных три-
виализующих картах.

Связности в ассоциированных расслоениях.
Пусть P (M,G) – главное расслоение со связностью HP и

E(M,F,G, P ) – ассоциированное с ним расслоение. В расслоении
E(M,F,G, P ) следующим образом определяется связность, ассо-
циированная со связностью HP . Пусть класс [p, u] ∈ E. Опреде-
лим отображение

φu : P → E

правилом r 7→ [r, u] (в частности, p 7→ [p, u]), тогда касательное
отображение (φu)∗ : TP → TE (в частности, TpP → T[p,u]E), и мы
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положим H[p,u]E = (φu)∗(HpP ). Проверим, что это определение
не зависит от выбора представителя класса [p, u]. Возьмем произ-
вольный представитель (q, v) ∈ [p, u], так что q = p · a, v = a−1 · u
для некоторого a ∈ G. Тогда φv : P → E, r 7→ [r, v] (в частности,
q 7→ [q, v] = [p, u]), причем

(φv)∗(HqP ) = (φv)∗(Hp·aP ) = ((φv)∗ ◦ (Ra)∗)(HpP )
= (φv ◦Ra)∗(HpP ) = (φu)∗(HpP ) = H[p,u]E,

где было учтено, что по определению связности в главном рас-
слоении (Ra)∗ : HpP ' Hp·aP и что

(φv ◦Ra)(r) = φv(r · a) = [r · a, v] = [r, a · v] = [r, u] = φu(r)
для всех r ∈ P.

Гладкость этой конструкции легко проверяется в локальных три-
виализующих картах. Далее, легко проверяется, что имеет место
разложение в прямую сумму

T[p,u]E = V[p,u]E ⊕H[p,u]E для всех [p, u] ∈ E,

и аналогичные разложения для касательного расслоения TE и
C∞(E)-модуля касательных полей T(E).

Таким образом, связность в главном расслоении действитель-
но индуцирует связность в ассоциированном расслоении.
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