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Предисловие

Понятие универсального пространства Тейхмюллера возник-
ло в работах Альфорса и Берса по квазиконформным отобра-
жениям. Это пространство, обозначаемое через 𝒯 , определяется
как фактор пространства квазисимметричных гомеоморфизмов
единичной окружности по дробно-линейным автоморфизмам еди-
ничного круга. При этом квазисимметричными называются го-
меоморфизмы окружности, которые продолжаются внутрь круга
как квазиконформные отображения. Приведенное определение,
привлекательное ввиду своей краткости, не объясняет однако,
почему указанное пространство называется “универсальным про-
странством Тейхмюллера”. Этим названием оно обязано тому, что
все классические пространства Тейхмюллера вкладываются в 𝒯
в виде комплексных подмногообразий. (Напомним, что классиче-
ское пространство Тейхмюллера, ассоциированное с компактной
римановой поверхностью конечного рода, параметризует различ-
ные комплексные структуры на этой поверхности, которые полу-
чаются из исходной структуры квазиконформными деформация-
ми.)

Помимо классических пространств Тейхмюллера простран-
ство 𝒯 содержит пространство 𝒮 диффеоморфизмов окружности,
рассматриваемых с точностью до дробно-линейных автоморфиз-
мов круга. Последнее пространство получило известность в связи
с теорией гладких струн. Пространство 𝒮 параметризует различ-
ные комплексные структуры на фазовом пространстве этой тео-
рии и играет важнейшую роль в ее квантовании. Отметим еще,
что в отличие от классических пространств Тейхмюллера про-
странство 𝒮 целиком располагается в регулярной части 𝒯 .

Уже из приведенного краткого описания свойств универсаль-
ного пространства Тейхмюллера можно догадаться о его значе-
нии для теории квазиконформных отображений и ее приложений.
Для нас однако главной мотивацией подробного изучения этого
пространства явилась его связь с теорией струн. В нашей преды-
дущей книге [1] была подробно исследована связь пространства
диффеоморфизмов 𝒮 c теорией гладких струн. При этом стало
понятно, что на самом деле нет никаких физических оснований
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8 Предисловие

для того, чтобы рассматривать в струнной теории только глад-
кие объекты – такое ограничение продиктовано скорее математи-
ческими соображениями удобства работы с гладкими отображе-
ниями. Гораздо более естественно выбирать в качестве фазового
пространства теории вместо пространства гладких струн его со-
болевское пополнение 𝐻

1
2
0 (𝑆1, 𝑅𝑑) как наиболее широкое в шкале

соболевских пространств, на котором еще корректно определена
симплектическая форма теории струн. Универсальное простран-
ство Тейхмюллера 𝒯 , также как пространство 𝒮 в случае гладких
струн, параметризует различные комплексные структуры на этом
фазовом пространстве. (Подробнее о связи универсального про-
странства Тейхмюллера с теорией струн см. послесловие к этой
книге.) После того, как мы выбрали в качестве фазового про-
странства теории указанное выше соболевское пространство, воз-
никает задача квантования пространства 𝒯 . И тут проявляется
главная трудность при работе с “негладкими” объектами, которая
состоит в том, что к пространству 𝒯 не применимы методы кван-
тования, разработанные для гладких струн: дираковская схема
квантования, использовавшаяся при квантовании пространства
диффеоморфизмов 𝒮, не работает в случае универсального про-
странства Тейхмюллера 𝒯 . Для квантования этого пространства
приходится применять принципиально иную схему, основанную
на соображениях из некоммутативной геометрии Конна.

Основой для данной книги послужили лекции, прочитанные
автором слушателям Научно-образовательного центра МИАН
весной 2011 г. Хотя книга называется курсом лекций и разделе-
на на отдельные части-лекции, эти части следует воспринимать
скорее как отдельные темы, нежели “реальные” лекции (отсюда
колебания в их продолжительности). В книге имеется довольно
большое число задач, которые давались слушателям курса. Мы
не делили их на упражнения и “трудные” задачи, предоставляя
читателю возможность разобраться в этом самому. Можно пору-
читься только за то, что среди них нет нерешенных проблем.

В заключение хочу поблагодарить всех слушателей курса, ко-
торые своими вопросами и замечаниями способствовали улучше-
нию первоначального текста лекций.

Москва, февраль 2012 года А. Г. Сергеев



Глава 1. Квазиконформные отображения

В этой главе излагаются общие свойства квазиконформных
отображений, на которых базируется теория универсального про-
странства Тейхмюллера. Даются три различных определения
квазиконформных отображений комплексной плоскости – как
отображений с контролируемым растяжением (п. I.2), как реше-
ний уравнения Бельтрами (п. I.3), и геометрическое определение
в терминах конформных модулей (п. III.2).

Доказываются основные теоремы о существовании (п. II.2) и
единственности (п. II.1) квазиконформных отображений.

Квазиконформные гомеоморфизмы области на себя составля-
ют группу. Все отображения из этой группы непрерывны вплоть
до границы, а их граничные значения называются квазисиммет-
ричными гомеоморфизмами. Внутреннее описание квазисиммет-
ричных гомеоморфизмов дается теоремой Берлинга–Альфорса
(п. III.3).

Лекция I. Определение квазиконформности

I.1. Квазиконформные диффеоморфизмы. Понятие кон-
формности происходит из оптики, где оно означает, что сечение
кругового светового пучка, ортогональное оси этого пучка, оста-
ется круговым по мере удаления от источника света.

В математической интерпретации это понятие формулируется
в виде следующего определения. Сохраняющее ориентацию глад-
кое отображение комплексной плоскости 𝑤 конформно в точке 𝑧,
если касательное к нему отображение 𝑤*(𝑧) : C → C, задаваемое
формулой

𝑤*(𝑧)(𝜁) = 𝑤(𝑧) +
𝜕𝑤

𝜕𝑧
(𝑧)(𝜁 − 𝑧) +

𝜕𝑤

𝜕𝑧
(𝑧)(𝜁 − 𝑧),

переводит окружности с центром в точке 𝑧 в окружности с цен-
тром в точке 𝑤(𝑧).

9



10 Глава 1

Иначе говоря, дифференциал 𝑑𝑤(𝑧) является невырожденным
линейным отображением, представляющимся в виде композиции
поворота с растяжением.

По аналогии с этим, мы можем дать следующее геометриче-
ское определение гладких квазиконформных отображений. Со-
храняющий ориентацию диффеоморфизм 𝑤 комплексной плоско-
сти называется квазиконформным, если касательное к нему отоб-
ражение 𝑤*(𝑧), переводящее окружности с центром в точке 𝑧 в эл-
липсы с центром в точке 𝑤(𝑧), удовлетворяет следующему усло-
вию: дилатации указанных эллипсов1 ограничены константой, не
зависящей от точки 𝑧.

Попытаемся превратить это геометрическое определение в ана-
литическое. Пусть 𝑤 есть сохраняющий ориентацию диффеомор-
физм комплексной плоскости. Обозначим через

𝜕𝜃𝑤(𝑧) = lim
𝜌→0

𝑤(𝑧 + 𝜌𝑒𝑖𝜃)− 𝑤(𝑧)
𝜌𝑒𝑖𝜃

его производную по направлению 𝜃 в точке 𝑧. Простое вычисление
показывает, что эта производная равна

𝜕𝜃𝑤(𝑧) = 𝜕𝑤 + 𝜕𝑤 · 𝑒−2𝑖𝜃,

где

𝜕𝑤 :=
𝜕𝑤

𝜕𝑧
(𝑧), 𝜕𝑤 :=

𝜕𝑤

𝜕𝑧
(𝑧).

Отсюда

max
𝜃
|𝜕𝜃𝑤(𝑧)| = |𝜕𝑤|+ |𝜕𝑤|, min

𝜃
|𝜕𝜃𝑤(𝑧)| = |𝜕𝑤| − |𝜕𝑤| > 0.

Величина |𝜕𝑤| − |𝜕𝑤| всюду положительна ввиду положительно-
сти якобиана 𝐽𝑤 = |𝜕𝑤|2 − |𝜕𝑤|2 диффеоморфизма 𝑤, сохраняю-
щего ориентацию.

Дилатация искомого эллипса с центром в точке 𝑤(𝑧) равна

𝐷𝑤(𝑧) =
max𝜃 |𝜕𝜃𝑤(𝑧)|
min𝜃 |𝜕𝜃𝑤(𝑧)|

=
|𝜕𝑤|+ |𝜕𝑤|
|𝜕𝑤| − |𝜕𝑤|

.

В частности, отображение 𝑤 всюду конформно ⇔ 𝐷𝑤 ≡ 1 ⇔
𝜕𝑤 ≡ 0.

1Дилатацией эллипса называется отношение длины большой полуоси эл-
липса к длине его малой полуоси.
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Задача I.1. Проверьте, что дилатация 𝐷𝑤 является кон-
формным инвариантом отображения 𝑤, т.е.

𝐷𝑤(𝑧) = 𝐷ℎ∘𝑤∘𝑔−1(𝑔(𝑧))

для конформных отображений ℎ и 𝑔.

Определение I.1. Сохраняющий ориентацию диффеомор-
физм 𝑤 : 𝒟 → 𝒟′ области 𝒟 ⊂ C на расширенной комплексной
плоскости C на область 𝒟′ ⊂ C называется 𝐾-квазиконформным
в области 𝒟, если

𝐷𝑤(𝑧) 6 𝐾

для всех 𝑧 ∈ 𝒟. Иначе говоря,

max
𝜃
|𝜕𝜃𝑤(𝑧)| 6 𝐾min

𝜃
|𝜕𝜃𝑤(𝑧)| (I.1)

для всех 𝑧 ∈ 𝒟.

I.2. Определение квазиконформных отображений. По-
пытаемся обобщить данное в предыдущем пункте определение I.1
на негладкие гомеоморфизмы. Первая идея, которая приходит
в голову – определить квазиконформные отображения как сохра-
няющие ориентацию гомеоморфизмы 𝑤 : 𝒟 → 𝒟′, которые диф-
ференцируемы почти всюду в 𝒟 и удовлетворяют условию (I.1)
для почти всех точек 𝑧 ∈ 𝒟. Однако, как показывают контр-
примеры, такое определение будет расходиться с геометрическим
определением квазиконформных отображений в терминах кон-
формных прямоугольников, которое мы дадим ниже в п. III.2.

Правильное определение квазиконформных отображений по-
лучится, если вместо условия дифференцируемости почти всюду
потребовать выполнения условия абсолютной непрерывности на
прямоугольниках.

Определение I.2. Непрерывная вещественнозначная функ-
ция 𝑢, заданная в области 𝒟 ⊂ C, называется абсолютно непре-
рывной на прямоугольниках (ПАН), если для любого прямо-
угольника

Π = {𝑥+ 𝑖𝑦 : 𝑎 6 𝑥 6 𝑏, 𝑐 6 𝑦 6 𝑑} ⊂ 𝒟

функция 𝑥 ↦→ 𝑢(𝑥 + 𝑖𝑦) абсолютно непрерывна по 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] для
почти всех 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑], а функция 𝑦 ↦→ 𝑢(𝑥 + 𝑖𝑦) абсолютно непре-
рывна по 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] для почти всех 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Комплекснозначная
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функция 𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣, заданная в области 𝒟, обладает свойством
ПАН, если этим свойством обладают ее вещественная часть 𝑢 и
мнимая часть 𝑣.

Замечание I.1. Пользуясь стандартными теоремами из ве-
щественного анализа, можно показать, что функция, обладающая
свойством ПАН в области 𝒟, имеет конечные частные производ-
ные по 𝑥 и 𝑦 почти всюду в 𝒟.

Определение I.3. Сохраняющий ориентацию гомеоморфизм
𝑤, заданный в области 𝒟, называется 𝐾-квазиконформным, если:

1) он обладает свойством ПАН в области 𝒟;
2) max𝜃 |𝜕𝜃𝑤(𝑧)| 6 𝐾min𝜃 |𝜕𝜃𝑤(𝑧)| для почти всех 𝑧 ∈ 𝒟.

I.3. Уравнение Бельтрами. Пусть 𝑤 : 𝒟 → 𝒟′ есть 𝐾-ква-
зиконформное отображение, дифференцируемое в точке 𝑧 ∈ 𝒟.
Тогда неравенство из определения I.3

max𝜃 |𝜕𝜃𝑤(𝑧)|
min𝜃 |𝜕𝜃𝑤(𝑧)|

=
|𝜕𝑤|+ |𝜕𝑤|
|𝜕𝑤| − |𝜕𝑤|

6 𝐾

можно переписать в виде

|𝜕𝑤(𝑧)| 6 𝐾 − 1
𝐾 + 1

|𝜕𝑤(𝑧)|.

Так как в точке 𝑧 якобиан 𝐽𝑤(𝑧) положителен, то 𝜕𝑤(𝑧) ̸= 0 и
можно рассмотреть функцию

𝜇(𝑧) :=
𝜕𝑤(𝑧)
𝜕𝑤(𝑧)

.

Эта функция, по построению определенная почти всюду в 𝒟, на-
зывается комплексной дилатацией отображения 𝑤. Она измери-
ма (поскольку функция 𝑤 непрерывна) и удовлетворяет оценке

𝜇(𝑧) 6
𝐾 − 1
𝐾 + 1

< 1,

иначе говоря, 𝜇 принадлежит единичному шару банахова про-
странства 𝐿∞(𝒟,C).

Геометрически, 𝜇(𝑧) отвечает за дилатацию эллипсов, получа-
ющихся из окружностей с центром в точке 𝑧 под действием ка-
сательного отображения 𝑤*(𝑧). Конкретно, указанная дилатация
равна

1 + |𝜇(𝑧)|
1− |𝜇(𝑧)|

.
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Если 𝜇(𝑧) = 0, то отображение 𝑤 конформно в точке 𝑧. Если же
𝜇(𝑧) ̸= 0, то угол 1

2 arg𝜇(𝑧) задает направление максимального
растяжения отображения 𝑤 в точке 𝑧 в том смысле, что при 𝜃 =
1
2 arg𝜇(𝑧) модуль |𝜕𝜃𝑤(𝑧)| производной по направлению достигает
максимума.

Определение I.4. Уравнение

𝜕𝑤 = 𝜇𝜕𝑤 (I.2)

на функцию 𝑤 в области 𝒟, в котором 𝜇 – заданная измеримая
ограниченная функция в 𝒟 с ‖𝜇‖∞ < 1, называется уравнени-
ем Бельтрами. В случае, когда 𝜇 ≡ 0, это уравнение совпадает
с уравнением Коши–Римана.

Замечание I.2. Функцию 𝜇 в уравнении (I.2) принято назы-
вать дифференциалом Бельтрами, поскольку при замене пере-
менной она должна вести себя, в силу уравнения (I.2), как диф-
ференциал. Более точно, если 𝑓 – конформное отображение, опре-
деленное в области 𝒟, то функция 𝜇 под действием отображения
𝑓 должна преобразовываться как

𝜇(𝑓(𝑧)) = 𝜇(𝑧)
𝑓 ′(𝑧)
𝑓 ′(𝑧)

.

Напомним, что функцию 𝜙, заданную в области 𝒟, принято на-
зывать дифференциалом типа (𝑚,𝑛), где 𝑚,𝑛 ∈ Z, если форма
𝜙𝑑𝑧𝑚 𝑑𝑧𝑛 остается инвариантной при конформных заменах ко-
ординаты 𝑧. С этой точки зрения дифференциал Бельтрами яв-
ляется дифференциалом типа (−1, 1).

Будем говорить, что функция 𝑤 является 𝐿𝑝-решением урав-
нения Бельтрами (I.2), если производные 𝑤 первого порядка при-
надлежат 𝐿𝑝(𝒟), а само уравнение (I.2) выполняется почти всюду
в 𝒟.

Уравнение Бельтрами можно было бы взять за определение
квазиконформных отображений, поскольку справедлива следую-
щая теорема, доказательство которой можно найти в книге [2,
I.4.2].

Теорема I.1. Гомеоморфизм 𝑤 , определенный в области 𝒟 ,
является 𝐾-квазиконформным тогда и только тогда, когда он
является 𝐿2-решением уравнения Бельтрами (I.2) с функцией
𝜇 ∈ 𝐿∞(𝒟,C) такой, что ‖𝜇‖∞ < 1.
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Краткое содержание лекции I.
Были даны два определения квазиконформных отображений

областей на расширенной комплексной плоскости C.
Согласно первому определению, сохраняющий ориентацию го-

меоморфизм 𝑤, заданный в области 𝒟 ⊂ C, называется 𝐾-ква-
зиконформным, если он абсолютно непрерывен на прямоуголь-
никах, а его производная по направлению обладает свойством

max
𝜃
|𝜕𝜃𝑤(𝑧)| 6 𝐾min

𝜃
|𝜕𝜃𝑤(𝑧)|

для почти всех 𝑧 ∈ 𝒟.
Согласно второму определению в терминах дифференциалов

Бельтрами, сохраняющий ориентацию гомеоморфизм 𝑤, задан-
ный в области 𝒟, является квазиконформным ⇔ он задает 𝐿2-
решение уравнения Бельтрами

𝜕𝑤 = 𝜇𝜕𝑤,

где функция 𝜇, равная почти всюду

𝜇(𝑧) :=
𝜕𝑤(𝑧)
𝜕𝑤(𝑧)

,

называется комплексной дилатацией или дифференциалом
Бельтрами. Она принадлежит единичному шару пространства
𝐿∞(𝒟,C).

Лекция II. Теоремы единственности и
существования

II.1. Композиция квазиконформных отображений.
Теорема единственности. Пусть в области 𝒟 заданы два ква-
зиконформных отображения: отображение 𝑓 с комплексной дила-
тацией 𝜇𝑓 и отображение 𝑔 с комплексной дилатацией 𝜇𝑔. Тогда
композиция 𝑓 ∘ 𝑔−1 снова является квазиконформным отображе-
нием. Более того, имеет место следующая

Теорема II.1 (теорема композиции). Отображение, обрат-
ное к 𝐾-квазиконформному отображению, снова является 𝐾-ква-
зиконформным. Композиция 𝐾1-квазиконформного отображения
𝑓1 : 𝒟 → 𝒟′ и 𝐾2-квазиконформного отображения 𝑓2 : 𝒟′ → 𝒟′′
является 𝐾1𝐾2-квазиконформным отображением.
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Это утверждение, доказательство которого мы оставляем чи-
тателю в качестве упражнения, нетрудно получить, пользуясь
геометрическим определением квазиконформных отображений,
которое будет дано ниже в п. III.2.

Задача II.1. Докажите формулу композиции для дифферен-
циалов Бельтрами

𝜇𝑓∘𝑔−1(𝑔(𝑧)) =
𝜇𝑓 (𝑧)− 𝜇𝑔(𝑧)
1− 𝜇𝑓 (𝑧)𝜇𝑔(𝑧)

[︂
𝜕𝑔(𝑧)
|𝜕𝑔(𝑧)|

]︂2

,

которая выполняется для почти всех 𝑧 ∈ 𝒟.

Теорема II.2 (теорема единственности). Пусть 𝑓 и 𝑔 – два
квазиконформных отображения, заданных в области 𝒟 , ком-
плексные дилатации которых совпадают почти всюду в 𝒟 :

𝜇𝑓 = 𝜇𝑔.

Тогда отображения 𝑓 ∘𝑔−1 и 𝑔∘𝑓−1 конформны. Композиция ℎ∘𝑓
отображения 𝑓 с произвольным конформным отображением ℎ,
заданным в области 𝑓(𝒟), является квазиконформным отобра-
жением с той же комплексной дилатацией, что и у отображе-
ния 𝑓 .

Доказательство. Из формулы композиции следует, что
𝜇𝑓∘𝑔−1 = 0 почти всюду в 𝒟. Тем самым, функция 𝑓 ∘ 𝑔−1 удо-
влетворяет почти всюду в 𝑔(𝒟) уравнению Коши–Римана и, как
квазиконформное отображение, обладает 𝐿2-производными пер-
вого порядка в этой области (согласно теореме I.1). По лемме
Вейля (см. [3]) отображение 𝑓 ∘ 𝑔−1 голоморфно и потому кон-
формно в 𝑔(𝒟). Аналогичным образом доказывается конформ-
ность отображения 𝑔∘𝑓−1. Последнее утверждение теоремы о том,
что 𝜇ℎ∘𝑓 = 𝜇𝑓 для конформного отображения, заданного в обла-
сти 𝑓(𝒟), немедленно вытекает из формулы композиции.

II.2. Теорема существования.

Теорема II.3 (теорема существования). Для любой изме-
римой ограниченной функции 𝜇 на комплексной плоскости C
с ‖𝜇‖∞ < 1 найдется решение 𝑤 уравнения Бельтрами

𝜕𝑤 = 𝜇𝜕𝑤,

являющееся квазиконформным отображением с комплексной ди-
латацией, совпадающей почти всюду с 𝜇.
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Приведем основные этапы доказательства этой теоремы, по-
дробности которого можно найти в книге Альфорса [3].

Предположим сначала, что функция 𝜇 имеет компактный
носитель.

Лемма II.1. В предположении, что 𝜇 имеет компактный
носитель, существует единственное решение 𝑤 уравнения Бель-
трами (I.2), удовлетворяющее условиям

𝑤(0) = 0, 𝜕𝑤 − 1 ∈ 𝐿𝑝,

где 𝑝 > 2 – некоторое число, которое будет выбрано позже. Ука-
занное решение уравнения Бельтрами будет называться нор-
мальным.

Рассмотрим вместо уравнения (I.2) систему уравнений{︃
𝜕𝑤 = 𝑓,

𝜕𝑤 = 𝜇𝑓,
(II.1)

где 𝑓 – некоторая измеримая ограниченная функция. Ясно, что
каждое решение системы (II.1) будет давать некоторое решение
уравнения Бельтрами (I.2). Однако система (II.1) переопределе-
на – необходимым условием ее разрешимости является совпаде-
ние почти всюду смешанных производных правых частей

𝜕𝑓 = 𝜕(𝜇𝑓) = 𝑓𝜕𝜇+ 𝜇𝜕𝑓. (II.2)

Для того, чтобы подобрать функцию 𝑓 , дающую решение си-
стемы (II.1) и, тем самым, уравнения Бельтрами (I.2), можно дей-
ствовать следующим образом. Сначала, пользуясь 2-м уравнени-
ем (II.1), запишем 𝑤 в виде решения 𝜕-уравнения, задаваемого
интегралом Коши–Грина, плюс неизвестная голоморфная функ-
ция 𝑊 . Затем, подставляя это выражение в 1-е уравнение (II.1),
получим интегральное уравнение на функцию 𝑓 . При этом функ-
цию 𝑊 удается фиксировать с помощью условия 𝜕𝑤 − 1 ∈ 𝐿𝑝,
а сам интегральный оператор окажется сжимающим благодаря
условию ‖𝜇‖∞ < 1. Поэтому полученное интегральное уравнение
можно решить методом последовательных приближений. Такова
стратегия решения системы (II.1).

Прежде, чем приступить к ее реализации, напомним свойства
интегрального оператора Коши–Грина, задаваемого формулой

𝑃ℎ(𝑧) = − 1
𝜋

∫︁
C
ℎ(𝜁)

(︂
1

𝜁 − 𝑧
− 1
𝜁

)︂
𝑑𝜉 𝑑𝜂, 𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂,
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(этот оператор отличается от стандартного оператора Коши–
Грина, задаваемого интегралом − 1

𝜋

∫︀
C
ℎ(𝜁)
𝜁−𝑧 𝑑𝜉 𝑑𝜂, нормировкой

𝑃ℎ(0) = 0). Оператор Коши–Грина 𝑃ℎ(𝑧) корректно определен
на функциях ℎ ∈ 𝐿𝑝 с любым 𝑝 > 2 и задает непрерывную (и да-
же непрерывную по Гёльдеру с показателем 1− 2

𝑝 ) функцию от 𝑧.
Частные производные функции 𝑃ℎ(𝑧) в обобщенном смысле удо-
влетворяют уравнениям

𝜕(𝑃ℎ) = ℎ, 𝜕(𝑃ℎ) = 𝑇ℎ, (II.3)

где 𝑇 – интегральный оператор типа Кальдерона–Зигмунда:

𝑇ℎ(𝑧) = − 1
𝜋

P.V.
∫︁

C

ℎ(𝜁)
(𝜁 − 𝑧)2

𝑑𝜉 𝑑𝜂.

Интеграл в этой формуле берется в смысле главного значения,
иначе говоря, он равен по определению

𝑇ℎ(𝑧) = − 1
𝜋

lim
𝜖→0

∫︁
|𝜁−𝑧|>𝜖

ℎ(𝜁)
(𝜁 − 𝑧)2

𝑑𝜉 𝑑𝜂.

Оператор Кальдерона–Зигмунда корректно определен на функ-
циях ℎ ∈ 𝐿𝑝 с любым 𝑝 > 1 и ограничен в норме 𝐿𝑝:

‖𝑇ℎ‖𝐿𝑝 6 𝐶𝑝‖ℎ‖𝐿𝑝 ,

причем оценку 𝐶𝑝 можно выбрать так, чтобы 𝐶𝑝 → 1 при 𝑝→ 2.
Пользуясь этим свойством, выберем число 𝑝 > 2 так, чтобы вы-
полнялось неравенство ‖𝜇‖∞𝐶𝑝 < 1.

Вернемся теперь к изложенной выше схеме построения реше-
ния системы (II.1). Рассмотрим функцию

𝑊 := 𝑤 − 𝑃 (𝜕𝑤).

Частная производная этой функции по 𝑧 равна нулю, поэтому 𝑊
есть целая функция. С другой стороны, из условия 𝜕𝑤 − 1 ∈ 𝐿𝑝

вытекает, что производная этой функции по 𝑧, равная

𝜕𝑊 = 𝜕𝑤 − 𝑇 (𝜕𝑤),

удовлетворяет условию 𝜕𝑊 − 1 ∈ 𝐿𝑝, поскольку 𝜕𝑤 = 𝜇𝜕𝑤 ∈ 𝐿𝑝

(напомним, что 𝜇 по предположению имеет компактный носи-
тель!). Это возможно только в том случае, если

𝜕𝑊 ≡ 1 =⇒ 𝑊 (𝑧) = 𝑧 + const.
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Константа в последнем равенстве равна нулю ввиду нормировки
𝑤(0) = 0, поэтому

𝑤 = 𝑧 + 𝑃 (𝜕𝑤).

Дифференцируя это соотношение по 𝑧, получим

𝜕𝑤 = 1 + 𝑇 (𝜕𝑤) = 1 + 𝑇 (𝜇𝜕𝑤) = 𝑓 (II.4)

в силу 1-го уравнения (II.1). Тем самым, мы получили интеграль-
ное уравнение на функцию 𝜕𝑤, в котором оператор 𝑇 ∘𝜇 является
сжимающим, поскольку

‖𝑇 ∘ 𝜇‖𝐿𝑝 6 ‖𝜇‖∞𝐶𝑝 < 1.

Подставляя в уравнение (II.4) 𝑓 = ℎ + 1, получим интегральное
уравнение на функцию ℎ:

ℎ = 𝑇 (𝜇ℎ) + 𝑇𝜇.

Единственное решение ℎ ∈ 𝐿𝑝 этого уравнения дает нам требуе-
мое решение уравнения Бельтрами (I.2), задаваемое формулой

𝜇 = 𝑃 (𝜇(ℎ+ 1)) + 𝑧.

Действительно, 𝜇(ℎ + 1) ∈ 𝐿𝑝, поскольку 𝜇 имеет компактный
носитель. Поэтому функция 𝑃 (𝜇(ℎ+ 1)) корректно определена и
непрерывна. Кроме того, 𝑤(0) = 0 и{︃

𝜕𝑤 = 𝜕𝑃 (𝜇(ℎ+ 1)) = 𝜇(ℎ+ 1),
𝜕𝑤 = 𝜕𝑃 (𝜇(ℎ+ 1)) + 1 = 𝑇 (𝜇(ℎ+ 1)) + 1 = ℎ+ 1.

Лемма II.2. Предположим, дополнительно к условиям лем-
мы II.1, что функция 𝜇 является 𝐶1-гладкой и покажем, что
при этом условии нормальное решение системы (II.1) является
𝐶1-гладким гомеоморфизмом.

Замечание II.1. Для справедливости леммы II.2 достаточно
потребовать, чтобы функция 𝜇 имела обобщенную производную
𝜕𝜇 ∈ 𝐿𝑝 (см. [3]).

Доказательство. Напомним, что необходимым условием
разрешимости системы

𝜕𝑤 = 𝑓, 𝜕𝑤 = 𝜇𝑓
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является соотношение

𝜕𝑓 = 𝑓𝜕𝜇+ 𝜇𝜕𝑓.

Допустим, что нам удалось построить решение 𝑤 системы (II.1),
которое является 𝐶1-гладким гомеоморфизмом. Тогда его якоби-
ан, равный

|𝜕𝑤|2 − |𝜕𝑤|2 = (1− |𝜇|2)|𝑓 |2,
должен быть строго положителен, иными словами, у функции 𝑓
не должно быть нулей. Поэтому будем искать такую функцию
в виде

𝑓 = 𝑒𝑔.

Для функции 𝑔 соотношение (II.2) превратится в уравнение

𝜕𝑔 = 𝜇𝜕𝑔 + 𝜕𝜇.

Решение этого уравнения можно снова свести к решению пере-
определенной системы уравнений{︃

𝜕𝑔 = ℎ,

𝜕𝑔 = 𝜇ℎ+ 𝜕𝜇,

где ℎ – некоторая измеримая функция. Запишем функцию 𝑔 в ви-
де

𝑔 = 𝑃 (𝜇ℎ) + 𝑃 (𝜕𝜇) + const.

Тогда для функции ℎ получим уравнение

𝜕𝑔 = 𝑇 (𝜇ℎ) + 𝑇 (𝜕𝜇) = ℎ.

Это уравнение имеет единственное решение ℎ ∈ 𝐿𝑝. Поэтому вве-
денная функция

𝑔 = 𝑃 (𝜇ℎ) + 𝑃 (𝜕𝜇) + const

корректно определена и непрерывна всюду, включая точку 𝑧 = ∞
(напомним, что 𝜇 имеет компактный носитель!). Теперь выберем
константу в формуле для 𝑔 так, чтобы

𝑔(𝑧) → 0 при 𝑧 →∞.

Функция 𝑓 = 𝑒𝑔 удовлетворяет соотношению (II.2). Теперь, также
как при доказательстве леммы II.1, можно показать, что систе-
ма (II.1) имеет решение, которое будет в этом случае 𝐶1-гладким.
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Если нормировать его условием 𝑤(0) = 0, то это решение будет
совпадать с нормальным, поскольку при 𝑧 →∞

𝑓(𝑧) → 1 =⇒ 𝜕𝑤 → 1.

Якобиан построенного отображения 𝑤 совпадает с

|𝜕𝑤|2 − |𝜕𝑤|2 = (1− |𝜇|2)𝑒2𝑔 > 0,

т.е. отображение 𝑤 локально взаимнооднозначно. Так как 𝑤(𝑧) →
∞ при 𝑧 → ∞ (поскольку 𝜕𝑤 → 1), то 𝑤 задает глобальный
гомеоморфизм.

Условие 𝜇 ∈ 𝐶1 можно снять с помощью аппроксимации ис-
ходной функции 𝜇 𝐶1-гладкими функциями (см. [3]).

Лемма II.3. Условие компактности носителя можно снять.

Прежде, чем переходить к доказательству этого утверждения,
введем следующее обозначение. Для того, чтобы однозначно за-
дать решение уравнения Бельтрами на расширенной плоскости C,
определенное априори с точностью до дробно-линейного отобра-
жения, достаточно фиксировать три любые его значения. Мы бу-
дем требовать, чтобы рассматриваемое нами решение оставляло
неподвижными три точки 0, 1,∞. Такое решение уравнения (I.2)
будем обозначать через 𝑤𝜇.

Доказательство. Переходя к доказательству леммы, рас-
смотрим сначала случай, когда 𝜇 ≡ 0 в окрестности точки 𝑧 = 0.
Введем отражение ̃︀𝜇 функции 𝜇 относительно единичной окруж-
ности, задаваемое формулой

̃︀𝜇(𝑧) = 𝜇

(︂
1
𝑧

)︂
𝑧2

𝑧 2 .

Эта функция имеет компактный носитель в C, поэтому уравнение
Бельтрами с дифференциалом Бельтрами ̃︀𝜇 допускает решение̃︀𝑤. Тогда исходное уравнение Бельтрами (I.2) с дифференциалом
Бельтрами 𝜇 будет допускать решение

𝑤(𝑧) =
1

̃︀𝑤(︂
1
𝑧

)︂ .
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Действительно,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑤(𝑧) =
1

̃︀𝑤(︂
1
𝑧

)︂2 ·
1
𝑧2
· 𝜕 ̃︀𝑤(︂

1
𝑧

)︂
,

𝜕𝑤(𝑧) =
1

̃︀𝑤(︂
1
𝑧

)︂2 ·
1
𝑧 2 · 𝜕 ̃︀𝑤(︂

1
𝑧

)︂
,

откуда следует, что 𝜕𝑤 = 𝜇𝜕𝑤.
В общем случае представим 𝜇 в виде

𝜇 = 𝜇1 + 𝜇2,

где 𝜇1 ≡ 0 в окрестности ∞, а 𝜇2 ≡ 0 в окрестности 0. Конечно,
из приведенного представления не вытекает, что

𝑤𝜇 = 𝑤𝜇1 ∘ 𝑤𝜇2

ввиду нелинейного характера формулы композиции. Однако, из
этого представления следует, что

𝑤𝜇 = 𝑤𝜆 ∘ 𝑤𝜇2 ⇐⇒ 𝑤𝜆 = 𝑤𝜇 ∘ (𝑤𝜇2)−1,

где

𝜆 =
[︂(︂

𝜇− 𝜇2

1− 𝜇𝜇2

)︂
𝜕𝑤𝜇2

𝜕𝑤𝜇2

]︂
∘ (𝑤𝜇2)−1,

а такая функция 𝜆 имеет компактный носитель.

Тем самым, мы доказали теорему существования квазикон-
формных отображений в следующей формулировке.

Теорема II.4 (теорема существования). Для любой измери-
мой ограниченной функции 𝜇 на C существует единственное
квазиконформное отображение 𝑤𝜇 , комплексная дилатация ко-
торого совпадает с 𝜇 почти всюду, оставляющее точки 0, 1,∞
неподвижными.

Доказанная теорема позволяет получить следующее обобще-
ние теоремы Римана.
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Теорема II.5. Пусть 𝒟 и 𝒟′ односвязные области в C с не-
тривиальными границами (т.е. с границами, состоящими более
чем из одной точки). Если 𝜇 ∈ 𝐿∞(𝒟) с ‖𝜇‖∞ < 1, то найдется
квазиконформное отображение 𝑤 : 𝒟 → 𝒟′ , комплексная дила-
тация которого совпадает с 𝜇 почти всюду.

Доказательство этого утверждения мы оставляем в качестве
задачи.

Краткое содержание лекции II.
Квазиконформные гомеоморфизмы 𝒟 → 𝒟 образуют группу

относительно композиции. Имеется формула для дифференциа-
ла Бельтрами композиции двух квазиконформных отображений
через их дифференциалы Бельтрами.

Теорема единственности: 𝜇𝑓 = 𝜇𝑔 ⇒ отображения 𝑓 ∘ 𝑔−1 и
𝑔 ∘ 𝑓−1 конформны.

Теорема существования: Для любой 𝜇 ∈ 𝐿∞(C) с ‖𝜇‖∞ < 1 су-
ществует решение уравнения Бельтрами: 𝜕𝑤 = 𝜇𝜕𝑤, являющееся
квазиконформным отображением с комплексной дилатацией 𝜇.

Из двух приведенных теорем вытекает, что существует един-
ственное нормализованное решение 𝑤𝜇 уравнения Бельтрами
на расширенной комплексной плоскости 𝒞, оставляющее точки
0, 1,∞ неподвижными.

Лекция III. Квазисимметричные
гомеоморфизмы

III.1. Граничное поведение квазиконформных отобра-
жений.

Теорема III.1 (теорема Мори). Пусть 𝑤 : ∆ → ∆ есть 𝐾-
квазиконформный гомеоморфизм единичного круга ∆ = {𝑧 ∈ C :
|𝑧| < 1} на себя, нормированный условием 𝑤(0) = 0.

Тогда для всех 𝑧1 ̸= 𝑧2 из ∆ имеет место точная оценка

|𝑤(𝑧1)− 𝑤(𝑧2)| < 16|𝑧1 − 𝑧2|1/𝐾 .

Иными словами, гомеоморфизм 𝑤 равномерно непрерывен по
Гельдеру в круге ∆ с показателем 1/𝐾 .

Доказательство этой теоремы, которое мы опускаем, можно
найти в книге [3, гл. III, п. C.].
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Из нее немедленно вытекает

Следствие III.1. Любой квазиконформный гомеоморфизм
∆ → ∆ единичного круга ∆ на себя непрерывно продолжает-
ся до гомеоморфизма замыканий ∆ → ∆. Более общим образом,
произвольный квазиконформный гомеоморфизм жордановой об-
ласти 𝒟 на жорданову область 𝒟′ непрерывно продолжается
до гомеоморфизма замыканий 𝒟 → 𝒟′ .

Для квазиконформных отображений имеет место теорема
о нормальной сходимости, аналогичная соответствующей теореме
для голоморфных отображений.

Теорема III.2 (теорема о нормальной сходимости). Пусть
в области 𝒟 задана последовательность 𝐾-квазиконформных
отображений 𝑤𝑛 , которая сходится равномерно на компактах
к отображению 𝑤 . Тогда предельная функция 𝑤 является либо
константой, либо 𝐾-квазиконформным отображением.

Доказательство этой теоремы см. в книге [2, гл. 1, п. 2.3].
III.2. Конформные прямоугольники. Геометрическое

определение квазиконформных отображений. Напомним
сначала понятие конформного модуля, на котором базируется гео-
метрическое определение квазиконформных отображений.

Хорошо известно, что для любых троек (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) и (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3)
попарно различных точек 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 и 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3 на расширен-
ной комплексной плоскости C найдется конформное (следова-
тельно, дробно-линейное) преобразование C на себя, переводя-
щее (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) в (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3). Аналогичное утверждение для четве-
рок попарно различных точек (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) и (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4) уже
неверно.

Назовем конформным прямоугольником 𝑄(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) жор-
данову область на раcширенной комплексной плоскости C, грани-
ца которой содержит точки 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, причем последовательное
движение 𝑧1 ↦→ 𝑧2 ↦→ 𝑧3 ↦→ 𝑧4 совпадает с положительным направ-
лением обхода границы (при котором область остается слева).
Каждый такой конформный прямоугольник можно конформно
отобразить на евклидов прямоугольник Π(𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4), причем
указанное преобразование определено однозначно с точностью до
подобия. (Докажите это!)

Допустим, что указанное конформное преобразование перево-
дит заданный конформный прямоугольник 𝑄(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) на ев-
клидов прямоугольник Π(0, 𝑎, 𝑎 + 𝑖𝑏, 𝑖𝑏). В этом случае назовем
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число
𝑀𝑄(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) :=

𝑎

𝑏

конформным модулем прямоугольника 𝑄(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4). Ясно, что
это число является конформным инвариантом и равенство

𝑀𝑄(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) = 𝑀𝑃 (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4)

является необходимым и достаточным условием конформной эк-
вивалентности конформных прямоугольников 𝑄(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) и
𝑃 (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4).

Более того, справедлив следующий результат, доказанный
в [4].

Теорема III.3. Пусть 𝑤 : 𝒟 → 𝒟′ есть гомеоморфизм, со-
храняющий ориентацию. Если 𝑤 сохраняет модули конформных
прямоугольников, то 𝑤 является конформным преобразованием.

Для заданной области 𝒟 ⊂ C рассмотрим множество {𝑄} всех
конформных прямоугольников 𝑄(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4), замыкания кото-
рых содержатся в 𝒟.

Теорема III.4. Пусть 𝑤 : 𝒟 → 𝒟′ – сохраняющий ориента-
цию гомеоморфизм, для которого величина

𝐾 := sup
{𝑄}

𝑀𝑄(𝑤(𝑧1), 𝑤(𝑧2), 𝑤(𝑧3), 𝑤(𝑧4))
𝑀𝑄(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4)

,

называемая максимальной дилатацией, конечна. Тогда отобра-
жение 𝑤 является 𝐾-квазиконформным.

На самом деле, указанное в теореме свойство может быть
взято за определение 𝐾-квазиконформных отображений. Доказа-
тельство эквивалентности такого определения исходному см. в [4].

Следствие III.2. Любое 1-квазиконформное отображение
обязательно конформно.

III.3. Квазисимметричные гомеоморфизмы. Как было
отмечено в п. III.1, квазиконформные гомеоморфизмы областей
обязательно продолжаются до гомеоморфизмов их замыканий.
Спрашивается, когда верно обратное утверждение, т.е. когда за-
данный гомеоморфизм границ областей допускает продолжение
до квазиконформного гомеоморфизма самих областей?
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Разберем этот вопрос сначала в случае, когда обе области сов-
падают с верхней полуплоскостью 𝐻 = {𝑧 ∈ C : Im 𝑧 > 0}. Гра-
ничное значение квазиконформного гомеоморфизма 𝐻 → 𝐻 яв-
ляется гомеоморфизмом R → R, сохраняющим ориентацию. Ина-
че говоря, оно задает монотонно возрастающий гомеоморфизм
𝑓 : R → R с условием 𝑓(𝑥) →∞ при 𝑥→∞. Назовем максималь-
ной дилатацией гомеоморфизма 𝑓 величину

𝐾 = sup
{𝑥𝑖}

𝑀𝐻(𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2), 𝑓(𝑥3), 𝑓(𝑥4))
𝑀𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)

, (III.1)

где верхняя грань берется по всем четверкам точек 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 из
R, для которых последовательное движение 𝑥1 ↦→ 𝑥2 ↦→ 𝑥3 ↦→ 𝑥4

совпадает с положительным направлением на вещественной пря-
мой R.

Из приведенного выше геометрического определения 𝐾-ква-
зиконформных отображений (см. теорему III.4) следует, что мак-
симальная дилатация гомеоморфизма 𝑓 : R → R, являющего-
ся граничным значением 𝐾-квазиконформного гомеоморфизма
𝑤 : 𝐻 → 𝐻, совпадает с 𝐾. Выберем в формуле (III.1) точки

𝑥1 = 𝑥− 𝑡, 𝑥2 = 𝑥, 𝑥3 = 𝑥+ 𝑡, 𝑥4 = ∞, где 𝑡 > 0.

Для них величина 𝑀𝐻(𝑥 − 𝑡, 𝑥, 𝑥 + 𝑡,∞) = 1, а из конечности
максимальной дилатации будет следовать, что

1
𝐶(𝐾)

6
𝑓(𝑥+ 𝑡)− 𝑓(𝑥)
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥− 𝑡)

6 𝐶(𝐾).

Задача III.1. Докажите это утверждение.

Определение III.1. Монотонно возрастающий гомеомор-
физм 𝑓 : R → R называется 𝑘-квазисимметричным, если

1
𝑘

6
𝑓(𝑥+ 𝑡)− 𝑓(𝑥)
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥− 𝑡)

6 𝑘, 𝑥 ∈ R, (III.2)

для всех 𝑡 > 0.

Таким образом, граничное значение 𝐾-квазиконформного го-
меоморфизма 𝐻 → 𝐻 является 𝑘-квазисимметричным гомеомор-
физмом R → R.
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Справедливо и обратное утверждение.

Теорема III.5 (теорема Берлинга–Альфорса). Пусть 𝑓 : R →
R есть 𝑘-квазисимметричный гомеоморфизм. Тогда найдется
квазиконформный гомеоморфизм 𝑤 : 𝐻 → 𝐻 , граничное значение
которого совпадает с 𝑓 , а максимальная дилатация ограничена
числом 𝐾(𝑘), которое можно выбрать так, чтобы 𝐾(𝑘) → 1
при 𝑘 → 1.

Идея доказательства.2 Определим отображение 𝑤, задан-
ное на замыкании 𝐻, по формуле

𝑤(𝑥+ 𝑖𝑦) =
1
2

∫︁ 1

0

[𝑓(𝑥+ 𝑡𝑦) + 𝑓(𝑥− 𝑖𝑦)] 𝑑𝑡

+
𝑖

2

∫︁ 1

0

[𝑓(𝑥+ 𝑡𝑦)− 𝑓(𝑥− 𝑖𝑦)] 𝑑𝑡.

Очевидно, что на вещественной оси 𝑤(𝑥) = 𝑓(𝑥). Если ввести
обозначение

𝛼(𝑥, 𝑦) =
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥+ 𝑡𝑦) 𝑑𝑡 =
1
𝑦

∫︁ 𝑥+𝑦

𝑥

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡,

𝛽(𝑥, 𝑦) =
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥− 𝑡𝑦) 𝑑𝑡 =
1
𝑦

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡,

то формула для 𝑤 запишется в виде

𝑤(𝑥+ 𝑖𝑦) =
𝛼+ 𝛽

2
+ 𝑖

𝛼− 𝛽

2
.

Геометрический смысл функций 𝛼 и 𝛽 очевиден: функция 𝛼(𝑥, 𝑦)
сопоставляет точке 𝑥+ 𝑖𝑦 ∈ 𝐻 среднее значение функции 𝑓 на от-
резке [𝑥, 𝑥+𝑦], а функция 𝛽(𝑥, 𝑦) – среднее значение 𝑓 на отрезке
[𝑥− 𝑦, 𝑥].

Функции 𝛼 и 𝛽 непрерывно дифференцируемы по 𝑥 и 𝑦 и
определяемое ими отображение 𝑤 : 𝐻 → 𝐻 имеет положитель-
ный якобиан (вычисленный в книге [3]). Из этого факта и того,
что граничное значение 𝑤, совпадающее с 𝑓 , является монотон-
но возрастающим гомеоморфизмом R → R, следует, что 𝑤 задает
гомеоморфизм 𝐻 → 𝐻. Условие квазиконформности 𝑤 переписы-
вается в терминах неравенства, связывающего значения функции

2Полное доказательство см. в книге [3, гл. IV, п. B].
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𝑓 в точках 𝑥, 𝑥+ 𝑦 и 𝑥− 𝑦, выполнение которого обеспечивается
условием (III.2).

В случае единичного круга ∆ условие квазисимметричности
Берлинга–Альфорса (III.2) удобно формулировать в терминах пе-
рекрестного отношения.

Напомним, что перекрестным (или двойным) отношением
четырех попарно различных точек 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4 на комплексной
плоскости называется величина

𝐶𝑅(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) :=
𝑧4 − 𝑧1
𝑧4 − 𝑧2

:
𝑧3 − 𝑧1
𝑧3 − 𝑧2

.

Совпадение перекрестных отношений

𝐶𝑅(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) = 𝐶𝑅(𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4)

является необходимым и достаточным условием существования
конформного преобразования комплексной плоскости, переводя-
щего точки (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) в точки (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4).

Определение III.2. Гомеоморфизм 𝑓 единичной окружно-
сти 𝑆1 на себя, сохраняющий ориентацию, называется квазисим-
метричным, если при некотором 0 < 𝜖 < 1 он удовлетворяет
условию

1
2
(1− 𝜖) 6 𝐶𝑅(𝑓(𝑧1), 𝑓(𝑧2), 𝑓(𝑧3), 𝑓(𝑧4)) 6

1
2
(1 + 𝜖) (III.3)

для любой четверки попарно различных точек 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4 на 𝑆1

с перекрестным отношением 𝐶𝑅(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) = 1
2 .

Условие (III.3) является аналогом для единичного круга ∆
условия Берлинга–Альфорса (III.2). Это условие, как и в случае
верхней полуплоскости 𝐻, гарантирует квазиконформную про-
должаемость квазисимметричного гомеоморфизма 𝑓 : 𝑆1 → 𝑆1

внутрь ∆.

Теорема III.6. Если 𝑓 есть сохраняющий ориентацию го-
меоморфизм единичной окружности 𝑆1 на себя, удовлетворяю-
щий условию (III.3), то он допускает продолжение до квазикон-
формного гомеоморфизма 𝑤 : ∆ → ∆.

Задача III.2. Покажите, что любой диффеоморфизм окруж-
ности 𝑆1 на себя, сохраняющий ориентацию, является квазисим-
метричным, т.е. допускает продолжение до квазиконформного
диффеоморфизма единичного круга ∆.
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Краткое содержание лекции III.
Граничное поведение. Квазиконформные гомеоморфизмы𝒟 →

𝒟′ непрерывно продолжаются до гомеоморфизмов замыканий
𝒟 → 𝒟′.

Дано еще одно, геометрическое определение квазиконформ-
ных отображений: сохраняющий ориентацию гомеоморфизм 𝑤 :
𝒟 → 𝒟′ является 𝐾-квазиконформным ⇔ он имеет конечную
максимальную дилатацию

𝐾 := sup
{𝑄}

𝑀𝑄(𝑤(𝑧1), 𝑤(𝑧2), 𝑤(𝑧3), 𝑤(𝑧4))
𝑀𝑄(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4)

по всем конформным прямоугольникам 𝑄, содержащимся в 𝒟
вместе с замыканием: 𝑄 ⊂ 𝒟.

Квазисимметричные гомеоморфизмы верхней полуплоскости.
Монотонно возрастающий гомеморфизм 𝑓 : R → R называется
квазисимметричным, если для некоторого 𝑘 > 0 выполняется
условие Берлинга–Альфорса

1
𝑘

6
𝑓(𝑥+ 𝑡)− 𝑓(𝑥)
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥− 𝑡)

6 𝑘

для всех 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0.
Теорема Берлинга–Альфорса: монотонно возрастающий гоме-

морфизм 𝑓 : R → R является квазисимметричным ⇔ его можно
продолжить до квазиконформного гомеоморфизма 𝑤 : 𝐻 → 𝐻
верхней полуплоскости 𝐻.

В случае единичного круга условие квазисимметричности со-
храняющего ориентацию гомеоморфизма 𝑓 : 𝑆1 → 𝑆1 форму-
лируется в терминах перекрестных отношений: гомеоморфизм
𝑓 : 𝑆1 → 𝑆1 квазисимметричен, если для некоторого 𝜖, 0 < 𝜖 < 1,
выполняется условие

1
2
(1− 𝜖) 6 𝐶𝑅(𝑓(𝑧1), 𝑓(𝑧2), 𝑓(𝑧3), 𝑓(𝑧4)) 6

1
2
(1 + 𝜖)

для всех 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4 ∈ 𝑆1 с перекрестным отношением 𝐶𝑅(𝑧1, 𝑧2,
𝑧3, 𝑧4) = 1

2 .
Теорема Берлинга–Альфорса остается справедливой и в слу-

чае единичного круга ∆.
Если 𝑓 : 𝑆1 → 𝑆1 – сохраняющий ориентацию диффеомор-

физм, то он квазисимметричен, т.е. его можно продолжить до
диффеоморфизма замкнутого круга ∆.



Глава 2. Универсальное пространство
Тейхмюллера

В этой главе вводится универсальное пространство Тейхмюл-
лера 𝒯 и сообщаются основные сведения о его устройстве. Даны
три различных определения этого пространства. Первое опреде-
ление в терминах квазисимметричных гомеоморфизмов окруж-
ности приводится в п. IV.1, второе – в терминах квазикругов –
дано в п. IV.2 и третье – в терминах дифференциалов Бельтра-
ми – также в п. IV.2.

Основные сведения о метрических и топологических свойст-
вах универсального пространства Тейхмюллера собраны в п. V.1.

В п. V.3 строится вложение Берса универсального простран-
ства Тейхмюллера 𝒯 в пространство голоморфных квадратич-
ных дифференциалов в круге, которое позволяет ввести на 𝒯
естественную комплексную структуру. При этом существенно ис-
пользуются свойства производной Шварца, которые сообщаются
в п. V.2.

В п. V.5 рассматривается вопрос о существовании кэлеровой
метрики на пространстве 𝒯 и строится плотно заданная кэлерова
квазиметрика на 𝒯 .

В этом же параграфе вводятся квазисимметричные вектор-
ные поля на окружности, отвечающие функциям из пространства
Зигмунда.

Лекция IV. Определение универсального
пространства Тейхмюллера

IV.1. Определение в терминах квазисимметричных
гомеоморфизмов. Из теоремы композиции II.1 из п. II.1 вы-
текает, что квазиконформные гомеоморфизмы единичного круга
∆ образуют группу относительно операции композиции. Поэтому
квазисимметричные гомеоморфизмы единичной окружности 𝑆1

также образуют группу относительно этой операции. Мы обозна-
чаем ее через QS(𝑆1). С учетом задачи III.2 в конце III.3 группа
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QS(𝑆1) содержит группу Diff+(𝑆1) диффеоморфизмов 𝑆1, сохра-
няющих ориентацию. Тем самым, имеется цепочка вложений

Möb(𝑆1) ⊂ Diff+(𝑆1) ⊂ QS(𝑆1) ⊂ Homeo+(𝑆1).

В этой цепочке Homeo+(𝑆1) обозначает группу гомеоморфизмов
𝑆1, сохраняющих ориентацию, а Möb(𝑆1) есть группа дробно-
линейных автоморфизмов единичного круга ∆, суженных на 𝑆1.

Определение IV.1. Пространство

𝒯 = QS(𝑆1)/Möb(𝑆1)

называется универсальным пространством Тейхмюллера.

Пространство 𝒯 можно отождествить с подпространством
QS(𝑆1), состоящим из нормализованных квазисимметричных го-
меоморфизмов окружности, оставляющих три точки окружности
𝑆1 неподвижными. В качестве таких точек принято выбирать ±1
и −𝑖.

Универсальное пространство Тейхмюллера 𝒯 содержит в ка-
честве подпространства пространство

𝒮 = Diff+(𝑆1)/Möb(𝑆1),

которое можно отождествить с пространством нормализованных
квазисимметричных диффеоморфизмов окружности. Это про-
странство подробно рассматривается в главе 4.

IV.2. Определение в терминах дифференциалов Бель-
трами. Поскольку понятие квазиконформности допускает опре-
деление в терминах дифференциалов Бельтрами (см. I.3), удобно
иметь определение универсального пространства Тейхмюллера 𝒯
непосредственно в терминах этих дифференциалов.

Обозначим пространство дифференциалов Бельтрами в еди-
ничном круге ∆ через

𝐵(∆) ≡ 𝐵(−1,1)(∆).

Согласно п. I.3 его можно отождествить с единичным шаром
в комплексном банаховом пространстве 𝐿∞(∆).

Пусть 𝜇 ∈ 𝐵(∆) есть дифференциал Бельтрами в круге ∆.
Продолжим его до дифференциала Бельтрами ̂︀𝜇 во всей расши-
ренной комплексной плоскости C с помощью симметрии относи-
тельно окружности 𝑆1, полагая

̂︀𝜇(︂
1
𝑧

)︂
:= 𝜇(𝑧)

𝑧2

𝑧 2 при 𝑧 ∈ ∆.
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Применяя теорему существования квазиконформных отображе-
ний (теорема II.3 из п. II.1) к уравнению Бельтрами с продолжен-
ным дифференциалом Бельтрами ̂︀𝜇, найдем нормализованный
квазиконформный гомеоморфизм 𝑤𝜇 расширенной комплексной
плоскости C с комплексной дилатацией ̂︀𝜇. В силу теоремы един-
ственности (теорема II.2 из п. II.1) этот гомеоморфизм 𝑤𝜇 должен
быть симметричен относительно 𝑆1 и, следовательно, отображать
окружность 𝑆1 в себя. Таким образом, мы можем сопоставить ис-
ходному дифференциалу Бельтрами 𝜇 нормализованный квази-
симметричный гомеоморфизм окружности 𝑤𝜇:

𝐵(∆) ∋ 𝜇 ↦→ 𝑤𝜇|𝑆1 ∈ 𝒯 .

Это отображение взаимнооднозначно по модулю следующего от-
ношения эквивалентности дифференциалов Бельтрами

𝜇 ∼ 𝜈 ⇐⇒ 𝑤𝜇|𝑆1 ≡ 𝑤𝜈 |𝑆1 .

Следовательно, универсальное пространство Тейхмюллера 𝒯
можно отождествить с фактором

𝒯 = 𝐵(∆)/∼ .

Другой естественный способ продолжения заданного диф-
ференциала Бельтрами 𝜇 ∈ 𝐵(∆) на расширенную комплексную
плоскость C до дифференциала Бельтрами

̂︀
𝜇 состоит в том, что-

бы положить ̂︀
𝜇(𝑧) ≡ 0 при 𝑧 ∈ ∆− := C ∖∆.

Применяя теорему существования квазиконформных отображе-
ний к уравнению Бельтрами с продолженным дифференциа-
лом Бельтрами

̂︀
𝜇, получим квазиконформный гомеоморфизм 𝑤𝜇

расширенной комплексной плоскости C с комплексной дилата-
цией

̂︀
𝜇. Удобно нормализовать его условием фиксации точек

0, 1,∞. Построенный нормализованный квазиконформный гомео-
морфизм 𝑤𝜇 будет конформным на дополнении ∆− к замкнутому
единичному кругу ∆.

Назовем квазикругом образ единичного круга ∆ при квазикон-
формном отображении, а квазиокружностью образ единичной
окружности 𝑆1 при таком отображении. С учетом этого опреде-
ления мы только что построили отображение

𝐵(∆) ∋ 𝜇 ↦→ квазикруг ∆𝜇 := 𝑤𝜇(∆) в C.
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Это отображение взаимнооднозначно по модулю следующего от-
ношения эквивалентности дифференциалов Бельтрами:

𝜇 ≈ 𝜈 ⇐⇒ 𝑤𝜇|Δ− ≡ 𝑤𝜈 |Δ− .

Лемма IV.1. Введенные отношения эквивалентности диф-
ференциалов Бельтрами совпадают, т.е.

𝜇 ∼ 𝜈 ⇐⇒ 𝜇 ≈ 𝜈.

Доказательство. Допустим сначала, что 𝜇 ≈ 𝜈, т.е. 𝑤𝜇 ≡
𝑤𝜈 на ∆−. Рассмотрим отображения

𝑤𝜇 ∘ 𝑤−1
𝜇 : ∆ → ∆𝜇 и 𝑤𝜈 ∘ 𝑤−1

𝜈 : ∆ → ∆𝜈 .

Заметим, что ∆𝜇 = ∆𝜈 , поскольку 𝑤𝜇 = 𝑤𝜈 на 𝑆1. Оба введен-
ных отображения конформны. Например, 𝑤𝜇 ∘ 𝑤−1

𝜇 конформно
в круге ∆, поскольку 𝑤𝜇 и 𝑤𝜇 имеют в ∆ одну и ту же комплекс-
ную дилатацию 𝜇. Аналогичное рассуждение применимо к отоб-
ражению 𝑤𝜈∘𝑤−1

𝜈 . Кроме того, введенные отображения переводят
три заданные точки ±1,−𝑖 на 𝑆1 в три точки 𝑤𝜇(±1) = 𝑤𝜈(±1),
𝑤𝜇(−𝑖) = 𝑤𝜈(−𝑖) на 𝜕∆𝜇. Следовательно, эти отображения сов-
падают, т.е.

𝑤𝜇 ∘ 𝑤−1
𝜇 ≡ 𝑤𝜈 ∘ 𝑤−1

𝜈 на ∆

и, следовательно, на 𝑆1. Но 𝑤𝜇 = 𝑤𝜈 на 𝑆1, откуда следует, что
𝑤𝜇 = 𝑤𝜈 на 𝑆1, т.е. 𝜇 ∼ 𝜈.

Обратно, пусть 𝜇 ∼ 𝜈, т.е. 𝑤𝜇 = 𝑤𝜈 на 𝑆1. Рассмотрим отобра-
жение

𝑤 =

{︃
𝑤𝜇 ∘ (𝑤𝜈)−1 на 𝑤𝜈(∆−),
𝑤𝜇 ∘ 𝑤−1

𝜇 ∘ 𝑤𝜈 ∘ (𝑤𝜈)−1 на 𝑤𝜈(∆) = 𝑤𝜈(∆+).

Заметим, что граничные значения обоих отображений, задан-
ных соответственно на 𝑤𝜈(∆−) и 𝑤𝜈(∆+), согласованы на ква-
зиокружности 𝑤𝜈(𝑆1), поскольку 𝑤𝜇 = 𝑤𝜈 на 𝑆1. Введенный го-
меоморфизм 𝑤 является конформным на квазикруге 𝑤𝜈(∆−), по-
скольку 𝑤𝜇 и 𝑤𝜈 конформны на ∆−. Он также конформен на ква-
зикруге 𝑤𝜈(∆+), поскольку конформны отображения 𝑤𝜇 ∘ 𝑤−1

𝜇 и
𝑤𝜈 ∘ (𝑤𝜈)−1 (ввиду того, что комплексные дилатации 𝑤𝜇 и 𝑤𝜇,
а также 𝑤𝜈 и 𝑤𝜈 , совпадают в единичном круге ∆). Отсюда сле-
дует, что гомеоморфизм 𝑤 конформен во всей расширенной ком-
плексной плоскости C благодаря следующему утверждению, ко-
торое мы оставляем в качестве задачи.
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Задача IV.1. Пусть 𝑤 есть гомеоморфизм расширенной ком-
плексной плоскости C, который является 𝐾-квазиконформным
в дополнении к квазиокружности 𝑆. Тогда 𝑤 является 𝐾-квази-
конформным всюду в C.

Из сформулированной задачи вытекает, что введенный гомео-
морфизм 𝑤 конформен всюду в C, т.е. совпадает с дробно-линей-
ным преобразованием. Это преобразование ввиду нормализации
оставляет на месте точки 0, 1,∞, поэтому 𝑤 ≡ id. Отсюда следует,
что 𝑤𝜇 = 𝑤𝜈 на ∆−, т.е. 𝜇 ≈ 𝜈.

Благодаря доказанной лемме, мы получаем еще две интерпре-
тации универсального пространства Тейхмюллера:

𝒯 = {пространство нормализованных квазикругов в C}
= {пространство нормализованных квазиконформных

отображений C → C, конформных в круге ∆−}.
(IV.1)

Связь между двумя реализациями универсального простран-
ства Тейхмюллера в виде пространства нормализованных ква-
зисимметричных гомеоморфизмов окружности 𝑆1 и простран-
ства нормализованных квазикругов в C может быть установлена
и непосредственным образом.

Для этого воспользуемся следующей задачей факторизации,
представляющей самостоятельный интерес.

Задача факторизации. Пусть 𝑓 – сохраняющий ориента-
цию гомеоморфизм окружности 𝑆1 на себя. Требуется найти кон-
формные отображения 𝑤+ и 𝑤−, заданные соответственно в круге
∆+ и его внешности ∆−, такие что

𝑓 = 𝑤−1
+ ∘ 𝑤− на 𝑆1 (IV.2)

Пара отображений (𝑤+, 𝑤−) называется нормализованной, если
отображения 𝑤± оставляют на месте точки ±1,−𝑖.

Лемма IV.2 (лемма о факторизации). Пусть 𝑓 есть норма-
лизованный квазисимметричный гомеоморфизм окружности 𝑆1

на себя. Тогда задача факторизации (IV.2) допускает единствен-
ное нормализованное решение.
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Доказательство. Для данного гомеоморфизма 𝑓 по тео-
реме Берлинга–Альфорса найдется нормализованный квазикон-
формный гомеоморфизм 𝑤 : ∆+ → ∆+ такой, что 𝑤|𝑆1 = 𝑓 . Обо-
значим через 𝜇 его комплексную дилатацию. Продолжим 𝜇 на C
нулем вне ∆+ до дифференциала Бельтрами

̂︀
𝜇 и обозначим через

�̃�𝜇 квазиконформный гомеоморфизм C, комплексная дилатация
которого совпадает с

̂︀
𝜇, оставляющий на месте точки ±1,−𝑖 ∈ 𝑆1.

Тогда отображения

𝑤+ := ̃︀𝑤𝜇|Δ+ ∘ 𝑤−1
𝜇 : ∆+ → квазикруг ̃︀∆𝜇 (IV.3)

𝑤− := ̃︀𝑤𝜇|Δ− : ∆− → квазикруг ̃︀∆𝜇
− (IV.4)

конформны соответственно в ∆+ и ∆− (конформность 𝑤+ вы-
текает из того, что гомеоморфизмы ̃︀𝑤𝜇 и 𝑤𝜇 имеют одну и ту
же комплексную дилатацию 𝜇 в круге ∆+). Поэтому они задают
нормализованное решение задачи факторизации (IV.2).

Если (𝑣+, 𝑣−) – другое нормализованное решение этой задачи,
то на 𝑆1 будут выполнены равенства

𝑣− = 𝑣+ ∘ 𝑓 = 𝑣+ ∘ 𝑤𝜇 = 𝑣+ ∘ (𝑤−1
+ ∘ 𝑤−).

Рассмотрим отображение

𝑣 =

{︃
𝑣+ ∘ 𝑤𝜇 на ∆+ ∪ 𝑆1,

𝑣− на ∆−.

Оно задает гомеоморфизм C, который квазиконформен всюду
вне 𝑆1. Ввиду задачи IV.1 из п. IV.2 гомеоморфизм 𝑣 квазикон-
формен всюду в C. Так как гомеоморфизм 𝑣+ конформен в круге
∆+, то 𝑣 имеет ту же комплексную дилатацию 𝜇, что и ̃︀𝑤𝜇, и
оставляет на месте точки ±1,−𝑖. Следовательно, 𝑣 = ̃︀𝑤𝜇, откуда

𝑣+ = ̃︀𝑤𝜇 ∘ 𝑤−1
𝜇 = 𝑤+, 𝑣− = ̃︀𝑤𝜇 = 𝑤−.

Вернемся к интересующему нас соответствию

{нормализованные квазисимметричные гомеоморфизмы 𝑆1}
↔ {нормализованные квазикруги в 𝒞}. (IV.5)

Если 𝑓 – нормализованный квазисимметричный гомеоморфизм
𝑆1 → 𝑆1, то он допускает единственную нормализованную фак-
торизацию вида

𝑓 = 𝑤−1
+ ∘ 𝑤−,
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где 𝑤+ = ̃︀𝑤𝜇|Δ ∘ 𝑤−1
𝜇 , 𝑤− = ̃︀𝑤𝜇|Δ− . Сопоставим ему нормализо-

ванный квазикруг ∆𝜇 = 𝑤𝜇(∆).
Обратно, если ∆𝜇 есть нормализованный квазикруг, отвечаю-

щий квазиконформному отображению 𝑤𝜇 с комплексной дилата-
цией 𝜇, то мы рассмотрим отображения

𝑤+ = ̃︀𝑤𝜇 ∘ 𝑤−1
𝜇 на ∆+ и 𝑤− = ̃︀𝑤𝜇 на ∆−.

Эти отображения конформны и оставляют на месте точки ±1,−𝑖
на 𝑆1. Сопоставим им квазисимметричный гомеоморфизм окруж-
ности 𝑆1 на себя, задаваемый формулой

𝑓 = 𝑤−1
+ ∘ 𝑤− на 𝑆1.

Это и есть искомый нормализованный квазисимметричный го-
меоморфизм 𝑆1 → 𝑆1.

Краткое содержание лекции IV.
Первое определение универсального пространства Тейхмюл-

лера:
𝒯 = QS(𝑆1)/Möb(𝑆1).

Второе определение универсального пространства Тейхмюл-
лера. Заданный дифференциал Бельтрами 𝜇 ∈ 𝐵(∆) можно про-
должить на расширенную комплексную плоскость C либо по сим-
метрии относительно окружности 𝑆1, либо нулем вне круга ∆.
Решая уравнение Бельтрами для продолженных дифференциа-
лов Бельтрами, получаем два нормализованных квазиконформ-
ных гомеоморфизма на C. Первому продолжению отвечает квази-
конформный гомеоморфизм 𝑤𝜇, сохраняющий круг ∆, второму –
квазиконформный гомеоморфизм 𝑤𝜇, конформный в дополнении
к кругу ∆. Пользуясь последним гомеоморфизмом 𝑤𝜇, универ-
сальное пространство Тейхмюллера можно определить как про-
странство квазикругов ∆𝜇 = 𝑤𝜇(∆) в C или как пространство
нормализованных квазиконформных отображений C, конформ-
ных в дополнении к кругу ∆.

Третье определение универсального пространства Тейхмюл-
лера:

𝒯 = 𝐵(∆)/∼ ,

т.е. 𝒯 есть фактор пространства дифференциалов Бельтрами
в круге ∆ по модулю следующего отношения эквивалентности:
𝜇 ∼ 𝜈 ⇔ 𝑤𝜇 = 𝑤𝜈 на 𝑆1 ⇔ 𝑤𝜇 = 𝑤𝜈 в дополнении к ∆.
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Лекция V. Свойства универсального
пространства Тейхмюллера

V.1. Метрические и топологические свойства 𝒯 . Вве-
дем расстояние Тейхмюллера между точками пространства 𝒯 .
Если 𝑓 и 𝑔 – два нормализованных квазисимметричных гомео-
морфизма 𝑆1 → 𝑆1, то расстояние между ними задается величи-
ной

dist(𝑓, 𝑔) =
1
2

log𝐾[𝑔 ∘ 𝑓−1],

равной максимальной дилатации квазисимметричного гомеомор-
физма 𝑔 ∘ 𝑓−1.

В терминах комплексных дилатаций оно равно

dist([𝜇], [𝜈]) =
1
2

min log
1 +

⃦⃦⃦⃦
𝜇− 𝜈

1− 𝜇𝜈

⃦⃦⃦⃦
∞

1−
⃦⃦⃦⃦
𝜇− 𝜈

1− 𝜇𝜈

⃦⃦⃦⃦
∞

,

где минимум берется по всем 𝜇 ∈ [𝜇], 𝜈 ∈ [𝜈], а [𝜇] обозначает
класс дифференциалов Бельтрами, содержащий 𝜇, в факторе 𝒯 =
𝐵(∆)/∼.

Выражение в правой части последнего определения напомина-
ет формулу для гиперболического расстояния в круге ∆. Именно,
если определить расстояние между функциями 𝜇 и 𝜈 формулой

‖𝜇− 𝜈‖Δ := ess sup
𝑧∈Δ

𝜌(𝜇(𝑧), 𝜈(𝑧)),

где 𝜌 – метрика Пуанкаре в круге ∆, то

dist([𝜇], [𝜈]) = min ‖𝜇− 𝜈‖Δ,

где минимум берется по всем 𝜇 ∈ [𝜇], 𝜈 ∈ [𝜈].
Приведем основные топологические свойства пространства 𝒯 ,

доказательство которых можно найти в книге [2, гл. III, п. 2].

Утверждение V.1. Пространство 𝒯 линейно связно.

Утверждение V.2. Пространство 𝒯 полно, т.е. любая по-
следовательность Коши в 𝒯 сходится.

Утверждение V.3. Пространство 𝒯 стягиваемо.
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Утверждение V.4. Пространство 𝒯 не является тополо-
гической группой. Иными словами, операция композиции норма-
лизованных квазисимметричных гомеоморфизмов 𝑆1 → 𝑆1 не
является непрерывной в метрике Тейхмюллера.

V.2. Производная Шварца. Прежде, чем переходить к опи-
санию комплексной структуры пространства 𝒯 , напомним основ-
ные свойства производной Шварца.

Производной Шварца конформного отображения 𝑓 называет-
ся величина

𝑆[𝑓 ] =
(︂
𝑓 ′′

𝑓 ′

)︂′
− 1

2

(︂
𝑓 ′′

𝑓 ′

)︂2

= (log 𝑓 ′)′ − 1
2
(log 𝑓 ′)2 =

𝑓 ′′′

𝑓 ′
− 3

2

(︂
𝑓 ′′

𝑓 ′

)︂2

.

Перечислим основные свойства производной Шварца, которые
нам понадобятся впоследствии (проверку этих свойств оставляем
читателю).

Свойство V.1. Если 𝑓 – дробно-линейное отображение, то

𝑆[𝑓 ] = 0.

Свойство V.2. Если функция 𝑓 не имеет нулей в области
определения, то

𝑆[𝑓 ] = 𝑆

[︂
1
𝑓

]︂
.

Это свойство можно использовать для определения производ-
ной Шварца локально инъективных мероморфных отображений.

Свойство V.3. Формула композиции:

𝑆[𝑓 ∘ 𝑔] = (𝑆[𝑓 ] ∘ 𝑔)𝑔′2 + 𝑆[𝑔].

В частности, если 𝑔 – преобразование Мебиуса, то

𝑆[𝑓 ∘ 𝑔] = (𝑆[𝑓 ] ∘ 𝑔)𝑔′2.

Если же 𝑓 есть преобразование Мебиуса, то

𝑆[𝑓 ∘ 𝑔] = 𝑆[𝑔],

т.е. 𝑆[𝑓 ] инвариантно относительно действия преобразований Ме-
биуса слева:

𝑆[𝑓 ] = 𝑆

[︂
𝑎𝑓 + 𝑏

𝑐𝑓 + 𝑑

]︂
для

𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
∈ Möb(C).
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Формулу композиции можно использовать для определения
значения 𝑆[𝑓 ] в точке ∞ ∈ C. Именно, согласно этой формуле,
указанное значение должно быть равно

𝑆[𝑓 ](∞) = lim
𝑧→0

𝑧4𝑆[𝜙](𝑧),

где 𝜙(𝑧) := 𝑓
(︀

1
𝑧

)︀
.

Следующее свойство оправдывает применение термина “про-
изводная” по отношению к 𝑆[𝑓 ].

Свойство V.4. Для любого 𝑧0 найдется единственное преоб-
разование Мебиуса ℎ, для которого существует предел

lim
𝑧→𝑧0

(ℎ ∘ 𝑓)(𝑧)− 𝑧

(𝑧 − 𝑧0)3
=

1
6
𝑆[𝑓 ](𝑧0).

Свойство V.5. Пусть 𝜙 есть голоморфная функция в одно-
связной области 𝒟. Тогда в 𝒟 найдется мероморфная функция 𝑓 ,
для которой

𝑆[𝑓 ] = 𝜙.

Эта функция 𝑓 определяется единственным образом по 𝜙 с точ-
ностью до преобразований Мебиуса (см. [2, гл. II, п. 1.2.]).

Если область 𝒟 конформно эквивалентна кругу ∆, то можно
определить норму 𝑆[𝑓 ], пользуясь метрикой Пуанкаре 𝜌 в кру-
ге ∆. Именно,

‖𝑆[𝑓 ]‖𝒟 := sup
𝑧∈𝒟

|𝑆[𝑓 ](𝑧)|
𝜌(𝑧)2

.

Норма производной Шварца ‖𝑆[𝑓 ]‖𝒟 измеряет расстояние от за-
данного конформного отображения до множества дробно-линей-
ных отображений.

Свойство V.6. Если 𝑓 – конформное отображение, заданное
в единичном круге ∆, то справедлива точная оценка

‖𝑆[𝑓 ]‖Δ 6 6.

Доказательство этого свойства, которое можно найти в книге
[2, гл. II, п. 1.6], основано на следующей известной теореме пло-
щадей.
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Теорема V.1 (теорема площадей). Пусть 𝑓 – однолистная
мероморфная функция во внешности ∆− единичного круга ∆, ко-
торая имеет следующее разложение в степенной ряд в окрест-
ности бесконечности

𝑓(𝑧) = 𝑧 +
∞∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛
𝑧𝑛
.

Тогда
∞∑︁
𝑛=1

𝑛|𝑏𝑛|2 6 1,

причем это неравенство точное.

Доказательство этой теоремы также приводится в книге [2],
однако попробуйте сначала доказать ее самостоятельно.

Из теоремы площадей вытекает, в частности, что |𝑏1| 6 1. Ра-
венство в этой оценке достигается только на функции

𝑓(𝑧) = 𝑧 +
𝑒𝑖𝜃

𝑧
.

V.3. Вложение Берса. Построим вложение универсально-
го пространства Тейхмюллера 𝒯 в пространство голоморфных
квадратичных дифференциалов в круге.

Пусть точке [𝜇] ∈ 𝒯 отвечает нормализованный квазикон-
формный гомеоморфизм 𝑤𝜇. Тогда 𝑤𝜇 конформен во внешности
∆− единичного круга ∆ и потому мы можем рассмотреть его про-
изводную Шварца

𝑆[𝑤𝜇|Δ− ].

Полученная функция на ∆− не зависит от выбора 𝜇 ∈ [𝜇], по-
скольку по лемме IV.1 конформное отображение 𝑤𝜇|Δ− не за-
висит от этого выбора. Далее, указанная функция голоморфна
по 𝑧 ∈ ∆− и при конформных заменах координат преобразуется
как квадратичный дифференциал ввиду свойства V.3 производ-
ной Шварца.

Отображение
[𝜇] ↦→ 𝑆[𝑤𝜇|Δ− ]

является вложением, поскольку из равенства

𝑆[𝑤𝜇|Δ− ] = 𝑆[𝑤𝜈 |Δ− ]
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следует, ввиду свойства V.5 производной Шварца, что

𝑤𝜇|Δ− = 𝑤𝜈 |Δ− ,

т.е. 𝜇 ∼ 𝜈.
Итак, мы построили вложение

Ψ: 𝒯 → 𝐵2(∆−)

универсального пространства Тейхмюллера 𝒯 в пространство
𝐵2(∆−) ≡ 𝐵(2,0)(∆−) голоморфных квадратичных дифференциа-
лов в круге ∆−. Это отображение называется вложением Берса.
Заметим, что 𝐵2(∆−) есть комплексное банахово пространство,
наделенное естественной гиперболической нормой:

𝐵2(∆−) =
{︁
𝜓 = 𝜓(𝑧) 𝑑𝑧2 : ‖𝜓‖𝐵2 := sup

𝑧∈Δ−

(1− |𝑧|2)2|𝜓(𝑧)| <∞
}︁
.

Можно показать (см. [2, гл. III, п. 4.3]), что вложение Ψ яв-
ляется гомеоморфизмом пространства 𝒯 на его образ в 𝐵2(∆−).
Описание образа Ψ(𝒯 ) в 𝐵2(∆−) является трудной проблемой,
однако справедлива следующая

Теорема V.2. Образ Ψ(𝒯 ) в 𝐵2(∆−) является связным от-
крытым стягиваемым подмножеством в 𝐵2(∆−), которое со-
держит открытый шар 𝐵(0, 2) радиуса 2 с центром в начале и
содержится в замкнутом шаре 𝐵(0, 6).

Доказательства фактов, приведенных в этой теореме, можно
найти в книге [2, гл. III, п. 3,4.].

V.4. Комплексная структура пространства 𝒯 . Введем
комплексную структуру на пространстве 𝒯 , индуцированную
комплексной структурой на комплексном банаховом простран-
стве 𝐵2(∆−) посредством вложения Берса.

По-другому, комплексную структуру на 𝒯 можно было бы вве-
сти как структуру, индуцированную естественной проекцией

𝐵(∆) −→ 𝒯 = 𝐵(∆)/∼ .

Оказывается, оба способа дают один и тот же результат, точнее,
имеет место следующая теорема.
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Теорема V.3. Композиция естественной проекции 𝐵(∆) →
𝒯 с вложением Берса, задающая отображение

𝐹 : 𝐵(∆) → 𝐵2(∆−),

является голоморфным отображением комплексных банаховых
пространств.

Этот результат доказан в книге [5, п. 3.4].
Дадим явное описание касательного отображения 𝑑𝐹 в нача-

ле, т.е. в точке 𝜇 ≡ 0. Эта точка при отображении 𝐹 переходит
в класс id = [Möb(𝑆1)] в представлении

𝒯 = QS(𝑆1)/Möb(𝑆1).

(Формула для дифференциала 𝑑𝜇𝐹 в произвольной точке 𝜇 ∈
𝐿∞(∆) приводится в книге [5, п. 3.4.2.])

Пусть 𝜇 ∈ 𝐿∞(∆) есть произвольный касательный вектор из
пространства 𝑇0𝐵(∆). Тогда при достаточно малом 𝑡 функция
𝑡𝜇 ∈ 𝐵(∆) и потому определяет отвечающий ей нормализованный
квазиконформный гомеоморфизм 𝑤𝑡𝜇, для которого справедливо
представление

𝑤𝑡𝜇(𝑧) = 𝑧 + 𝑡𝑤1(𝑧) + 𝑜(𝑡) (V.1)

при 𝑡→ 0, где 𝑜(𝑡) ≡ 𝑡𝜀(𝑧, 𝑡) и 𝜀(𝑧, 𝑡) → 0 равномерно по 𝑧, принад-
лежащим компактным подмножествам в C. (Этот факт вытекает
из теоремы о равномерной зависимости решения 𝑤𝜇 уравнения
Бельтрами от параметра и доказан в книге [3, гл. V, п. С].)

Коэффициент
𝑤1(𝑧) ≡ �̇�[𝜇](𝑧) (V.2)

представляет собой первую вариацию квазиконформного гомео-
морфизма 𝑤𝜇 относительно 𝜇.

Подставим 𝑤𝑡𝜇 в уравнение Бельтрами и продифференцируем
полученное соотношение по 𝑡 при 𝑡 = 0. В результате получим
соотношение

𝜕𝑤𝑡𝜇 = 𝑡𝜇𝜕𝑤𝑡𝜇,

из которого следует, что

𝜕

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

(𝜕𝑤𝑡𝜇) = 𝜇(𝜕𝑤𝑡𝜇)|𝑡=0. (V.3)



42 Глава 2

При выводе последнего соотношения нужно воспользоваться тем
фактом, что оператор 𝜕/𝜕𝑡 коммутирует с операторами 𝜕 и 𝜕,
который доказан в книге [3, гл. V, п. С]).

Из представления (V.1) вытекает, что

𝜕𝑤𝑡𝜇|𝑡=0 = 1,
𝜕

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

𝑤𝑡𝜇 = 𝑤1(𝑧),

поэтому из соотношения (V.3) получаем 𝜕-уравнение на функцию
𝑤1(𝑧):

𝜕𝑤1 = 𝜇, (V.4)

которое выполняется для почти всех 𝑧 ∈ C. Если носитель 𝜇 ком-
пактен, то решение этого уравнения задается интегралом Коши–
Грина

− 1
𝜋

∫︁
C

𝜇(𝜁
𝜁 − 𝑧

𝑑𝜉 𝑑𝜂, 𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂,

плюс произвольная целая функция. В книге [3, гл. V, п. С], пока-
зано, что эта целая функция может быть только линейной вида
𝐴+𝐵𝑧. Постоянные 𝐴 и 𝐵 нетрудно найти из условий нормали-
зации

𝑤𝑡𝜇(0, 𝑡) ≡ 0, 𝑤𝑡𝜇(1, 𝑡) ≡ 1,

откуда 𝑤1(0) = 𝑤1(1) = 0. Из последних соотношений следует,
что

𝐴 =
1
𝜋

∫︁
C

𝜇(𝜁)
𝜁

𝑑𝜉 𝑑𝜂, 𝐵 =
1
𝜋

∫︁
C
𝜇(𝜁)

[︂
1

𝜁 − 1
− 1
𝜁

]︂
𝑑𝜉 𝑑𝜂,

так что

𝐴+𝐵𝑧 =
1− 𝑧

𝜋

∫︁
C

𝜇(𝜁)
𝜁

𝑑𝜉 𝑑𝜂 +
𝑧

𝜋

∫︁
C

𝜇(𝜁)
𝜁 − 1

𝑑𝜉 𝑑𝜂.

Следовательно, искомое решение уравнения (V.4) будет задавать-
ся формулой

𝑤1(𝑧) = − 1
𝜋

∫︁
C
𝜇(𝜁)

[︂
1

𝜁 − 𝑧
+
𝑧 − 1
𝜁

− 𝑧

𝜁 − 1

]︂
𝑑𝜉 𝑑𝜂

= −𝑧(𝑧 − 1)
𝜋

∫︁
C

𝜇(𝜁) 𝑑𝜉 𝑑𝜂
𝜁(𝜁 − 1)(𝜁 − 𝑧)

. (V.5)
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Эта формула получена в предположении, что 𝜇 имеет компакт-
ный носитель в C. Последнее ограничение можно снять с помо-
щью рассуждения из [3, гл. V, п. С].

Воспользуемся формулой (V.5) для доказательства следую-
щей теоремы.

Теорема V.4. Дифференциал отображения

𝐹 : 𝐵(∆) → 𝐵2(∆−)

в точке 𝜇 ≡ 0 является ограниченным линейным оператором
𝑑0𝐹 : 𝐿∞(∆) → 𝐵2(∆−), задаваемым формулой

𝑑0𝐹 [𝜇](𝑧) = − 6
𝜋

∫︁
Δ

𝜇(𝜁)
(𝜁 − 𝑧)4

𝑑𝜉 𝑑𝜂, 𝑧 ∈ ∆−, 𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂 ∈ ∆.

Операторная норма 𝑑0𝐹 оценивается абсолютной константой
(6 96).

Идея доказательства.3 Фиксируем точку 𝑧0 ∈ ∆−. Можно
показать, что функция 𝑤𝑡𝜇(𝑧) является голоморфной как по 𝑧,
так и по 𝑡 (и, следовательно, по их совокупности) при достаточно
малых |𝑡| и |𝑧 − 𝑧0| (см. [5, п. 3.4.3]). Поэтому функция

𝜙(𝑡, 𝑧) := 𝑆[𝑤𝑡𝜇](𝑧),

являющаяся образом функции 𝑡𝜇 при отображении Берса, голо-
морфна в области

{|𝑡| < 𝜖} × {|𝑧 − 𝑧0| < 𝛿} ⊂ C2

при достаточно малых 𝜖 и 𝛿. Вычислим производную этой функ-
ции по 𝑡 при 𝑡 = 0. Для сокращения формул будем обозначать
производную по 𝑡 “точкой”, а производную по 𝑧 “штрихом”. Тогда

�̇� =
[︂
𝑤′′′

𝑤′
− 3

2
𝑤′′2

𝑤′2

]︂·
=
𝑤′3�̇�′′′ − �̇�′𝑤′2𝑤′′′ − 3�̇�′′𝑤′2𝑤′′ + 6�̇�′𝑤′𝑤′′

𝑤′4
.

При 𝑡 = 0 имеем 𝑤(𝑧) ≡ 𝑧, откуда следует, что 𝑤′ ≡ 1, 𝑤′′ =
𝑤′′′ ≡ 0. Поэтому

𝜕𝜙

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

=
𝑤′3�̇�′′′

𝑤′4
= �̇�′′′.

3Полное доказательство см. в книге [5, п. 3.4.5].
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Теперь воспользуемся формулой (V.5) для функции 𝑤1(𝑧) =
�̇�[𝜇](𝑧):

�̇�(𝑧) = −𝑧(𝑧 − 1)
𝜋

∫︁
Δ

𝜇(𝜁) 𝑑𝜉 𝑑𝜂
𝜁(𝜁 − 1)(𝜁 − 𝑧)

, 𝑧 ∈ C,

(напомним, что при построении нормализованного решения 𝑤𝑡𝜇

мы продолжаем 𝜇 нулем вне ∆). Поскольку интеграл в последней
формуле равномерно ограничен по 𝑧 на компактных подмноже-
ствах из ∆−, мы можем продифференцировать по 𝑧 под знаком
интеграла. В итоге получим

�̇�′′′(𝑧) = − 6
𝜋

∫︁
Δ

𝜇(𝜁)
(𝜁 − 𝑧)4

𝑑𝜉 𝑑𝜂, 𝑧 ∈ ∆−.

Оценка нормы оператора 𝑑0𝐹 вытекает из оценки интеграла∫︁
Δ

|𝑑𝜉 𝑑𝜂|
|𝜁 − 𝑧|4

6
𝜋

dist(𝑧, 𝑆1)2
при 𝑧 ∈ ∆−.

Опишем теперь ядро дифференциала 𝑑0𝐹 . Для этого введем
подпространство 𝐴2(∆) ⊂ 𝐵2(∆), состоящее из суммируемых
(т.е. 𝐿1-интегрируемых)голоморфных квадратичных дифференци-
алов в круге ∆:

𝐴2(∆) =
{︂
𝜓 = 𝜓(𝑧) 𝑑𝑧2 ∈ 𝐵2(∆) :

∫︁
Δ

|𝜓(𝑧)||𝑑𝑥 𝑑𝑦| <∞
}︂
.

Между этим пространством и пространством 𝐵(∆) дифференци-
алов Бельтрами имеется естественное спаривание

⟨𝜇, 𝜓⟩ =
∫︁

Δ

𝜇𝜓.

Это обычное спаривание между (−1, 1)- и (2, 0)-дифференциала-
ми, при котором интеграл в правой части берется от интегриру-
емой (1, 1)-формы.

В терминах этого спаривания ядро 𝑑0𝐹 описывается следую-
щим образом.

Лемма V.1 (лемма Тейхмюллера). Ядро дифференциала 𝑑0𝐹
совпадает с подпространством

𝑁 := 𝐴2(∆)⊥ = {𝜇 ∈ 𝐿∞(∆) : ⟨𝜇, 𝜓⟩ = 0 для всех 𝜓 ∈ 𝐴2(∆)}.
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Доказательство. Мы хотим описать множество всех 𝜇 ∈
𝐿∞(∆) таких, что

𝜙(𝑧) :=
∫︁

Δ

𝜇(𝜁)
(𝜁 − 𝑧)4

𝑑𝜉 𝑑𝜂 = 0 для всех 𝑧 ∈ ∆−.

Разложим подынтегральную функцию 1/(𝜁 − 𝑧)4 в ряд Тейлора
по степеням 1/𝑧 в окрестности точки 𝑧 = ∞ и почленно проинте-
грируем его по 𝜁. Получим:

𝜙(𝑧) =
𝑐3
𝑧4

+
𝑐4
𝑧5

+ · · · ,

где коэффициенты 𝑐𝑛 вычисляются по формуле

𝑐𝑛 = 𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2)
∫︁

Δ

𝜁𝑛−3𝜇(𝜁) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 при 𝑛 = 3, 4, . . . .

Из условия 𝜙(𝑧) ≡ 0 при 𝑧 ∈ ∆− следует, что∫︁
Δ

𝜁𝑘𝜇(𝜁) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 = 0 при 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

т.е. функция 𝜇(𝜁) ортогональна всем степеням 𝜁𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , и
потому всем голоморфным полиномам. Поскольку эти полиномы,
очевидно, плотны в 𝐴2(∆), то ⟨𝜇, 𝜓⟩ = 0 для всех 𝜓 ∈ 𝐴2(∆).

V.5. Кэлерова структура пространства 𝒯 . Результаты,
полученные в предыдущем пункте, подсказывают, каким образом
можно попытаться ввести кэлерову метрику на пространстве 𝒯 .

Воспользуемся для этого отображением Альфорса(см. [3,
гл. IV, п. D]):

Φ: 𝐿∞(∆) → 𝐵2(∆),

сопоставляющим функции 𝜇 ∈ 𝐿∞(∆) интеграл

Φ[𝜇](𝑧) ≡ 𝜙(𝑧) =
∫︁

Δ

𝜇(𝜁)
(1− 𝑧𝜁 )4

𝑑𝜉 𝑑𝜂. (V.6)

Образом функции 𝜇 при этом отображении является голоморф-
ный квадратичный дифференциал 𝜙 = 𝜙(𝑧)𝑑𝑧2 в круге ∆. Ядро
отображения Φ совпадает с 𝑁 = 𝐴2(∆)⊥.

Мы хотели бы определить, пользуясь формулой (V.6), эрми-
тову метрику на пространстве 𝒯 . Попробуем сначала определить
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ее в нуле, чтобы затем разнести в другие точки 𝒯 с помощью дей-
ствия группы QS(𝑆1) на 𝒯 левыми сдвигами. Эрмитову метрику
на касательном пространстве 𝑇0𝒯 естественно определять, пола-
гая ее равной на касательных векторах [𝜇], [𝜈] ∈ 𝑇0𝒯 = 𝐿∞(∆)/𝑁
двойному интегралу

(𝜇, 𝜈) ≡ ⟨𝜇,Φ[𝜈]⟩ =
∫︁

Δ

∫︁
Δ

𝜇(𝑧)𝜈(𝜁)
(1− 𝑧𝜁)4

𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑥 𝑑𝑦. (V.7)

Однако, введенная таким образом эрмитова метрика на 𝑇0𝒯 ока-
зывается корректно определенной только на плотном подмноже-
стве в 𝑇0𝒯 . Причина в том, что для общего 𝜈 ∈ 𝐿∞(∆) его об-
раз Φ[𝜈] в 𝐵2(∆) может оказаться не интегрируемым, т.е. не при-
надлежащим 𝐴2(∆), и в этом случае интеграл в формуле (V.7)
разойдется. На самом деле, формула (V.7) корректно определена
только для достаточно гладких касательных векторов [𝜇], [𝜈] из
𝑇0𝒯 . Сформулируем это утверждение более точно.

Пусть [𝜇] ∈ 𝐿∞(∆) есть касательный вектор из 𝑇0𝒯 . Рассмот-
рим отображение

𝑑𝛽 : 𝑇0(𝐵(∆/∼) → 𝑇id(QS(𝑆1)/Möb(𝑆1)), (V.8)

касательное к изоморфизму

𝛽 : 𝐵(∆/∼) → QS(𝑆1)/Möb(𝑆1).

При этом отображении касательный вектор [𝜇] переходит в неко-
торое векторное поле на 𝑆1 вида

𝑣(𝜃)
𝑑

𝑑𝜃
= �̇�[𝜇](𝑧)

𝑑

𝑑𝑧
, 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃,

где �̇�[𝜇] – первая вариация квазиконформного гомеоморфизма
𝑤𝜇 по 𝜇 из формулы (V.2). Будем называть векторные поля на
𝑆1, являющиеся образами элементов [𝜇] ∈ 𝑇0𝒯 при отображении
𝑑𝛽, квазисимметричными. Ниже в главе 3 будет показано, что
интеграл в формуле (V.7) сходится, если векторам 𝜇, 𝜈 отвеча-
ют векторные поля �̇�[𝜇], �̇�[𝜈] на 𝑆1 с гладкостью класса 𝐶3/2+𝜖

с любым 𝜖 > 0.

Замечание V.1. В следующей главе будет показано, что
формула (V.7) все-таки задает корректно определенную кэлерову
метрику, если сузить ее на классические пространства Тейхмюл-
лера 𝑇 (𝐺) или на пространство нормализованных диффеомор-
физмов 𝑆.
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Вернемся к соответствию (V.8), рассмотренному выше, и да-
дим внутреннее описание квазисимметричных векторных полей
на 𝑆1, являющихся образами векторов [𝜇] ∈ 𝑇0(𝐵(∆)/∼) при
отображении (V.8). Поскольку в этом описании существенную
роль играет условие Берлинга–Альфорса, удобно начать со слу-
чая верхней полуплоскости 𝐻.

Введем пространство Зигмунда Λ(R), состоящее из непре-
рывных функций 𝑓 : R → R, удовлетворяющих условиям

𝑓(0) = 𝑓(1) = 0,
𝑓(𝑥)
𝑥2 + 1

→ 0 при 𝑥→∞,

для которых существует константа 𝐶 > 0 такая, что

|𝑓(𝑥+ 𝑡) + 𝑓(𝑥− 𝑡)− 2𝑓(𝑥)| 6 𝐶|𝑡| при всех 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0.

Пространство Λ(R) является (не сепарабельным) банаховым про-
странством с нормой

‖𝑓‖Λ := sup
𝑥,𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥+ 𝑡) + 𝑓(𝑥− 𝑡)− 2𝑓(𝑥)

𝑡

⃒⃒⃒⃒
.

В работе [6] показано, что квазисимметричные векторные поля
на R отвечают в точности функциям из пространства Зигмунда
Λ(R).

Отсюда нетрудно получить аналог пространства Λ(R) для
окружности 𝑆1, пользуясь преобразованием Кэли. Именно, квази-
симметричные векторные поля на окружности имеют вид 𝑣(𝑒𝑖𝜃) 𝑑𝑑𝜃 ,
где функция 𝑣 : 𝑆1 → R непрерывна, обращается в нуль в точках
±1,−𝑖, и ее образ при дробно-линейном изоморфизме ∆ → 𝐻 есть
функция, удовлетворяющая условию

𝑥2 + 1
2

· 𝑣
(︂
𝑥− 𝑖

𝑥+ 𝑖

)︂
∈ Λ(R).

Нормировка 𝑣(±1) = 𝑣(−𝑖) = 0 достигается добавлением к (не
нормированному) векторному полю 𝑢(𝑒𝑖𝜃) 𝑑𝑑𝜃 подходящего вектор-
ного поля вида (𝑎𝑒𝑖𝜃 + 𝑎𝑒−𝑖𝜃 + 𝑏) 𝑑𝑑𝜃 , где 𝑎 ∈ C, 𝑏 ∈ R, из алгебры
Ли sl(2,R) группы Ли Möb(𝑆1).
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Краткое содержание лекции V.
Метрические и топологические свойства универсального про-

странства Тейхмюллера. Метрика Тейхмюллера – это расстоя-
ние между двумя нормализованными квазисимметричными го-
меоморфизмами 𝑆1 → 𝑆1:

dist(𝑓, 𝑔) =
1
2

log𝐾[𝑔 ∘ 𝑓−1],

где 𝐾 – максимальная дилатация квазисимметричного гомеомор-
физма. Пространство 𝒯 в метрике Тейхмюллера является стяги-
ваемым полным метрическим пространством.

Производная Шварца

𝑆[𝑓 ] = (log 𝑓 ′)′ − 1
2
(log 𝑓 ′)2

обладает следующими свойствами:
1) 𝑆

[︀
𝑎𝑧+𝑏
𝑐𝑧+𝑑

]︀
= 0;

2) 𝑆[𝑓 ] = 𝑆
[︀

1
𝑓

]︀
;

3) 𝑆[𝑓 ∘𝑔] = (𝑆[𝑓 ]∘𝑔)𝑔′2+𝑆[𝑔]; при этом если 𝑔 дробно-линейно,
то 𝑆[𝑓 ∘ 𝑔] = (𝑆[𝑓 ] ∘ 𝑔)𝑔′2, если же 𝑓 дробно-линейно, то
𝑆[𝑓 ∘ 𝑔] = 𝑆[𝑔];

4) 𝑆[𝑓 ] = 𝑆
[︀
𝑎𝑓+𝑏
𝑐𝑓+𝑑

]︀
для 𝑎𝑧+𝑏

𝑐𝑧+𝑑 ∈ Möb(C);
5) для заданной голоморфной функции 𝜙 в односвязной обла-

сти 𝒟 существует мероморфная в 𝒟 функция 𝑓 , для которой

𝑆[𝑓 ] = 𝜙.

Вложение Берса. Вложение универсального пространства
Тейхмюллера 𝒯 в пространство 𝐵2(∆−) голоморфных квадра-
тичных дифференциалов в дополнении ∆− к единичному кругу
∆, задаваемое отображением

[𝜇] ↦→ 𝑆[𝑤𝜇|Δ− ].

Это вложение индуцирует на 𝒯 комплексную структуру, совме-
стимую с комплексной структурой на этом пространстве, инду-
цируемой проекцией

𝐵(∆) → 𝒯 = 𝐵(∆)/∼.
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Композиция указанной проекции с вложением Берса является
голоморфным отображением 𝐹 : 𝐵(∆) → 𝐵2(∆−), дифференциал
которого в нуле равен

𝑑0𝐹 [𝜇](𝑧) = − 6
𝜋

∫︁
Δ

𝜇(𝜁)
(𝜁 − 𝑧)4

𝑑𝜉 𝑑𝜂, 𝑧 ∈ ∆−, 𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂 ∈ ∆.

Ядро 𝑑0𝐹 совпадает с подпространством

𝑁 := 𝐴2(∆)⊥ = {𝜇 ∈ 𝐿∞(∆) : ⟨𝜇, 𝜓⟩ = 0 для всех 𝜓 ∈ 𝐴2(∆)},

где 𝐴2(∆) – пространство интегрируемых голоморфных квадра-
тичных дифференциалов в круге ∆.

Кэлерова квазиметрика на 𝒯 задается на векторах [𝜇], [𝜈] ∈
𝑇0𝒯 = 𝐿∞(∆)/𝑁 формулой

(𝜇, 𝜈) = ⟨𝜇,Φ[𝜈]⟩,

где Φ: 𝐿∞(∆) → 𝐵2(∆) – отображение Альфорса, определяемое
формулой

Φ[𝜇](𝑧) =
∫︁

Δ

𝜇(𝜁)
(1− 𝑧𝜁 )4

𝑑𝜉 𝑑𝜂.

Эта квазиметрика корректно определена только на “гладких” ка-
сательных векторах [𝜇], [𝜈] ∈ 𝑇0𝒯 , которым отвечают 𝐶3/2+𝜖-
гладкие квазисимметричные векторные поля на окружности 𝑆1.

Пространство Λ(R) квазисимметричных векторных полей на
вещественной прямой R совпадает с пространством Зигмунда,
состоящим из непрерывных функций 𝑓 : R → R таких, что:

𝑓(0) = 𝑓(1) = 0,
𝑓(𝑥)
𝑥2 + 1

→ 0 при 𝑥→∞,

и
sup

𝑥∈R,𝑡>0

|𝑓(𝑥+ 𝑡) + 𝑓(𝑥− 𝑡)− 2𝑓(𝑥)|
𝑡

<∞.



Глава 3. Подпространства универсального
пространства Тейхмюллера

В этой главе подробно изучаются два типа подмногообразий
универсального пространства Тейхмюллера – классические про-
странства Тейхмюллера 𝑇 (𝐺) и пространство нормализованных
диффеоморфизмов окружности 𝒮.

Классическим пространствам Тейхмюллера посвящена лек-
ция VII. Ее предваряет лекция VI, в которой излагаются необхо-
димые сведения из теории римановых поверхностей. В ней при-
нят подход, основанный на теории фуксовых групп, как наиболее
удобный для последующего вложения классических пространств
Тейхмюллера 𝑇 (𝐺) в универсальное пространство Тейхмюллера
𝒯 . Пространства 𝑇 (𝐺) вкладываются в 𝒯 в виде комплексных
подмногообразий. При этом кэлерова квазиметрика на 𝒯 , по-
строенная в п. V.5, редуцируется в настоящую кэлерову метрику
Вейля–Петерсона на пространствах 𝑇 (𝐺).

Пространство нормализованных диффеоморфизмов окружно-
сти 𝒮 также вкладывается в 𝒯 в виде комплексного подмногооб-
разия. Причем, в отличие от классических пространств Тейхмюл-
лера 𝑇 (𝐺), образ этого вложения целиком содержится в регуляр-
ной части пространства 𝒯 . Кэлерова квазиметрика на 𝒯 дает при
ограничении на 𝒮 настоящую кэлерову метрику.

Лекция VI. Римановы поверхности

VI.1. Клейновы группы. Существуют различные подходы
к определению римановых поверхностей. Наиболее удобным для
наших целей является подход, основанный на теории клейновых
групп, в котором риманова поверхность возникает как фактор од-
ной из стандартных комплексных областей (т.е. римановой сферы
C, комплексной плоскости C или единичного круга ∆) по подхо-
дящей дискретной группе дробно-линейных преобразований.

50
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Начнем с классификации таких преобразований. Пусть

𝑤(𝑧) =
𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
, где

(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
∈ SL(2,C).

Сопоставим этому преобразованию величину

tr2 𝑤 = (𝑎+ 𝑑)2 ∈ C.

Эта величина инвариантна относительно сопряжения в группе
Möb(C) согласно следующей задаче.

Задача VI.1. Преобразования 𝑢, 𝑣 ∈ Möb(C), не равные тож-
дественному преобразованию 𝐼, сопряжены друг другу, т.е. 𝑢 =
𝑔𝑣𝑔−1 для некоторого 𝑔 ∈ Möb(C) ⇔ tr2 𝑢 = tr2 𝑣.

Классификация дробно-линейных преобразований.
Дробно-линейное преобразование 𝑤 называется параболическим,
если

tr2 𝑤 = 4.

Это условие равносильно тому, что 𝑤 имеет на C единственную
неподвижную точку. Пример: 𝑤(𝑧) = 𝑧 + 1.

Дробно-линейное преобразование 𝑤 называется эллиптиче-
ским, если tr2 𝑤 вещественно и

0 6 tr2 𝑤 < 4.

Это условие равносильно тому, что 𝑤 сопряжено (в группе
Möb(C)) повороту

𝑧 ↦→ 𝜆𝑧 c |𝜆| = 1.

Дробно-линейное преобразование 𝑤 называется локсодромиче-
ским, если оно не принадлежит к двум первым классам. В этом
случае 𝑤 сопряжено преобразованию

𝑧 ↦→ 𝜆𝑧 c |𝜆| ≠ 1.

Наиболее важный подкласс локсодромических преобразований
составляют гиперболические преобразования, сопряженные пре-
образованиям из Möb(R).
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Определение VI.1. Пусть 𝐺 есть дискретная подгруппа
в группе Möb(C). Множество

Ω = Ω(𝐺) = {𝑧 ∈ C : 𝐺 действует вполне разрывно в точке 𝑧}

называется областью разрывности группы 𝐺. Говорят, что груп-
па 𝐺 действует вполне разрывно в точке 𝑧, если стабилизатор

𝐺𝑧 = {𝑔 ∈ 𝐺 : 𝑔𝑧 = 𝑧}

этой точки состоит из конечного числа элементов и найдется
окрестность 𝑈 этой точки такая, что

𝑔(𝑈) = 𝑈 для всех 𝑔 ∈ 𝐺𝑧,
𝑔(𝑈) ∩ 𝑈 = ∅ для всех 𝑔 ∈ 𝐺 ∖𝐺𝑧.

Область разрывности Ω(𝐺) является открытым инвариант-
ным подмножеством в C. Она состоит из не более чем счетного
числа связных компонент и, в частности, может оказаться пустой.

Определение VI.2. Дискретная подгруппа 𝐺 ⊂ Möb(C) на-
зывается клейновой, если Ω(𝐺) ̸= ∅.

Стабилизатор 𝐺𝑧 клейновой группы в точке 𝑧 ∈ Ω(𝐺) может
состоять только из единицы и эллиптических элементов конечно-
го порядка.

Дополнение к Ω(𝐺) называется предельным множеством
группы 𝐺:

Λ(𝐺) := C ∖ Ω(𝐺).

Оно совпадает с множеством предельных точек группы 𝐺.
Предельное множество Λ(𝐺) клейновой группы может ока-

заться конечным (более конкретно, пустым, либо содержащим од-
ну или две точки) или бесконечным (и в этом случае, несчетным).

В случае конечного Λ(𝐺), т.е. при

card Λ(𝐺) = 0, 1, 2,

группа 𝐺 называется элементарной. В случае несчетного Λ(𝐺)
группа 𝐺 называется неэлементарной, и тогда Λ(𝐺) является
совершенным множеством в C, т.е. замкнутым, всюду плотным
в себе и с пустой внутренностью (в частности, без изолированных
точек). Более того, в этом случае Λ(𝐺) совпадает с множеством
предельных точек любой из орбит.
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Определение VI.3. Клейнова группа 𝐺 называется фуксо-
вой, если ее предельное множество лежит на окружности в C
(т.е. на прямой или окружности в C), делящей C на два круга,
каждый из которых сохраняется группой 𝐺.

Пользуясь сопряжением, всегда можно добиться того, чтобы
указанная окружность совпадала с R ⊂ C. Мы будем предпола-
гать далее это условие выполненным. В этом случае группа𝐺 дей-
ствует вполне разрывно как на верхней полуплоскости 𝐻 = 𝐻+,
так и на нижней полуплоскости 𝐻−. Заметим, что любая дис-
кретная подгруппа в Möb(R) действует вполне разрывно на 𝐻 и
потому является фуксовой группой. (Однако не любая дискрет-
ная подгруппа в Möb(C) является даже клейновой.)

Определение VI.4. Фуксова группа 𝐺 называется фуксовой
группой первого рода, если Λ(𝐺) = R. В этом случае

Ω(𝐺) = 𝐻+ ∪𝐻−.

Фуксова группа 𝐺 называется фуксовой группой второго рода,
если

Ω(𝐺) = 𝐻+ ∪𝐻− ∪ {собственное открытое подмножество в R}.

В этом случае область разрывности Ω(𝐺) является связной.

Определение VI.5. Фундаментальной областью клейновой
группы 𝐺 называется открытое подмножество 𝐷 ⊂ Ω(𝐺), обла-
дающее следующими свойствами:

1) различные точки 𝐷 принадлежат разным орбитам;
2) орбита любой точки 𝑧 ∈ Ω(𝐺) пересекает 𝐷;
3) (двумерная) лебегова мера границы 𝜕𝐷 = 𝐷∖𝐷 равна нулю.

Это определение переносится очевидным образом на случай,
когда 𝐺 действует не на всей области Ω(𝐺), а только на каком-
либо из ее инвариантных подмножеств.

Например, в случае фуксовой группы 𝐺 ⊂ Möb(R) естествен-
но искать фундаментальную область для действия 𝐺 на верхней
полуплоскости 𝐻. В этом случае обозначим через 𝑈(𝐺) макси-
мальную область в 𝐻, на которой группа 𝐺 действует свободно,
т.е. без неподвижных точек. Точками 𝑈(𝐺) являются те точки
из 𝐻, которые не остаются на месте под действием эллиптиче-
ских элементов из 𝐺. В этом случае в качестве фундаментальной
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области для действия 𝐺 на 𝐻 можно взять гиперболический мно-
гоугольник с центром в точке 𝑧0 ∈ 𝑈(𝐺):

𝐷 = {𝑧 ∈ 𝐻 : 𝑑(𝑧, 𝑧0) 6 𝑑(𝑧, 𝑔(𝑧0)) для всех 𝑔 ∈ 𝐺},

где 𝑑 – гиперболическая метрика на верхней полуплоскости 𝐻,
задаваемая формулой:

𝑑𝑠2 =
𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2

4𝑦2
при 𝑥+ 𝑖𝑦 ∈ 𝐻.

Указанный многоугольник принято также называть фундамен-
тальной областью Дирихле. Его граница в случае конечно по-
рожденной группы 𝐺 состоит из конечного числа отрезков ги-
перболических геодезических. Стороны 𝐷 входят в 𝜕𝐷 парами –
каждая из них сопряжена некоторой другой стороне (в частно-
сти, возможно самой себе), которая получается из первой стороны
действием некоторого элемента 𝑔 ∈ 𝐺.

Для того, чтобы получить из 𝐷 модель римановой поверхно-
сти 𝐻/𝐺, достаточно склеить 𝜕𝐷 вдоль сопряженных сторон.

Если 𝐺 – фуксова группа первого рода, то фундаментальная
область 𝐷 может касаться R только в конечном числе параболи-
ческих точек (“каспов”).

Примеры фуксовых и клейновых групп. Если предель-
ное множество Λ(𝐺) фуксовой группы 𝐺 пусто, то группа 𝐺 обя-
зательно конечна и является циклической группой, состоящей из
эллиптических элементов.

Если предельное множество Λ(𝐺) состоит из единственной
точки, то 𝐺 является бесконечной циклической группой с пара-
болической образующей.

Если предельное множество Λ(𝐺) состоит из двух точек, то
𝐺 является бесконечной циклической группой с гиперболической
образующей. Предельные точки в рассмотренных случаях непо-
движны.

Группа тора порождается двумя комплексными числами 𝜏1,
𝜏2, одно из которых можно считать вещественным, а другое –
лежащим в верхней полуплоскости 𝐻. Группа

Γ(𝜏1, 𝜏2) = {𝑧 ↦→ 𝑧 +𝑚𝜏1 + 𝑛𝜏2 : (𝑚,𝑛) ∈ Z2}

является элементарной клейновой группой с

Ω(Γ) = C, Λ(Γ) = {∞}.



Лекция VI 55

Эллиптическая модулярная группа

𝐺1 = PSL(2,Z) := SL(2,Z)/{±𝐼}

является классическим примером фуксовой группы. Наряду с ней
рассматриваются модулярные группы уровня 𝑘:

𝐺𝑘 =
{︂
𝑔 =

(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
∈ 𝐺1 :

(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
≡

(︂
1 0
0 1

)︂
mod 𝑘

}︂
.

Каждая из групп 𝐺𝑘 является конечно порожденной фуксовой
группой первого рода.

VI.2. Римановы поверхности. Напомним стандартную кон-
струкцию компактных римановых поверхностей рода 𝑔. Фунда-
ментальная группа 𝜋1(𝑋) = 𝜋1(𝑋,𝑥0) такой поверхности 𝑋 по-
рождается 2𝑔 петлями 𝐴1, 𝐵1, . . . , 𝐴𝑔, 𝐵𝑔 с единственным соотно-
шением

𝑔∏︁
𝑖=1

[𝐴𝑖, 𝐵𝑖] = 1,

где [𝐴𝑖, 𝐵𝑖] := 𝐴𝑖𝐵𝑖𝐴
−1
𝑖 𝐵−1

𝑖 .

Определение VI.6. Риманова поверхность имеет (конечный)
конформный тип (𝑔, 𝑛), если она биголоморфно эквивалентна по-
верхности вида ̂︀𝑋 ∖ {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛},

где ̂︀𝑋 – компактная риманова поверхность рода 𝑔, а 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 –
попарно различные точки на ̂︀𝑋.

Такая поверхность называется иначе римановой поверхностью
с 𝑛 проколами. Ее фундаментальная группа порождается 2𝑔 пет-
лями 𝐴1, 𝐵1, . . . , 𝐴𝑔, 𝐵𝑔 и 𝑛 “малыми” петлями 𝐶1, . . . , 𝐶𝑛 вокруг
проколотых точек 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛. Единственное соотношение между
образующими имеет вид

𝑔∏︁
𝑖=1

[𝐴𝑖, 𝐵𝑖] · 𝐶1 · · · · · 𝐶𝑛 = 1.
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Униформизация. Теорема униформизации утверждает, что
универсальная накрывающая ̃︀𝑋 произвольной римановой поверх-
ности 𝑋 является либо римановой сферой C, либо комплексной
плоскостью C, либо верхней полуплоскостью 𝐻 (или единичным
кругом ∆).

Иначе говоря, поверхность 𝑋 биголоморфно эквивалентна по-
верхности ̃︀𝑋/𝐺, где 𝐺 ∼= 𝜋1(𝑋) есть некоторая дискретная группа
биголоморных автоморфизмов поверхности ̃︀𝑋, действующая сво-
бодно и вполне разрывно на ̃︀𝑋.

При этом риманова поверхность 𝑋1 = ̃︀𝑋/𝐺1 биголоморфно
эквивалентна римановой поверхности 𝑋2 = ̃︀𝑋/𝐺2 тогда и только
тогда, когда группы 𝐺1 и 𝐺2 сопряжены внутри группы автомор-
физмов Aut( ̃︀𝑋) (докажите это!)

Соответствие: римановы поверхности↔ клейновы груп-
пы. Пусть 𝐺 есть клейнова дискретная подгруппа в группе
Möb(C). Тогда Ω(𝐺)/𝐺 ≡ Ω/𝐺 есть объединение не более чем
счетного числа римановых поверхностей, так что проекция

𝜋 : Ω → Ω/𝐺

является открытым голоморфным отображением. Действитель-
но, если 𝐺 действует свободно на Ω, то 𝜋 есть накрытие, инду-
цирующее структуру комплексного многообразия на Ω/𝐺. Если
же стабилизатор 𝐺𝑧0 некоторой точки 𝑧0 ∈ Ω нетривиален, то
𝐺𝑧0 есть циклическая группа конечного порядка 𝑘0. Обозначим
ее эллиптическую образующую через 𝑔0. Тогда в терминах под-
ходящей локальной координаты 𝑤 в окрестности 𝑧0 действие 𝑔0
будет задаваться формулой

𝑔0 · 𝑤 = 𝑒2𝜋𝑖/𝑘0𝑤.

В этом случае проекция 𝜋 является 𝑘-кратным накрытием в про-
колотой окрестности 𝑧0 и функцию 𝑤𝑘 можно взять в каче-
стве голоморфной локальной координаты в окрестности точки
𝜋(𝑧0) ∈ Ω/𝐺. Точка 𝜋(𝑧0) является при этом точкой ветвления
𝑘-го порядка, а проекция 𝜋 над окрестностью точки 𝜋(𝑧0) – голо-
морфным разветвленным накрытием степени 𝑘.

Получающиеся при этом римановы поверхности (связные ком-
поненты Ω/𝐺) могут иметь любой конформный тип (𝑔, 𝑛), кроме
(0, 0), (0, 1), (0, 2) и (1, 0). Этим типам отвечают римановы поверх-
ности, для которых универсальной накрывающей служат рима-
нова сфера C и комплексная плоскость C. Более точно, тип (0, 0)
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отвечает римановой сфере C, которая накрывается ею же самою.
Типы (0, 1), (0, 2) и (1, 0) отвечают соответственно комплексной
плоскости C, проколотой комплексной плоскости C ∖ {0} и тору.
Все эти римановы поверхности накрываются комплексной плос-
костью C.

Если 𝐺 – фуксова группа первого рода, то

𝑋 = Ω/𝐺 = 𝑋+ ∪𝑋−,

где 𝑋± = 𝐻±/𝐺. Римановы поверхности 𝑋± двойственны друг
другу и комплексное сопряжение задает антиголоморфный го-
меоморфизм 𝑋+ на 𝑋−.

Если же𝐺 – фуксова группа второго рода, т.е. область разрыв-
ности Ω(𝐺) связна, то римановы поверхности 𝑋± биголоморфно
вкладываются в риманову поверхность

𝑋𝑑 = Ω/𝐺,

называемую дублем Шоттки поверхности 𝑋+, так что образы
𝑋± в 𝑋𝑑 склеиваются вдоль их общей границы

𝜕𝑋+ = 𝜕𝑋− = (Ω ∩ R)/𝐺.

Антиголоморфная инволюция на 𝑋𝑑, индуцируемая комплекс-
ным сопряжением 𝑧 ↦→ 𝑧 на Ω, меняет 𝑋+ и 𝑋− местами, оставляя
неподвижными точки их общей границы.

Римановы поверхности, накрываемые верхней полу-
плоскостью. Пусть, теперь, 𝐺 – конечно порожденная фуксова
группа первого рода. Тогда после факторизации верхней полу-
плоскости 𝐻 по 𝐺 получим риманову поверхность 𝑋 конечного
конформного типа. Если в 𝐺 нет элементов конечного порядка,
то 𝐻 является универсальной накрывающей поверхности 𝑋, име-
ющей фундаментальную группу 𝜋1(𝑋) = 𝐺.

Если же в 𝐺 имеются элементы конечного порядка, то рас-
смотрим вначале риманову поверхность 𝑈(𝐺)/𝐺, где 𝑈(𝐺) – мак-
симальная область в 𝐻, на которой группа 𝐺 действует свободно.
Тогда

𝑈(𝐺) → 𝑈(𝐺)/𝐺

является (неразветвленным) голоморфным накрытием, а поверх-
ность 𝑈(𝐺)/𝐺 – римановой поверхностью некоторого конформно-
го типа (𝑔, 𝑛+𝑚) с 𝑛+𝑚 проколами. В окрестности этих проко-
лов полученная риманова поверхность устроена следующим обра-
зом. Первые 𝑛 из них отвечают эллиптическим точкам 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛
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порядков соответственно 𝜈1, . . . , 𝜈𝑛, так что стабилизатор 𝐺𝑧𝑗
точ-

ки 𝑧𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, совпадает с циклической группой порядка 𝜈𝑗 .
Риманова поверхность 𝑋 = 𝐻/𝐺 получается из 𝑈(𝐺)/𝐺 заполне-
нием указанных проколов точками ветвления порядков 𝜈1, . . . , 𝜈𝑛.
Остающиеся 𝑚 проколов отвечают параболическим точкам (“кас-
пам”), лежащим на R. Стабилизатор каждой из этих точек явля-
ется бесконечной циклической группой с параболической обра-
зующей. Риманова поверхность 𝑋 = 𝐻/𝐺 будет в этом случае
иметь конформный тип (𝑔,𝑚).

Краткое содержание лекции VI.
Классификация преобразований Мебиуса. Преобразование 𝑤 =

𝑎𝑧+𝑏
𝑐𝑧+𝑑 называется параболическим, если tr2 𝑤 = 4, например, 𝑧 ↦→
𝑧 + 1; такие преобразования имеют единственную неподвижную
точку.

Преобразование 𝑤 называется эллиптическим, если выполне-
но 0 6 tr2 𝑤 < 4; например, 𝑧 ↦→ 𝜆𝑧 с |𝜆| = 1.

Преобразование 𝑤 называется локсодромическим, если оно не
принадлежит к двум рассмотренным типам, например, 𝑧 ↦→ 𝜆𝑧
с |𝜆| ̸= 1. Преобразования из группы Möb(R) вещественных
дробно-линейных преобразований называются гиперболически-
ми.

Множество Ω(𝐺) точек 𝑧 ∈ C, в которых дискретная группа
𝐺 дробно-линейных преобразований действует вполне разрывно
называется областью разрывности. Ее дополнение Λ(𝐺) = C ∖
Ω(𝐺) называется предельным множеством группы 𝐺. Группа 𝐺
клейнова, если Ω(𝐺) ̸= ∅. Предельное множество такой группы
либо пусто, либо конечно и состоит из одной или двух точек, либо
несчетно.

Дискретная группа дробно-линейных преобразований 𝐺 на-
зывается фуксовой, если Λ(𝐺) ⊂ R. Фуксова группа первого рода
выделяется условием: Λ(𝐺) = R, а фуксова группа первого рода–
условием Λ(𝐺) ̸= R. Примером фуксовой группы первого рода
может служить группа целочисленных дробно-линейных преоб-
разований PSL(2,Z).

Если 𝐺 – клейнова группа, то Ω(𝐺)/𝐺 есть объединение рима-
новых поверхностей, а проекция Ω(𝐺) → Ω(𝐺)/𝐺 является голо-
морфным накрытием. Для фуксовой группы первого рода Ω(𝐺) =
𝑋+ ∪ 𝑋−, где 𝑋± = 𝐻±/𝐺 – факторы верхней (соответственно
нижней) полуплоскости по действию группы 𝐺. Для фуксовой
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группы второго рода 𝑋± являются подмножествами римановой
поверхности 𝑋𝑑 = Ω(𝐺)/𝐺 с общей границей 𝜕𝑋+ = 𝜕𝑋−.

Римановы поверхности типа 𝐻/𝐺 с фуксовой группой 𝐺 пер-
вого рода. Если группа 𝐺 не имеет кручения, то 𝑋 = 𝐻/𝐺 есть
риманова поверхность, а проекция 𝐻 → 𝐻/𝐺 = 𝑋 – голоморфное
накрытие.

В случае, когда в 𝐺 есть элементы конечного порядка, рас-
смотрим максимальную подобласть 𝑈(𝐺) в 𝐻, на которой группа
𝐺 действует свободно; тогда проекция 𝑈(𝐺) → 𝑈(𝐺)/𝐺 задает го-
ломорфное накрытие римановой поверхностью 𝑈(𝐺)/𝐺 конформ-
ного типа (𝑔, 𝑛 +𝑚) (т.е. римановой поверхности рода 𝑔 c 𝑛+𝑚
проколами), при этом первые 𝑛 проколов отвечают эллиптиче-
ским точкам на𝐻, а остальные𝑚 проколов отвечают параболиче-
ским точкам на R. Дополняя эллиптические точки точками ветв-
ления соотв. порядков, получим риманову поверхность 𝑋 = 𝐻/𝐺
конформного типа (𝑔,𝑚).

Лекция VII. Классические пространства
Тейхмюллера

VII.1. 𝐺-инвариантные квазиконформные отображе-
ния.

Определение VII.1. Квазиконформный гомеоморфизм 𝑤 на-
зывается 𝐺-инвариантным относительно клейновой группы 𝐺
(или совместимым с действием 𝐺), если

𝑤𝐺𝑤−1 ⊂ Möb(C).

Иначе говоря, группа 𝑤𝐺𝑤−1 снова является клейновой, при этом
ее область разрывности будет совпадать с 𝑤(Ω(𝐺)).

Это определение допускает следующую переформулировку
в терминах дифференциалов Бельтрами.

Предложение VII.1. Квазиконформный гомеоморфизм 𝑤
римановой сферы C с комплексной дилатацией 𝜇 является 𝐺-ин-
вариантным тогда и только тогда, когда выполняется условие

𝜇(𝑔𝑧)
𝑔′(𝑧)
𝑔′(𝑧)

= 𝜇(𝑧) (VII.1)

для почти всех 𝑧 ∈ C и всех 𝑔 ∈ 𝐺.
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Доказательство. Достаточно доказать это утверждение для
нормализованного гомеоморфизма 𝑤𝜇, поскольку он отличается
от 𝑤 на дробно-линейное преобразование. Для 𝑤𝜇 его 𝐺-инва-
риантность означает, что для любого 𝑔 ∈ 𝐺 выполняется соотно-
шение

𝑤𝜇 ∘ 𝑔 ∘ (𝑤𝜇)−1 =: 𝑔𝜇 ∈ Möb(C) → 𝑤𝜇 ∘ 𝑔 = 𝑔𝜇 ∘ 𝑤𝜇.

Дифференцируя последнее равенство по 𝑧, получим

𝜕(𝑤𝜇 ∘ 𝑔) = (𝜕𝑤𝜇 ∘ 𝑔)𝑔′ = [(𝑔𝜇)′ ∘ 𝑤𝜇]𝜕𝑤𝜇,

а дифференцирование этого равенства по 𝑧 дает

𝜕(𝑤𝜇 ∘ 𝑔) = (𝜕𝑤𝜇 ∘ 𝑔)𝑔′ = [(𝑔𝜇)′ ∘ 𝑤𝜇]𝜕𝑤𝜇.

Поделив первое соотношение на второе, получим

(𝜇 ∘ 𝑔)𝑔
′

𝑔′
= 𝜇

почти всюду на C. Следовательно, условие (VII.1) необходимо для
𝐺-инвариантности 𝑤𝜇 и 𝑤. Если теперь обратить все импликации,
то получим, что это условие и достаточно для 𝐺-инвариантности
𝑤𝜇 и 𝑤.

Приведенное выше определение и доказанное предложение
немедленно переносятся на квазиконформные гомеоморфизмы,
заданные в единичном круге ∆. Если преобразования из груп-
пы 𝐺 сохраняют ∆, то квазиконформные гомеоморфизмы 𝑤𝜇 и
𝑤𝜇, построенные по 𝐺-инвариантному квазиконформному гомео-
морфизму 𝑤 круга ∆, будут 𝐺-инвариантны в C, поскольку про-
должения дифференциала Бельтрами 𝜇 нулем и по симметрии
вне ∆ не нарушают условия (VII.1). Поэтому по каждому 𝐺-ин-
вариантному дифференциалу Бельтрами 𝜇 в круге ∆ и фуксовой
группе 𝐺, сохраняющей ∆, можно построить клейновы группы

𝐺𝜇 := 𝑤𝜇𝐺𝑤
−1
𝜇 и 𝐺𝜇 := 𝑤𝜇𝐺(𝑤𝜇)−1.

При этом группа 𝐺𝜇 является снова фуксовой, поскольку сохра-
няет круг ∆.
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VII.2. Классические пространства Тейхмюллера. Пусть
𝐺 ⊂ Möb(𝑆1) есть фуксова группа первого рода. Определение 𝐺-
инвариантности квазиконформных гомеоморфизмов немедленно
переносится на квазисимметричные гомеоморфизмы 𝑆1 → 𝑆1.

Определение VII.2. Квазисимметричный гомеоморфизм 𝑓 ∈
QS(𝑆1) называется 𝐺-инвариантным относительно фуксовой
группы 𝐺 (или совместимым с действием 𝐺), если

𝑓𝐺𝑓−1 ⊂ Möb(𝑆1).

Обозначим подгруппу 𝐺-инвариантных квазисимметричных
гомеоморфизмов в QS(𝑆1) через QS(𝑆1)𝐺 и определим класси-
ческое пространство Тейхмюллера 𝑇 (𝐺) как

𝑇 (𝐺) = QS(𝑆1)𝐺/Möb(𝑆1).

В терминах дифференциалов Бельтрами это пространство
определяется как

𝑇 (𝐺) = 𝐵(∆)𝐺/∼ ,
где 𝐵(∆)𝐺 – подпространство 𝐺-инвариантных дифференциалов
Бельтрами в 𝐵(∆), состоящее из дифференциалов 𝜇 ∈ 𝐵(∆), удо-
влетворяющих соотношению (VII.1), а отношение эквивалентно-
сти остается тем же, что и в случае универсального пространства
Тейхмюллера, т.е. 𝜇 ∼ 𝜈 ⇔ 𝑤𝜇 = 𝑤𝜈 на ∆−.

Пространство Тейхмюллера 𝑇 (𝐺) есть комплексное банахо-
во многообразие, комплексная структура которого индуцируется
вложением Берса или естественной проекцией 𝐵(∆)𝐺 → 𝑇 (𝐺) =
𝐵(∆)𝐺/∼. Тем самым, все классические пространства Тейхмюл-
лера 𝑇 (𝐺) вкладываются в универсальное пространство Тейх-
мюллера 𝒯 , отвечающее фуксовой группе {1}, в виде комплекс-
ных подмногообразий.

Пусть риманова поверхность 𝑋 униформизуется фуксовой
группой 𝐺, т.е.

𝑋 = ∆/𝐺.

По каждому классу [𝜇] ∈ 𝑇 (𝐺) мы можем построить новую рима-
нову поверхность

𝑋𝜇 = ∆/𝐺𝜇,

где 𝐺𝜇 = 𝑤𝜇𝐺𝑤
−1
𝜇 . Эту же поверхность можно записать в виде

(проверьте справедливость этого утверждения!)

𝑋𝜇 = ∆𝜇/𝐺𝜇,
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где ∆𝜇 := 𝑤𝜇(∆), 𝐺𝜇 = 𝑤𝜇𝐺(𝑤𝜇)−1 (заметим, что 𝐺𝜇 действует
на ∆𝜇 вполне разрывно). В то же время риманова поверхность
∆𝜇
−/𝐺

𝜇, где ∆𝜇
− := 𝑤𝜇(∆−), биголоморфно эквивалентна ∆−/𝐺,

поскольку 𝑤𝜇 конформно на ∆−.
Иными словами, можно сказать, что пространство 𝑇 (𝐺) пара-

метризует посредством сопоставления [𝜇] ↦→ 𝐺𝜇 различные ком-
плексные структуры на римановой поверхности 𝑋 = ∆/𝐺, полу-
чающиеся из исходной квазиконформными деформациями. (Бо-
лее подробно об этом см. [3, гл. VI, п. A.])

Все свойства универсального пространства Тейхмюллера, из-
ложенные в гл. 2, переносятся и на классические пространства
Тейхмюллера, нужно только добавлять везде условие 𝐺-инвари-
антности.

Так, вложение Берса в случае единичного круга ∆ задается
отображением

𝐹 : 𝐵(∆)𝐺 → 𝐵2(∆−)𝐺,

сопоставляющим дифференциалу Бельтрами 𝜇 ∈ 𝐵(∆)𝐺 голо-
морфный квадратичный дифференциал 𝑆[𝑤𝜇]|Δ− на ∆− . Про-
странство 𝐵2(∆−)𝐺 состоит по определению из 𝐺-инвариантных
голоморфных квадратичных дифференциалов в ∆−, имеющих
конечную норму

‖𝜓‖2 := sup
𝑧∈Δ−

(1− |𝑧|2)2|𝜓(𝑧)| <∞.

Формула для дифференциала 𝑑0𝐹 имеет тот же вид:

𝑑0𝐹 [𝜇](𝑧) = − 6
𝜋

∫︁
Δ+

𝜇(𝜁)
(𝜁 − 𝑧)4

𝑑𝜉 𝑑𝜂, 𝑧 ∈ ∆−,

для 𝜇 ∈ 𝐿∞(∆+)𝐺. Ядро 𝑑0𝐹 совпадает с подпространством

𝑁𝐺 ≡ (𝐴2(∆+)𝐺)⊥

= {𝜇 ∈ 𝐿∞(∆+)𝐺 : ⟨𝜇, 𝜓⟩ = 0 для всех 𝜓 ∈ 𝐴2(∆+)}.

Таким образом, касательное пространство к 𝑇 (𝐺) в начале сов-
падает с 𝐿∞(∆)𝐺/𝑁𝐺.

Как и в гл. 2, имеется отображение Альфорса 𝐿∞(∆)𝐺/𝑁𝐺 →
𝐵2(∆)𝐺, задаваемое формулой

𝐿∞(∆)𝐺 ∋ 𝜇 ↦→ Φ[𝜇](𝑧) =
∫︁

Δ

𝜇(𝜁)
(1− 𝑧𝜁 )4

𝑑𝜉 𝑑𝜂.
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Попытаемся, как и в гл. 2, ввести с помощью этого отображения
кэлерову метрику на пространстве 𝑇 (𝐺), задавая ее на векторах
[𝜇], [𝜈] из 𝑇0𝑇 (𝐺) = 𝐿∞(∆)𝐺/𝑁𝐺 формулой

(𝜇, 𝜈)𝐺 = ⟨𝜇,Φ[𝜈]⟩𝐺 :=
∫︁

Δ/𝐺

∫︁
Δ

𝜇(𝑧)𝜈(𝜁)
(1− 𝑧𝜁 )4

𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑥 𝑑𝑦. (VII.2)

В случае классических пространств Тейхмюллера 𝑇 (𝐺), т.е. при
условии, что риманова поверхность ∆/𝐺 имеет конечный кон-
формный тип, пространство 𝐵2(∆)𝐺 совпадает с пространством
интегрируемых голоморфных квадратичных дифференциалов
𝐴2(∆)𝐺 (см. [5]), поэтому формула (VII.2) корректно определена
для всех 𝜇, 𝜈 ∈ 𝐿∞(∆)𝐺 и задает эрмитову метрику на простран-
стве 𝑇0𝑇 (𝐺), называемую метрикой Вейля–Петерсона.

Указанная кэлерова метрика на пространствах 𝑇 (𝐺) была вве-
дена и исследована в классических работах Вейля [7] и Альфор-
са [8]. В указанной работе Альфорс также показал, что постро-
енная метрика имеет отрицательную голоморфную секционную
кривизну.

Что можно сказать об образе классических пространств 𝑇 (𝐺)
в универсальном пространстве Тейхмюллера 𝒯 ? Имеется инте-
ресный результат Боуэна [9], показывающий, что этот образ не
принадлежит регулярной части 𝒯 .

Более точно, будем называть точку из 𝒯 регулярной, если
ей отвечает гладкий нормализованный квазисимметричный го-
меоморфизм из QS(𝑆1) или, что то же самое, квазикруг с глад-
кой границей. Боуэн показал, что каждой точке из 𝑇 (𝐺) ∖ {0}
(𝐺 – фуксова группа, униформизующая компактную риманову
поверхность 𝑋 = ∆/𝐺) отвечает квазикруг с фрактальной грани-
цей, хаусдорфова размерность 𝑑𝐻 которой находится в пределах
1 < 𝑑𝐻 < 2 (и может быть любым числом из этого промежутка).
В терминах квазисимметричных гомеоморфизмов можно дока-
зать, что если 𝑓 есть 𝐺-инвариантный квазисимметричный го-
меоморфизм, принадлежащий классу 𝐶1 хотя бы в одной точке,
то 𝑓 ∈ Möb(𝑆1).

Краткое содержание лекции VII.
Квазиконформный гомеоморфизм 𝑤 называется 𝐺-инвари-

антным относительно клейновой группы 𝐺, если

𝑤𝐺𝑤−1 ⊂ Möb(C).
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Аналогично, квазисимметричный гомеоморфизм 𝑓 называется 𝐺-
инвариантным относительно фуксовой группы первого рода 𝐺,
если

𝑓𝐺𝑓−1 ⊂ Möb(𝑆1).

Дифференциал Бельтрами 𝜇 называется 𝐺-инвариантным отно-
сительно группы 𝐺, если

𝜇(𝑔𝑧)
𝑔′(𝑧)
𝑔′(𝑧)

= 𝜇(𝑧).

Пространство Тейхмюллера, отвечающее фуксовой группе
первого рода 𝐺, определяется как

𝑇 (𝐺) = QS(𝑆1)𝐺/Möb(𝑆1) = 𝐵(∆)𝐺/∼ ,

где QS(𝑆1)𝐺 обозначает подгруппу 𝐺-инвариантных квазисим-
метричных гомеоморфизмов в QS(𝑆1), а 𝐵(∆)𝐺 – подпростран-
ство 𝐺-инвариантных дифференциалов Бельтрами в 𝐵(∆).

Если𝑋 = ∆/𝐺 – риманова поверхность, униформизуемая еди-
ничным кругом ∆, то по каждому дифференциалу Бельтрами
𝜇 ∈ 𝐵(∆) можно построить новую риманову поверхность

𝑋𝜇 = ∆/𝐺𝜇 = ∆𝜇/𝐺𝜇,

где 𝐺𝜇 = 𝑤𝜇𝐺𝑤
−1
𝜇 , 𝐺𝜇 = 𝑤𝜇𝐺(𝑤𝜇)−1, а квазикруг ∆𝜇 определяет-

ся как ∆𝜇 := 𝑤𝜇(∆). Эта поверхность биголоморфна 𝑋 ⇔ 𝜇 ∼ 0.
Таким образом, пространство 𝑇 (𝐺) параметризует посредст-
вом сопоставления [𝜇] ↦→ 𝐺𝜇 различные комплексные структуры
на римановой поверхности 𝑋 = ∆/𝐺, получающиеся из исходной
квазиконформными деформациями.

Кэлерова метрика Вейля–Петерсона на 𝑇 (𝐺) задается на
векторах [𝜇], [𝜈] ∈ 𝑇0𝑇 (𝐺) формулой

(𝜇, 𝜈)𝐺 =
∫︁

Δ/𝐺

∫︁
Δ

𝜇(𝑧)𝜈(𝜁)
(1− 𝑧𝜁 )4

𝑑𝜉 𝑑𝜂 𝑑𝑥 𝑑𝑦.

Пространство 𝑇 (𝐺)∖{0} целиком лежит в нерегулярной части
универсального пространства Тейхмюллера 𝒯 .
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Лекция VIII. Пространство нормализованных
диффеоморфизмов 𝒮 = Diff+(𝑆1)/ Möb(𝑆1)

VIII.1. Комплексная структура. Пространство нормали-
зованных диффеоморфизмов

𝒮 = Diff+(𝑆1)/Möb(𝑆1) ⊂ 𝒯 = QS(𝑆1)/Möb(𝑆1), (VIII.1)

введенное в п. IV.1, целиком лежит в регулярной части простран-
ства 𝒯 . Вложение (VIII.1) наделяет 𝒮 индуцированной комплекс-
ной структурой. Однако комплексную структуру на 𝒮 можно вве-
сти и более прямым путем.

Прежде всего заметим, что указанную комплексную структу-
ру достаточно определить только в начале [id] ∈ 𝒮, а затем раз-
нести в другие точки 𝒮 с помощью действия группы Diff+(𝑆1).
Построенная таким образом комплексная структура будет, тем
самым, Diff+(𝑆1)-инвариантной. Касательное пространство

𝑇[id]𝒮 = 𝑇[id](Diff+(𝑆1)/Möb(𝑆1))

можно отождествить с фактором алгебры Ли группы Ли Diff+(𝑆1)
по ее подалгебре sl(2,R), совпадающей с алгеброй Ли группы Ли
Möb(𝑆1). Алгебра Ли группы Ли Diff+(𝑆1) совпадает с алгеб-
рой Ли Vect(𝑆1) гладких векторных полей на 𝑆1, а ее элементы
𝑣 = 𝑣(𝜃) 𝜕𝜕𝜃 удобно задавать разложениями Фурье вида

𝑣 =
∑︁
𝑛∈𝒵

𝑣𝑛𝑒𝑛

с комплексными коэффициентами, удовлетворяющими условию
𝑣𝑛 = 𝑣−𝑛, где 𝑒𝑛 – базисные векторные поля

𝑒𝑛 = 𝑒𝑖𝑛𝜃
𝜕

𝜕𝜃
= 𝑖𝑧𝑛+1 𝜕

𝜕𝑧
, 𝑛 ∈ Z, 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃.

Тогда элементы 𝑣 ∈ 𝑇[id]𝒮 будут задаваться рядами вида

𝑣 =
∑︁

𝑛 ̸=0,±1

𝑣𝑛𝑒𝑛.

Комплексная структура 𝐽 на пространстве 𝑇[id]𝒮 определяется
формулой

𝐽𝑣 = −𝑖
∞∑︁
𝑛=2

𝑣𝑛𝑒𝑛 + 𝑖
−1∑︁

𝑛=−∞
𝑣𝑛𝑒𝑛. (VIII.2)



66 Глава 3

Сравним введенную комплексную структуру с построенной
ранее комплексной структурой 𝐼 на пространстве 𝑇[0]𝒯 в реали-
зации 𝒯 = 𝐵(∆)/∼ и покажем, что эти структуры эквивалентны.
В терминах дифференциалов Бельтрами действие комплексной
структуры 𝐼 отвечает умножению дифференциала Бельтрами 𝜇
на 𝑖. Напомним (см. V.5), что дифференциалу Бельтрами 𝜇 отве-
чает квазисимметричное векторное поле на 𝑆1, имеющее вид

𝑣 = �̇�[𝜇]
𝜕

𝜕𝑧
,

где (см. V.4) �̇�[𝜇] есть первая вариация квазиконформного гомео-
морфизма 𝑤𝑡𝜇 по 𝜇, определяемая разложением

𝑤𝑡𝜇(𝑧) = 𝑧 + 𝑡�̇�[𝜇](𝑧) + 𝑜(𝑡) при 𝑡→ 0,

имеющим тот же смысл, что и в формуле (V.1). Для того, чтобы
вычислить комплексную структуру 𝐽 , мы должны для заданного
векторного поля

𝑣 = 𝑣(𝜃)
𝜕

𝜕𝜃
= 𝑖𝑧𝑣(𝑧)

𝜕

𝜕𝑧
= �̇�[𝜇]

𝜕

𝜕𝑧

найти векторное поле

𝐽𝑣 = ̃︀𝑣(𝜃) 𝜕
𝜕𝜃

= 𝑖𝑧̃︀𝑣(𝑧) 𝜕
𝜕𝑧

= �̇�[𝑖𝜇]
𝜕

𝜕𝑧
.

Преобразование, сопоставляющее функции 𝑣(𝑧) функцию ̃︀𝑣(𝑧),
называется преобразованием Гильберта. Мы найдем его явный
вид немного позже.

Вариация �̇�[𝜇], также как в п. V.4, удовлетворяет 𝜕-уравнению

𝜕�̇�[𝜇] = 𝜇 почти всюду в ∆. (VIII.3)

Поэтому функция 𝐹 := �̇�[𝑖𝜇]− 𝑖�̇�[𝜇] голоморфна в круге ∆, а на
окружности 𝑆1 совпадает с

𝐹 (𝑧) = 𝑖𝑧̃︀𝑣(𝑧) + 𝑧𝑣(𝑧), 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃. (VIII.4)

Заметим, что граничное значение функции 𝐹 на 𝑆1 коррект-
но определено, поскольку интеграл Коши–Грина от функции
𝜇 ∈ 𝐿∞(∆), задающий решение 𝜕-уравнения (VIII.3) в круге ∆,
непрерывен по Гельдеру вплоть до 𝑆1.
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Записывая функцию 𝐹 в виде 𝐹 (𝑧) = 𝐹 (0) + 𝑧𝐹1(𝑧), получим
из формулы (VIII.4) соотношение

𝑧𝐹 (0) + 𝐹1(𝑧) = 𝑖̃︀𝑣(𝑧) + 𝑣(𝑧), 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃.

Учитывая вещественность функций 𝑣(𝜃) и ̃︀𝑣(𝜃), получаем отсюда
соотношения

𝑣 = Re(𝑧𝐹 (0) + 𝐹1(𝑧)) = Re(𝑧𝐹 (0) + 𝐹1(𝑧)) = Re 𝑓(𝑧)̃︀𝑣 = Im(𝑧𝐹 (0) + 𝐹1(𝑧)) = Im(𝑧𝐹 (0)− 𝑧𝐹 (0) + 𝑓(𝑧))

= Im 𝑓(𝑧) + 𝑏𝑧 + 𝑏𝑧.

Здесь, 𝑓(𝑧) = 𝑧𝐹 (0) + 𝐹1(𝑧) – голоморфная в круге ∆ функция,
вещественная часть которой на окружности 𝑆1 совпадает с 𝑣:
Re 𝑓(𝜃) = 𝑣(𝜃). Такая функция 𝑓 определяется функцией 𝑣 одно-
значно с точностью до мнимой постоянной и задается формулой
Шварца:

𝑓(𝑧) =
1
2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑧 + 𝑒𝑖𝜃

𝑧 − 𝑒𝑖𝜃
𝑣(𝜃) 𝑑𝜃 + 𝑖𝑎, где 𝑎 ∈ R. (VIII.5)

Из приведенных соотношений и формулы Шварца(VIII.5) вы-
текает, что

̃︀𝑣(𝑧) = Im 𝑓(𝑧) + 𝑏𝑧 + 𝑏𝑧 + 𝑎, где 𝑎 ∈ R, 𝑏 ∈ C. (VIII.6)

Если функция 𝑣(𝜃) задается рядом Фурье вида

𝑣(𝜃) =
∑︁
𝑛∈Z

𝑣𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜃,

то функция 𝑓 , голоморфная в круге ∆ и удовлетворяющая усло-
вию Re 𝑓 = 𝑣 на 𝑆1, будет задаваться степенным рядом

𝑓(𝑧) = 𝑣0 + 2
∞∑︁
𝑛=1

𝑣𝑛𝑧
𝑛.

Поэтому из представления (VIII.6) вытекает, что

̃︀𝑣(𝜃) = Im 𝑓(𝑒𝑖𝜃) + 𝑏𝑒𝑖𝜃 + 𝑏𝑒−𝑖𝜃 + 𝑎

=
∞∑︁
𝑛=2

(−𝑖𝑣𝑛)𝑒𝑖𝑛𝜃 +
∞∑︁
𝑛=2

(−𝑖𝑣𝑛)𝑒−𝑖𝑛𝜃 + (𝛼+ 𝛽𝑒𝑖𝜃 + 𝛽𝑒−𝑖𝜃).

(VIII.7)
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Полагая в этом равенстве 𝛼 = 𝛽 = 0, подберем константы 𝑎, 𝑏
так, чтобы составляющая ̃︀𝑣, принадлежащая sl(2,R), обратилась
в нуль. Тогда для ̃︀𝑣 = 𝐽𝑣 получим формулу (VIII.2). Тем са-
мым, мы показали, что два определения комплексной структу-
ры 𝐽 на 𝒮, данные выше, эквивалентны, откуда следует, что вло-
жение многообразия 𝒮, наделенного комплексной структурой 𝐽 ,
в универсальное пространство Тейхмюллера 𝒯 , наделенное ком-
плексной структурой 𝐼, является голоморфным.

VIII.2. Кэлерова метрика. Пространство 𝒮 обладает од-
нородной симплектической формой 𝜔. Эта форма определяется
однозначно с точностью до умножения на константу и ее зна-
чения на базисных векторных полях 𝑒𝑛 ∈ 𝑇C

[id]𝒮 равны (см. [1,
п. 10.3]):

𝜔(𝑒𝑚, 𝑒𝑛) = 𝛼(𝑚3 −𝑚)𝛿𝑚,−𝑛, 𝑚, 𝑛 ∈ Z ∖ {0,±1}, 𝛼 ∈ C ∖ {0}.

По форме 𝜔 и комплексной структуре 𝐽 можно построить согласо-
ванную с ними риманову метрику 𝑔𝑅, задаваемую на касательных
векторах 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇[id]𝒮 формулой

𝑔𝑅(𝑢, 𝑣) = 𝑎 Re
[︂ ∞∑︁
𝑛=2

𝑢𝑛𝑣𝑛(𝑛3 − 𝑛)
]︂
, 𝑎 ∈ R ∖ {0},

где
𝑢 =

∑︁
𝑛 ̸=0,±1

𝑢𝑛𝑒𝑛, 𝑣 =
∑︁

𝑛 ̸=0,±1

𝑣𝑛𝑒𝑛.

Кэлерова метрика

𝑔(𝑢, 𝑣) = 𝑎

∞∑︁
𝑛=2

𝑢𝑛𝑣𝑛(𝑛3 − 𝑛) (VIII.8)

является комплексификацией построенной римановой метрики
𝑔𝑅. Заметим, что ряд в правой части (VIII.8) абсолютно сходит-
ся, если векторные поля 𝑢, 𝑣 принадлежат классу 𝐶3/2+𝜖 с любым
𝜖 > 0.

Метрика (VIII.8) на пространстве 𝒮 построена в работе Ки-
риллова и Юрьева[10], где также показано, что эта метрика яв-
ляется кэлеровой. Эта метрика совпадает с ограничением на 𝒮
кэлеровой квазиметрики (V.7) из п. V.5 при подходящем выборе
константы 𝑎. Точнее, имеет место следующее
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Предложение VIII.1. Пусть векторы 𝜇, 𝜈 ∈ 𝐿∞(∆) от-
вечают 𝐶3/2+𝜖-гладким векторным полям 𝑢, 𝑣 на 𝑆1 соответ-
ственно. Тогда значение метрики (VIII.8) на этих полях равно

𝑔(𝑢, 𝑣) =
𝑎

6𝜋2

∫︁
Δ

∫︁
Δ

𝜇(𝑧)𝜈(𝜁)
(1− 𝑧𝜁 )4

𝑑𝑥 𝑑𝑦.

Идея доказательства.4 Также, как при доказательстве
леммы Тейхмюллера из п. V.4, можно показать, пользуясь инте-
гральным представлением для �̇�[𝜇] (формула (V.5)), что коэффи-
циенты Фурье векторного поля 𝑢 = 𝑢(𝜃) 𝜕𝜕𝜃 , могут быть найдены
по формуле

𝑢𝑛 =
𝑖

𝜋

∫︁
Δ

𝑧𝑛−2𝜇(𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 при 𝑛 > 2,

и 𝑢𝑛 = 𝑢−𝑛 при 𝑛 6 −2. Отсюда

∞∑︁
𝑛=2

𝑢𝑛𝑣𝑛(𝑛3 − 𝑛)

= − 1
𝜋2

∫︁
Δ

∫︁
Δ

𝜇(𝑧)𝜈(𝜁)
∞∑︁
𝑛=2

𝑧𝑛−2 𝜁
𝑛−2

(𝑛3 − 𝑛) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝜉 𝑑𝜂.

(VIII.9)

(Мы поменяли интегралы и знак суммирования местами, пользу-
ясь равномерной сходимостью рассматриваемого ряда для 𝐶3/2+𝜖-
гладких векторных полей.) Осталось учесть, что

∞∑︁
𝑛=2

𝜆𝑛−2(𝑛2 − 𝑛) = − 1
6(1− 𝜆)4

при |𝜆| < 1

и подставить это равенство в формулу (VIII.9) при 𝜆 = 𝑧𝜁.

Образ вложения 𝒮 →˓ 𝒯 лежит, как указывалось ранее, в регу-
лярной части пространства 𝒯 . С другой стороны, образы вложе-
ний классических пространств Тейхмюллера 𝑇 (𝐺) ∖ {0} принад-
лежат нерегулярной части 𝒯 . Тем самым, эти подмногообразия
пересекаются только в начале [id] ∈ 𝒯 .

4Полное доказательство см. в статье [11]
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Краткое содержание лекции VIII.
Пространство нормализованных диффеоморфизмов:

𝒮 = Diff+(𝑆1)/Möb(𝑆1) ⊂ 𝒯 = QS+(𝑆1)/Möb(𝑆1).

Комплексная структура в начале задается на векторе 𝑣 =∑︀
�̸�=0,±1 𝑣𝑛𝑒𝑛 ∈ 𝑇[id]𝒮 формулой

𝐽𝑣 = −𝑖
∞∑︁
𝑛=2

𝑣𝑛𝑒𝑛 + 𝑖

−1∑︁
𝑛=−∞

𝑣𝑛𝑒𝑛.

Эта структура совпадает с комплексной структурой, индуциро-
ванной вложением 𝒮 ⊂ 𝒯 .

Симплектическая структура в начале, определенная с точ-
ностью до мультипликативной постоянной, задается на базисных
векторах 𝑒𝑛 формулой

𝜔(𝑒𝑚, 𝑒𝑛) = 𝛼(𝑚3 −𝑚)𝛿𝑚,−𝑛.

Совместимая с ней кэлерова метрика на векторах

𝑢 =
∑︁

𝑛 ̸=0,±1

𝑢𝑛𝑒𝑛, 𝑣 =
∑︁

𝑛 ̸=0,±1

𝑣𝑛𝑒𝑛 ∈ 𝑇C
[id]𝒮

задается формулой

𝑔(𝑢, 𝑣) = 𝑎

∞∑︁
𝑛=2

𝑢𝑛𝑣𝑛(𝑛3 − 𝑛).

Эта метрика (при подходящем выборе константы 𝑎) совпадает
с метрикой, индуцированной квазиметрикой на 𝒯 при вложении
𝒮 ⊂ 𝒯 , и задается на векторных полях 𝑢, 𝑣, отвечающих диффе-
ренциалам Бельтрами 𝜇, 𝜈, формулой

𝑔(𝑢, 𝑣) = 6𝜋2

∫︁
Δ

∫︁
Δ

𝜇(𝑧)𝜈(𝜁)
(1− 𝑧𝜁 )4

𝑑𝑥 𝑑𝑦.

Пространство 𝒮 = Diff+(𝑆1)/Möb(𝑆1) целиком лежит в регу-
лярной части универсального пространства Тейхмюллера 𝒯 и пе-
ресекается с классическими пространствами Тейхмюллера 𝑇 (𝐺)
только в начале.



Глава 4. Грассманова реализация
универсального пространства Тейхмюллера

В этой главе строится грассманова реализация универсально-
го пространства Тейхмюллера в виде подмногообразия бесконеч-
номерного грассманиана, играющая ключевую роль в квантова-
нии пространства 𝒯 .

В ее основе лежит теорема Нага–Сулливана, доказанная
в п. IX.3. Эта теорема утверждает, что группа квазисимметрич-
ных гомеоморфизмов окружности QS(𝑆1) действует на соболевс-
ком пространстве полудифферецируемых функций на окружнос-
ти 𝑉 := 𝐻

1/2
0 (𝑆1,R) симплектическими преобразованиями. Свой-

ства соболевского пространства 𝑉 излагаются в пп. IX.1, IX.2.
Из теоремы Нага–Сулливана вытекает, что универсальное

пространство Тейхмюллера вкладывается в пространство 𝒥 (𝑉 )
комплексных структур на соболевском пространстве 𝑉 , совмести-
мых с его симплектической структурой. Это пространство в свою
очередь можно отождествить с бесконечномерным диском Зиге-
ля 𝒟, вложенным в бесконечномерный грассманиан гильбертова
пространства 𝑉 . Результирующее вложение универсального про-
странства Тейхмюллера 𝒯 в указанный грассманиан является го-
ломорфным отображением комплексных банаховых многообра-
зий.

Ограничение указанного вложения на пространство нормали-
зованных диффеоморфизмов окружности 𝒮 реализует это прост-
ранство в виде подмногообразия грассманиана Гильберта–Шмид-
та GrHS(𝑉 C) гильбертова пространства 𝑉 C.

71
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Лекция IX. Действие квазисимметричных
гомеоморфизмов на гильбертовом пространстве

IX.1. Соболевское пространство полудифференцируе-
мых функций.

Определение IX.1. Соболевское пространство полудиффе-
ренцируемых функций

𝑉 = 𝐻
1
2
0 (𝑆1,R)

есть гильбертово пространство, состоящее из функций 𝑓 ∈
𝐿2(𝑆1,R) с нулевым средним по окружности, имеющих обобщен-
ную производную порядка 1

2 из 𝐿2(𝑆1,R). Иначе говоря, оно со-
стоит из функций 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑆1,R), ряды Фурье которых имеют вид

𝑓(𝑧) =
∑︁
𝑛 ̸=0

𝑓𝑛𝑧
𝑛, 𝑓𝑛 = 𝑓−𝑛, 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃,

с конечной соболевской нормой порядка 1
2

‖𝑓‖21
2

=
∑︁
𝑛 ̸=0

|𝑛||𝑓𝑛|2 = 2
∞∑︁
𝑛=1

𝑛|𝑓𝑛|2 <∞.

Сопоставляя функции 𝑓 ∈ 𝑉 последовательность {𝑓𝑛}, 𝑛 =
1, 2, . . . , ее коэффициентов Фурье, мы установим изометрический
изоморфизм пространства 𝑉 с гильбертовым пространством ℓ

1
2
2 ,

состоящим из последовательностей 𝑓 = (𝑓1, 𝑓2, . . . ) комплексных
чисел 𝑓𝑛 с конечной нормой

‖𝑓‖2
ℓ
1
2
2

:= 2
∞∑︁
𝑛=1

𝑛|𝑓𝑛|2 <∞.

Рассмотрим на пространстве 𝑉 кососимметрическую 2-форму
𝜔 : 𝑉 ×𝑉 → R, которая определяется в терминах коэффициентов
Фурье векторов 𝜉, 𝜂 ∈ 𝑉 по формуле

𝜔(𝜉, 𝜂) = −𝑖
∑︁
�̸�=0

𝑛𝜉𝑛𝜂−𝑛 = 2 Im
∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝜉𝑛𝜂𝑛.

Эта форма корректно определена ввиду неравенства Коши–
Шварца

|𝜔(𝜉, 𝜂)| 6 ‖𝜉‖ 1
2
· ‖𝜂‖ 1

2
.
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Форма 𝜔 совпадает с пополнением естественной симплектической
структуры на пространстве гладких петель

Ω𝑆1 = 𝐶∞0 (𝑆1, 𝑆1),

задаваемой 2-формой

𝜔0(𝜉, 𝜂) =
1
2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝜉(𝑒𝑖𝜃)
𝑑𝜂(𝑒𝑖𝜃)
𝑑𝜃

𝑑𝜃 (IX.1)

(см. [1, п. 7.2]).
Пространство 𝑉 обладает также комплексной структурой 𝐽0,

которая определяется в терминах разложений Фурье по формуле

𝜉(𝑧) =
∑︁
𝑛 ̸=0

𝜉𝑛𝑧
𝑛 ↦→ (𝐽0𝜉)(𝑧) = −𝑖

∞∑︁
𝑛=1

𝜉𝑛𝑧
𝑛 + 𝑖

−1∑︁
𝑛=−∞

𝜉𝑛𝑧
𝑛. (IX.2)

Эта комплексная структура совместима с симплектической фор-
мой 𝜔 в том смысле, что вместе они определяют риманову мет-
рику на 𝑉 по формуле 𝑔0(𝜉, 𝜂) := 𝜔(𝜉, 𝐽0𝜂), или в терминах коэф-
фициентов Фурье

𝑔0(𝜉, 𝜂) =
∑︁
𝑛 ̸=0

|𝑛|𝜉𝑛𝜂𝑛 = 2Re
∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝜉𝑛𝜂𝑛. (IX.3)

Иными словами, 𝑉 является кэлеровым гильбертовым простран-
ством.

Комплексификация

𝑉 C = 𝐻
1
2
0 (𝑆1,C)

пространства 𝑉 является комплексным гильбертовым простран-
ством, состоящим из функций 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑆1,C) с разложениями Фу-
рье вида

𝑓(𝑧) =
∑︁
𝑛 ̸=0

𝑓𝑛𝑧
𝑛, 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃,

и конечной соболевской нормой

‖𝑓‖21
2

=
∑︁
𝑛 ̸=0

|𝑛||𝑓𝑛|2 <∞.
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Риманова метрика 𝑔0 продолжается на 𝑉 C до эрмитовой метрики

⟨𝜉, 𝜂⟩ =
∑︁
𝑛 ̸=0

|𝑛|𝜉𝑛𝜂𝑛.

Продолжим также форму 𝜔 и комплексную структуру 𝐽0 ком-
плексно линейно на 𝑉 C. Тогда пространство 𝑉 C будет допускать
разложение в прямую сумму подпространств

𝑉 C = 𝑊+ ⊕𝑊−, (IX.4)

где 𝑊± есть собственное (∓𝑖)-подпространство линейного опера-
тора 𝐽0 : 𝑉 C → 𝑉 C. Иными словами,

𝑊+ =
{︂
𝜉 ∈ 𝑉 C : 𝜉(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=1

𝜉𝑛𝑧
𝑛

}︂
,

𝑊− =
{︂
𝜉 ∈ 𝑉 C : 𝜉(𝑧) =

−1∑︁
𝑛=−∞

𝜉𝑛𝑧
𝑛

}︂
.

Подпространства 𝑊± изотропны относительно симплектической
формы 𝜔, т.е. 𝜔(𝜉, 𝜂) = 0, если одновременно 𝜉, 𝜂 ∈ 𝑊+ или
𝜉, 𝜂 ∈ 𝑊−. Разложение (IX.4) является ортогональной прямой
суммой относительно эрмитова скалярного произведения ⟨ · , · ⟩.
В терминах разложения (IX.4) это скалярное произведение зада-
ется формулой

⟨𝜉, 𝜂⟩ = 𝑖𝜔(𝜉+, 𝜂+)− 𝑖𝜔(𝜉−, 𝜂−),

где 𝜉± (соответственно 𝜂±) обозначает проекцию 𝜉 ∈ 𝑉 C (соответ-
ственно 𝜂 ∈ 𝑉 C) на 𝑊±.

IX.2. Определение в терминах гармонических функ-
ций. Обозначим через 𝒟 пространство Дирихле, состоящее из
гармонических функций в круге ℎ : ∆ → R, нормированных усло-
вием ℎ(0) = 0 и имеющих конечную энергию

𝐸(ℎ) =
1
2𝜋

∫︁
Δ

|gradℎ(𝑧)|2 𝑑𝑥 𝑑𝑦

=
1
2𝜋

∫︁
Δ

(︂⃒⃒⃒⃒
𝜕ℎ

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒2
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕ℎ

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒2)︂
𝑑𝑥 𝑑𝑦 <∞.
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Предложение IX.1. Преобразование Пуассона

𝑃𝑓(𝑧) =
1
2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑃 (𝜁, 𝑧)𝑓(𝜁) 𝑑𝜃, 𝜁 = 𝑒𝑖𝜃,

где 𝑃 (𝜁, 𝑧) – ядро Пуассона в круге ∆:

𝑃 (𝜁, 𝑧) =
|𝜁|2 − |𝑧|2

𝜁 − 𝑧|2
,

устанавливает изометрический изоморфизм

𝑃 : 𝑉 → 𝒟

между соболевским пространством 𝑉 и пространством Дири-
хле 𝒟 , наделенным нормой

‖ℎ‖2𝒟 := 𝐸(ℎ).

Идея доказательства. Пусть

𝑓(𝑧) =
∑︁
𝑛 ̸=0

𝑓𝑛𝑧
𝑛

есть произвольный элемент из соболевского пространства 𝑉 C. То-
гда его преобразование Пуассона ℎ = 𝑃𝑓 будет задаваться фор-
мулой

ℎ(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑛𝑧
𝑛 +

−1∑︁
𝑛=−∞

𝑓−𝑛𝑧
𝑛, (IX.5)

где 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃, 0 6 𝑟 < 1. При этом его энергия будет равна

𝐸(ℎ) =
1
2𝜋

∫︁
Δ

|gradℎ(𝑧)|2 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =
∑︁
𝑛 ̸=0

|𝑛||𝑓𝑛|2 = ‖𝑓‖21
2
.

Обратно, пространство Дирихле 𝒟 является подпростран-
ством соболевского пространства 𝐻1

0 (∆), состоящего из функций
из пространства 𝐿2(∆), имеющих обобщенные производные 1-го
порядка из 𝐿2(∆) и равных нулю при 𝑧 = 0. Для таких функций
определен след на окружности 𝑆1 с “потерей гладкости на 1

2 ”, ина-
че говоря, след функции из пространства 𝐻1

0 (∆) принадлежит
пространству 𝐻

1
2
0 (𝑆1). (Этот факт, хорошо известный в теории

соболевских пространств, можно найти, например, в книге [12].)
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IX.3. Действие квазисимметричных гомеоморфизмов
на соболевском пространстве. Пусть 𝑓 – сохраняющий ори-
ентацию гомеоморфизм 𝑆1 → 𝑆1. Сопоставим ему оператор 𝑇𝑓 ,
действующий по формуле

(𝑇𝑓𝜉)(𝑧) = 𝜉(𝑓(𝑧))− 1
2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝜉(𝑓(𝑒𝑖𝜃)) 𝑑𝜃, 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃,

на функциях 𝜉 ∈ 𝑉 .

Теорема IX.1 (теорема Нага–Сулливана). Оператор 𝑇𝑓 дей-
ствует из пространства 𝑉 в себя тогда и только тогда, ко-
гда 𝑓 ∈ QS(𝑆1). Если квазисимметричный гомеоморфизм 𝑓 про-
должается до 𝐾-квазиконформного гомеоморфизма круга ∆, то
операторная норма 𝑇𝑓 не превосходит

√
𝐾 +𝐾−1 .

Доказательство. Достаточность. Пусть гомеоморфизм
𝑓 ∈ QS(𝑆1) и продолжается до квазиконформного гомеоморфиз-
ма 𝑤 круга ∆. Пусть 𝜉 – произвольный вектор из 𝑉 и ℎ = 𝑃𝜉 –
его гармоническое продолжение внутрь ∆. Тогда определено гра-
ничное значение функции 𝑔 := ℎ ∘ 𝑤, которое совпадает с 𝜉 ∘ 𝑓 .
Покажем, что 𝜉 ∘ 𝑓 ∈ 𝑉 , точнее покажем, что энергия гармониче-
ского продолжения функции 𝜉 ∘ 𝑓 не превосходит

𝐸(𝑃 (𝜉 ∘ 𝑓)) 6 2
(︂

1 + 𝑘2

1− 𝑘2

)︂
𝐸(𝑃𝑓), (IX.6)

где 𝑘 – константа квазиконформности 𝑤, равная норме ‖𝜇‖∞ диф-
ференциала Бельтрами 𝜇 отображения 𝑤. Отсюда, в силу пред-
ложения IX.1, будет следовать, что операторная норма 𝑇𝑓 не пре-
восходит

‖𝑇𝑓‖ 6
√

2

√︂
1 + 𝑘2

1− 𝑘2
=

√︂
𝐾 +

1
𝐾
, где 𝐾 =

1 + 𝑘

1− 𝑘
.

Достаточно доказать неравенство (IX.6) для отображения 𝑔 =
ℎ ∘ 𝑤, поскольку отсюда будет следовать его справедливость для
𝑃 (𝜉 ∘ 𝑓). (Напомним, что минимум энергии среди всех гладких
отображений с заданными граничными значениями достигается
как раз на гармонических отображениях.) Полагая 𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣,
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получим оценку(︂
𝜕𝑔

𝜕𝑥

)︂2

+
(︂
𝜕𝑔

𝜕𝑦

)︂2

6 2
[︂(︂

𝜕ℎ

𝜕𝑢

)︂2

+
(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑣

)︂2]︂
(|𝜕𝑤|2 + |𝜕𝑤|2) почти всюду в ∆.

Квазиконформность отображения 𝑤 означает, что

|𝜕𝑤| 6 𝑘|𝜕𝑤| почти всюду в ∆,

поэтому(︂
𝜕𝑔

𝜕𝑥

)︂2

+
(︂
𝜕𝑔

𝜕𝑦

)︂2

6 2
[︂(︂

𝜕ℎ

𝜕𝑢

)︂2

+
(︂
𝜕ℎ

𝜕𝑣

)︂2]︂(︂
1 + 𝑘2

1− 𝑘2

)︂
Jac(𝑤),

где Jac(𝑤) = |𝜕𝑤|2−|𝜕𝑤|2. После замены переменных в интеграле
для 𝐸(𝑔) получаем требуемое неравенство

𝐸(𝑔) 6 2
(︂

1 + 𝑘2

1− 𝑘2

)︂
𝐸(ℎ).

Как известно, интеграл Дирихле обладает свойством кон-
формной инвариантности. Приведенное доказательство показы-
вает, по существу, что он обладает и свойством квазиинвариант-
ности относительно квазиконформных отображений.

Необходимость. Пользуясь свойством конформной инвари-
антности интеграла Дирихле, можно свести доказываемое утвер-
ждение к случаю верхней полуплоскости 𝐻. При этом соболев-
ское пространство 𝐻

1
2
0 (𝑆1,R) заменится на соболевское простран-

ство 𝐻
1
2 (R). Нам понадобится следующая формула Дугласа, вы-

ражающая энергию отображения 𝑓 ∈ 𝐻
1
2 (R) через разностную

производную функции 𝑓 (эта формула доказывается, например,
в книге [13]):

𝐸(𝑃𝑓) = ‖𝑓‖21/2 =
1

4𝜋2

∫︁
R

∫︁
R

[︂
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)

𝑥− 𝑦

]︂2

𝑑𝑥 𝑑𝑦. (IX.7)

Пусть, теперь, 𝑓 есть сохраняющий ориентацию гомеоморфизм
𝑓 : R → R, для которого

𝑇−1
𝑓 : 𝐻1/2(R) → 𝐻1/2(R)
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есть ограниченный оператор с нормой 𝑀 . Выберем срезающую
функцию 𝜒0 ∈ 𝐶∞0 (R), 0 6 𝜒0 6 1, такую что 𝜒0 ≡ 1 на отрезке
[−1, 1] и 𝜒0 ≡ 0 вне отрезка [−2, 2]. Фиксируем 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0 и
введем обозначение

𝐼1 = [𝑥− 𝑡, 𝑥], 𝐼2 = [𝑥, 𝑥+ 𝑡].

Рассмотрим сдвиг функции 𝜒0, задаваемый формулой

𝜒1(𝑠) := 𝜒0(𝑎𝑠+ 𝑏),

где константы 𝑎, 𝑏 подбираются таким образом, чтобы функция
𝜒1 ≡ 1 на 𝐼1 и 𝜒1 ≡ 0 на [𝑥+ 𝑡,∞).

По предположению 𝜒1∘𝑓−1 ∈ 𝐻1/2(R) и ввиду ограниченности
оператора 𝑇−1

𝑓 справедлива оценка

‖𝑇−1
𝑓 𝜒1‖ = ‖𝜒1 ∘ 𝑓−1‖ 1

2
6 𝑀‖𝜒1‖ 1

2
= 𝑀‖𝜒0‖ 1

2

(последнее равенство вытекает, например, из формулы Дугласа).
Следовательно,

𝑀2‖𝜒0‖21
2

> ‖𝜒1 ∘ 𝑓−1‖21
2

=
1

4𝜋2

∫︁
R

∫︁
R

[︂
𝜒1 ∘ 𝑓−1(𝑟)− 𝜒1 ∘ 𝑓−1(𝑠)

𝑟 − 𝑠

]︂2

𝑑𝑟 𝑑𝑠

>
∫︁ 𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥−𝑡)
𝑑𝑠

∫︁ ∞

𝑓(𝑥+𝑡)

𝑑𝑟
1

(𝑟 − 𝑠)2

= log
[︂
1 +

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥− 𝑡)
𝑓(𝑥+ 𝑡)− 𝑓(𝑥)

]︂
. (IX.8)

Отсюда
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥− 𝑡)
𝑓(𝑥+ 𝑡)− 𝑓(𝑥)

>
1

𝑒
𝑀2‖𝜒0‖21

2 − 1
для всех 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0.

Аналогично, выбирая сдвиг 𝜒2 функции 𝜒0 так, чтобы 𝜒2 ≡ 1
на 𝐼2 и 𝜒2 ≡ 0 на (−∞, 𝑥− 𝑡], докажем противоположное неравен-
ство

𝑓(𝑥+ 𝑡)− 𝑓(𝑥)
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥− 𝑡)

6 𝑒
𝑀2‖𝜒0‖21

2 − 1.

Из двух последних неравенств следует, что отображение 𝑓 удо-
влетворяет условию Берлинга–Альфорса (III.2) из п. III.3, т.е. го-
меоморфизм квазисимметричен.
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IX.4. Действие квазисимметричных гомеоморфизмов
на симплектическую и комплексную структуры.

Теорема IX.2. Действие операторов 𝑇𝑓 : 𝑉 → 𝑉 с гомео-
морфизмом 𝑓 ∈ QS(𝑆1) на соболевском пространстве 𝑉 сохра-
няет симплектическую структуру 𝜔 , т.е.

𝜔(𝑇𝑓𝜉, 𝑇𝑓𝜂) = 𝜔(𝜉, 𝜂) для любых 𝜉, 𝜂 ∈ 𝑉. (IX.9)

Более того, комплексно-линейное продолжение оператора 𝑇𝑓
на комплексифицированное пространство 𝑉 C сохраняет подпро-
странства 𝑊± тогда и только тогда, когда 𝑓 ∈ Möb(𝑆1) и
в этом случае 𝑇𝑓 действует на 𝑊± как унитарный оператор.

Идея доказательства. Докажем сначала первое утвержде-
ние теоремы. Оно, очевидно, выполняется для гладких гомеомор-
физмов 𝑓 . Действительно, для гладких векторов 𝜉, 𝜂 ∈ 𝐶∞0 (𝑆1,R)
утверждение сводится к замене переменной, задаваемой отобра-
жением 𝑓 , в формуле (IX.1) для формы 𝜔0 из п. IX.1. Отсюда
следует, что соотношение (IX.9) выполняется и для произволь-
ных векторов 𝜉, 𝜂 ∈ 𝑉 . Аппроксимируя произвольные квазисим-
метричные гомеоморфизмы 𝑓 гладкими с помощью теоремы ап-
проксимации из [4, п. 7.4], докажем справедливость соотноше-
ния (IX.9) для произвольных 𝑓 ∈ QS(𝑆1).

Далее, если действие 𝑇𝑓 на 𝑉 C сохраняет подпространство
𝑊+, то 𝑓 продолжается до голоморфного отображения 𝐹 : ∆ → ∆
(почему?). Так как 𝑓 – гомеоморфизм, то отображение 𝐹 долж-
но быть конформно, т.е. 𝐹 ∈ Möb(∆). Поскольку оператор 𝑇𝑓
сохраняет симплектическую форму, то отсюда следует, что он со-
храняет и эрмитову метрику на 𝑊+, т.е. действует на 𝑊+ унитар-
ными преобразованиями. Аналогичные рассуждения применимы
и к 𝑊−.

Покажем теперь, что и сама форма 𝜔 на 𝑉 определена фак-
тически единственным образом.

Теорема IX.3. Допустим, что непрерывная билинейная фор-
ма ̃︀𝜔 : 𝑉 × 𝑉 → R обладает следующим свойством инвариант-
ности относительно дробно-линейных преобразований:

̃︀𝜔(𝑇𝑓𝜉, 𝑇𝑓𝜂) = ̃︀𝜔(𝜉, 𝜂) для любых 𝑓 ∈ Möb(𝑆1), 𝜉, 𝜂 ∈ 𝑉.

Тогда ̃︀𝜔 = 𝜆𝜔 для некоторого 𝜆 ∈ R. В частности, если та-
кая форма не равна тождественно нулю, то она автоматически
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невырождена и инвариантна относительно всей группы квази-
симметричных гомеоморфизмов QS(𝑆1).

Идея доказательства. Любое билинейное непрерывное отоб-
ражение 𝜔 : 𝑉 × 𝑉 → R задает отображение двойственности
𝑆 : 𝑉 → 𝑉 ′, определяемое формулой

𝑆(𝜉)(·) := 𝜔(𝜉, ·) для 𝜉 ∈ 𝑉.

Отображение двойственности 𝑆, отвечающее исходной симплек-
тической форме 𝜔, очевидно невырождено. Обозначим через ̃︀𝑆
отображение двойственности, отвечающее форме ̃︀𝜔, и рассмот-
рим сплетающий оператор

𝐴 := 𝑆−1 ̃︀𝑆 : 𝑉 → 𝑉.

Покажем, что этот оператор коммутирует со всеми обрати-
мыми линейными операторами на 𝑉 , сохраняющими формы 𝜔 и̃︀𝜔. Действительно, оператор 𝐴 определяется равенством

𝜔(𝜉, 𝐴𝜂) = ̃︀𝜔(𝜉, 𝜂), 𝜉, 𝜂 ∈ 𝑉.

Если задан обратимый оператор 𝑇 , сохраняющий формы 𝜔 и ̃︀𝜔,
то имеют место равенства

𝜔(𝑇𝜉, 𝑇𝐴𝜂) = 𝜔(𝜉, 𝐴𝜂) = ̃︀𝜔(𝜉, 𝜂) = ̃︀𝜔(𝑇𝜉, 𝑇𝜂) = 𝜔(𝑇𝜉,𝐴𝑇𝜂).

Поскольку оператор 𝑇 обратим, отсюда следует, что

𝜔(𝜉, 𝑇𝐴𝜂) = 𝜔(𝜉, 𝐴𝑇𝜂) для всех 𝜉 ∈ 𝑉.

Но форма 𝜔 невырождена, поэтому 𝑇𝐴 = 𝐴𝑇 , как и утвержда-
лось.

Мы хотим доказать, что сплетающий оператор 𝐴 является ска-
лярным, откуда будет следовать, что ̃︀𝑆 = 𝜆𝑆 =⇒ ̃︀𝜔 = 𝜆𝜔. Вос-
пользуемся для этого леммой Шура из теории представлений.

Заметим, что унитарное представление группы Möb(𝑆1) =
PSL(2,R) на 𝑉 C, задаваемое операторами 𝑇𝑓 с 𝑓 ∈ Möb(𝑆1), опре-
деляет неприводимое унитарное представление группы SL(2,R)
на пространствах 𝑊± и эти пространства являются единствен-
ными инвариантными подпространствами указанного представ-
ления на 𝑉 C. (Этот факт вытекает из общей теории представле-
ний группы SL(2,R), см. [14, лемма 4.6].)
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По доказанному, сплетающий оператор 𝐴 должен коммутиро-
вать со всеми обратимыми операторами, сохраняющими формы 𝜔
и ̃︀𝜔. В частности, он должен коммутировать со всеми оператора-
ми 𝑇𝑓 с 𝑓 ∈ Möb(𝑆1). Поскольку операторы 𝑇𝑓 с 𝑓 ∈ Möb(𝑆1) со-
храняют подпространства 𝑊±, то оператор 𝐴 может отображать
подпространство 𝑊+ только на 𝑊+ или на 𝑊−. Если выполня-
ется первое, то 𝐴 должен коммутировать со всеми операторами
𝑇𝑓 : 𝑊+ →𝑊+ неприводимого унитарного представления группы
SL(2,R) на 𝑊+ и потому является скалярным, т.е. 𝐴 = 𝜆𝐼, где
𝜆 ∈ R ввиду вещественности оператора 𝐴. Вторая возможность
реализоваться не может, поскольку в этом случае можно было
бы заменить оператор 𝐴 комплексно сопряженным оператором
𝐴, отображающим 𝑊+ в 𝑊+. По доказанному такой оператор 𝐴
был бы скалярным, иначе говоря, равным 𝜆𝐼 с 𝜆 ∈ R, т.е. совпа-
дающим с 𝐴, что невозможно.

Краткое содержание лекции IX.
Соболевское пространство полудифференцируемых функций:

𝑉 = 𝐻
1
2
0 (𝑆1,R),

состоящее из функций 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑆1,R) c разложениями Фурье вида

𝑓(𝑧) =
∑︁
𝑛 ̸=0

𝑓𝑛𝑧
𝑛, 𝑓𝑛 = 𝑓−𝑛,

с конечной нормой

‖𝑓‖21
2

=
∑︁
𝑛 ̸=0

|𝑛||𝑓𝑛|2.

Это кэлерово гильбертово пространство, обладающее симлекти-
ческой формой 𝜔 и комплексной структурой 𝐽0, совместимыми
друг с другом и порождающими риманову метрику 𝑔0.

Комплексификация 𝑉 C = 𝐻
1
2
0 (𝑆1,C) разлагается в прямую

сумму
𝑉 C = 𝑊+ ⊕𝑊−

собственных (∓𝑖)-подпространств оператора 𝐽0, ортогональную
относительно скалярного произведения ⟨ · , · ⟩, задаваемого эрми-
товым продолжением метрики 𝑔0 на 𝑉 C.
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Соболевское пространство 𝑉 можно отождествить с простран-
ством Дирихле 𝒟, состоящим из гармонических в круге ∆ функ-
ций ℎ таких, что ℎ(0) = 0, и обладающих конечной энергией

𝐸(ℎ) =
1
2𝜋

∫︁
Δ

|gradℎ(𝑧)|2 𝑑𝑥 𝑑𝑦 <∞.

Изометрический изоморфизм 𝑉 → 𝒟 устанавливается преобразо-
ванием Пуассона.

Теорема Нага–Сулливана.
1. Преобразование

𝑓 ↦→ 𝑇𝑓𝜉 := 𝜉 ∘ 𝑓 − среднее(𝜉 ∘ 𝑓)

действует из пространства 𝑉 в него же ⇔ 𝑓 ∈ QS(𝑆1) и в этом
случае

‖𝑇𝑓‖ 6
√︀
𝐾 +𝐾−1,

где 𝐾 – максимальная дилатация 𝑓 .
2. Для 𝑓 ∈ QS(𝑆1) оператор 𝑇𝑓 действует симплектическими

преобразованиями; комплексно-линейное продолжение оператора
𝑇𝑓 на 𝑉 C сохраняет подпространства 𝑊± ⇐⇒ 𝑓 ∈ Möb(𝑆1).

3. Если 𝑓 ∈ Möb(𝑆1), то 𝑇𝑓 действует на 𝑊± унитарными
преобразованиями.

Теорема. Симплектическая форма 𝜔 на 𝑉 определена по суще-
ству единственным образом, а именно, если ̃︀𝜔 – другая непрерыв-
ная билинейная форма на 𝑉 , инвариантная относительно преоб-
разований 𝑇𝑓 c 𝑓 ∈ Möb(𝑆1), то ̃︀𝜔 = 𝜆𝜔 для некоторого 𝜆 ∈ R.

Лекция X. Грассманова реализация
пространства 𝒯

X.1. Вложение пространства 𝒯 в зигелев диск. Из тео-
ремы Нага–Сулливана (п. IX.3) и теоремы IX.2 (п. IX.4) вытекает,
что имеется вложение

𝒯 = QS(𝑆1)/Möb(𝑆1) → Sp(𝑉 )/U(𝑊+), (X.1)
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где Sp(𝑉 ) обозначает симплектическую группу пространства 𝑉 ,
состоящую из ограниченных линейных операторов на 𝑉 , сохра-
няющих симплектическую форму 𝜔, а U(𝑊+) – ее подгруппа, со-
стоящая из унитарных операторов, т.е. операторов, комплексно-
линейные продолжения которых на 𝑉 C сохраняют подпростран-
ство 𝑊+ (и, следовательно, 𝑊−).

Опишем эти группы более подробно. В терминах разложе-
ния (IX.4) из п. IX.1

𝑉 C = 𝑊+ ⊕𝑊−

любой линейный оператор 𝐴 : 𝑉 C → 𝑉 C может быть записан
в блочной форме

𝐴 =
(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
=

(︂
𝑎 : 𝑊+ →𝑊+ 𝑏 : 𝑊− →𝑊+

𝑐 : 𝑊+ →𝑊− 𝑑 : 𝑊− →𝑊−

)︂
.

В частности, линейные операторы на 𝑉 C, получаемые комплексно-
линейным продолжением операторов 𝐴 : 𝑉 → 𝑉 , имеют блочные
представления вида

𝐴 =
(︂
𝑎 𝑏

𝑏 𝑎

)︂
,

где мы отождествляем пространство 𝑊− с комплексно сопряжен-
ным пространством 𝑊+.

Линейный оператор 𝐴 : 𝑉 → 𝑉 принадлежит симплектиче-
ской группе Sp(𝑉 ), если он сохраняет симплектическую форму 𝜔.
Это условие эквивалентно следующим соотношениям на блочные
компоненты 𝐴 (проверьте!):

𝐴 =
(︂
𝑎 𝑏

𝑏 𝑎

)︂
∈ Sp(𝑉 ) ⇐⇒ 𝑎 𝑡𝑎− 𝑏𝑡𝑏 = 1, 𝑎 𝑡𝑏 = 𝑏𝑡𝑎, (X.2)

где 𝑎𝑡, 𝑏𝑡 обозначают транспонированные операторы

𝑎𝑡 : 𝑊 ′
+ →𝑊 ′

+ ⇐⇒ 𝑎𝑡 : 𝑊− →𝑊−,

𝑏𝑡 : 𝑊 ′
+ →𝑊 ′

− ⇐⇒ 𝑏𝑡 : 𝑊− →𝑊+.

где пространство𝑊 ′
+, двойственное к𝑊+, отождествляется с про-

странством𝑊− с помощью скалярного произведения ⟨ · , · ⟩ на 𝑉 C,
задаваемого комплексно-линейным продолжением на 𝑉 C римано-
вой метрики 𝑔0. Пользуясь тем, что 𝐴−1𝐴 = 𝐼, можно получить
еще и двойственные сооотношения

𝑎𝑎 𝑡 − 𝑏𝑏
𝑡
= 1, 𝑎𝑏

𝑡
= 𝑏𝑎𝑡. (X.3)
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Унитарная группа U(𝑊+) вкладывается в симплектическую
группу Sp(𝑉 ) в виде подгруппы блочно-диагональных матриц ви-
да

𝐴 =
(︂
𝑎 0
0 𝑎

)︂
.

Вернемся к отображению (X.1). Пространство

Sp(𝑉 )/U(𝑊+)

в правой части (X.1) можно отождествить с пространством 𝒥 (𝑉 )
комплексных структур на пространстве 𝑉 C, совместимых с сим-
плектической формой 𝜔. Действительно, любая комплексная
структура 𝐽 такого вида определяет разложение

𝑉 C = 𝑊 ⊕𝑊 (X.4)

в прямую сумму собственных (∓𝑖)-подпространств оператора 𝐽 ,
изотропных относительно 𝜔. Обратно, любое разложение вида
(X.4) пространства 𝑉 C в прямую сумму подпространств, изотроп-
ных относительно 𝜔, определяет комплексную структуру 𝐽 на 𝑉 C,
равную −𝑖𝐼 на 𝑊 и +𝑖𝐼 на 𝑊 и совместимую с 𝜔. Тем самым,
группа Sp(𝑉 ) действует транзитивно на пространстве 𝒥 (𝑉 ) ком-
плексных структур 𝐽 на 𝑉 , совместимых с 𝜔.

Чтобы получить однородное представление для пространства
𝒥 (𝑉 ), нужно профакторизовать группу Sp(𝑉 ) по ее подгруппе,
состоящей из преобразований, сохраняющих исходную комплекс-
ную структуру 𝐽0 или, другими словами, сохраняющих подпро-
странства 𝑊±. Указанная подгруппа состоит в точности из уни-
тарных преобразований из группы U(𝑊+), откуда следует, что

𝒥 (𝑉 ) = Sp(𝑉 )/U(𝑊+).

Пространство 𝒥 (𝑉 ) допускает интерпретацию в виде беско-
нечномерного зигелева диска. По определению, зигелев диск 𝒟
состоит из ограниченных линейных операторов вида

𝒟 = {𝑍 : 𝑊+ →𝑊− – ограниченный линейный

симметричный оператор, удовлетворяющий 𝑍𝑍 < 𝐼}.

Симметричность 𝑍 означает, что 𝑍𝑡 = 𝑍, а условие 𝑍𝑍 < 𝐼 рав-
носильно тому, что симметричный оператор 𝐼−𝑍𝑍 положительно
определен.
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Для того, чтобы отождествить пространство 𝒥 (𝑉 ) с зигеле-
вым диском 𝒟, рассмотрим действие группы Sp(𝑉 ) на 𝒟, задава-
емое операторными дробно-линейными преобразованиями вида

Sp(𝑉 ) ∋ 𝐴 =
(︂
𝑎 𝑏

𝑏 𝑎

)︂
: 𝑍 ↦→ (𝑎𝑍 + 𝑏)(𝑏𝑍 + 𝑎)−1.

Проверьте, что сопоставление оператору 𝐴 ∈ Sp(𝑉 ) указанно-
го дробно-линейного преобразования зигелева диска 𝒟 задает
взаимно-однозначное отображение

𝒥 (𝑉 ) = Sp(𝑉 )/U(𝑊+) → 𝒟.

Зигелев диск 𝒟 естественным образом вкладывается в грас-
сманиан Gr𝑏(𝑉 C) гильбертова пространства 𝑉 C, состоящий из за-
мкнутых подпространств 𝑊 ⊂ 𝑉 C, получаемых из 𝑊+ действием
ограниченных линейных операторов. Указанное вложение зада-
ется отображением

𝒟 ∋ 𝑍 ↦→ график отображения 𝑍 : 𝑊+ →𝑊−.

Грассманиан Gr𝑏(𝑉 C) является комплексным банаховым много-
образием (см. [1, п. 5.1]), а сквозное отображение

𝒯 = QS(𝑆1)/Möb(𝑆1) → Sp(𝑉 )/U(𝑊+) = 𝒟 → Gr𝑏(𝑉 C)

является эквивариантным голоморфным вложением комплекс-
ных банаховых многообразий. (Этот факт доказан в статье [14].)

X.2. Грассманова реализация пространства нормали-
зованных диффеоморфизмов. Построенное вложение 𝒯 →˓
Gr𝑏(𝑉 C) порождает вложение пространства нормализованных
диффеоморфизмов

𝒮 = Diff+(𝑆1)/Möb(𝑆1) ⊂ 𝒯

в “регулярную часть” грассманиана Gr𝑏(𝑉 C), совпадающую с грас-
сманианом Гильберта–Шмидта GrHS(𝑉 ), который определяется
следующим образом.

Определение X.1. Грассманиан GrHS(𝑉 ) Гильберта–Шмид-
та состоит из замкнутых подпространств 𝑊 ⊂ 𝑉 C таких, что
ортогональная проекция 𝜋+ : 𝑊 →𝑊+ является фредгольмовым
оператором, а ортогональная проекция 𝜋− : 𝑊 → 𝑊− – операто-
ром Гильберта–Шмидта.
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Напомним, что линейный оператор 𝑇 : 𝐻1 → 𝐻2, действую-
щий из гильбертова пространства 𝐻1 в гильбертово простран-
ство 𝐻2, называется фредгольмовым, если он обладает конечно-
мерными ядром и коядром. Такой оператор обратим по модулю
компактных операторов, т.е. для него обязательно найдется ли-
нейный оператор 𝑆 : 𝐻2 → 𝐻1 такой, что операторы

𝐼𝐻1 − 𝑆𝑇 и 𝐼𝐻2 − 𝑇𝑆

компактны.
Оператор 𝑇 называется оператором Гильберта–Шмидта (HS-

оператором), если для некоторого ортонормированного базиса
{𝑒𝑖} в пространстве 𝐻1 ряд∑︁

‖𝑇𝑒𝑖‖2𝐻2
<∞

сходится. Если это условие выполняется для некоторого ортонор-
мированного базиса {𝑒𝑖} в 𝐻1, то оно выполняется и для любого
ортонормированного базиса в 𝐻1. Операторы Гильберта–Шмид-
та образуют комплексное гильбертово пространство HS(𝐻1, 𝐻2)
с нормой

‖𝑇‖ :=
(︁∑︁

‖𝑇𝑒𝑖‖2𝐻2

)︁ 1
2
.

Возвращаясь к определению грассманиана Гильберта–Шмид-
та, можно сказать, что GrHS(𝑉 ) состоит из замкнутых подпро-
странств 𝑊 ⊂ 𝑉 C, которые “мало” отличаются от подпростран-
ства 𝑊+ в том смысле, что проекция 𝜋+ : 𝑊 →𝑊+ “почти” обра-
тима, а проекция 𝜋− : 𝑊 →𝑊− “мала”.

Грассманиан GrHS(𝑉 ) является кэлеровым гильбертовым мно-
гообразием, имеющим в качестве локальной модели гильбертово
пространство HS(𝑊+,𝑊−) операторов Гильберта–Шмидта.

Введем теперь симплектическую группу Гильберта–Шмидта
SpHS(𝑉 ), которая состоит из преобразований

𝐴 =
(︂
𝑎 𝑏

𝑏 𝑎

)︂
∈ Sp(𝑉 ),

для которых 𝑏 является оператором Гильберта–Шмидта. Уни-
тарная группа U(𝑊+) содержится в SpHS(𝑉 ) в виде подгруппы
блочно-диагональных матриц.

Построенное вложение 𝒯 →˓ 𝒥 (𝑉 ) индуцирует вложение

𝒮 = Diff+(𝑆1)/Möb(𝑆1) →˓ SpHS(𝑉 )/U(𝑊+).
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Задача X.1. Докажите, что образ группы Diff+(𝑆1) в Sp(𝑉 )
при вложении QS(𝑆1) →˓ Sp(𝑉 ) на самом деле принадлежит под-
группе SpHS(𝑉 ).

Пространство

𝒥HS(𝑉 ) := SpHS(𝑉 )/U(𝑊+)

отождествляется, как и в п. X.1, с некоторым пространством
комплексных структур на 𝑉 C, совместимых с симплектической
формой 𝜔. Будем называть комплексные структуры из 𝒥HS(𝑉 )
комплексными структурами Гильберта–Шмидта. Также, как
в п. X.1, пространство 𝒥HS(𝑉 ) допускает реализацию в виде зи-
гелева диска Гильберта–Шмидта, определяемого как

𝒟HS = {𝑍 : 𝑊+ →𝑊− – симметричный

оператор Гильберта–Шмидта с 𝑍𝑍 < 𝐼}.

Также, как в п. X.1, можно показать, что зигелев диск 𝒟HS вкла-
дывается в грассманиан Гильберта–Шмидта GrHS(𝑉 ) так, что
сквозное отображение

𝒮 = Diff+(𝑆1)/Möb(𝑆1)
→˓ 𝒥HS(𝑉 ) = SpHS(𝑉 )/U(𝑊+) = 𝒟HS →˓ GrHS(𝑉 )

будет эквивариантным голоморфным вложением комплексного
пространства Фреше 𝒮 в комплексное гильбертово многообразие
GrHS(𝑉 ) (см. [15]).

Краткое содержание лекции X.
Из теоремы Нага–Сулливана следует, что

𝒯 = QS(𝑆1)/Möb(𝑆1) →˓ Sp(𝑉 )/U(𝑊+) = 𝒥 (𝑉 ).

Пространство 𝒥 (𝑉 ) комплексных структур на соболевском про-
странстве 𝑉 , совместимых с симплектической формой 𝜔, отож-
дествляется c зигелевым диском

𝒟 = {𝑍 : 𝑊+ →𝑊− – ограниченный линейный

симметричный оператор, удовлетворяющий 𝑍𝑍 < 𝐼}.

Указанное отождествление устанавливается с помощью отобра-
жения, сопоставляющего оператору

Sp(𝑉 ) ∋ 𝐴
(︂
𝑎 𝑏

𝑏 𝑎

)︂
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дробно-линейное преобразование зигелевого диска вида

𝑍 ↦→ (𝑎𝑍 + 𝑏)(𝑏𝑍 + 𝑎)−1.

Сквозное отображение

𝒯 →˓ 𝒥 = 𝒟 →˓ Gr𝑏(𝑉 C)

универсального пространства Тейхмюллера 𝒯 в грассманиан
Gr𝑏(𝑉 C) соболевского пространства 𝑉 C является голоморфным
вложением комплексных банаховых многообразий.

Ограничение этого вложения на пространство нормализован-
ных диффеоморфизмов 𝒮 порождает вложение

𝒮 = Diff+(𝑆1)/Möb(𝑆1) →˓ SpHS(𝑉 )/U(𝑊+) = 𝒥HS(𝑉 ),

где

SpHS(𝑉 ) = {𝐴 ∈ Sp(𝑉 ) : 𝑏 – оператор Гильберта–Шмидта}

есть симплектическая группа Гильберта–Шмидта, а 𝒥HS(𝑉 ) –
пространство комплексных структур Гильберта–Шмидта на 𝑉 ,
совместимых с симплектической формой 𝜔. Последнее простран-
ство отождествляется c зигелевым диском Гильберта–Шмидта

𝒟HS = {𝑍 : 𝑊+ →𝑊− – симметричный

оператор Гильберта–Шмидта с 𝑍𝑍 < 𝐼}.

Сквозное отображение

𝒮 →˓ 𝒥HS(𝑉 ) = 𝒟HS →˓ GrHS(𝑉 C)

пространства 𝒮 в грассманиан Гильберта–Шмидта GrHS(𝑉 C)
гильбертова пространства 𝑉 C является голоморфным вложением
комплексного пространства Фреше 𝒮 в комплексное гильбертово
многообразие GrHS(𝑉 ).



Глава 5. Квантование пространства
нормализованных диффеоморфизмов

Эта глава посвящена квантованию пространства нормализо-
ванных диффеоморфизмов 𝒮. Она начинается с лекции XI, в ко-
торой дается определение классических систем и их квантования.

В п. XI.3 задача квантования конкретизируется применитель-
но к изучаемому в этой главе пространству 𝒮. Сначала строит-
ся квантование расширенной системы, фазовым пространством
которой является пространство 𝒥HS(𝑉 ) комплексных структур
Гильберта–Шмидта на соболевском пространстве 𝑉 . Роль про-
странства квантования играет при этом фоковское пространство,
ассоциированное с пространством 𝑉 и комплексной структурой
𝐽 на нем (п. XII.1). В этом пространстве реализуется непри-
водимое унитарное представление алгебры Гейзенберга heis(𝑉 )
(п. XII.2). Ключевую роль в квантовании пространства 𝒥HS(𝑉 )
играет теорема Шейла–Березина, приведенная в п. XII.3. Она
утверждает, что представления Гейзенберга в фоковских про-
странствах, отвечающих двум различным комплексным структу-
рам на пространстве 𝑉 , унитарно эквивалентны тогда и только
тогда, когда эти структуры получаются друг из друга симплек-
тическим преобразованием Гильберта–Шмидта. Из этой теоре-
мы вытекает, что фоковское расслоение, объединяющее фоков-
ские пространства, отвечающие различным комплексным струк-
турам Гильберта–Шмидта на 𝑉 , является голоморфным гильбер-
товым расслоением над 𝒥HS(𝑉 ), наделенным проективным дей-
ствием симплектической группы Гильберта–Шмидта, накрываю-
щим действие этой группы на базе расслоения.

Инфинитезимальным вариантом указанного действия являет-
ся унитарное проективное представление симплектической алгеб-
ры Гильберта–Шмидта в фоковском пространстве, которое стро-
ится в п. XII.4. Оно и задает дираковское квантование простран-
ства 𝒥HS(𝑉 ), ограничение которого на 𝒮 дает квантование исход-
ного пространства 𝒮. Квантование 𝒮 можно построить и непо-
средственно, исходя из проективного представления алгебры Ви-
расоро, обсуждаемого в п. XII.5.

89
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Лекция XI. Квантование классических систем

XI.1. Классические системы. Конечномерная классиче-
ская система задается парой (𝑀,𝒜), состоящей из фазового про-
странства 𝑀 и алгебры наблюдаемых 𝒜.

Фазовое пространство 𝑀 есть гладкое симплектическое мно-
гообразие четной размерности 2𝑛 с симплектической формой 𝜔.
Локально, оно изоморфно стандартной модели 𝑀0 := (R2𝑛, 𝜔0),
где 𝜔0 – стандартная симплектическая форма на R2𝑛, задаваемая
в канонических координатах (𝑝𝑖, 𝑞𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, на R2𝑛 формулой

𝜔0 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑝𝑖 ∧ 𝑑𝑞𝑖.

Алгебра наблюдаемых 𝒜 есть произвольная подалгебра Ли
в алгебре Ли 𝐶∞(𝑀,R) гладких вещественнозначных функций на
фазовом пространстве 𝑀 относительно скобки Пуассона, опреде-
ляемой симплектической формой 𝜔. В частности, 𝒜 может совпа-
дать со всей алгеброй Пуассона 𝐶∞(𝑀,R). В случае стандартной
модели 𝑀0 = (R2𝑛, 𝜔0) в качестве алгебры наблюдаемых можно
взять алгебру Гейзенберга heis(R2𝑛), которая порождается коор-
динатными функциями 𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, и 1, удовлетворяющими
коммутационным соотношениям:

{𝑝𝑖, 𝑝𝑗} = {𝑞𝑖, 𝑞𝑗} = 0,
{𝑝𝑖, 𝑞𝑗} = 𝛿𝑖𝑗 при 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Алгебры наблюдаемых возникают обычно следующим обра-
зом. Пусть Γ есть некоторая группа Ли, действующая на одно-
связном фазовом многообразии 𝑀 симплектическими преобразо-
ваниями. Тогда ее алгебру Ли Lie(Γ) можно рассматривать как
подалгебру алгебры Ли гамильтоновых векторных полей 𝑋𝑓 на
𝑀 , порождаемых гладкими функциями 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀,R). В этом
случае за алгебру наблюдаемых ham(Γ), отвечающую группе Γ,
можно взять алгебру Ли, состоящую из функций 𝑓 , для которых
𝑋𝑓 ∈ Lie(Γ), и наделенную скобкой Пуассона в качестве скобки
Ли.

XI.2. Квантование классических систем. Пусть (𝑀,𝒜)
есть некоторая классическая система. Квантованием этой сиcте-
мы называется неприводимое линейное представление

𝑟 : 𝒜 → End*𝐻



Лекция XI 91

наблюдаемых из 𝒜 самосопряженными линейными оператора-
ми, действующими в комплексном гильбертовом пространстве 𝐻,
называемом пространством квантования. При этом требуется,
чтобы

𝑟({𝑓, 𝑔}) =
1
𝑖
[𝑟(𝑓), 𝑟(𝑔)] =

1
𝑖
(𝑟(𝑓)𝑟(𝑔)− 𝑟(𝑔)𝑟(𝑓)) (XI.1)

для любых 𝑓, 𝑔 ∈ 𝒜 и 𝑟(1) = 𝐼.
Операторы квантования 𝑟(𝑓), возникающие в конкретных

примерах, оказываются, как правило, неограниченными, поэтому
необходимо требовать, чтобы все они были определены на общей
области определения, плотной в 𝐻.

Часто бывает удобнее иметь дело с комплексифицированными
алгебрами наблюдаемых 𝒜C или, более общим образом, с инволю-
тивными комплексными алгебрами наблюдаемых 𝒜C, наделен-
ными инволюцией. В этом случае квантование алгебры наблюда-
емых 𝒜C будет задаваться неприводимым линейным представле-
нием 𝑟 : 𝒜C → End𝐻 замкнутыми линейными операторами на 𝐻,
удовлетворяющим помимо условия (XI.1) и нормировки 𝑟(1) = 𝐼
еще и правилу сопряжения: инволюция в 𝒜C переходит под дей-
ствием 𝑟 в эрмитово сопряжение.

Мы будем применять приведенное определение квантования
к бесконечномерным классическим системам, в которых как фа-
зовые пространства, так и алгебры наблюдаемых являются беско-
нечномерными. Для бесконечномерных алгебр Ли 𝒜 более есте-
ственно искать не обычные, а проективные представления. Если
нам удастся найти такое представление для заданной алгебры на-
блюдаемых 𝒜, то это будет означать, что мы построили квантова-
ние не исходной системы (𝑀,𝒜), а ее расширения (𝑀, ̃︀𝒜), где ̃︀𝒜 –
подходящее центральное расширение алгебры 𝒜, которое опреде-
ляется коциклом проективного представления. (О проективных
представлениях и центральных расширениях см. [1, гл. 4].)

XI.3. Квантование пространства 𝒮: постановка зада-
чи. В случае пространства нормализованных диффеоморфиз-
мов

𝒮 = Diff+(𝑆1)/Möb(𝑆1)

роль бесконечномерной классической системы будет играть пара

(𝒮,Vect(𝑆1)),
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где 𝒮 – фазовое пространство системы, а Vect(𝑆1) – алгебра на-
блюдаемых, являющаяся алгеброй Ли группы Diff+(𝑆1). Эта ал-
гебра совпадает с алгеброй Ли гладких векторных полей на 𝑆1.

Мы построим квантование указанной системы, предваритель-
но расширив ее до системы, ассоциированной с соболевским про-
странством 𝑉 . Для этого воспользуемся вложением

𝒮 →˓ 𝒥HS(𝑉 ) = SpHS(𝑉 )/U(𝑊+),

построенным в п. X.2. При таком вложении группа Diff+(𝑆1)
вкладывается в симплектическую группу Гильберта–Шмидта
SpHS(𝑉 ). В качестве расширенной классической системы берет-
ся пара

(𝒥HS(𝑉 ) = 𝒟HS, spHS(𝑉 )),

где spHS(𝑉 ) есть алгебра Ли симплектической группы Гильберта–
Шмидта SpHS(𝑉 ).

Краткое содержание лекции XI.
Классическая система: (𝑀,𝒜), где𝑀 – фазовое пространство,

𝒜 – алгебра наблюдаемых на 𝑀 . Cтандартная модель: 𝑀 = R2𝑛,
𝒜 = heis(R2𝑛). Если Γ – некоторая группа Ли симплектомор-
физмов на односвязном симплектическом многообразии 𝑀 , то ей
можно сопоставить классическую модель с фазовым простран-
ством 𝑀 и алгеброй наблюдаемых 𝒜 = Lie Γ, где Lie Γ – алгебра
Ли группы Γ.

Квантованием классической системы (𝑀,𝒜) называется не-
приводимое линейное представление 𝑟 наблюдаемых из алгебры
𝒜 самосопряженными линейными операторами, действующими
в комплексном гильбертовом пространстве квантования 𝐻, при
котором скобка Пуассона наблюдаемых переходит в коммутатор
отвечающих им операторов:

{𝑓, 𝑔} ↦→ 1
𝑖
[𝑟(𝑓), 𝑟(𝑔)].

В случае пространства нормализованных диффеоморфизмов

𝒮 = Diff+(𝑆1)/Möb(𝑆1)

роль бесконечномерной классической системы играет пара

(𝒮,Vect(𝑆1))
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с фазовым пространством 𝒮 и алгеброй наблюдаемых Vect(𝑆1),
совпадающей с алгеброй Ли гладких векторных полей на 𝑆1. Эта
классическая система вкладывается в расширенную систему

(𝒥HS(𝑉 ), spHS(𝑉 )),

где spHS(𝑉 ) – алгебра Ли симплектической группы Гильберта–
Шмидта SpHS(𝑉 ).

Лекция XII. Квантование расширенной системы

XII.1. Фоковское пространство. Приступая к квантова-
нию расширенной системы (𝒥HS(𝑉 ), spHS(𝑉 )), мы должны преж-
де всего указать пространство квантования 𝐻, в котором будет
действовать представление алгебры наблюдаемых spHS(𝑉 ). Роль
этого пространства в рассматриваемом случае будет играть фо-
ковское пространство, ассоциированное с соболевским простран-
ством 𝑉 .

Для того, чтобы определить указанное пространство, фикси-
руем некоторую комплексную структуру 𝐽 ∈ 𝒥 (𝑉 ), совместимую
с симплектической формой 𝜔. Эта структура порождает разложе-
ние комплексифицированного пространства 𝑉 C в прямую сумму

𝑉 C = 𝑊 ⊕𝑊

собственных (∓𝑖)-подпространств оператора 𝐽 . Указанное разло-
жение ортогонально относительно эрмитова скалярного произве-
дения на 𝑉 C, порождаемого 𝐽 и 𝜔:

⟨𝑧, 𝑤⟩𝐽 := 𝜔(𝑧, 𝐽𝑤).

Фоковское пространство 𝐹 (𝑉 C, 𝐽) является пополнением ал-
гебры симметричных полиномов от переменных 𝑧 ∈𝑊 по норме,
порожденной скалярным произведением ⟨ · , · ⟩𝐽 .

Более подробно, обозначим через S(𝑊 ) алгебру симметрич-
ных полиномов от переменных 𝑧 ∈𝑊 и введем на ней скалярное
произведение, порождаемое скалярным произведением ⟨ · , · ⟩𝐽 .
На мономах одинаковой степени оно задается формулой

⟨𝑧1 ⊗ · · · ⊗ 𝑧𝑛, 𝑧
′
1 ⊗ · · · ⊗ 𝑧′𝑛⟩𝐽 :=

∑︁
{𝑖1,...,𝑖𝑛}

⟨𝑧1, 𝑧′𝑖1⟩𝐽 · · · ⟨𝑧𝑛, 𝑧
′
𝑖𝑛⟩𝐽 ,
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где суммирование ведется по всем перестановкам {𝑖1, . . . , 𝑖𝑛} мно-
жества {1, . . . , 𝑛} (скалярное произведение мономов разных сте-
пеней полагается равным нулю). Скалярное произведение на мо-
номах продолжается затем по линейности на всю алгебру S(𝑊 ).

Определение XII.1. Фоковское пространство

𝐹𝐽 = 𝐹 (𝑉 C, 𝐽)

есть замыкание алгебры S(𝑊 ) по норме ⟨ · , · ⟩𝐽 .

Если {𝑤𝑛}∞𝑛=1 есть ортонормированный базис пространства
𝑊 , то в качестве ортонормированного базиса фоковского про-
странства 𝐹𝐽 можно взять мономы вида

𝑃𝐾(𝑧) =
1√
𝑘!
⟨𝑧, 𝑤1⟩𝑘1𝐽 · · · ⟨𝑧, 𝑤𝑛⟩𝑘𝑛

𝐽 , 𝑧 ∈𝑊, (XII.1)

где 𝐾 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑛, 0, . . . ) – финитный набор натуральных чисел
𝑘𝑖 ∈ N, и 𝑘! = 𝑘1! · · · 𝑘𝑛!.

Тем самым, фоковское пространство разлагается в прямую
сумму

𝐹𝐽 =
∞⨁︁
𝑘=0

S𝑘(𝑊 ),

где S𝑘(𝑊 ) есть подпространство однородных полиномов степени
𝑘 в S(𝑊 ).

XII.2. Представление Гейзенберга.

Определение XII.2. Алгеброй Гейзенберга heis(𝑉 ) гильбер-
това пространства 𝑉 называется центральное расширение абе-
левой алгебры Ли 𝑉 , порождаемой координатными функциями.
Другими словами, как векторное пространство, эта алгебра сов-
падает с

heis(𝑉 ) = 𝑉 ⊕ R

и наделяется скобкой Ли вида

[(𝑥, 𝑠), (𝑦, 𝑡)] := (0, 𝜔(𝑥, 𝑦)), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉, 𝑠, 𝑡 ∈ R.

Построим неприводимое представление алгебры Гейзенберга
heis(𝑉 ) в фоковском пространстве 𝐹𝐽 . Заметим, прежде всего, что
элементы алгебры S(𝑊 ) можно рассматривать как голоморфные
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функции на пространстве𝑊 , отождествляя 𝑧 ∈𝑊 с голоморфной
функцией

𝑊 ∋ 𝑤 ↦→ ⟨𝑧, 𝑤⟩𝐽 на 𝑊.

Соответственно, пространство 𝐹𝐽 можно рассматривать как про-
странство функций, голоморфных на 𝑊 .

С учетом этого отождествления, представление Гейзенберга
𝑟𝐽 алгебры Гейзенберга heis(𝑉 ) в фоковском пространстве 𝐹𝐽 бу-
дет задаваться формулой

𝑉 ∋ 𝑣 ↦→ 𝑟𝐽(𝑣)𝑓(𝑤) = 𝜕𝑣𝑓(𝑤) + ⟨𝑣, 𝑤⟩𝐽𝑓(𝑤), (XII.2)

где 𝜕𝑣 есть оператор дифференцирования в направлении векто-
ра 𝑣. Продолжая 𝑟𝐽 на комплексифицированную алгебру heisC(𝑉 )
той же формулой (XII.2), получим, что

𝑟𝐽(𝑧)𝑓(𝑤) = 𝜕𝑧𝑓(𝑤) при 𝑧 ∈𝑊,

𝑟𝐽(𝑧)𝑓(𝑤) = ⟨𝑧, 𝑤⟩𝐽𝑓(𝑤) при 𝑧 ∈𝑊.

Представление Гейзенберга удобно описывать в терминах опе-
раторов рождения и уничтожения на пространстве 𝐹𝐽 , которые
задаются формулами

𝑎*𝐽(𝑣) =
𝑟𝐽(𝑣) + 𝑖𝑟𝐽(𝐽𝑣)

2
, 𝑎𝐽(𝑣) =

𝑟𝐽(𝑣)− 𝑖𝑟𝐽(𝐽𝑣)
2

,

где 𝑣 ∈ 𝑉 C. Отсюда

𝑎*𝐽(𝑧)𝑓(𝑤) = ⟨𝑧, 𝑤⟩𝐽𝑓(𝑤) при 𝑧 ∈𝑊,
𝑎𝐽(𝑧)𝑓(𝑤) = 𝜕𝑧𝑓(𝑤) при 𝑧 ∈𝑊.

Выбирая ортонормированный базис {𝑤𝑛}∞𝑛=1 в пространстве 𝑊 ,
введем операторы

𝑎*𝑛 := 𝑎*(𝑤𝑛), 𝑎𝑛 := 𝑎(𝑤𝑛) при 𝑛 = 1, 2, . . . .

Эти операторы удовлетворяют коммутационным соотношениям
вида

[𝑎𝑚, 𝑎𝑛] = [𝑎*𝑚, 𝑎
*
𝑛] = 0, [𝑎*𝑚, 𝑎𝑛] = 𝛿𝑚𝑛𝐼 при 𝑚,𝑛 ∈ N.

(XII.3)
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Определение XII.3. Вектор 𝑓𝐽 ∈ 𝐹𝐽 ∖{0} называется вакуу-
мом, если он аннулируется всеми операторами уничтожения, т.е.

𝑎𝑛𝑓𝐽 = 0 при всех 𝑛 = 1, 2, . . . . (XII.4)

Такой вектор определяется представлением 𝑟𝐽 однозначно
с точностью до мультипликативной константы. В случае исход-
ного фоковского пространства 𝐹0 = 𝐹 (𝑉, 𝐽0) в качестве вакуума
берется 𝑓0 ≡ 1.

Действуя на вакуум 𝑓𝐽 операторами рождения 𝑎*𝑛, мы полу-
чим множество векторов в 𝐹𝐽 вида (𝑎*1)

𝑘1 · · · (𝑎*𝑛)𝑘𝑛𝑓𝐽 , замкнутая
линейная оболочка которого совпадает со всем пространством 𝐹𝐽 ,
откуда вытекает неприводимость представления 𝑟𝐽 . Заметим, что
мономы 𝑃𝐾(𝑧), задаваемые формулой (XII.1) из п. XII.1, которые
были выбраны нами в качестве ортонормированного базиса про-
странства 𝐹𝐽 , построены именно таким способом.

Покажем, что любое неприводимое представление ̃︀𝑟 алгеб-
ры Гейзенберга heis(𝑉 ), обладающее вакуумом, эквивалентно на-
чальному представлению 𝑟0 в фоковском пространстве 𝐹0 =
𝐹 (𝑉, 𝐽0). Действительно, векторы вида (̃︀𝑎*1)𝑘1 · · · (̃︀𝑎*𝑛)𝑘𝑛 ̃︀𝑓 , полу-
ченные из вакуума ̃︀𝑓 представления ̃︀𝑟 действием отвечающих
ему операторов рождения ̃︀𝑎𝑛, линейно независимы и порожда-
ют инвариантное подпространство в пространстве ̃︀𝐹 представле-
ния ̃︀𝑟. В силу неприводимости это подпространство должно сов-
падать со всем пространством ̃︀𝐹 . Рассмотрим теперь отображе-
ние 𝐹0 → ̃︀𝐹 , сопоставляющее полиному 𝑃 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) из алгебры
S(𝑊 ) вектор вида 𝑃 (̃︀𝑎*1, . . . ,̃︀𝑎*𝑛) ̃︀𝑓 в пространстве ̃︀𝐹 . Это отоб-
ражение можно сделать унитарным, если ввести на ̃︀𝐹 эрмито-
во скалярное произведение, в котором векторы вида 1√

𝑘!
(̃︀𝑎*1)𝑘1 · · ·

(̃︀𝑎*𝑛)𝑘𝑛 ̃︀𝑓 образуют ортонормированный базис. Тогда построенное
отображение 𝐹0 → ̃︀𝐹 будет задавать унитарный оператор, спле-
тающий представление ̃︀𝑟 с исходным представлением 𝑟0.

XII.3. Теорема Шейла–Березина. Мы хотим построить
унитарный оператор 𝑈𝐽 : 𝐹0 → 𝐹𝐽 , сплетающий представления
Гейзенберга 𝑟0 в пространстве 𝐹0 и 𝑟𝐽 в пространстве 𝐹𝐽 .

Теорема XII.1 (теорема Шейла–Березина) (см. [16], [17]).
Пусть комплексная структура 𝐽 ∈ 𝒥 (𝑉 ) получается из ком-
плексной структуры 𝐽0 действием элемента 𝐴 ∈ Sp(𝑉 ). То-
гда представления 𝑟0 в пространстве 𝐹0 и 𝑟𝐽 в пространстве
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𝐹𝐽 унитарно эквивалентны тогда и только тогда, когда 𝐴 ∈
SpHS(𝑉 ). Другими словами, при выполнении последнего условия
существует унитарный сплетающий оператор 𝑈𝐽 : 𝐹0 → 𝐹𝐽 ,
такой что

𝑟𝐽 = 𝑈𝐽 ∘ 𝑟0 ∘ 𝑈−1
𝐽 .

Идея доказательства.5 Для того, чтобы построить спле-
тающий оператор 𝑈𝐽 , достаточно, согласно рассуждению, приве-
денному в конце п. XII.2, построить вакуум в пространстве 𝐹𝐽 .
Указанный вакуум можно искать, раскладывая его по базису про-
странства 𝐹0, образованному векторами 1√

𝑘!
(𝑎*1)

𝑘1 · · · (𝑎*𝑛)𝑘𝑛𝑓0, и
подставляя полученный ряд в соотношения (XII.4). Искомый ва-
куум 𝑓𝐽 будет задаваться формулой

𝑓𝐽 = 𝑐𝑒−
1
2𝑎

*
𝐽 (𝑎−1𝑏)𝑎*𝐽 𝑓0, (XII.5)

если 𝐴 =
(︀
𝑎 𝑏
𝑏 𝑎

)︀
. Коэффициент 𝑐 в этой формуле равен

𝑐 =
𝜃

(det 𝑎𝑎 𝑡)
1
4
,

где 𝜃 – комплексное число, по модулю равное 1. Заметим, что из
описания группы Sp(𝑉 ), даваемого соотношением (X.2) из п. X.1,
следует, что оператор 𝑎 обратим. Более того, вектор 𝑓𝐽 , зада-
ваемый формулой (XII.5), принадлежит пространству 𝐹𝐽 тогда
и только тогда, когда 𝑎−1𝑏 есть оператор Гильберта–Шмидта ⇔
𝑏 есть оператор Гильберта–Шмидта, т.е. 𝐴 ∈ SpHS(𝑉 ). В этом
случае оператор (см. формулу (X.3))

𝑎𝑎 𝑡 = 1 + 𝑏𝑏
𝑡

имеет вид “1 + ядерный” и потому его детерминант имеет смысл.
Неопределенный коэффициент 𝜃 возникает из-за того, что ваку-
ум 𝑓𝐽 определяется только с точностью до мультипликативной
константы, по модулю равной 1.

Имея формулу (XII.5) для вакуума 𝑓𝐽 , можно найти и явное
представление для сплетающего оператора 𝑈𝐽 , которое выписано
в упомянутой книге [17, ч. I, гл. II, п. 4.5]. Этот оператор, также
как и вакуум, определяется однозначно с точностью до мульти-
пликативной константы, по модулю равной 1.

5Полное доказательство см. в книге [17, ч. I, гл. II, п. 4.3].
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Объединим все фоковские пространства 𝐹𝐽 с 𝐽 ∈ 𝒥HS(𝑉 ) в еди-
ное фоковское расслоение

ℱ =
⋃︁

𝐽∈𝒥HS(𝑉 )

𝐹𝐽 −→ 𝒥HS(𝑉 ) = 𝒟HS.

Предложение XII.1. Фоковское расслоение ℱ → 𝒥HS(𝑉 ) яв-
ляется эрмитовым голоморфным гильбертовым расслоением над
зигелевым диском 𝒟HS . На нем имеется унитарное проективное
действие группы SpHS(𝑉 ), накрывающее естественное действие
этой группы на 𝒥HS(𝑉 ) = 𝒟HS .

Голоморфность фоковского расслоения устанавливается так-
же, как голоморфность детерминантного расслоения над грас-
сманианом Гильберта–Шмидта GrHS(𝑉 ) (см. [1, п. 5.3]). Посколь-
ку зигелев диск 𝒟HS является стягиваемым (и даже выпуклым)
множеством, то это расслоение тривиально. Более того, действие
группы SpHS(𝑉 ), определяемое теоремой Шейла–Березина, зада-
ет его явную тривиализацию.

XII.4. Представление симплектической алгебры Гиль-
берта–Шмидта. Инфинитезимальным вариантом действия сим-
плектической группы Гильберта–Шмидта SpHS(𝑉 ) на фоковском
расслоении является проективное представление ее алгебры Ли
spHS(𝑉 ) в слое 𝐹0 = 𝐹 (𝑉 C, 𝐽0) фоковского расслоения над точ-
кой 𝐽0. Явная конструкция этого представления дана в ста-
тье [18].

Симплектическая алгебра Ли spHS(𝑉 ) состоит из ограничен-
ных линейных операторов 𝐴, действующих в пространстве 𝑉 C и
имеющих блочные представления вида

𝐴 =
(︂
𝛼 𝛽

𝛽 𝛼

)︂
,

где 𝛼 – ограниченный косоэрмитов оператор, 𝛽 – симметричный
оператор Гильберта–Шмидта. Комплексифицированная алгебра
Ли spHS(𝑉 )C состоит из операторов вида

𝐴 =
(︂
𝛼 𝛽
𝛾 −𝛼𝑡

)︂
,

где 𝛼 – ограниченный оператор, а 𝛽 и 𝛾 являются симметричными
операторами Гильберта–Шмидта.
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Проективное представление комплексифицированной симплек-
тической алгебры spHS(𝑉 )C в пространстве 𝐹0 задается формулой

spHS(𝑉 )C ∋ 𝐴 =
(︂
𝛼 𝛽
𝛾 −𝛼𝑡

)︂
↦→ 𝜌(𝐴) = 𝐷𝛼+

1
2
𝑀𝛽 +

1
2
𝑀*
𝛾 . (XII.6)

Здесь, 𝐷𝛼 – оператор дифференцирования, порождаемый опера-
тором 𝛼 : 𝑊+ →𝑊+ и определяемый посредством

𝐷𝛼𝑓(𝑤) = ⟨𝛼𝑤, 𝜕𝑤⟩𝑓(𝑤).

Оператор 𝑀𝛽 , порождаемый оператором 𝛽 : 𝑊− = 𝑊+ → 𝑊+,
имеет вид

𝑀𝛽𝑓(𝑤) = ⟨𝛽𝑤,𝑤⟩𝑓(𝑤),

а оператор 𝑀*
𝛾 , сопряженный к 𝑀𝛾 , действует по формуле

𝑀*
𝛾 𝑓(𝑤) = ⟨𝛾𝜕𝑤, 𝜕𝑤⟩𝑓(𝑤).

Теорема XII.2 (теорема Сигала [18]). Формула (XII.6) зада-
ет унитарное проективное представление симплектической ал-
гебры Ли spHS(𝑉 )C в фоковском пространстве 𝐹0 с коциклом

[𝜌(𝐴1), 𝜌(𝐴2)]− 𝜌([𝐴1, 𝐴2]) =
1
2

tr(𝛾2𝛽1 − 𝛾1𝛽2)𝐼. (XII.7)

Это представление сплетается с представлением Гейзенберга
𝑟0 алгебры Гейзенберга heis(𝑉 ) в пространстве 𝐹0 .

Тот факт, что построенное представление симплектической
алгебры Гильберта–Шмидта сплетается с представлением 𝑟0, вы-
текает из того, что это представление является инфинитези-
мальной версией проективного действия симплектической груп-
пы Гильберта–Шмидта на фоковском расслоении, сплетающего
различные представления алгебры Гейзенберга.

Проективное представление алгебры Ли spHS(𝑉 ) определяет
квантование расширенной системы

(𝒥HS(𝑉 ) = 𝒟HS, ˜spHS(𝑉 ))

где ˜spHS(𝑉 ) есть центральное расширение алгебры Ли spHS(𝑉 ),
задаваемое коциклом (XII.7).
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Одновременно мы построили квантование еще одной класси-
ческой системы, тесно связанной с теорией струн. А именно, си-
стемы

(𝑉,𝒜),

фазовое пространство которой совпадает с соболевским простран-
ством 𝑉 = 𝐻

1
2
0 (𝑆1,R), а алгебра наблюдаемых 𝒜 есть полупрямая

сумма
𝒜 = heis(𝑉 ) o spHS(𝑉 ).

Указанную алгебру наблюдаемых можно рассматривать как бес-
конечномерный аналог алгебры Пуанкаре пространства Минков-
ского. Напомним, что алгебра Пуанкаре есть прямая сумма алгеб-
ры трансляций и алгебры гиперболических поворотов простран-
ства Минковского. В случае соболевского пространства 𝑉 роль
алгебры трансляций играет алгебра Гейзенберга, а роль алгеб-
ры поворотов – симплектическая алгебра Ли spHS(𝑉 ). В случае
пространства Минковского преобразования из алгебры сдвигов
линейно зависят от координат, а преобразования из алгебры по-
воротов зависят от них квадратично. Эта закономерность сохра-
няется и в бесконечномерном случае — представление Гейзенбер-
га линейно по переменным 𝑤 и 𝜕𝑤, а представление алгебры Ли
spHS(𝑉 ) по ним квадратично.

Остановимся еще на связи построенного представления алгеб-
ры Ли spHS(𝑉 ) с инвариантными связностями на фоковском рас-
слоении.

Заметим, что симплектическая алгебра Ли spHS(𝑉 ) допускает
разложение в прямую сумму

spHS(𝑉 ) = u(𝑊+)⊕m,

где u(𝑊+) есть алгебра Ли унитарной группы U(𝑊+), отождеств-
ляемая с множеством матриц вида(︂

𝛼 0
0 −𝛼𝑡

)︂
,

где 𝛼 : 𝑊+ →𝑊+ – ограниченный косоэрмитов оператор. Линей-
ное подпространство m состоит из матриц вида(︂

0 𝛽

𝛽 0

)︂
,
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где 𝛽 : 𝑊− →𝑊+ – симметричный оператор Гильберта–Шмидта.
Это подпространство можно отождествить с касательным про-
странством 𝑇0𝒟HS. Оно инвариантно относительно присоединен-
ного действия группы U(𝑊+) на алгебре Ли spHS(𝑉 ).

В соответствии с общей теорией инвариантных связностей
из [19, гл. II, п. 11], существует взаимно-однозначное соответ-
ствие между проективными унитарными представлениями ал-
гебры Ли spHS(𝑉 ) в пространстве 𝐹0 и унитарными SpHS(𝑉 )-
инвариантными проективно-плоскими связностями на фоковском
расслоении ℱ . Это соответствие устанавливается следующим об-
разом: форма связности задается ограничением проективного
представления на подпространство m. При этом кривизна связ-
ности будет совпадать с коциклом представления.

Более подробно, из трех следующих объектов

Рис. XII.1.

любые два определяют третий. Например, форма связности в слое
𝐹0 задается представлением spHS(𝑉 ) в 𝐹0, ограниченным на под-
пространство m, а затем разносится в другие слои ℱ с помо-
щью действия группы SpHS(𝑉 ). По представлению и форме связ-
ности действие группы SpHS(𝑉 ) восстанавливается интегрирова-
нием представления с помощью связности. Представление вос-
станавливается по форме связности, инвариантной относительно
действия группы, вычитанием из нее плоской связности.
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XII.5. Квантование пространства нормализованных
диффеоморфизмов 𝒮. Сужение конструкции фоковского рас-
слоения ℱ → 𝒟HS, приведенной в п. XII.3, на подмногообразие

𝒮 = Diff+(𝑆1)/Möb(𝑆1) ⊂ 𝒥HS(𝑉 ) = 𝒟HS

дает фоковское расслоение

ℱ𝒮 :=
⋃︁
𝐽∈𝒮

𝐹𝐽 → 𝒮

над пространством 𝒮.

Предложение XII.2. Фоковское расслоение ℱ𝒮 → 𝒮 явля-
ется эрмитовым голоморфным гильбертовым расслоением над
пространством 𝒮 . На этом расслоении имеется унитарное про-
ективное действие группы диффеоморфизмов Diff+(𝑆1), накры-
вающее естественное действие этой группы на 𝒮 .

Фоковское расслоение ℱ𝒮 → 𝒮 тривиально, поскольку про-
странство 𝒮 стягиваемо (попробуйте доказать это самостоятель-
но!). Действие группы Diff+(𝑆1) на расслоении ℱ𝒮 задается огра-
ничением SpHS(𝑉 )-действия на фоковском расслоении ℱ → 𝒟HS,
построенного в п. XII.3. Однако это действие можно построить и
непосредственно, как в статье [20].

Инфинитезимальным вариантом действия группы Diff+(𝑆1)
на фоковском расслоении ℱ𝒮 является проективное представле-
ние алгебры Ли Vect(𝑆1) этой группы в фоковском пространстве
𝐹0. Конструкцию этого представления, называемого представле-
нием Вирасоро, удобно описать в терминах операторов рождения
и уничтожения 𝑎*𝑛, 𝑎𝑛 на пространстве 𝐹0, введенных в п. XII.2.
Дополним это определение, полагая

𝑎0 = 𝜆𝐼, 𝜆 ∈ R, и 𝑎−𝑛 := 𝑛𝑎*𝑛, 𝑛 ∈ N,

так что для полученных операторов будут выполняться следую-
щие коммутационные соотношения

[𝑎𝑚, 𝑎𝑛] = 𝑚𝛿𝑚,−𝑛𝐼 при 𝑚,𝑛 ∈ Z.

Представление Вирасоро алгебры Ли VectC(𝑆1) порождается
операторами Вирасоро 𝐿𝑛, являющимися образами базисных эле-
ментов 𝑒𝑛 алгебры VectC(𝑆1). Эти операторы задаются формулой

𝐿𝑛 =
1
2

∞∑︁
𝑖=−∞

:𝑎−𝑖𝑎𝑖+𝑛: , 𝑛 ∈ Z,
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где : · : означает нормальное упорядочение, определяемое прави-
лом

:𝑎𝑖𝑎𝑗 : =

{︃
𝑎𝑖𝑎𝑗 при 𝑖 6 𝑗,

𝑎𝑗𝑎𝑖 при 𝑖 > 𝑗.

Впрочем, эти операторы можно записать, избегая нормального
упорядочения, в следующем виде:

𝐿𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∑︁
𝑖>−𝑛

2

𝑎−𝑖𝑎𝑖+𝑛 при нечетном 𝑛,

𝑎2
𝑛
2

2
+

∑︁
𝑖>−𝑛

2

𝑎−𝑖𝑎𝑖+𝑛 при четном 𝑛.

В частности, оператор энергии 𝐿0 имеет вид

𝐿0 =
𝜆2

2
+

∑︁
𝑖>0

𝑎−𝑖𝑎𝑖.

Ввиду нормального упорядочения, при применении оператора 𝐿𝑛
к любому полиному 𝑃 из алгебры S(𝑊+) только конечное чис-
ло членов в бесконечном ряде, задающем 𝐿𝑛𝑃 , будет отлично
от нуля, т.е. действие операторов 𝐿𝑛 корректно определено на
алгебре S(𝑊+) и продолжается на все фоковское пространство
𝐹0 = Ŝ(𝑊+) по замыканию.

Операторы 𝐿𝑛 порождают унитарное проективное представле-
ние алгебры Ли Vect(𝑆1) в фоковском пространстве 𝐹0, поскольку
удовлетворяют следующим коммутационным соотношениям:

[𝐿𝑚, 𝐿𝑛] = (𝑚− 𝑛)𝐿𝑚+𝑛 + 𝛿𝑚,−𝑛
𝑚3 −𝑚

12
(XII.8)

(см. [21, п. 2.3]).

Замечание XII.1 (см. [21]). Это представление неприводимо
для общих значений параметра 𝜆.

Построенное проективное представление алгебры Ли Vect(𝑆1)
в фоковском пространстве 𝐹0 задает квантование системы

(𝒮, vir),
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где vir есть центральное расширение алгебры Ли Vect(𝑆1). Это
расширение называется алгеброй Вирасоро и определяется коцик-
лом представления (XII.8). Заметим, что центральное расшире-
ние Vect(𝑆1) определяется по существу единственным образом
(см. [1, п. 10.1]).

Краткое содержание лекции XII.
Приступая к квантованию расширенной системы

(𝒥HS(𝑉 ), spHS(𝑉 )),

возьмем в качестве пространства квантования фоковское про-
странство, ассоциированное с соболевским пространством 𝑉 C.

Фоковское пространство, ассоциированное с соболевским про-
странством 𝑉 C, наделенным комплексной структурой 𝐽 ∈ 𝒥 (𝑉 ),
определяется следующим образом. Комплексная структура 𝐽 по-
рождает разложение комплексифицированного соболевского про-
странства 𝑉 C в прямую сумму

𝑉 C = 𝑊 ⊕𝑊

собственных (∓𝑖)-подпространств оператора 𝐽 , причем это раз-
ложение ортогонально относительно эрмитового скалярного про-
изведения ⟨ · , · ⟩𝐽 , порождаемого симплектической формой 𝜔 и
комплексной структурой 𝐽 . Тогда фоковское пространство

𝐹𝐽 = 𝐹 (𝑉 C, 𝐽)

по определению совпадает с пополнением алгебры S(𝑊 ) симмет-
ричных полиномов по переменным 𝑧 ∈ 𝑊 относительно скаляр-
ного произведения на S(𝑊 ), порождаемого ⟨ · , · ⟩𝐽 .

Если {𝑤𝑛} – ортонормированный базис пространства 𝑊 , то
в качестве ортонормированного базиса фоковского простран-
ства 𝐹𝐽 можно взять мономы

𝑃𝐾(𝑧) =
1√
𝑘!
⟨𝑧, 𝑤1⟩𝑘1𝐽 · · · ⟨𝑧, 𝑤𝑛⟩𝑘𝑛

𝐽 ,

где 𝐾 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑛, 0, . . . ).
Алгебра Гейзенберга heis(𝑉 ) как векторное пространство сов-

падает с 𝑉 ⊕R и наделяется скобкой Ли, порождаемой симплек-
тической формой 𝜔.
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Неприводимое представление Гейзенберга 𝑟𝐽 алгебры Гейзен-
берга heis(𝑉 ) в фоковском пространстве 𝐹𝐽 , элементы которого
отождествляются с голоморфными функциями на пространстве
𝑊 , задается в терминах операторов рождения и уничтожения
формулой

𝑎*𝐽(𝑧)𝑓(𝑤) = ⟨𝑧, 𝑤⟩𝐽𝑓(𝑤), 𝑎𝐽(𝑧)𝑓(𝑤) = 𝜕𝑧𝑓(𝑤),

где 𝑧 ∈𝑊 . Выбирая ортонормированный базис {𝑤𝑛} в простран-
стве 𝑊 , введем операторы

𝑎*𝑛 := 𝑎*(𝑤𝑛), 𝑎𝑛 := 𝑎(𝑤𝑛),

удовлетворяющие коммутационным соотношениям

[𝑎*𝑚, 𝑎𝑛] = 𝛿𝑚𝑛

(остальные коммутаторы равны нулю).
Вакуум: вектор 𝑓𝐽 ∈ 𝐹𝐽 , аннулируемый всеми операторами

уничтожения, т.е. 𝑎𝑛𝑓𝐽 = 0 при всех 𝑛 = 1, 2, . . . . Фоковское про-
странство 𝐹𝐽 порождается векторами вида (𝑎*1)

𝑘1 · · · (𝑎*𝑛)𝑘𝑛𝑓𝐽 , от-
куда следует неприводимость представления 𝑟𝐽 .

Любое неприводимое представление алгебры Гейзенберга, об-
ладающее вакуумом, унитарно эквивалентно представлению 𝑟0 ≡
𝑟𝐽0 .

Теорема Шейла–Березина: Представление Гейзенберга 𝑟𝐽 уни-
тарно эквивалентно представлению 𝑟0 ⇔ 𝐽 ∈ 𝒥HS(𝑉 ).

Фоковское расслоение

ℱ =
⋃︁

𝐽∈𝒥HS(𝑉 )

𝐹𝐽 → 𝒥HS(𝑉 )

является голоморфным эрмитовым гильбертовым расслоением,
наделенным унитарным проективным действием группы SpHS(𝑉 ),
накрывающим ее действие на базе 𝒥HS(𝑉 ).

Проективное представление симплектической алгебры Гиль-
берта–Шмидта spHS(𝑉 ) в фоковском пространстве 𝐹0 ≡ 𝐹𝐽0 за-
дается формулой

𝐴 =
(︂
𝛼 𝛽
𝛾 −𝛼𝑡

)︂
↦→ 𝜌(𝐴) = 𝐷𝛼 +

1
2
𝑀𝛽 +

1
2
𝑀*
𝛾 ,
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где
𝐷𝛼𝑓(𝑤) = ⟨𝛼𝑤, 𝜕𝑤⟩𝑓(𝑤),

𝑀𝛽𝑓(𝑤) = ⟨𝛽𝑤,𝑤⟩𝑓(𝑤),
𝑀*
𝛾 𝑓(𝑤) = ⟨𝛾𝜕𝑤, 𝜕𝑤⟩𝑓(𝑤).

Представление 𝜌 сплетается с представлением 𝑟0.
Проективное представление симплектической алгебры Гиль-

берта–Шмидта spHS(𝑉 ) определяет квантование расширенной
системы

(𝒥HS(𝑉 ) = 𝒟HS, ˜spHS(𝑉 ))

где ˜spHS(𝑉 ) – центральное расширение алгебры spHS(𝑉 ), и кван-
тование системы (𝑉,𝒜), фазовое пространство которой совпадает
с соболевским пространством 𝑉 , а алгебра наблюдаемых 𝒜 есть
полупрямая сумма

𝒜 = heis(𝑉 ) o spHS(𝑉 ).

Пользуясь разложением симплектической алгебры Гильберта–
Шмидта

spHS(𝑉 ) = u(𝑊+)⊕m

в прямую сумму подпространств, где u(𝑊+) есть алгебра Ли уни-
тарной группы U(𝑊+), можно установить соответствие между:

{проективные представления алгебры Ли spHS(𝑉 )
в фоковском пространстве 𝐹0},

{инвариантные проективно-плоские связности
на фоковском расслоении ℱ},

{проективные действия группы SpHS(𝑉 )
на фоковском расслоении ℱ}.

Из трех этих объектов каждые два определяют третий.
Фоковское расслоение над пространством 𝒮

ℱ𝒮 :=
⋃︁
𝐽∈𝒮

𝐹𝐽 → 𝒮

является голоморфным эрмитовым гильбертовым расслоени-
ем, наделенным унитарным проективным действием группы
Diff+(𝑆1), накрывающим ее действие на базе 𝒮.
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Проективное представление алгебры Ли VectC(𝑆1) в фоков-
ском пространстве 𝐹0 порождается операторами Вирасоро 𝐿𝑛,
являющимися образами базисных элементов 𝑒𝑛 алгебры VectC(𝑆1).
Эти операторы задаются формулой

𝐿𝑛 =
1
2

∞∑︁
𝑖=−∞

:𝑎−𝑖𝑎𝑖+𝑛:, 𝑛 ∈ Z.

Указанное проективное представление алгебры Ли Vect(𝑆1)
в пространстве 𝐹0 задает квантование системы

(𝒮, vir),

где алгебра Вирасоро vir есть центральное расширение алгебры
Ли Vect(𝑆1).



Глава 6. Квантование универсального
пространства Тейхмюллера

В этой главе строится квантование универсального простран-
ства Тейхмюллера 𝒯 . Вначале в лекции XIII определяется кван-
тование классических систем по Конну и подробно разбирается
(п. XIII.2) пример квантования системы, имеющей в качестве ал-
гебры наблюдаемых алгебру ограниченных функций на окруж-
ности.

Затем в п. XIV строится конновское квантование системы,
в которой роль фазового пространства играет универсальное про-
странство Тейхмюллера 𝒯 . На этом пространстве действует груп-
па QS(𝑆1) квазисимметричных гомеоморфизмов окружности, од-
нако указанное действие не является гладким, в частности, по
нему нельзя построить никакой классической алгебры наблюдае-
мых. Однако квантовую алгебру наблюдаемых, ассоциированную
с 𝒯 , построить можно. Она порождается квантовыми дифферен-
циалами 𝑑𝑞𝑓 , отвечающими функциям 𝑓 ∈ QS(𝑆1). Универсаль-
ное пространство Тейхмюллера 𝒯 , наделенное указанной алгеб-
рой наблюдаемых, и следует рассматривать в качестве квантовой
системы, ассоциированной с пространством 𝒯 .

Лекция XIII. Квантование по Конну

XIII.1. Определение. В основе квантования расширенной
системы (𝒥HS(𝑉 ), spHS(𝑉 )), а значит, и пространства нормали-
зованных диффеоморфизмов (𝒮,Vect(𝑆1)) лежал тот факт, что
естественное действие группы SpHS(𝑉 ) на пространстве 𝒥HS(𝑉 ) =
SpHS(𝑉 )/U(𝑊+) удалось поднять с помощью теоремы Шейла–
Березина до проективного действия этой группы на фоковском
расслоении

ℱ =
⋃︁

𝐽∈𝒥HS(𝑉 )

𝐹𝐽 → 𝒥HS(𝑉 ).

108
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Однако этот метод не применим для всего универсального про-
странства Тейхмюллера 𝒯 . Хотя у нас по-прежнему имеются вло-
жение

𝒯 → 𝒥 = Sp(𝑉 )/U(𝑊+)

пространства 𝒯 в пространство 𝒥 комплексных структур на 𝑉 ,
совместимых с симплектической формой 𝜔, и фоковское рассло-
ение

ℱ𝒥 :=
⋃︁

𝐽∈𝒥 (𝑉 )

𝐹𝐽 → 𝒥 (𝑉 ),

мы не можем поднять естественное действие группы Sp(𝑉 ) на
𝒥 (𝑉 ) до проективного действия этой группы на ℱ𝒥 , накры-
вающего ее действие на базе 𝒥 (𝑉 ). Это запрещается теоремой
Шейла–Березина. Поэтому нам придется использовать другой
подход к квантованию 𝒯 , основанный на соображениях из неком-
мутативной геометрии.

Напомним, что в дираковском подходе квантованию подвер-
гаются классические системы (𝑀,𝒜), задаваемые фазовым про-
странством 𝑀 и алгеброй наблюдаемых 𝒜 = 𝒜C, являющейся ин-
волютивной алгеброй Ли, состоящей из гладких функций на 𝑀 .
Квантование такой системы задается неприводимым линейным
представлением 𝑟 наблюдаемых из 𝒜 замкнутыми линейными
операторами, действующими в пространстве квантования 𝐻, пе-
реводящим скобку Пуассона {𝑓, 𝑔} наблюдаемых 𝑓, 𝑔 ∈ 𝒜 в ком-
мутатор 1

𝑖 [𝑟(𝑓), 𝑟(𝑔)] отвечающих им операторов. В подходе Кон-
на классическая система задается парой (𝑀,A), где 𝑀 снова фа-
зовое пространство, а алгебра наблюдаемых A есть ассоциатив-
ная инволютивная алгебра, состоящая из гладких функций на 𝑀 .
Квантованием такой системы по Конну называется неприводи-
мое линейное представление 𝜋 наблюдаемых из 𝒜 замкнутыми
линейными операторами, действующими в пространстве кванто-
вания 𝐻, переводящее оператор внешнего дифференцирования 𝑑
в коммутатор с некоторым оператором симметрии 𝑆, где 𝑆 –
самосопряженный оператор на 𝐻 с квадратом 𝑆2 = 𝐼. Иначе го-
воря,

𝜋 : 𝑑𝑓 ↦→ [𝑆, 𝜋(𝑓)], 𝑓 ∈ A.
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Имеем следующую таблицу.

Рис. XIII.1.

Заметим, что конновский подход также можно сформулиро-
вать на языке алгебр Ли. Для этого рассмотрим алгебру Der(A)
дифференцирований алгебры A, т.е. линейных отображений A →
A, удовлетворяющих правилу Лейбница. Алгебра Der(A) явля-
ется алгеброй Ли, поскольку коммутатор двух дифференцирова-
ний из этой алгебры снова является дифференцированием. В тер-
минах алгебры Der(A) квантование по Конну есть неприводимое
представление алгебры Ли Der(A) в алгебре Ли End 𝐻, наделен-
ной коммутатором в качестве скобки Ли.

XIII.2. Сравнение дираковского и конновского под-
ходов. Если все наблюдаемые являются гладкими функциями
на 𝑀 (как предполагалось выше), то между двумя подходами
к квантованию нет большого различия. Действительно, диффе-
ренциал 𝑑𝑓 наблюдаемой 𝑓 является симплектически двойствен-
ным к гамильтонову векторному полю 𝑋𝑓 , что устанавливает
связь между ассоциативной алгеброй наблюдаемых A ∋ 𝑓 и алгеб-
рой Ли гамильтоновых векторных полей 𝒜 ∋ 𝑋𝑓 или двойствен-
ной к ней алгеброй Ли гамильтонианов 𝑓 , порождающих вектор-
ные поля 𝑋𝑓 . Оператор симметрии 𝑆 определяется в этом случае
поляризацией

𝐻 = 𝐻+ ⊕𝐻− (XIII.1)
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пространства квантования 𝐻, т.е. разложением 𝐻 в прямую орто-
гональную сумму замкнутых бесконечномерных подпространств
𝐻±. Отвечающий поляризации оператор симметрии полагается
равным 𝑆 = ±𝐼 на 𝐻±. Этот оператор тесно связан с опера-
тором комплексной структуры 𝐽 на 𝐻, задаваемым разложени-
ем (XIII.1), а именно, 𝑆 = −𝑖𝐽 , так что 𝐽 = ±𝑖𝐼 на 𝐻±.

Однако в случае, если мы разрешим алгебре наблюдаемых 𝒜
содержать негладкие функции, дираковское определение потеря-
ет смысл. В конновском подходе дифференциал негладкой наблю-
даемой 𝑓 ∈ A также не определен в классическом смысле, тем не
менее его квантовый аналог

𝑑𝑞𝑓 := [𝑆, 𝜋(𝑓)]

может быть корректно определен.
Рассмотрим в качестве примера алгебру A = 𝐿∞(𝑆1,C) огра-

ниченных функций на окружности 𝑆1. Любая функция 𝑓 ∈ A
определяет ограниченный оператор умножения 𝑀𝑓 в гильбер-
товом пространстве 𝐻 = 𝐿2(𝑆1), действующий по формуле:

𝑀𝑓 : ℎ ∈ 𝐻 ↦→ 𝑓ℎ ∈ 𝐻.

Оператор симметрии 𝑆 на 𝐻 задается преобразованием Гильбер-
та

(𝑆ℎ)(𝜑) =
1
2𝜋

P.V.
∫︁ 2𝜋

0

𝐾(𝜑, 𝜓)𝑓(𝜓) 𝑑𝜓, 𝑓 ∈ 𝐻, (XIII.2)

где интеграл берется в смысле главного значения, т.е.

P.V.
∫︁ 2𝜋

0

𝐾(𝜑, 𝜓)𝑓(𝜓) 𝑑𝜓 := lim
𝜖→0

[︂∫︁ 𝜓−𝜖

0

+
∫︁ 2𝜋

𝜓+𝜖

]︂
𝐾(𝜑, 𝜓)𝑓(𝜓) 𝑑𝜓.

(Здесь и в дальнейшем мы отождествляем функции 𝑓(𝑧) на
окружности 𝑆1 с функциями 𝑓(𝜑) := 𝑓(𝑒𝑖𝜑) на отрезке [0, 2𝜋].)
Ядро Гильберта в формуле (XIII.2) задается выражением

𝐾(𝜑, 𝜓) = 1 + 𝑖 ctg
𝜑− 𝜓

2
.

Заметим, что при 𝜑→ 𝜓 оно ведет себя как 1 + 2𝑖
𝜑−𝜓 .

Дифференциал общей наблюдаемой 𝑓 ∈ A не определен
в классическом смысле, но его квантовый аналог

𝑑𝑞𝑓 := [𝑆,𝑀𝑓 ]
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корректно определен как оператор на 𝐻 (этот оператор коррект-
но определен даже для функций из BMO(𝑆1)). Для функций
𝑓 ∈ 𝑉 C = 𝐻

1
2
0 (𝑆1,C) можно утверждать даже большее.

Предложение XIII.1. Функция 𝑓 принадлежит соболевско-
му пространству 𝑉 C тогда и только тогда, когда ее квантовый
дифференциал 𝑑𝑞𝑓 является оператором Гильберта–Шмидта
на 𝐻 и следовательно на 𝑉 C . Более того, норма Гильберта–
Шмидта оператора 𝑑𝑞𝑓 совпадает с соболевской нормой функ-
ции 𝑓 .

Доказательство. Коммутатор 𝑑𝑞𝑓 := [𝑆,𝑀𝑓 ] является ин-
тегральным оператором на 𝐻 с ядром, равным

𝑘(𝜑, 𝜓) = 𝐾(𝜑, 𝜓)(𝑓(𝜑)− 𝑓(𝜓)).

Этот оператор является оператором Гильберта–Шмидта тогда и
только тогда, когда его ядро 𝑘(𝜑, 𝜓) квадратично интегрируемо
на 𝑆1 × 𝑆1, что равносильно условию∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

|𝑓(𝜑)− 𝑓(𝜓)|2

sin2

(︂
𝜑− 𝜓

2

)︂ 𝑑𝜑 𝑑𝜓 <∞. (XIII.3)

Утверждение предложения вытекает теперь из формулы Дугла-
са (IX.7) из п. IX.3. Для того, чтобы в этом убедиться, достаточ-
но перейти в формуле (XIII.3) от окружности 𝑆1 к вещественной
прямой R. Тогда левая часть неравенства (XIII.3) перейдет в вы-
ражение

1
4𝜋

∫︁
R

∫︁
R

[︂
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)

𝑥− 𝑦

]︂2

𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ‖𝑓‖21
2
,

откуда вытекает утверждение предложения.

Итак, квантовый дифференциал 𝑑𝑞𝑓 := [𝑆,𝑀𝑓 ] для функций
𝑓 ∈ 𝑉 C является интегральным оператором на 𝑉 C, задаваемым
формулой

(𝑑𝑞𝑓)(ℎ)(𝜑) =
1
2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑘(𝜑, 𝜓)ℎ(𝜓) 𝑑𝜓, ℎ ∈ 𝑉 C, (XIII.4)

где
𝑘(𝜑, 𝜓) = 𝐾(𝜑, 𝜓)(𝑓(𝜑)− 𝑓(𝜓)),



Лекция XIII 113

а 𝐾(𝜑, 𝜓) – ядро Гильберта. При 𝜑 → 𝜓 ядро 𝑘(𝜑, 𝜓) ведет себя
как

2𝑖
𝑓(𝜑)− 𝑓(𝜓)

𝜑− 𝜓
.

Можно показать, что квазиклассический предел оператора
(XIII.4), отвечающий взятию следа оператора (XIII.4) при 𝜑 = 𝜓,
совпадает (с точностью до константы) с оператором умножения

ℎ ↦→ 𝑓 ′ · ℎ.

Задача XIII.1. Придайте точный смысл этому утвержде-
нию.

Тем самым, в рассмотренном примере квантование свелось,
по существу, к замене производной ее конечно-разностным ана-
логом. Такое квантование, задаваемое соответствием

A ∋ 𝑓 ↦→ 𝑑𝑞𝑓 : 𝐻 → 𝐻,

Конн называет “квантовым исчислением” по аналогии с исчисле-
нием конечных разностей.

Приведем без доказательства несколько конкретных примеров
указанного соответствия между функциями 𝑓 ∈ A и операторами
𝑑𝑞𝑓 на 𝐻 (подробнее об этом см. [22]):

1) дифференциал 𝑑𝑞𝑓 является оператором конечного ранга
тогда и только тогда, когда 𝑓 есть рациональная функция
(теорема Кронекера);

2) дифференциал 𝑑𝑞𝑓 является компактным оператором то-
гда и только тогда, когда функция 𝑓 принадлежит классу
VMO(𝑆1);

3) дифференциал 𝑑𝑞𝑓 является ограниченным оператором то-
гда и только тогда, когда функция 𝑓 принадлежит классу
BMO(𝑆1).

Напомним для полноты определения пространства BMO функ-
ций ограниченной средней осцилляции и пространства VMO
функций исчезающей средней осцилляции. Более удобно сделать
это для функций 𝑓 ∈ 𝐿1

loc(R), заданных на вещественной прямой
R, а не на окружности. Обозначим через

𝑓𝐼 :=
1
|𝐼|

∫︁
𝐼

𝑓(𝑥)𝑑𝑥
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среднее такой функции по отрезку 𝐼 вещественной прямой дли-
ны |𝐼|. Если

𝑀(𝑓) := sup
𝐼

1
|𝐼|

∫︁
𝐼

|𝑓(𝑥)− 𝑓𝐼 | 𝑑𝑥 <∞,

то будем говорить, что функция 𝑓 ∈ 𝐿1
loc(R) принадлежит про-

странству BMO(R). Обозначим для 𝛿 > 0

𝑀𝛿(𝑓) := sup
|𝐼|<𝛿

1
|𝐼|

∫︁
𝐼

|𝑓(𝑥)− 𝑓𝐼 | 𝑑𝑥.

Тогда 𝑓 ∈ BMO(R) ⇔ функция 𝑀𝛿(𝑓) ограничена по 𝛿. Будем
говорить, что функция 𝑓 ∈ BMO(R) принадлежит пространству
VMO(R), если 𝑀𝛿(𝑓) → 0 при 𝛿 → 0.

Краткое содержание лекции XIII.
Квантование по Конну : классическая система задается в этом

подходе парой (𝑀,A), где 𝑀 – фазовое пространство, A – ас-
социативная инволютивная алгебра наблюдаемых. Квантование
классической системы (𝑀,A) есть неприводимое линейное пред-
ставление 𝜋 наблюдаемых из алгебры A замкнутыми линейными
операторами, действующими в пространстве квантования 𝐻, пе-
реводящее дифференциал 𝑑𝑓 наблюдаемой 𝑓 в коммутатор 𝑑𝑞𝑓 =
[𝑆, 𝜋(𝑓)] ее образа с оператором симметрии 𝑆, являющимся само-
сопряженным оператором на 𝐻 с квадратом 𝑆2 = 𝐼.

В терминах алгебр Ли это представление алгебры Ли Der(A)
дифференцирований алгебры A в алгебре Ли End𝐻 замкнутых
линейных операторов в 𝐻, наделенной коммутатором в качестве
скобки Ли.

Если все наблюдаемые из алгебры A являются гладкими
функциями на 𝑀 , то конновский подход эквивалентен дираков-
скому. Однако в случае, когда некоторые из наблюдаемых неглад-
кие функции, дираковский подход теряет смысл. В конновском
подходе дифференциал 𝑑𝑓 также не определен в классическом
смысле, однако его квантовый аналог 𝑑𝑞𝑓 может иметь смысл.

Пример. Представление алгебры наблюдаемых A = 𝐿∞(𝑆1,C)
в пространстве 𝐻 = 𝐿2(𝑆1,C) задается отображением

𝜋 : A ∋ 𝑓 ↦→ оператор умножения 𝑀𝑓 : 𝐻 ∋ ℎ ↦→ 𝑓ℎ ∈ 𝐻.

Оператор симметрии 𝑆 : 𝐻 → 𝐻 совпадает с преобразованием
Гильберта, при этом квантовый дифференциал 𝑑𝑞𝑓 = [𝑆,𝑀𝑓 ] кор-
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ректно определен как оператор на 𝐻. Более того, 𝑑𝑞𝑓 является
оператором Гильберта–Шмидта ⇔ 𝑓 ∈ 𝑉 .

Квантовое исчисление – это словарь, связывающий свойства
функций 𝑓 ∈ 𝑉 со свойствами отвечающих им операторов 𝑑𝑞𝑓 на
пространстве 𝐻.

Лекция XIV. Квантование универсального
пространства Тейхмюллера

XIV.1. Конструкция квантования. Напомним, что в п.
IX.3 мы определили естественное действие группы QS(𝑆1) квази-
симметричных гомеоморфизмов окружности на соболевском про-
странстве 𝑉 = 𝐻

1
2
0 (𝑆1,R). Это действие не является гладким и

потому не допускает дифференцирования. Нам хотелось бы со-
поставить пространству 𝒯 классическую систему, в которой 𝒯
играло бы роль фазового пространства, а в качестве алгебры на-
блюдаемых выступала алгебра Ли, ассоциированная с группой
QS(𝑆1). Однако на классическом уровне такой алгебры Ли по-
строить нельзя из-за негладкости действия QS(𝑆1). По этой при-
чине мы не можем сопоставить 𝒯 никакой естественной классиче-
ской системы. Однако квантовую систему, ассоциированную с 𝒯 ,
мы построить можем.

Для этого определим сначала квантованное инфинитези-
мальное действие группы QS(𝑆1) на соболевском пространстве
𝑉 , задавая его с помощью квантового дифференциала 𝑑𝑞, опре-
деляемого формулой (XIII.4):

QS(𝑆1) ∋ 𝑓 ↦→ 𝑑𝑞𝑓 : 𝑉 → 𝑉.

Далее продолжим этот оператор на все фоковское пространство
𝐹0, определяя его сначала на элементах базиса 𝑃𝐾(𝑧) из фор-
мулы (XII.1) (п. XII.1) по правилу Лейбница, а затем продол-
жая по линейности на всю алгебру полиномов S(𝑊+). Замыка-
ние полученного оператора даст нам оператор 𝑑𝑞𝑓 на фоковском
пространстве 𝐹0 = Ŝ(𝑊+). Искомая квантовая алгебра Ли на-
блюдаемых порождается построенными операторами 𝑑𝑞𝑓 на 𝐹0

с 𝑓 ∈ QS(𝑆1). Мы обозначаем ее через Der𝑞(QS) и рассматриваем
в качестве замены (не существующей) классической алгебры Ли
группы QS(𝑆1).
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Сравним изложенный способ построения квантовой систе-
мы, ассоциированной с 𝒯 , с дираковским квантованием системы
(𝒥HS(𝑉 ), spHS(𝑉 )) из лекции XII.

XIV.2. Заключение. Итак, конновское квантование уни-
версального пространства Тейхмюллера 𝒯 состоит из двух эта-
пов.

Рис. XIV.1.

Рис. XIV.2.

I. Первичное квантование. Построение квантового инфините-
зимального действия группы QS(𝑆1) на соболевском простран-
стве 𝑉 , задаваемого посредством

QS(𝑆1) ∋ 𝑓 ↦→ 𝑑𝑞𝑓 = [𝑆,𝑀𝑓 ] : 𝑉 → 𝑉.
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II. Вторичное квантование. Продолжение операторов 𝑑𝑞𝑓 на
фоковское пространство 𝐹0 и построение квантовой алгебры на-
блюдаемых Der𝑞(QS), порождаемой операторами 𝑑𝑞𝑓 ∈ End 𝐹0

с 𝑓 ∈ QS(𝑆1).
Принцип соответствия для построенного квантования про-

странства 𝒯 состоит в том, что ограничение конновского кван-
тования 𝒯 на пространство нормализованных диффеоморфиз-
мов 𝒮 ⊂ 𝒯 дает нам дираковское квантование 𝒮, построенное
в п. XII.5.

Краткое содержание лекции XIV.
Квантование универсального пространства Тейхмюллера.
Первичное квантование:

QS(𝑆1) ∋ 𝑓 ↦→ 𝑑𝑞𝑓 = [𝑆,𝑀𝑓 ] : 𝑉 → 𝑉 ;

Вторичное квантование: продолжение квантового дифферен-
циала 𝑑𝑞𝑓 : 𝑉 → 𝑉 до замкнутого линейного оператора 𝑑𝑞𝑓 : 𝐹0 →
𝐹0.

Квантовая алгебра наблюдаемых Der𝑞(QS) порождается опе-
раторами 𝑑𝑞𝑓 : 𝐹0 → 𝐹0, отвечающими 𝑓 ∈ QS(𝑆1), и может слу-
жить заменой несуществующей классической алгебры Ли, ассо-
циированной с группой QS(𝑆1).



Вместо послесловия.
Универсальное пространство Тейхмюллера

и теория струн

Главной отправной точкой для изучения универсального про-
странства Тейхмюллера 𝒯 явилась для нас связь этого простран-
ства с теорией струн. В ряде физических работ, посвященных
этой теории (см., например, [23], [24]), было замечено, что про-
странство Ω𝑑 := 𝐶∞0 (𝑆1, 𝑅𝑑) гладких петель в 𝑑-мерном вектор-
ном пространстве 𝑅𝑑 (наделяемом метрикой 𝑑-мерного простран-
ства Минковского) можно рассматривать как фазовое простран-
ство 𝑑-мерной бозонной теории замкнутых струн. В частности,
на Ω𝑑 имеется естественная симплектическая форма (одномер-
ный аналог указанного пространства петель и симплектической
формы на нем был рассмотрен в лекции IX, п. IX.1).

Остановимся более подробно на приведенной интерпретации
пространства петель Ω𝑑. Конфигурационное пространство 𝑑-мер-
ной бозонной теории замкнутых струн состоит из гладких отоб-
ражений 𝑞 : [0, 𝜋] → 𝑅𝑑, все производные которых обращаются
в нуль в граничных точках. Ассоциированное с ним фазовое про-
странство этой теории состоит из пар отображений (𝑝, 𝑞) того же
типа, где отображение 𝑞 играет роль “координаты”, а отображение
𝑝 – роль “импульса”. Симплектическая форма на указанном фа-
зовом пространстве задается “струнным аналогом” формы типа
“𝑑𝑝 ∧ 𝑑𝑞”:

𝜔(𝛿𝑝, 𝛿𝑞) =
2
𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝛿𝑝(𝜎) ∧ 𝛿𝑞(𝜎) 𝑑𝜎, (D.1)

где 𝛿𝑝, 𝛿𝑞 – гладкие отображения [0, 𝜋] → 𝑅𝑑 того же типа, что 𝑝 и
𝑞, интерпретируемые как касательные векторы к фазовому про-
странству. Рассмотрим отображение, сопоставляющее паре (𝑝, 𝑞)
отображение 𝑥 : [−𝜋, 𝜋] → 𝑅𝑑, которое задается формулой

𝑥(𝜎) =

{︃
𝑝(𝜎) + 𝑞′(𝜎) при 0 6 𝜎 6 𝜋,

𝑝(−𝜎) + 𝑞′(−𝜎) при −𝜋 6 𝜎 6 0.
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Это отображение отождествляет введенное фазовое пространство
с пространством Ω𝑑. Оно также переводит симплектическую фор-
му (D.1) на фазовом пространстве теории струн в симплектиче-
скую форму на пространстве Ω𝑑, задаваемую формулой, анало-
гичной (IX.1) (см. [24]):

𝜔(𝜉, 𝜂) =
1
2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

⟨𝜉(𝜃), 𝜂′(𝜃)⟩ 𝑑𝜃, (D.2)

где 𝜉 = 𝜉(𝑒𝑖𝜃), 𝜂 = 𝜂(𝑒𝑖𝜃) – гладкие отображения [−𝜋, 𝜋] → 𝑅𝑑.
Симплектическую форму (D.2) на пространстве гладких пе-

тель Ω𝑑 можно продолжить на соболевское пополнение этого про-
странства, совпадающее с пространством полудифференцируе-
мых вектор-функций 𝑉𝑑 := 𝐻

1
2
0 (𝑆1, 𝑅𝑑). Заметим, что последнее

пространство является наибольшим в шкале соболевских про-
странств 𝐻𝑠

0(𝑆1, 𝑅𝑑), на которое допускает продолжение форма
𝜔. Тем самым, можно сказать, что форма 𝜔 “сама выбирает”
правильное пространство, на котором ее нужно рассматривать.
С этой точки зрения выбор пространства 𝑉𝑑 в качестве фазово-
го пространства теории струн выглядит более естественным, чем
принятый во многих работах выбор Ω𝑑 в качестве такого про-
странства.

Положим теперь 𝑑 = 1 и обозначим 𝑉 := 𝑉1 = 𝐻
1
2
0 (𝑆1,R),

чтобы установить соответствие с обозначениями и результатами,
изложенными в этой книге выше. По теореме Нага–Сулливана из
п. IX.3 имеется естественная группа, ассоциированная с простран-
ством 𝑉 = 𝐻

1
2
0 (𝑆1,R), а именно, группа QS(𝑆1) квазисиммет-

ричных гомеоморфизмов окружности. Снова можно сказать, что
само соболевское пространство 𝑉 “выбирает” правильную груп-
пу, которая на этом пространстве действует. Указанное действие
группы QS(𝑆1) на пространстве 𝑉 является симплектическим,
т.е. сохраняет форму 𝜔. Если бы оно было гладким, то в каче-
стве классической системы, ассоциированной с рассматриваемой
теорией струн, было бы естественно взять фазовое пространство
𝑉 (точнее, его 𝑑-мерный аналог), а в качестве алгебры наблюда-
емых на нем алгебру Ли группы QS(𝑆1). К сожалению, это дей-
ствие не является гладким и, тем самым, мы не можем сопоста-
вить никакой классической системы фазовому пространству 𝑉 ,
наделенному симплектическим действием группы QS(𝑆1). Одна-
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ко в п. XIV.1 было показано, что можно построить квантовую
алгебру наблюдаемых, отвечающую указанной группе.

Исходя из твисторного подхода к квантованию, представлен-
ного в [1], предлагаемая схема квантования теории струн выгля-
дит следующим образом. Фиксируем фазовое пространство 𝑉𝑑
с симплектическим действием группы QS(𝑆1) на нем. Рассматри-
ваем пространство комплексных структур на 𝑉𝑑, получаемых из
стандартной комплексной структуры 𝐽0 действием на нее груп-
пы QS(𝑆1). Это пространство отождествляется с универсальным
пространством Тейхмюллера 𝒯 = QS(𝑆1)/Möb(𝑆1). Теперь, для
того чтобы проквантовать рассматриваемую теорию, достаточ-
но, согласно [1], построить квантовую систему, ассоциированную
с пространством 𝒯 , наделенным действием группы QS(𝑆1). Это и
есть квантовая система, построенная в п. XIV.1, алгебра наблю-
даемых которой порождается квантовыми дифференциалами 𝑑𝑞𝑓
с 𝑓 ∈ QS(𝑆1).



Задачи

Ниже приводятся задачи, которые давались слушателям кур-
са, прочитанного автором в Научно-образовательном центре МИ-
АН. Среди них есть как легкие упражнения, так и “трудные” за-
дачи, но нет нерешенных проблем.

1. Покажите, что дилатация диффеоморфизма 𝑤 комплексной
плоскости, равная

𝐷𝑤(𝑧) =
|𝜕𝑤(𝑧)|+ |𝜕𝑤(𝑧)|
|𝜕𝑤(𝑧)| − |𝜕𝑤(𝑧)|

,

является конформным инвариантом, т.е.

𝐷𝑤(𝑧) = 𝐷ℎ∘𝑤∘𝑔−1(𝑔(𝑧))

для любых конформных отображений ℎ и 𝑔.

2. Докажите теорему композиции для квазиконформных отоб-
ражений: отображение, обратное к 𝐾-квазиконформному, снова
𝐾-квазиконформно и композиция 𝐾1-квазиконформного отобра-
жения с𝐾2-квазиконформным является𝐾1𝐾2-квазиконформным
отображением.

3. Докажите формулу композиции для дифференциалов Бель-
трами квазиконформных отображений:

𝜇𝑓∘𝑔−1(𝑔(𝑧)) =
𝜇𝑓 (𝑧)− 𝜇𝑔(𝑧)
1− 𝜇𝑓 (𝑧)𝜇𝑔(𝑧)

[︂
𝜕𝑔(𝑧)
|𝜕𝑔(𝑧)|

]︂2

для квазиконформных отображений 𝑓, 𝑔 : 𝒟 → 𝒟′.

4. Докажите теорему Римана для квазиконформных отобра-
жений: если 𝒟 и 𝒟′ – две односвязных области в C с нетриви-
альными границами (т.е. с границами, состоящими более, чем
из одной точки), то для любой функции 𝜇 ∈ 𝐿∞(𝒟) с нормой
‖𝜇‖∞ < 1 найдется квазиконформное отображение 𝑤 : 𝒟 → 𝒟′,
комплексная дилатация которого совпадает с 𝜇 почти всюду.
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5. Докажите теорему о нормальной сходимости для квазикон-
формных отображений: если в области 𝒟 задана последователь-
ность 𝐾-квазиконформных отображений 𝑤𝑛, сходящаяся равно-
мерно на компактах к отображению 𝑤, то 𝑤 является либо кон-
стантой, либо 𝐾-квазиконформным отображением.

6. Докажите, что каждый конформный прямоугольник 𝑄(𝑧1,
𝑧2, 𝑧3, 𝑧4) можно конформно отобразить на евклидов прямоуголь-
ник Π(𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4) и такое преобразование определено одно-
значно с точностью до подобия.

7. Пусть 𝑓 – монотонно возрастающий гомеоморфизм веще-
ственной прямой на себя. Обозначим через 𝐾 его максимальную
дилатацию

𝐾 = sup
{𝑥1,𝑥2,𝑥3,𝑥4}

𝑀𝐻(𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2), 𝑓(𝑥3), 𝑓(𝑥4))
𝑀𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)

,

где 𝑀𝐻(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) обозначает конформный модуль конформно-
го прямоугольника 𝐻(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) (𝐻 – верхняя полуплоскость).
Покажите, что условие 𝐾 < ∞ эквивалентно следующему усло-
вию: для некоторой константы 𝐶 > 0 имеет место оценка

1
𝐶

6
𝑓(𝑥+ 𝑡)− 𝑓(𝑥)
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥− 𝑡)

6 𝐶

для всех 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0.

8. Покажите, что любой диффеоморфизм окружности, сохра-
няющий ориентацию, является квазисимметричным, т.е. продол-
жается до квазиконформного диффеоморфизма круга.

9. Пусть 𝑤 есть гомеоморфизм расширенной комплексной
плоскости C, являющийся квазиконформным в дополнении к неко-
торой квазиокружности. Тогда он квазиконформен всюду в C.

10. Докажите, что универсальное пространство Тейхмюллера
является полным линейно связным метрическим пространством
в метрике Тейхмюллера.

11. Докажите теорему о существовании функции с заданным
шварцианом: если 𝜙 – заданная голоморфная функция в одно-
связной области 𝒟, то в этой области найдется мероморфная
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функция 𝑓 , шварциан которой совпадает с 𝜙, т.е. 𝑆[𝑓 ] = 𝜙. Ука-
занная функция 𝑓 определяется по функции 𝜙 единственным об-
разом с точностью до преобразований Мебиуса.

12. Докажите теорему площадей: если 𝑓 – однолистная ме-
роморфная функция во внешности единичного круга, имеющая
степенное разложение вида

𝑓(𝑧) = 𝑧 +
∞∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛
𝑧𝑛
,

то
∑︀∞
𝑛=1 𝑛|𝑏𝑛|2 6 1, причем это неравенство точное.

13. Преобразования Мебиуса 𝑢 и 𝑣, не равные тождествен-
ному, сопряжены в группе Möb(C) тогда и только тогда, когда
tr2 𝑢 = tr2 𝑣.

14. Приведите пример дискретной подгруппы группы Möb(C),
область разрывности которой пуста.

15. Если две римановы поверхности𝑋1 = ̃︀𝑋/𝐺1 и𝑋2 = ̃︀𝑋/𝐺2,
получающиеся факторизацией одной и той же универсальной на-
крывающей ̃︀𝑋, биголоморфны друг другу, то группы 𝐺1 и 𝐺2

сопряжены в группе автоморфизмов ̃︀𝑋 и обратно.

16. Докажите, что форма 𝜔0, задаваемая на пространстве
Ω𝑆1 = 𝐶∞0 (𝑆1, 𝑆1) гладких отображений 𝑆1 → 𝑆1 с нулевым сред-
ним по окружности формулой

𝜔0(𝜉, 𝜂) =
1
2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝜉(𝑒𝑖𝜃)
𝑑𝜂(𝑒𝑖𝜃)
𝑑𝜃

𝑑𝜃,

задает симплектическую структуру на Ω𝑆1, т.е. является замкну-
той невырожденной 2-формой.

17. Покажите, что линейный ограниченный оператор 𝐴 : 𝑉 →
𝑉 принадлежит симплектической группе Sp(𝑉 ) тогда и только
тогда, когда он имеет блочное представление вида

𝐴 =
(︂
𝑎 𝑏

𝑏 𝑎

)︂
с 𝑎 𝑡𝑎− 𝑏𝑡 𝑏 = 1, 𝑎 𝑡𝑏 = 𝑏𝑡 𝑎

в терминах разложения 𝑉 C = 𝑊+ ⊕𝑊−, где 𝑊± – собственные
(∓𝑖)-подпространства оператора комплексной структуры 𝐽0 на
соболевском пространстве 𝑉 .
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18. Докажите, что пространство 𝒥 (𝑉 ) = Sp(𝑉 )/U(𝑊+) ком-
плексных структур на соболевском пространстве 𝑉 , совместимых
с симплектической структурой, можно отождествить с бесконеч-
номерным диском Зигеля 𝒟. Проверьте, что 𝒟 является выпук-
лым множеством.

19. Докажите, что операторы Гильберта–Шмидта 𝑇 : 𝐻1 →
𝐻2, действующие из гильбертова пространства 𝐻1 в гильбертово
пространство 𝐻2, образуют гильбертово пространство.

20. Покажите, что операторы Вирасоро

𝐿𝑛 =
1
2

∞∑︁
−∞

:𝑎−𝑖𝑎𝑖+𝑛:, 𝑛 ∈ Z,

задают проективное представление алгебры Ли гладких вектор-
ных полей на окружности. Конкретно,

[𝐿𝑚, 𝐿𝑛] = (𝑚− 𝑛)𝐿𝑚+𝑛 + 𝛿𝑚,−𝑛
𝑚3 −𝑚

12
.

21. Покажите, что преобразование Гильберта задает оператор
симметрии на пространстве 𝐿2(𝑆1,C).

22. Найдите квазиклассический предел квантового диффе-
ренциала 𝑑𝑞𝑓 на соболевском пространстве 𝑉 , задаваемого инте-
гральным оператором с ядром, равным разностной производной
функции 𝑓 ∈ 𝑉 . Иначе говоря, покажите, что след этого операто-
ра на диагонали для гладких функций 𝑓 совпадает с оператором
умножения на производную 𝑓 ′.

23. Докажите теорему Кронекера: квантовый дифференциал
𝑑𝑞𝑓 является оператором конечного ранга тогда и только тогда,
когда функция 𝑓 рациональна.

24. Докажите, что пространство нормализованных диффео-
морфизмов окружности 𝒮 стягиваемо.
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восстановить детали тех доказательств, которые представлены
в лекциях на “идейном” уровне. Тем самым, предлагаемый спи-
сок никоим образом не может претендовать на полноту. Отметим
также, что ссылки в библиографических указаниях, предшеству-
ющих списку, даются на издания, которые казались автору наи-
более доступными.

Глава 1. Теории квазиконформных отображений комплексной
плоскости посвящено несколько книг, из которых мы особенно ре-
комендуем лекции Альфорса [3], где можно найти большую часть
материала, представленного в гл. 1. В частности, при доказатель-
стве центрального результата – теоремы о существовании квази-
конформных отображений комплексной плоскости – мы следуем
подходу, изложенному в этих лекциях.

Глава 2. Основные сведения об универсальном пространстве
Тейхмюллера можно найти в книгах [2] и [5]. Вопросу о существо-
вании кэлеровой метрики на универсальном пространстве Тейх-
мюллера посвящено большое количество статей. Отметим в этой
связи интересную монографию [25], в которой построена такая
метрика на универсальном пространстве Тейхмюллера. Подчерк-
нем, что топология, индуцируемая этой метрикой, отличается от
топологии, индуцируемой метрикой Тейхмюллера. (В частности,
универсальное пространство Тейхмюллера в топологии [25] состо-
ит из несчетного множества связных компонент.)

Глава 3. Существует большое количество книг, посвященных
теории римановых поверхностей, из которых наиболее близкой
к нашему изложению является, по-видимому, книга [26]. Клас-
сическим пространствам Тейхмюллера также посвящен целый
ряд книг, из которых можно рекомендовать книги [2] и [5], из-
ложение в которых наиболее близко к нашему. Кэлерова метрика
Вейля–Петерсона на классических пространствах Тейхмюллера
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была введена и исследована в классических работах Вейля [7] и
Альфорса [8]. Альфорс показал, что построенная метрика имеет
отрицательную голоморфную секционную кривизну. Подробное
исследование свойств этой метрики и ее геодезических было про-
ведено в работах Вольперта (см. [27], [28], [29]). Интересные связи
между указанной метрикой и уравнением Лиувилля установле-
ны в работах Зографа и Тахтаджяна (см. [30], [31]). Свойства
пространства нормализованных диффеморфизмов 𝒮 изучаются
в книге [1] и цитированных там статьях. Кэлерова метрика на
этом пространстве построена в работе Кириллова и Юрьева [10].

Глава 4. Приводимая в этой главе теорема Нага–Сулливана,
играющая ключевую роль в квантовании универсального про-
странства Тейхмюллера, доказана в статье [14], где сообщаются
и другие факты, относящиеся к вложению универсального про-
странства Тейхмюллера в бесконечномерный грассманиан (см.
также [32] и [1]).

Глава 5. Квантование классических систем излагается во всех
книгах по геометрическому квантованию (например, в [33]). Фо-
ковское пространство и представление Гейзенберга также изуча-
ются в целом ряде книг (например, в книгах [21] и [17]). Теоре-
ма Шейла–Березина доказана в оригинальной статье Шейла [16]
и книге Березина [17]. Проективное представление симплектиче-
ской алгебры Гильберта–Шмидта построено в статье [18] (см. так-
же [1], [32]). Представление алгебры Вирасоро хорошо известно и
представлено в целом ряде статей и книг (например, в книгах
[21], [32]).

Глава 6. Геометрическое квантование по Конну представлено
в его книге [34] (см. также [35]). В частности, из этой книги нами
заимствован пример, приведенный в п. XIII.2. Конновское кван-
тование универсального пространства Тейхмюллера представле-
но в статье [36] (см. также [1]).
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Birkhäuser Boston, Boston, MA, 2001.

[36] A.G. Sergeev, “The Group of Quasisymmetric Homeomorphisms of
the Circle and Quantization of the Universal Teichmüller Space”,
SIGMA, 5 (2009), 015, 20 pp.



Предметный указатель

𝐺-инвариантный
квазиконформный
гомеоморфизм, 58

𝐺-инвариантный
квазисимметричный
гомеоморфизм, 60

𝐾-квазиконформный
диффеоморфизм, 10

𝐾-квазиконформный
гомеоморфизм, 11

𝐿𝑝-решение уравнения
Бельтрами, 12

𝑘-квазисимметричный
гомеоморфизм, 24

абсолютно непрерывная
функция на
прямоугольниках (ПАН),
10

алгебра Гейзенберга, 89, 93
алгебра Вирасоро, 103
алгебра дифференцирований,

109
алгебра наблюдаемых, 89
вакуум, 95
вложение Берса, 39
вполне разрывное действие, 51
гиперболическое

дробно-линейное
преобразование, 50

грассманиан
Гильберта–Шмидта, 84

дифференциал Бельтрами, 12
дифференциал типа (𝑚,𝑛), 12
дубль Шоттки, 56
двойное отношение, 26
зигелев диск, 83

зигелев диск
Гильберта–Шмидта, 86

интегральный оператор типа
Кальдерона–Зигмунда, 16

классическая система, 89
классическое пространство

Тейхмюллера, 60
клейнова группа, 51
комплексная дилатация, 11
комплексная структура

Гильберта–Шмидта, 86
конформный модуль, 22, 23
конформный прямоугольник,

22
конформный тип римановой

поверхности, 54
конформное отображение, 8
квантование, 89
квантованное

инфинитезимальное
действие, 114

квантовая алгебра
наблюдаемых, 114

квазиконформный
диффеоморфизм, 9

квазикруг, 30
квазиокружность, 30
квазисимметричный

гомеоморфизм
окружности, 26

квазисимметричное векторное
поле, 45

лемма Тейхмюллера, 43
локсодромическое

дробно-линейное
преобразование, 50



130 Предметный указатель

максимальная дилатация, 23,
24

метрика Вейля–Петерсона, 62
неэлементарная клейнова

группа, 51
нормализованный

квазисимметричный
диффеоморфизм, 29

нормализованный
квазисимметричный
гомеоморфизм, 29

нормальное решение
уравнения Бельтрами, 15

область разрывности, 51
оператор Гильберта–Шмидта,

85
оператор Вирасоро, 101
оператор рождения, 94
оператор симметрии, 108
оператор уничтожения, 94
отображение Альфорса, 44
параболическое

дробно-линейное
преобразование, 50

перекрестное отношение, 26
поляризация, 109
предельное множество

клейновой группы, 51
представление Гейзенберга, 94
представление Вирасоро, 101
преобразование Гильберта, 65,

110
принцип соответствия, 116
производная Шварца, 36
пространство Дирихле, 73
пространство Зигмунда, 46
пространство квантования, 90
расстояние Тейхмюллера, 35
регулярная точка 𝒯 , 62

симплектическая группа
Гильберта–Шмидта, 85

симплектическая группа
гильбертова пространства,
82

соболевское пространство
полудифференцируемых
функций, 71

теорема Берлинга–Альфорса,
25

теорема площадей, 38
универсальное пространство

Тейхмюллера, 29
уравнение Бельтрами, 12
уравнение Коши–Римана, 12
фазовое пространство, 89
фоковское пространство, 93
фоковское расслоение, 97
формула Дугласа, 76
формула Шварца, 66
фредгольмов оператор, 85
фуксова группа, 52
фуксова группа первого рода,

52
фуксова группа второго рода,

52
фундаментальная область, 52
фундаментальная область

Дирихле, 53
элементарная клейнова

группа, 51
эллиптическое

дробно-линейное
преобразование, 50

энергия гармонической
функции, 73

ядро Гильберта, 110





Научное издание

Лекционные курсы НОЦ

Выпуск 21

Армен Глебович Сергеев

Лекции об универсальном пространстве Тейхмюллера

Компьютерная верстка: Ю.А. Пупырев

Сдано в набор 10.06.2012. Подписано в печать 09.04.2013.
Формат 60×90/16. Усл. печ. л. 13,25. Тираж 200 экз.

Отпечатано в Математическом институте им. В. А. Стеклова РАН
Москва, 119991, ул. Губкина, 8.

http://www.mi.ras.ru/noc/ e-mail: pupyrev@mi.ras.ru


	Предисловие
	Глава 1 Квазиконформные отображения
	Лекция I. Определение квазиконформности
	I.1 Квазиконформные диффеоморфизмы
	I.2 Определение квазиконформных отображений
	I.3 Уравнение Бельтрами
	Краткое содержание лекции I

	Лекция II. Теоремы единственности и существования
	II.1 Композиция квазиконформных отображений. Теорема единственности
	II.2 Теорема существования
	Краткое содержание лекции II

	Лекция III. Квазисимметричные гомеоморфизмы
	III.1 Граничное поведение квазиконформных отображений
	III.2 Конформные прямоугольники. Геометрическое определение квазиконформных отображений
	III.3 Квазисимметричные гомеоморфизмы
	Краткое содержание лекции III


	Глава 2 Универсальное пространство Тейхмюллера
	Лекция IV. Определение универсального пространства Тейхмюллера
	IV.1 Определение в терминах квазисимметричных гомеоморфизмов
	IV.2 Определение в терминах дифференциалов Бельтрами
	Краткое содержание лекции IV

	Лекция V. Свойства универсального пространства Тейхмюллера
	V.1 Метрические и топологические свойства $\mathcal T$
	V.2 Производная Шварца
	V.3 Вложение Берса
	V.4 Комплексная структура пространства $\mathcal T$
	V.5 Кэлерова структура пространства $\mathcal T$
	Краткое содержание лекции V


	Глава 3 Подпространства универсального пространства Тейхмюллера
	Лекция VI. Римановы поверхности
	VI.1 Клейновы группы
	VI.2 Римановы поверхности
	Краткое содержание лекции VI

	Лекция VII. Классические пространства Тейхмюллера
	VII.1 $G$-инвариантные квазиконформные отображения
	VII.2 Классические пространства Тейхмюллера
	Краткое содержание лекции VII

	Лекция VIII. Пространство нормализованных диффеоморфизмов S=Diff+(S1)/Möb(S1)
	VIII.1 Комплексная структура
	VIII.2 Кэлерова метрика
	Краткое содержание лекции VIII


	Глава 4 Грассманова реализация универсального пространства Тейхмюллера
	Лекция IX. Действие квазисимметричных гомеоморфизмов на гильбертовом пространстве
	IX.1 Соболевское пространство полудифференцируемых функций
	IX.2 Определение в терминах гармонических функций
	IX.3 Действие квазисимметричных гомеоморфизмов на соболевском пространстве
	IX.4 Действие квазисимметричных гомеоморфизмов на симплектическую и комплексную структуры
	Краткое содержание лекции IX

	Лекция X. Грассманова реализация пространства T
	X.1 Вложение пространства $\mathcal T$ в зигелев диск
	X.2 Грассманова реализация пространства нормализованных диффеоморфизмов
	Краткое содержание лекции X


	Глава 5 Квантование пространства нормализованных диффеоморфизмов
	Лекция XI. Квантование классических систем
	XI.1 Классические системы
	XI.2 Квантование классических систем
	XI.3 Квантование пространства $\mathcal S$: постановка задачи
	Краткое содержание лекции XI

	Лекция XII. Квантование расширенной системы
	XII.1 Фоковское пространство
	XII.2 Представление Гейзенберга
	XII.3 Теорема Шейла–Березина
	XII.4 Представление симплектической алгебры Гильберта–Шмидта
	XII.5 Квантование пространства нормализованныхдиффеоморфизмов S
	Краткое содержание лекции XII


	Глава 6 Квантование универсального пространства Тейхмюллера
	Лекция XIII. Квантование по Конну
	XIII.1 Определение
	XIII.2 Сравнение дираковского и конновского подходов
	Краткое содержание лекции XIII

	Лекция XIV. Квантование универсального пространства Тейхмюллера
	XIV.1 Конструкция квантования
	XIV.2 Заключение
	Краткое содержание лекции XIV

	Вместо послесловия. Универсальное пространство Тейхмюллера и теория струн
	Задачи
	Библиографические указания
	Список литературы
	Предметный указатель


