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Настоящий курс лекций был прочитан мною в 2007 г. в Науч-
но-образовательном центре при Математическом институте им.
В. А. Стеклова РАН. Составляя программу курса, я решил вместо
поверхностного описания нескольких квантовых интегрируемых
моделей рассмотреть одну, но более глубоко. В качестве примера
я выбрал модель квантового нелинейного уравнения Шрёдингера.
На этом примере я постарался показать, какое большое количе-
ство различных задач возникает при исследовании этой сравни-
тельно простой системы, и какие разнообразные математические
методы используются для их решения. Мне также хотелось убе-
дить слушателей (а теперь и читателей) в том, что несмотря на
то, что интегрируемые системы по определению должны быть
решаемы, в этой области остается еще много открытых вопросов.
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Лекция 1. Волновая функция системы
одномерных бозонов

1.1. Классическое нелинейное уравнение
Шрёдингера

Мы начинаем наше изложение с того, что вкратце опишем
классическое нелинейное уравнение Шрёдингера. На это имеются
две причины. Во-первых, квантовое нелинейное уравнение Шрё-
дингера, являющееся главной темой этих лекций, получается из
классического уравнения путем стандартной процедуры кванто-
вания. Во-вторых, как мы увидим в лекции 5, квантовое и клас-
сическое уравнения оказываются связанными между собой еще
одним, совершенно неожиданным образом, а именно через корре-
ляционные функции. В этой лекции мы ограничимся лишь мини-
мальным набором сведений, необходимым для дальнейшего по-
нимания. Более подробно о классическом нелинейном уравнении
Шрёдингера можно прочесть в книге [1].

Классическое нелинейное уравнение Шрёдингера имеет вид

𝑖
𝜕Ψ
𝜕𝑡

= −𝜕
2Ψ
𝜕𝑥2

+ 2𝑐|Ψ|2Ψ, (1.1.1)

где Ψ = Ψ(𝑥, 𝑡), и 𝑐 – вещественный параметр, который назы-
вают константой связи. По сути, уравнение (1.1.1) представляет
собой систему двух уравнений, либо на вещественную и мнимую
часть Ψ, либо на Ψ и Ψ. Класс решений уравнения (1.1.1), разу-
меется, зависит от вида граничных условий, накладываемых на
функцию Ψ. Мы ограничимся рассмотрением лишь периодиче-
ских граничных условий Ψ(𝑥+𝐿, 𝑡) = Ψ(𝑥, 𝑡), как наиболее удоб-
ных для квантования. Таким образом, в дальнейшем мы будем
считать, что Ψ(𝑥, 𝑡) определена на интервале 0 6 𝑥 < 𝐿.

С физической точки зрения функция Ψ(𝑥, 𝑡) представляет со-
бой классическое заряженное поле, а уравнение (1.1.1) является
гамильтоновым уравнением движения. Для того, чтобы убедить-
ся в этом, введем стандартную скобку Пуассона функционалов 𝐹
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8 Лекция 1

и 𝐺

{𝐹,𝐺} = 𝑖

∫︁ 𝐿

0

(︂
𝛿𝐹

𝛿Ψ(𝑥)
𝛿𝐺

𝛿Ψ(𝑥)
− 𝛿𝐹

𝛿Ψ(𝑥)
𝛿𝐺

𝛿Ψ(𝑥)

)︂
𝑑𝑥. (1.1.2)

Определение (1.1.2) является обобщением обычной скобки,

{𝑓, 𝑔} =
𝑛∑︁

𝑘=1

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑝𝑘

𝜕𝑔

𝜕𝑞𝑘
− 𝜕𝑓

𝜕𝑞𝑘

𝜕𝑔

𝜕𝑝𝑘

)︂
, (1.1.3)

записанной в комплексных координатах 𝑧𝑘 = (𝑞𝑘 + 𝑖𝑝𝑘)/
√

2, 𝑧𝑘 =
(𝑞𝑘 − 𝑖𝑝𝑘)/

√
2:

{𝑓, 𝑔} = 𝑖

𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑧𝑘

𝜕𝑔

𝜕𝑧𝑘
− 𝜕𝑓

𝜕𝑧𝑘

𝜕𝑔

𝜕𝑧𝑘

)︂
, (1.1.4)

Из определения (1.1.2) следует, что Ψ и Ψ имеют канониче-
скую скобку Пуассона

{Ψ(𝑥, 𝑡),Ψ(𝑦, 𝑡)} = 𝑖𝛿(𝑥− 𝑦). (1.1.5)

Легко проверить, что если мы выберем гамильтониан в виде

𝐻 =
∫︁ 𝐿

0

(𝜕𝑥Ψ†𝜕𝑥Ψ + 𝑐|Ψ|4) 𝑑𝑥, (1.1.6)

то гамильтоновы уравнения движения

𝜕Ψ
𝜕𝑡

= {𝐻,Ψ} = −𝑖 𝛿𝐻
𝛿Ψ

,
𝜕Ψ
𝜕𝑡

= {𝐻,Ψ} = 𝑖
𝛿𝐻

𝛿Ψ
(1.1.7)

совпадают с уравнением (1.1.1) и сопряженным ему уравнением.
Замечательной особенностью нелинейного уравнения Шрё-

дингера является то, что оно обладает бесконечным набором ин-
тегралов движения 𝐼𝑘, т.е. величин, сохраняющихся во времени

𝜕𝐼𝑘
𝜕𝑡

= {𝐻, 𝐼𝑘} = 0. (1.1.8)

Приведем несколько примеров. Первые два интеграла движения
имеют вид

𝐼1 = 𝑄 =
∫︁ 𝐿

0

|Ψ|2 𝑑𝑥 (число частиц), (1.1.9)

𝐼2 = 𝑃 =
1
2𝑖

∫︁ 𝐿

0

(Ψ𝜕𝑥Ψ−Ψ𝜕𝑥Ψ) 𝑑𝑥 (импульс). (1.1.10)
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Третий интеграл движения 𝐼3 совпадает с гамильтонианом (1.1.6),
последующие, старшие интегралы движения не имеют простой
физической интерпретации.

Наряду с уравнением (1.1.1) часто рассматривают уравнения
более общего вида

𝑖
𝜕𝑞

𝜕𝑡
= − 𝜕

2𝑞

𝜕𝑥2
+ 2𝑐𝑞2𝑟,

−𝑖𝜕𝑟
𝜕𝑡

= − 𝜕
2𝑟

𝜕𝑥2
+ 2𝑐𝑟2𝑞,

(1.1.11)

где 𝑞 = 𝑞(𝑥, 𝑡) и 𝑟 = 𝑟(𝑥, 𝑡) – две комплекснозначные функции, во-
обще говоря, не связанные между собой никакими дополнитель-
ными соотношениями. Несмотря на внешнюю схожесть уравнения
(1.1.1) и системы (1.1.11), между ними имеются существенные
различия, поскольку, как мы уже отмечали, (1.1.1) представляет
собой систему двух уравнений, в то время как (1.1.11) являет-
ся системой четырех уравнений. В то же время имеется и много
общего. В частности, система (1.1.11) обладает бесконечным на-
бором интегралов движения, которые по форме совпадают с инте-
гралами 𝐼𝑘 (см. (1.1.6), (1.1.9), (1.1.10)), если в последних сделать
формальную замену Ψ → 𝑞, Ψ → 𝑟. Старшие интегралы движе-
ния порождают бесконечный набор уравнений по формулам

𝜕𝑞

𝜕𝑡
= −𝑖 𝛿𝐼𝑘

𝛿𝑟
,

𝜕𝑟

𝜕𝑡
= 𝑖

𝛿𝐼𝑘
𝛿𝑞

. (1.1.12)

Иными словами в этих уравнениях роль гамильтониана играют
интегралы движения 𝐼𝑘. Бесконечный набор уравнений (1.1.12)
принято называть иерархией AKNS1. Часто, впрочем, уравнения
(1.1.11) называют нелинейным уравнением Шрёдингера, а систе-
мы (1.1.12) при 𝑘 > 3 высшими (или старшими) нелинейными
уравнениями Шрёдингера.

С иерархией AKNS связан еще один объект, называющий-
ся 𝜏 -функцией. Эта функция зависит от бесконечного набора
параметров2 {𝑡1, 𝑡2, . . . }, которые принято называть временами
𝜏 = 𝜏(𝑡1, 𝑡2, . . . ). Логарифм 𝜏 -функции является производящим

1Аббревиатура по начальным буквам фамилий Ablowitz, Kaup, Newell,
Segura.

2Реально всегда имеют дело с конечным набором времен 𝜏 = 𝜏(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛),
где 𝑛 является произвольным целым положительным числом.
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функционалом для плотностей интегралов движения, а именно

𝜕2 log 𝜏
𝜕𝑡1𝜕𝑡𝑘

= 𝐽𝑘, (1.1.13)

где ∫︁ 𝐿

0

𝐽𝑘 𝑑𝑥 = 𝐼𝑘. (1.1.14)

При этом время 𝑡1 отождествляется с переменной 𝑥. Мы встре-
тимся с 𝜏 -функцией при анализе корреляционных функций кван-
тового нелинейного уравнения Шрёдингера в лекции 5. Более по-
дробно об этом объекте можно прочитать в монографии [2].

1.2. Квантовое нелинейное уравнение
Шрёдингера

Квантовое нелинейное уравнение Шрёдингера

𝑖
𝜕Ψ
𝜕𝑡

= −𝜕
2Ψ
𝜕𝑥2

+ 2𝑐Ψ†ΨΨ, (1.2.1)

по форме совпадает с классическим, но теперь Ψ = Ψ(𝑥, 𝑡) явля-
ется оператором, действующим в некотором гильбертовом про-
странстве. Символом † обозначено эрмитово сопряжение. В соот-
ветствии со стандартной процедурой квантования скобка Пуассо-
на заменяется на коммутатор

[Ψ(𝑥, 𝑡),Ψ†(𝑦, 𝑡)] = 𝛿(𝑥− 𝑦), (1.2.2)

и тогда уравнение (1.2.1) является гамильтоновым, если гамиль-
тониан равен

𝐻 =
∫︁ 𝐿

0

(𝜕𝑥Ψ†𝜕𝑥Ψ + Ψ†Ψ†ΨΨ) 𝑑𝑥. (1.2.3)

Здесь и далее мы будем рассматривать квантовое нелинейное
уравнение Шрёдингера на интервале [0, 𝐿]. В этом случае на
Ψ(𝑥, 𝑡) обычно налагаются периодические граничные условия
Ψ(𝑥+𝐿, 𝑡) =Ψ(𝑥, 𝑡), и собственные функции гамильтониана (1.2.3)
оказываются нормируемыми, что позволяет корректно их опре-
делить. Такой подход также является наиболее строгим при рас-
смотрении термодинамического предела, в котором 𝐿 → ∞ (см.
лекцию 2).
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Квантовое нелинейное уравнение Шрёдингера, как и класси-
ческое, имеет бесконечный набор интегралов движения. Напри-
мер, несложно проверить, что операторы

𝑄 =
∫︁ 𝐿

0

Ψ†Ψ 𝑑𝑥 (число частиц), (1.2.4)

𝑃 =
1
2𝑖

∫︁ 𝐿

0

(Ψ† · 𝜕𝑥Ψ− 𝜕𝑥Ψ† ·Ψ) 𝑑𝑥, (импульс) (1.2.5)

коммутируют с гамильтонианом, а следовательно, являются ин-
тегралами движения.

Эволюция по времени операторов Ψ(𝑥, 𝑡) и Ψ†(𝑥, 𝑡) задается
стандартным образом

Ψ(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑖𝐻𝑡Ψ(𝑥, 0)𝑒−𝑖𝐻𝑡, Ψ†(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑖𝐻𝑡Ψ†(𝑥, 0)𝑒−𝑖𝐻𝑡.
(1.2.6)

Легко видеть, что при этом уравнение (1.2.1) и сопряженное ему
уравнение имеют гамильтонову форму

𝑖𝜕𝑡Ψ = [𝐻,Ψ], 𝑖𝜕𝑡Ψ† = [𝐻,Ψ†]. (1.2.7)

Гильбертово пространство ℋ, в котором действует оператор
Ψ(𝑥, 𝑡), имеет структуру пространства Фока. При этом вакуум
(циклический вектор) характеризуется условием

Ψ(𝑥, 𝑡)|0⟩ = 0. (1.2.8)

Оператор Ψ†(𝑥, 𝑡) действует в сопряженном пространстве, кото-
рое также имеет структуру фоковского пространства

⟨0|Ψ†(𝑥, 𝑡) = 0. (1.2.9)

В силу перестановочных соотношений (1.2.2), можно рассматри-
вать операторы Ψ(𝑥, 𝑡) и Ψ†(𝑥, 𝑡), как операторы уничтожения и
рождения соответственно. Тогда мы можем сказать, что оператор
Ψ†(𝑥, 𝑡) также действует и в пространстве ℋ.

Произвольный вектор из пространства состояний представля-
ет собой линейную комбинацию векторов вида

|𝜔𝑁 ⟩ =
1
𝑁 !

∫︁ 𝐿

0

𝜒
𝑁

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑁 )Ψ†(𝑥1) · · ·Ψ†(𝑥𝑁 ) 𝑑𝑁𝑥|0⟩, (1.2.10)

𝑁 = 0, 1, . . . .
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Здесь 𝑑𝑁𝑥 = 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑁 , а 𝜒
𝑁

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑁 ) – некоторые функ-
ции (числовые коэффициенты), симметричные и периодичные по
всем аргументам

𝜒
𝑁

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 + 𝐿, . . . , 𝑥𝑁 ) = 𝜒
𝑁

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, . . . , 𝑥𝑁 ).

Физическими векторами являются собственные функции га-
мильтониана (1.2.3). Легко проверить, что любой вектор вида
(1.2.10) является собственным вектором оператора числа частиц
(1.2.4). Поскольку последний коммутирует с гамильтонианом 𝐻,
у этих двух операторов должна быть общая система собственных
векторов. Следовательно, мы можем искать собственные функ-
ции гамильтониана в виде (1.2.10) с произвольным, но фиксиро-
ванным 𝑁 :

𝐻|𝜔𝑁 ⟩ = 𝐸|𝜔𝑁 ⟩, 𝑁 = 0, 1, . . . (1.2.11)

Подставляя явное выражение для 𝐻 в условие (1.2.11), мы при-
ходим к дифференциальному уравнению

−
𝑁∑︁

𝑘=1

𝜕2𝜒
𝑁

𝜕𝑥2
𝑘

+ 2𝑐
𝑁∑︁

𝑗>𝑘

𝛿(𝑥𝑗 − 𝑥𝑘) · 𝜒
𝑁

= 𝐸𝜒
𝑁

(1.2.12)

Уравнение (1.2.12) по форме совпадает со стационарным урав-
нением Шрёдингера, описывающим систему из 𝑁 частиц, нахо-
дящихся на отрезке [0, 𝐿]. По этой причине модель, связанную
с квантовым нелинейным уравнением Шрёдингера, называют си-
стемой одномерных бозонов или квантовым одномерным Бозе-
газом. При этом потенциал взаимодействия в этом газе равен
2𝑐
∑︀𝑁

𝑗>𝑘 𝛿(𝑥𝑗 − 𝑥𝑘), т.е. любые две частицы, находящиеся на ко-
нечном расстоянии друг от друга, не взаимодействуют.

1.3. Решение дифференциального уравнения

В этом разделе мы построим явное решение уравнения (1.2.12).
В дальнейшем, для краткости и упрощения обозначений мы бу-
дем опускать индекс 𝑁 у функции 𝜒

𝑁

−
𝑁∑︁

𝑘=1

𝜕2𝜒

𝜕𝑥2
𝑘

+ 2𝑐
𝑁∑︁

𝑗>𝑘

𝛿(𝑥𝑗 − 𝑥𝑘) · 𝜒 = 𝐸𝜒. (1.3.1)

В случае 𝑁 = 1 потенциал взаимодействия отсутствует, и ре-
шением уравнения (1.3.1) является, очевидно, плоская волна 𝑒𝑖𝜆𝑥
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с 𝜆2 = 𝐸. Простейшим нетривиальным является случай 𝑁 = 2,
к рассмотрению которого мы и переходим.

1.3.1. Две переменные. При𝑁 = 2 уравнение (1.3.1) имеет
вид

− 𝜕2𝜒

𝜕𝑥2
1

− 𝜕2𝜒

𝜕𝑥2
2

+ 2𝑐𝛿(𝑥1 − 𝑥2) · 𝜒 = 𝐸𝜒. (1.3.2)

Мы ищем симметричные решения 𝜒(𝑥1, 𝑥2) = 𝜒(𝑥2, 𝑥1). Заметим
также, что если 𝜒(𝑥1, 𝑥2) – решение, то 𝜒(−𝑥1,−𝑥2) или 𝜒(𝐿−𝑥1,
𝐿− 𝑥2) – тоже решения.

Сделаем замену переменных

𝑥1 + 𝑥2 = 𝑣,
𝜕

𝜕𝑥1
=

𝜕

𝜕𝑣
+

𝜕

𝜕𝑢
,

𝑥1 − 𝑥2 = 𝑢,
𝜕

𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑣
− 𝜕

𝜕𝑢
.

(1.3.3)

Тогда

− 𝜕2𝜒

𝜕𝑣2
− 𝜕2𝜒

𝜕𝑢2
+ 𝑐𝛿(𝑢) · 𝜒 =

𝐸

2
𝜒 (1.3.4)

Будем искать решение в виде 𝜒(𝑢, 𝑣) = 𝑈(𝑢)𝑉 (𝑣). В силу исходной
симметрии должно быть 𝑈(−𝑢) = 𝑈(𝑢). Подставляя 𝜒(𝑢, 𝑣) =
𝑈(𝑢)𝑉 (𝑣) в уравнение (1.3.4), получаем

− 𝑈 ′′

𝑈
+ 𝑐𝛿(𝑢)− 𝐸

2
=
𝑉 ′′

𝑉
. (1.3.5)

Поскольку левая часть зависит только от 𝑢, а правая только от
𝑣, то равенство возможно только при условии

− 𝑈 ′′

𝑈
+ 𝑐𝛿(𝑢)− 𝐸

2
=
𝑉 ′′

𝑉
= −𝜇2

1, (1.3.6)

где 𝜇 – некая константа. Уравнение для 𝑉 немедленно дает

𝑉 (𝑣) = 𝐶1𝑒
𝑖𝜇1𝑣 + 𝐶2𝑒

−𝑖𝜇1𝑣. (1.3.7)

Для 𝑈 имеем
𝑈 ′′ + 𝜇2

2𝑈 − 𝑐𝛿(𝑢)𝑈 = 0, (1.3.8)

где 𝜇2
2 = 𝐸/2 − 𝜇2

1. В областях 𝑢 < 0 и 𝑢 > 0 уравнение (1.3.8)
эквивалентно свободному уравнению. Поэтому

𝑈(𝑢) =

{︃
𝐺+

1 cos(𝜇2𝑢) +𝐺+
2 sin(𝜇2𝑢), 𝑢 > 0,

𝐺−1 cos(𝜇2𝑢) +𝐺−2 sin(𝜇2𝑢), 𝑢 < 0,
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В точке 𝑢 = 0 решения должны быть сшиты непрерывным обра-
зом, но с разрывом первой производной. Интегрируя уравнение
(1.3.8) по 𝑢 от −𝜖 до 𝜖 и устремляя 𝜖→ 0, находим

𝑈 ′(𝑢)
⃒⃒⃒𝑢=+0

𝑢=−0
= 𝑐𝑈(0). (1.3.9)

Из непрерывности 𝑈(𝑢) в нуле следует, что 𝐺+
1 = 𝐺−1 = 𝐺1. Усло-

вие (1.3.9) в свою очередь дает

𝐺+
2 = 𝐺−2 +

𝑐

𝜇2
𝐺1. (1.3.10)

В итоге, с учетом 𝑈(−𝑢) = 𝑈(𝑢), находим

𝑈(𝑢) = 2𝜇2 cos(𝜇2𝑢) + 𝑐𝜖(𝑢) sin(𝜇2𝑢), (1.3.11)

где 𝜖(𝑢) – знаковая функция 𝜖(𝑢) = sign(𝑢). В итоге, сделав замену
2𝜇1 = 𝜆1+𝜆2, 2𝜇2 = 𝜆1−𝜆2 и возвращаясь к старым переменным,
находим

𝜒(𝑥1, 𝑥2) = (𝜆21 − 𝑖𝑐𝜖(𝑥21))𝑒𝑖𝜆1𝑥1+𝑖𝜆2𝑥2

+ (𝜆21 + 𝑖𝑐𝜖(𝑥21))𝑒𝑖𝜆2𝑥1+𝑖𝜆1𝑥2 , (1.3.12)

причем 𝜆2
1 + 𝜆2

2 = 𝐸. В формуле (1.3.12) использованы обозна-
чения 𝜆21 = 𝜆2 − 𝜆1, 𝑥21 = 𝑥2 − 𝑥1. Подобными сокращенными
обозначениями мы будем постоянно пользоваться на протяжении
всего курса лекций.

Еще одно решение получается заменой 𝑥𝑗 → −𝑥𝑗 .

1.3.2. 𝑁 переменных. В общем случае мы можем сказать,
что в областях, где 𝑥1 ̸= 𝑥2 ̸= · · · ≠ 𝑥𝑁 , уравнение (1.3.1)
по-прежнему эквивалентно свободному уравнению, а значит, его
решение дается плоской волной вида exp(𝑖

∑︀𝑁
𝑗=1 𝜆𝑗𝑥𝑗), причем∑︀𝑁

𝑗=1 𝜆
2
𝑗 = 𝐸. На границах этих областей, где совпадают какие-то

два 𝑥, плоские волны должны быть сшиты непрерывным образом,
но с разрывом первой производной. Величина разрыва определя-
ется из следующих соображений. Выберем любые 𝑥𝑗 и 𝑥𝑘 из на-
бора 𝑥. В силу симметрии уравнения (1.3.1) можно без ограниче-
ния общности считать, что 𝑥𝑗 = 𝑥1, 𝑥𝑘 = 𝑥2. Рассмотрим область
𝑥3 < · · · < 𝑥𝑁 < {𝑥1, 𝑥2}. При этом в уравнении выживает всего
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одна 𝛿-функция – 𝛿(𝑥2 − 𝑥1). Сделаем замену переменных (1.3.3)
и проинтегрируем по 𝑢 в малой окрестности 𝑢 = 0. Получим

𝜕

𝜕𝑢
𝜒(𝑣, 𝑢, {𝑥})

⃒⃒⃒⃒
𝑢=+0

− 𝜕

𝜕𝑢
𝜒(𝑣, 𝑢, {𝑥})

⃒⃒⃒⃒
𝑢=−0

= 𝑐𝜒(𝑣, 0, {𝑥}).

(1.3.13)
Но 𝜕/𝜕𝑢 выражается через 𝜕/𝜕𝑥1 и 𝜕/𝜕𝑥2 по формулам (1.3.3).
Используя эти формулы, мы приходим к условию(︂

𝜕

𝜕𝑥2
− 𝜕

𝜕𝑥1

)︂
𝜒(𝑥1, 𝑥2, {𝑥})

⃒⃒⃒⃒𝑥2=𝑥1+0

𝑥2=𝑥1−0

= 2𝑐𝜒(𝑥2, 𝑥2, {𝑥}). (1.3.14)

Или же с учетом симметрии 𝜒 относительно замены 𝑥1 → 𝑥2(︂
𝜕

𝜕𝑥2
− 𝜕

𝜕𝑥1
− 𝑐

)︂
𝜒(𝑥1, 𝑥2, {𝑥})

⃒⃒⃒⃒
𝑥2=𝑥1+0

= 0. (1.3.15)

В итоге мы можем полностью переформулировать задачу. Рас-
смотрим область 𝑥1 < 𝑥2 < · · · < 𝑥𝑁 . В этой области надо решить
уравнение

−
𝑁∑︁

𝑘=1

𝜕2𝜒

𝜕𝑥2
𝑘

= 𝐸𝜒 (1.3.16)

с граничным условием(︂
𝜕

𝜕𝑥𝑗
− 𝜕

𝜕𝑥𝑘
− 𝑐

)︂
𝜒({𝑥})

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑗=𝑥𝑘+0

= 0, 𝑗 > 𝑘. (1.3.17)

Во всех остальных областях решение восстанавливается по сим-
метрии. Кроме того, поскольку в рассматриваемой области заве-
домо 𝑥𝑘 < · · · < 𝑥𝑗 при 𝑘 < 𝑗, то достаточно рассмотреть гранич-
ное условие(︂

𝜕

𝜕𝑥𝑘+1
− 𝜕

𝜕𝑥𝑘
− 𝑐

)︂
𝜒({𝑥})

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑘+1=𝑥𝑘+0

= 0. (1.3.18)

Будем искать решение в области 𝑥1 < 𝑥2 < · · · < 𝑥𝑁 в виде

𝜒({𝑥}|{𝜆}) =
∑︁
𝑃

𝐴(𝑃 ) exp
(︂
𝑖

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗𝜆𝑃 (𝑗)

)︂
,

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜆2
𝑗 = 𝐸,

(1.3.19)
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где сумма берется по всем возможным перестановкам набора 𝜆1,
. . . , 𝜆𝑁 , и функция 𝐴(𝑃 ) есть некоторый постоянный коэффици-
ент, зависящий только от перестановки (но не зависящий от 𝑥).
Очевидно, что это самый общий вид для возможного решения,
если мы будем помнить о возможности общей замены 𝑥𝑗 → −𝑥𝑗 .

Нам известен явный вид решения при 𝑁 = 2. Приведя это
решение к виду (1.3.19), мы заключаем, что коэффициент 𝐴(𝑃 )
зависит от некоторых параметров 𝜆:

𝜒(𝑥1, 𝑥2|𝜆1, 𝜆2) =
∑︁
𝑃

(−1)[𝑃 ](𝜆𝑃 (2) − 𝜆𝑃 (1) − 𝑖𝑐)

× exp
(︂
𝑖

2∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗𝜆𝑃 (𝑗)

)︂
, 𝑁 = 2, (1.3.20)

Здесь [𝑃 ] означает четность перестановки. В общем случае, в си-
лу того, что потенциал взаимодействия сводится к сумме двух-
частичных взаимодействий, можно ожидать, что функция 𝐴(𝑃 )
факторизуется на произведение “двухчастичных” функций

𝐴(𝑃 ) = 𝑔(𝑃 )
𝑁∏︁

𝑎>𝑏

𝜑(𝜆𝑃 (𝑎), 𝜆𝑃 (𝑏)), (1.3.21)

где коэффициент 𝑔(𝑃 ) уже не зависит от 𝜆. В принципе, глядя на
решение для случая 𝑁 = 2, уже сейчас можно догадаться о явном
виде коэффициента 𝑔(𝑃 ) и функции 𝜑(𝜆𝑎, 𝜆𝑏). Мы однако просто
подставим представление (1.3.19) в граничное условие (1.3.18).
Тогда получим

∑︁
𝑃

𝐴(𝑃 )(𝜆𝑃 (𝑘+1) − 𝜆𝑃 (𝑘) + 𝑖𝑐) · exp
(︂
𝑖

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗𝜆𝑃 (𝑗)

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑘+1=𝑥𝑘+0

= 0,

(1.3.22)

𝑘 = 1, . . . , 𝑁 − 1.

Пользуясь (1.3.21), выделим в функции 𝜒({𝑥}|{𝜆}) явную зави-
симость от 𝑥𝑘+1 и 𝑥𝑘

𝜒({𝑥}|{𝜆}) =
∑︁
𝑃

𝑔(𝑃 ) · 𝜑(𝜆𝑃 (𝑘+1), 𝜆𝑃 (𝑘))

×
∏︁

𝑎>𝑘+1

𝜑(𝜆𝑃 (𝑎), 𝜆𝑃 (𝑘+1))𝜑(𝜆𝑃 (𝑎), 𝜆𝑃 (𝑘))
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×
∏︁
𝑎<𝑘

𝜑(𝜆𝑃 (𝑘+1), 𝜆𝑃 (𝑎))𝜑(𝜆𝑃 (𝑘), 𝜆𝑃 (𝑎))

× exp(𝑖𝑥𝑘+1𝜆𝑃 (𝑘+1) + 𝑖𝑥𝑘𝜆𝑃 (𝑘)) · ̃︀𝜒, (1.3.23)

где ̃︀𝜒 уже не зависит от 𝑥𝑘+1 и 𝑥𝑘. Подставляя это в условие
(1.3.22), находим∑︁

𝑃

𝑔(𝑃 ) · 𝜑(𝜆𝑃 (𝑘+1), 𝜆𝑃 (𝑘))(𝜆𝑃 (𝑘+1) − 𝜆𝑃 (𝑘) + 𝑖𝑐)

×
∏︁

𝑎>𝑘+1

𝜑(𝜆𝑃 (𝑎), 𝜆𝑃 (𝑘+1))𝜑(𝜆𝑃 (𝑎), 𝜆𝑃 (𝑘))

×
∏︁
𝑎<𝑘

𝜑(𝜆𝑃 (𝑘+1), 𝜆𝑃 (𝑎))𝜑(𝜆𝑃 (𝑘), 𝜆𝑃 (𝑎))

× exp(𝑖𝑥𝑘(𝜆𝑃 (𝑘+1) + 𝜆𝑃 (𝑘))) · ̃︀𝜒 = 0. (1.3.24)

Мы имеем равенство вида∑︁
𝑠

𝐶𝑠𝑒
𝑖𝑥𝑘ℎ𝑠 = 0, (1.3.25)

где 𝐶𝑠 и ℎ𝑠 – некоторые коэффициенты, не зависящие от 𝑥𝑘.
Поскольку функции 𝑒𝑖𝑥𝑘ℎ𝑠 линейно независимы при различных
ℎ𝑠, то равенство (1.3.25) может достигаться только при условии,
что все 𝐶𝑠 = 0. В нашем случае этого возможно добиться, толь-
ко если перестановки 𝑃 и 𝑃 ′ таковы, что 𝜆𝑃 ′(𝑘+1) = 𝜆𝑃 (𝑘) и
𝜆𝑃 ′(𝑘) = 𝜆𝑃 (𝑘+1). Тогда получим

𝜑(𝜆𝑃 (𝑘+1), 𝜆𝑃 (𝑘))
𝜑(𝜆𝑃 (𝑘), 𝜆𝑃 (𝑘+1))

=
𝑔(𝑃 ′)
𝑔(𝑃 )

·
𝜆𝑃 (𝑘) − 𝜆𝑃 (𝑘+1) + 𝑖𝑐

𝜆𝑃 (𝑘+1) − 𝜆𝑃 (𝑘) + 𝑖𝑐
. (1.3.26)

Поскольку функция 𝜒({𝑥}|{𝜆}) в любом случае определена с точ-
ностью до нормировки, мы находим

𝜑(𝜆𝑗 , 𝜆𝑘) = 𝜆𝑗𝑘 − 𝑖𝑐, 𝑔(𝑃 ) = (−1)[𝑃 ]. (1.3.27)

В итоге получаем

𝜒({𝑥}|{𝜆}) =
∑︁
𝑃

(−1)[𝑃 ]
𝑁∏︁

𝑗>𝑘

(𝜆𝑃 (𝑗) − 𝜆𝑃 (𝑘) − 𝑖𝑐)

× exp
(︂
𝑖

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗𝜆𝑃 (𝑗)

)︂
, 𝑥1 < · · · < 𝑥𝑁 . (1.3.28)
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Остается восстановить функцию 𝜒({𝑥}|{𝜆}) во всех остальных
областях, потребовав, чтобы она была симметрична по 𝑥. Сравни-
вая со ответом для случая 𝑁 = 2, можно догадаться, что полный
ответ имеет вид

𝜒({𝑥}|{𝜆}) =
∑︁
𝑃

(−1)[𝑃 ]
𝑁∏︁

𝑗>𝑘

(𝜆𝑃 (𝑗) − 𝜆𝑃 (𝑘) − 𝑖𝑐𝜖(𝑥𝑗𝑘))

× exp
(︂
𝑖

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗𝜆𝑃 (𝑗)

)︂
. (1.3.29)

Напомним, что в соответствии с принятой системой обозначений
𝑥𝑗𝑘 = 𝑥𝑗 − 𝑥𝑘. Мы предоставляем читателю возможность само-
стоятельно проверить, что решение (1.3.29) симметрично 𝑥.

Пока мы только нашли решение дифференциального уравне-
ния (1.3.1). Теперь необходимо потребовать выполнения условия
периодичности функции 𝜒 по каждому 𝑥𝑗 . Полагая в (1.3.29), на-
пример, 𝑥𝑗 = 𝐿 и 𝑥𝑗 = 0 получаем

𝑒𝑖𝐿𝜆𝑗 =
𝑁∏︁

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑗

𝜆𝑗 − 𝜆𝑘 + 𝑖𝑐

𝜆𝑗 − 𝜆𝑘 − 𝑖𝑐
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁. (1.3.30)

Получившаяся система носит название системы уравнений Бете.
Формально система (1.3.30) допускает такие решения, в кото-

рых два или более корней совпадают. Легко видеть, например, что
если все 𝜆𝑗 = 𝜆, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , то система уравнений Бете превра-
щается в одно уравнение, допускающее явное решение. Заметим,
однако, что функция 𝜒({𝑥}|{𝜆}) антисимметрична по параметрам
𝜆, поэтому она обращается в нуль, если хотя бы два корня систе-
мы (1.3.30) совпадают. Следовательно, такое состояние не может
быть собственным вектором. Разумеется, мы можем разделить
функцию 𝜒({𝑥}|{𝜆}), скажем, на произведение

∏︀𝑁
𝑗>𝑘(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘) и

сделать ее симметричной по параметрам 𝜆. Однако в этом случае
при совпадающих 𝜆 мы не сможем наложить на получившую-
ся функцию 𝜒 периодическое граничное условие.3 Мы приходим
к выводу, что собственные функции гамильтониана даются толь-
ко такими решениями системы уравнений Бете, в которых все
корни попарно различны.

3Мы предлагаем читателю самостоятельно проверить это утверждение,
например, для случая 𝑁 = 2.
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Такое свойство собственных функций носит название прин-
ципа Паули для одномерных бозонов. Подобная терминология,
на первый взгляд, может вызвать удивление, поскольку мы при-
выкли к тому, что принцип Паули выполняется для фермионных
систем. Не следует забывать, однако, что мы имеем дело с (1+1)-
мерной системой, для которой не существует теоремы о связи
спина и статистики. Поэтому частицы, существующие в одном
пространственном измерении, обладают, как правило, и бозонны-
ми, и фермионными свойствами. В частности, в следующей лек-
ции мы увидим, что основным состоянием системы одномерных
бозонов является зона Ферми, что является прямым следствием
принципа Паули.

Таким образом, мы доказали, что собственные функции га-
мильтониана 𝐻 (1.2.3) имеют вид (1.2.10), где функции 𝜒({𝑥}) =
𝜒({𝑥}|{𝜆}) даются формулой (1.3.29), а параметры {𝜆} являют-
ся попарно несовпадающими корнями системы уравнений Бете
(1.3.30). При этом собственные значения равны

𝐸 =
𝑁∑︁

𝑗=1

𝜆2
𝑗 . (1.3.31)

Несложно проверить, что собственные значения операторов
числа частиц и импульса (1.2.4), (1.2.5) на состоянии |𝜔𝑁 ⟩ с функ-
цией (1.3.29) равны

𝑄|𝜔𝑁 ⟩ = 𝑁 |𝜔𝑁 ⟩, (1.3.32)

𝑃 |𝜔𝑁 ⟩ = 𝑝|𝜔𝑁 ⟩, 𝑝 =
𝑁∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗 . (1.3.33)

По этой причине параметры 𝜆𝑗 часто называют импульсами ча-
стиц.

1.4. Полнота системы собственных функций

Нам остается доказать, что построенная система собственных
функций гамильтониана полна. К сожалению, в рамках рассмат-
риваемого метода такое доказательство до сих пор отсутствует.
Если быть более точным, то отсутствует доказательство формулы
для нормы собственной функции. Тем не менее в 1972 г. М. Годен
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выдвинул гипотезу о явном виде такой формулы (см. например,
[3]). Позднее эта гипотеза была доказана, но в рамках другого
подхода, а именно, с помощью квантового метода обратной зада-
чи [4]–[6]. В этом курсе мы совершенно не затрагиваем этот метод,
поэтому приведем формулу для нормы собственной функции без
доказательства.

Прежде всего перепишем систему (1.3.30) в логарифмическом
виде

Φ𝑗 ≡ 𝐿𝜆𝑗 +
𝑁∑︁

𝑘=1

𝜃(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘) = 2𝜋𝐼𝑗 , (1.4.1)

где

𝜃(𝜆) = 𝑖 log
(︂
𝑖𝑐+ 𝜆

𝑖𝑐− 𝜆

)︂
= 2arctg

𝜆

𝑐
, (1.4.2)

а 𝐼𝑗 – набор целых или полуцелых (в зависимости от четности 𝑁)
чисел.

Гипотеза Годена состоит в том, что квадрат нормы функции
𝜒 дается следующим выражением

𝒩 2({𝜆}) =
∫︁ 𝐿

0

|𝜒({𝑥}|{𝜆})|2 𝑑𝑁𝑥 =
𝑁∏︁

𝑗>𝑘

((𝜆𝑗 − 𝜆𝑘)2 + 𝑐2) · det
𝑁

𝜕Φ𝑗

𝜕𝜆𝑘
.

(1.4.3)
Явное выражение для якобиана в (1.4.3) имеет вид

𝜕Φ𝑗

𝜕𝜆𝑘
= 𝛿𝑗𝑘

(︂
𝐿+

𝑁∑︁
𝑎=1

𝐾(𝜆𝑗 − 𝜆𝑎)
)︂
−𝐾(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘), (1.4.4)

где

𝐾(𝜆) = 𝜃′(𝜆) =
2𝑐

𝜆2 + 𝑐2
. (1.4.5)

Формулы (1.4.3), (1.4.4) несложно проверить при малых 𝑁 , на-
пример, 𝑁 = 2, 3. В справедливости этих формул также можно
убедиться в пределе бесконечной константы связи 𝑐 → ∞ (см.
лекцию 4).

Идею доказательства полноты системы построенных собствен-
ных функций можно проиллюстрировать на случае 𝑁 = 2. При
этом мы рассмотрим случай положительной константы связи.
С доказательством полноты в случае 𝑐 < 0 читатель может озна-
комиться в статье [7].
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Мы должны доказать, что для любых двух симметричных,
непрерывных на [0, 𝐿] функций 𝑓(𝑥1, 𝑥2) и 𝑔(𝑥1, 𝑥2) имеет место∫︁ 𝐿

0

𝑑2𝑥

∫︁ 𝐿

0

𝑑2𝑦
∑︁

𝜆1,𝜆2

𝜒(𝑥1, 𝑥2|𝜆1, 𝜆2)𝜒(𝑦1, 𝑦2|𝜆1, 𝜆2)
𝒩 2(𝜆1, 𝜆2)

𝑓(𝑥1, 𝑥2)𝑔(𝑦1, 𝑦2)

=
∫︁ 𝐿

0

𝑑2𝑥 · 𝑓(𝑥1, 𝑥2)𝑔(𝑥1, 𝑥2). (1.4.6)

Рассмотрим сумму вида

𝑆 =
∑︁

𝜆1,𝜆2

𝐹 (𝜆1, 𝜆2)
𝒩 2(𝜆1, 𝜆2)

, (1.4.7)

где 𝐹 (𝜆1, 𝜆2) – некоторая симметричная функция. Фактически,
суммирование здесь ведется не по 𝜆𝑗 , а по полуцелым числам 𝐼𝑗 из
уравнения (1.4.1). Действительно, всякая пара {𝐼1, 𝐼2} определяет
решение 𝜆1(𝐼1, 𝐼2) и 𝜆2(𝐼1, 𝐼2). Таким образом, более правильно
будет написать

𝑆 =
∞∑︁

𝐼1,𝐼2=−∞

𝐹 (𝜆1(𝐼1, 𝐼2), 𝜆2(𝐼1, 𝐼2))
𝒩 2(𝜆1(𝐼1, 𝐼2), 𝜆2(𝐼1, 𝐼2))

. (1.4.8)

Тем не менее для краткости мы будем в дальнейшем писать 𝜆𝑗

вместо 𝜆𝑗(𝐼1, 𝐼2).
С учетом (1.4.3), имеем

𝑆 =
∞∑︁

𝐼1,𝐼2=−∞

𝐹 (𝜆1, 𝜆2)
2(𝜆2 − 𝜆1 − 𝑖𝑐)(𝜆2 − 𝜆1 + 𝑖𝑐) · det𝑁 (𝜕Φ𝑗/𝜕𝜆𝑘)

.

(1.4.9)
Пусть 𝐼𝑗 = 𝑛𝑗 + 1/2, где 𝑛𝑗 – целые числа. Тогда (1.4.9) можно
переписать в виде

𝑆 =
∞∑︁

𝑛1,𝑛2=−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑑2𝜆 · 𝐹 (𝜆1, 𝜆2)𝛿(Φ1− 2𝜋𝑛1−𝜋)𝛿(Φ2− 2𝜋𝑛2−𝜋)

2(𝜆2 − 𝜆1 − 𝑖𝑐)(𝜆2 − 𝜆1 + 𝑖𝑐)
.

(1.4.10)
Действительно, буквально вычисляя интеграл в (1.4.10), мы по-
лучаем (1.4.9). При этом мы учитываем то, что матрица 𝜕Φ𝑗/𝜕𝜆𝑘

положительно определена (см. раздел 2.1). Воспользовавшись те-
перь тождеством

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑒𝑖𝑛𝑧 = 2𝜋
∞∑︁

𝑛=−∞
𝛿(𝑧 − 2𝜋𝑛), (1.4.11)
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мы приходим к

𝑆 =
∞∑︁

𝑛1,𝑛2=−∞

∫︁ ∞

−∞

𝑑2𝜆

4𝜋2
· 𝐹 (𝜆1, 𝜆2)𝑒𝑖𝐿(𝜆1𝑛1+𝜆2𝑛2)

2(𝜆2 − 𝜆1 − 𝑖𝑐)(𝜆2 − 𝜆1 + 𝑖𝑐)

×
(︂
𝜆2 − 𝜆1 − 𝑖𝑐

𝜆2 − 𝜆1 + 𝑖𝑐

)︂𝑛2−𝑛1

. (1.4.12)

Теперь нам нужно подставить в (1.4.12) в качестве функции
𝐹 (𝜆1, 𝜆2) произведение функций 𝜒(𝑥1, 𝑥2|𝜆1, 𝜆2)𝜒(𝑦1, 𝑦2|𝜆1, 𝜆2).
Следует учесть только, что фактически в формуле (1.4.6) нам сле-
дует суммировать только по 𝜆2 > 𝜆1, иными словами по 𝑛2 > 𝑛1.
Действительно, замена 𝑛2 → 𝑛1 равносильна замене 𝜆2 → 𝜆1, т.е.
мы получаем тот же самый вектор состояния. Тем не менее, мы
вполне можем суммировать по каждому 𝑛𝑗 независимо, добавив
в сумму множитель 1/2. Случай 𝑛1 = 𝑛2 исключается автомати-
чески, так как при этом функция 𝜒 обращается в нуль.

Переписав формулу (1.3.12) в виде

𝜒(𝑥1, 𝑥2) =
∑︁
𝑃

(𝜆21 − 𝑖𝑐𝜖(𝑥𝑃 (2) − 𝑥𝑃 (1)))𝑒𝑖𝜆1𝑥𝑃 (1)+𝑖𝜆2𝑥𝑃 (2) , (1.4.13)

мы получим

𝑆({𝑥}, {𝑦})

=
1
4

∑︁
𝑃,𝑄

∞∑︁
𝑛1,𝑛2=−∞

∫︁ ∞

−∞

𝑑2𝜆

4𝜋2

×
(𝜆21 − 𝑖𝑐𝜖(𝑥𝑃 (2) − 𝑥𝑃 (1)))(𝜆21 + 𝑖𝑐𝜖(𝑦𝑄(2) − 𝑦𝑄(1)))

(𝜆21 − 𝑖𝑐)(𝜆21 + 𝑖𝑐)

× 𝑒𝑖𝜆1(𝐿𝑛1+𝑥𝑃 (1)−𝑦𝑄(1))+𝑖𝜆2(𝐿𝑛2+𝑥𝑃 (2)−𝑦𝑄(2))

(︂
𝜆21 − 𝑖𝑐

𝜆21 + 𝑖𝑐

)︂𝑛2−𝑛1

.

(1.4.14)

Так как в конечном итоге функцию 𝑆({𝑥}, {𝑦}) нужно будет под-
ставить в интеграл и проинтегрировать по 𝑥𝑗 и 𝑦𝑗 вместе с функ-
циями 𝑓(𝑥1, 𝑥2) и 𝑔(𝑦1, 𝑦2), которые симметричны по своим аргу-
ментам, мы можем снять в (1.4.14) суммирование по перестанов-



1.4. Полнота системы собственных функций 23

кам 𝑃 и 𝑄, умножив правую часть на 4

𝑆({𝑥}, {𝑦}) =
∞∑︁

𝑛1,𝑛2=−∞

∫︁ ∞

−∞

𝑑2𝜆

4𝜋2
· (𝜆21 − 𝑖𝑐𝜖(𝑥21))(𝜆21 + 𝑖𝑐𝜖(𝑦21))

(𝜆21 − 𝑖𝑐)(𝜆21 + 𝑖𝑐)

× 𝑒𝑖𝜆1(𝐿𝑛1+𝑥1−𝑦1)+𝑖𝜆2(𝐿𝑛2+𝑥2−𝑦2)

(︂
𝜆21 − 𝑖𝑐

𝜆21 + 𝑖𝑐

)︂𝑛21

.

(1.4.15)

Легко проверить, что

(𝜆21 − 𝑖𝑐𝜖(𝑥21))(𝜆21 + 𝑖𝑐𝜖(𝑦21))
(𝜆21 − 𝑖𝑐)(𝜆21 + 𝑖𝑐)

=
(︂
𝜆21 − 𝑖𝑐

𝜆21 + 𝑖𝑐

)︂Θ(𝑥21)−Θ(𝑦21)

,

(1.4.16)
где Θ(𝑥) – функция Хэвисайда. Тогда

𝑆({𝑥}, {𝑦}) =
∞∑︁

𝑛1,𝑛2=−∞

∫︁ ∞

−∞

𝑑2𝜆

4𝜋2
· 𝑒𝑖𝜆1(𝐿𝑛1+𝑥1−𝑦1)+𝑖𝜆2(𝐿𝑛2+𝑥2−𝑦2)

×
(︂
𝜆21 − 𝑖𝑐

𝜆21 + 𝑖𝑐

)︂𝑛21+Θ(𝑥21)−Θ(𝑦21)

.

(1.4.17)

Вычитая и прибавляя 1 в правой части (1.4.17), мы приходим к

𝑆({𝑥}, {𝑦}) =
∞∑︁

𝑛1,𝑛2=−∞
𝛿(𝐿𝑛1 + 𝑥1 − 𝑦1)𝛿(𝐿𝑛2 + 𝑥2 − 𝑦2) + 𝑆1,

(1.4.18)
где

𝑆1 =
∞∑︁

𝑛1,𝑛2=−∞

∫︁ ∞

−∞

𝑑2𝜆

4𝜋2
· 𝑒𝑖𝜆1(𝐿𝑛1+𝑥1−𝑦1)+𝑖𝜆2(𝐿𝑛2+𝑥2−𝑦2)

×
[︂(︂

𝜆21 − 𝑖𝑐

𝜆21 + 𝑖𝑐

)︂𝑛21+Θ(𝑥21)−Θ(𝑦21)

− 1
]︂
.

(1.4.19)

Поскольку 0 < 𝑥𝑗 < 𝐿 и 0 < 𝑦𝑗 < 𝐿, то −𝐿 < 𝑥𝑗 − 𝑦𝑗 < 𝐿. Следо-
вательно, в формуле (1.4.18) остается лишь одно слагаемое с 𝑛1 =
𝑛2 = 0

𝑆({𝑥}, {𝑦}) = 𝛿(𝑥1 − 𝑦1)𝛿(𝑥2 − 𝑦2) + 𝑆1. (1.4.20)
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Остается доказать, что 𝑆1 = 0. Сделаем в интеграле (1.4.19) за-
мену переменных 𝜆21 = 𝜇, 𝜆1 = 𝜆. Тогда интеграл по 𝜆 дает
𝛿-функцию, и мы получаем

𝑆1 =
∞∑︁

𝑛1,𝑛2=−∞
𝛿(𝐿𝑛1 + 𝐿𝑛2 + 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑦1 − 𝑦2)

×
∫︁ ∞

−∞

𝑑𝜇

2𝜋
· 𝑒𝑖𝜇(𝐿𝑛2+𝑥2−𝑦2)

[︂(︂
𝜇− 𝑖𝑐

𝜇+ 𝑖𝑐

)︂𝑛21+Θ(𝑥21)−Θ(𝑦21)

− 1
]︂
.

(1.4.21)

Интеграл может быть отличен от нуля либо в случае

𝑛21 + Θ(𝑥21)−Θ(𝑦21) > 0,

либо при
𝑛21 + Θ(𝑥21)−Θ(𝑦21) < 0.

Рассмотрим первый случай.
Если 𝑛21 + Θ(𝑥21)−Θ(𝑦21) > 0, то полюс подынтегрального

выражения лежит в нижней полуплоскости. В этом случае ин-
теграл будет отличен от нуля только если 𝐿𝑛2 + 𝑥2 − 𝑦2 < 0.
В противном случае мы можем замкнуть контур интегрирова-
ния в верхней полуплоскости и получим 0. Поскольку аргу-
мент 𝛿-функции должен быть равен нулю, мы заключаем, что
𝐿𝑛1 + 𝑥1 − 𝑦1 > 0. Итак, мы получаем систему неравенств

𝑛21 + Θ(𝑥21)−Θ(𝑦21) > 0,
𝐿𝑛2 + 𝑥2 − 𝑦2 < 0,

−𝐿𝑛1 − 𝑥1 + 𝑦1 < 0.
(1.4.22)

Складывая два последних неравенства, получаем

𝑛21 + Θ(𝑥21)−Θ(𝑦21) > 0,
𝐿𝑛21 + 𝑥21 − 𝑦21 < 0.

(1.4.23)

Очевидно, что первое из неравенств (1.4.23) выполняется только
при 𝑛21 > 0. С другой стороны, второе из этих неравенств заведо-
мо не может быть выполнено при 𝑛21 > 2, так как −𝐿 < 𝑥21 < 𝐿
и −𝐿 < 𝑦21 < 𝐿. У нас остаются два случая 𝑛21 = 1 и 𝑛21 = 0.
Пусть 𝑛21 = 1. Тогда снова возможны два случая: 𝑥21 > 0, 𝑦21 –
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любое; 𝑥21 < 0, 𝑦21 < 0. В первом случае 𝐿𝑛21 + 𝑥21 > 𝐿, а сле-
довательно, 𝐿𝑛21 + 𝑥21 − 𝑦21 > 0, и мы приходим к противоре-
чию. Во втором случае 𝐿𝑛21 − 𝑦21 > 𝐿, и мы опять получаем
𝐿𝑛21 +𝑥21− 𝑦21 > 0. Таким образом, у нас остается единственная
возможность 𝑛21 = 0. Легко видеть, что и в этом случае неравен-
ства (1.4.23) нельзя удовлетворить. Действительно, имеем

Θ(𝑥21)−Θ(𝑦21) > 0,
𝑥21 − 𝑦21 < 0.

(1.4.24)

Первое из этих неравенств имеет место только при 𝑥21 > 0 и
𝑦21 < 0, что очевидно противоречит второму неравенству. Таким
образом, во всех рассмотренных случаях интеграл 𝑆1 оказывается
равным нулю.

Аналогично рассматривается случай 𝑛21 + Θ(𝑥21)−Θ(𝑦21) < 0.
В результате мы имеем

𝑆({𝑥}, {𝑦}) = 𝛿(𝑥1 − 𝑦1)𝛿(𝑥2 − 𝑦2), (1.4.25)

что и требовалось доказать.
При произвольном 𝑁 доказательство вполне аналогично слу-

чаю 𝑁 = 2. Сначала мы можем перейти от суммирования по кор-
ням системы уравнений Бете к суммированию по целым числам
и получить 𝑁 -мерный аналог формулы (1.4.10). Далее, действуя
точно так же, как и при 𝑁 = 2, можно получить интегральное
представление, аналогичное представлению (1.4.17). После это-
го остается доказать, что полученный интеграл отличен от нуля
только при 𝑛1 = · · · = 𝑛𝑁 = 0 и в этом случае он равен произ-
ведению 𝛿-функций. Доказательство сводится к анализу системы
неравенств, аналогичной системе (1.4.22).

В заключение отметим, что вопросы, затронутые в этой лек-
ции, рассматриваются также в работах [1]–[3], [5], [7], [8].



Лекция 2. Основное состояние системы
одномерных бозонов

2.1. Свойства решений системы уравнений Бете

В этой лекции мы изучим свойства системы одномерных бо-
зонов, которые вытекают из уравнений Бете (1.3.30).

Теорема 2.1.1. При 𝑐 > 0 все корни системы (1.3.30) веще-
ственны.

Доказательство. Пусть 𝜆max – корень системы (1.3.30),
имеющий максимальную мнимую часть. Запишем уравнение, со-
ответствующее этому корню и возьмем модуль от обеих частей

|𝑒𝑖𝐿𝜆max | =
𝑁∏︁

𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
𝜆max − 𝜆𝑘 + 𝑖𝑐

𝜆max − 𝜆𝑘 − 𝑖𝑐

⃒⃒⃒⃒
. (2.1.1)

Очевидно, что правая часть этого равенств больше или равна 1.
Но тогда, глядя на левую часть уравнения (2.1.1), мы заключа-
ем, что ℑ(𝜆max) 6 0. Совершенно аналогично доказывается, что
ℑ(𝜆min) > 0, где 𝜆min – корень системы (1.3.30), имеющий мини-
мальную мнимую часть. Отсюда и следует утверждение теоремы.

При отрицательной константе связи возможно появление мни-
мых корней. На сегодняшний день этот случай изучен еще недо-
статочно хорошо, поэтому ниже мы будем рассматривать только
случай 𝑐 > 0, т.е. одномерный Бозе-газ с отталкиванием.

Напомним теперь систему уравнений Бете в логарифмической
форме (1.4.1):

Φ𝑗 ≡ 𝐿𝜆𝑗 +
𝑁∑︁

𝑘=1

𝜃(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘) = 2𝜋𝐼𝑗 , (2.1.2)

где

𝜃(𝜆) = 𝑖 log
(︂
𝑖𝑐+ 𝜆

𝑖𝑐− 𝜆

)︂
= 2arctg

𝜆

𝑐
, (2.1.3)

26
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а 𝐼𝑗 – набор целых или полуцелых (в зависимости от четности
𝑁) чисел. Заметим, что 𝜃(𝜆) монотонно возрастающая функция:
𝜃(𝜆2) > 𝜃(𝜆1) при 𝜆2 > 𝜆1.

Теорема 2.1.2. При фиксированных целых (полуцелых) 𝐼𝑗
система (2.1.2) имеет единственное решение.

Доказательство. Рассмотрим функционал

𝑆 =
𝐿

2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜆2
𝑗 − 2𝜋

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗𝜆𝑗 +
1
2

𝑁∑︁
𝑗,𝑘=1

𝜃1(𝜆𝑗𝑘), (2.1.4)

𝜃1(𝜆) =
∫︁ 𝜆

0

𝜃(𝜇) 𝑑𝜇. (2.1.5)

Докажем, что функционал имеет единственный экстремум, и этот
экстремум – минимум.

Очевидно, что условие экстремума 𝜕𝑆/𝜕𝜆𝑗 = 0 совпадает с си-
стемой (2.1.2). Рассмотрим матрицу вторых производных

𝜕2𝑆

𝜕𝜆𝑗𝜕𝜆𝑘
= 𝛿𝑗𝑘

(︂
𝐿+

𝑁∑︁
𝑎=1

𝐾(𝜆𝑗 − 𝜆𝑎)
)︂
−𝐾(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘), (2.1.6)

где

𝐾(𝜆) = 𝜃′(𝜆) =
2𝑐

𝜆2 + 𝑐2
. (2.1.7)

Пусть 𝑣𝑗 – набор вещественных чисел. Тогда для квадратичной
формы имеем

𝑁∑︁
𝑗,𝑘

𝜕2𝑆

𝜕𝜆𝑗𝜕𝜆𝑘
𝑣𝑗𝑣𝑘

= 𝐿

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑣2
𝑗 +

𝑁∑︁
𝑗>𝑘

𝐾(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘)(𝑣𝑗 − 𝑣𝑘)2 > 𝐿

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑣2
𝑗 > 0. (2.1.8)

Таким образом, квадратичная форма (2.1.8) положительно опре-
делена, следовательно функционал 𝑆 выпуклый, т.е. он имеет
единственный минимум.

Получим теперь некоторые оценки для корней системы (2.1.2).

Предложение 2.1.1. Если 𝐼𝑗 > 𝐼𝑘 , то 𝜆𝑗 > 𝜆𝑘 , если 𝐼𝑗 = 𝐼𝑘 ,
то 𝜆𝑗 = 𝜆𝑘 .
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Доказательство. Вычитая из уравнения с номером 𝑗 урав-
нение с номером 𝑘, получим

𝐿(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘) +
𝑁∑︁

𝑙=1

(𝜃(𝜆𝑗 − 𝜆𝑙)− 𝜃(𝜆𝑘 − 𝜆𝑙)) = 2𝜋(𝐼𝑗 − 𝐼𝑘). (2.1.9)

Так как 𝜃(𝜆) монотонно возрастает, то вся левая часть имеет тот
же знак, что и первое слагаемое.

Предложение 2.1.2. При 𝑗 > 𝑘 имеют место следующие
оценки:

2𝜋(𝐼𝑗 − 𝐼𝑘)
𝐿

> (𝜆𝑗 − 𝜆𝑘) >
2𝜋(𝐼𝑗 − 𝐼𝑘)
𝐿(1 + 2𝐷/𝑐)

, (2.1.10)

где 𝐷 = 𝑁/𝐿 – средняя плотность.

Доказательство. Из условия (2.1.9) уже следует

(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘) 6
2𝜋(𝐼𝑗 − 𝐼𝑘)

𝐿
. (2.1.11)

Для доказательства второго неравенства заметим, что для функ-
ции 𝐾(𝜆), определенной в (2.1.7), при вещественном 𝜆 справед-
лива оценка

0 < 𝐾(𝜆) 6
2
𝑐
. (2.1.12)

Тогда при 𝑗 > 𝑘

𝜃(𝜆𝑗 − 𝜆𝑙)− 𝜃(𝜆𝑘 − 𝜆𝑙) =
∫︁ 𝜆𝑗

𝜆𝑘

𝐾(𝜇− 𝜆𝑙) 𝑑𝜇 6
2
𝑐
(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘). (2.1.13)

Подставляя эту оценку в условие (2.1.9), получаем

2𝜋(𝐼𝑗 − 𝐼𝑘)
𝐿

= (𝜆𝑗 − 𝜆𝑘) +
1
𝐿

𝑁∑︁
𝑙=1

(𝜃(𝜆𝑗 − 𝜆𝑙)− 𝜃(𝜆𝑘 − 𝜆𝑙))

6 (𝜆𝑗 − 𝜆𝑘)
(︂

1 + 2
𝐷

𝑐

)︂
, (2.1.14)

что и требовалось доказать.
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2.2. Основное состояние в термодинамическом
пределе

Пусть мы имеем состояние с фиксированным числом ча-
стиц 𝑁 . Напомним, что собственные значения энергии равны

𝐸 =
𝑁∑︁

𝑗=1

𝜆2
𝑗 . (2.2.1)

С другой стороны при бесконечной константе связи выполнено
𝜃(𝜆) = 0, и система уравнений Бете становится тривиальной

𝐿𝜆𝑗 = 2𝜋𝐼𝑗 . (2.2.2)

Следовательно,

𝐸 =
4𝜋2

𝐿2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐼2
𝑗 . (2.2.3)

Напомним, что в силу принципа Паули все корни системы (2.2.2)
должны быть попарно различны (см. лекцию 1). Следовательно,
и все целые (полуцелые) числа 𝐼𝑗 попарно различны. Очевидно,
что при таких условиях минимум энергии достигается, если 𝐼𝑗
расположены симметрично вокруг нуля, причем 𝐼𝑗+1−𝐼𝑗 = 1, т.е.

𝐼𝑗 = 𝑗 − 𝑁 + 1
2

, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁. (2.2.4)

В случае конечного 𝑐 представляется вполне разумным пред-
положить, что минимум энергии достигается при таком же вы-
боре чисел 𝐼𝑗 . Мы не можем доказать это строго при конечном
𝑁 , однако мы докажем, что это действительно так в термодина-
мическом пределе, когда 𝑁,𝐿 → ∞ при фиксированной средней
плотности 𝑁/𝐿 = 𝐷 = const. Тем самым мы построим основное
состояние гамильтониана в термодинамическом пределе.1

Итак, рассмотрим состояние, которое задается числами (2.2.4).
Чтобы отличать это состояние от других, в этом случае будем
обозначать 𝐼𝑗 = 𝑛𝑗 . В силу оценок (2.1.10) имеем 𝜆𝑁 − 𝜆1 6
2𝜋(𝑁 − 1)/𝐿. Будем считать, что в термодинамическом преде-
ле параметры 𝜆𝑗 находятся на некотором интервале [−𝑞, 𝑞], где

1Напомним, что состояние называется основным, если соответствующее
значение энергии минимально.
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𝑞 = lim𝜆𝑁 . В дальнейшем мы будем называть этот интервал зо-
ной Ферми. Введем функцию

𝜌(𝜆𝑗) =
1

𝐿(𝜆𝑗+1 − 𝜆𝑗)
, (2.2.5)

и вычтем из уравнения с номером 𝑗 + 1 уравнение с номером 𝑗.
Имеем

1
𝜌(𝜆𝑗)

+
𝑁∑︁

𝑘=1

(𝜃(𝜆𝑗+1 − 𝜆𝑘)− 𝜃(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘)) = 2𝜋. (2.2.6)

Пусть 𝑁,𝐿 → ∞ при 𝑁/𝐿 = 𝐷 = const. Из оценок (2.1.10) сле-
дует, что в этом случае 𝜆𝑗+1 − 𝜆𝑗 ∼ 1/𝐿, а значит, мы можем
заменит конечные разности на производные

1
𝜌(𝜆𝑗)

+ (𝜆𝑗+1 − 𝜆𝑗)
𝑁∑︁

𝑘=1

𝐾(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘) = 2𝜋. (2.2.7)

Перепишем формулу (2.2.7) в виде

1
𝜌(𝜆𝑗)

+
1

𝜌(𝜆𝑗)

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐾(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘)𝜌(𝜆𝑘)(𝜆𝑘+1 − 𝜆𝑘) = 2𝜋. (2.2.8)

Сумма в формуле (2.2.8) имеет вид интегральной суммы. В преде-
ле она переходит в интеграл, и мы получаем интегральное урав-
нение на функцию 𝜌(𝜆)

2𝜋𝜌(𝜆) = 1 +
∫︁ 𝑞

−𝑞

𝐾(𝜆− 𝜇)𝜌(𝜇) 𝑑𝜇. (2.2.9)

Очевидно, что функция 𝜌(𝜆) имеет смысл плотности распре-
деления основного состояния, нормированной на среднюю плот-
ность 𝐷. Действительно, рассмотрим среднее по основному состо-
янию некоторой функции 𝑓

1
𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑓(𝜆𝑘) =
𝐿

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑓(𝜆𝑘)𝜌(𝜆𝑘)(𝜆𝑘+1 − 𝜆𝑘) → 1
𝐷

∫︁ 𝑞

−𝑞

𝑓(𝜆)𝜌(𝜆) 𝑑𝜆,

(2.2.10)
поэтому естественно называть функцию 𝜌(𝜆) плотностью распре-
деления. В частности, имеем

𝐷 =
∫︁ 𝑞

−𝑞

𝜌(𝜆) 𝑑𝜆. (2.2.11)
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При фиксированном 𝐷 уравнения (2.2.9) и (2.2.11) однозначно
фиксируют 𝜌(𝜆) и 𝑞, что будет показано ниже.

Приведем другой вывод уравнения (2.2.9), который попутно
позволит нам ввести понятия вакансии, частицы и дырки. Пусть
мы нашли некоторое решение 𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 системы (2.1.2) при за-
данных 𝐼𝑗 . По этому решению построим функцию 𝜆(𝑥), которая
при вещественном 𝑥 является решением уравнения

𝐿𝜆(𝑥) +
𝑁∑︁

𝑘=1

𝜃(𝜆(𝑥)− 𝜆𝑘) = 2𝜋𝐿𝑥. (2.2.12)

Полностью аналогично функционалу (2.1.4) мы можем рассмот-
реть функционал 𝑆

𝑆 =
𝐿

2
𝜆2(𝑥)− 2𝜋𝐿𝑥𝜆(𝑥) +

1
2

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜃1(𝜆(𝑥)− 𝜆𝑘), (2.2.13)

и доказать, что уравнение (2.2.12) имеет единственное решение,
причем 𝜆(𝑥) есть монотонно возрастающая функция 𝑥. Следова-
тельно, существует и обратная функция 𝑥(𝜆).

Если некоторое целое (полуцелое) 𝑚 ∈ {𝐼𝑗}, то 𝜆(𝑚/𝐿) = 𝜆𝑚.
Мы будем говорить, что число 𝑚 определяет частицу, которая
присутствует в рассматриваемом состоянии. При этом импульс
этой частицы равен 𝜆𝑚. Напротив, если 𝑚 /∈ {𝐼𝑗}, мы будем го-
ворить, что 𝑚 определяет дырку в рассматриваемом состоянии
с импульсом 𝜆(𝑚/𝐿). Все вместе – дырки и частицы, – будем на-
зывать вакансиями.

Очевидно, что в термодинамическом пределе функция 𝑥(𝜆)
имеет смысл функции распределения вакансий, нормированной
на среднюю плотность, так как 𝐿(𝑥(𝜆)− 𝑥(𝜇)) есть число вакан-
сий в интервале [𝜇, 𝜆]. Поэтому 𝑑𝑥(𝜆)/𝑑𝜆 = 𝜌𝑡(𝜆) является плот-
ностью вакансий. Мы можем также ввести плотности распреде-
ления частиц и дырок

𝐿𝜌𝑝(𝜆)𝑑𝜆 – число частиц в интервале [𝜆, 𝜆+ 𝑑𝜆],
𝐿𝜌ℎ(𝜆)𝑑𝜆 – число дырок в интервале [𝜆, 𝜆+ 𝑑𝜆].

(2.2.14)

При этом
𝜌𝑡(𝜆) = 𝜌𝑝(𝜆) + 𝜌ℎ(𝜆). (2.2.15)
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Дифференцируя уравнение (2.2.12) по 𝑥, находим

1 +
1
𝐿

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐾(𝜆(𝑥)− 𝜆𝑘) = 2𝜋𝜌𝑡(𝜆(𝑥)). (2.2.16)

Заменяя в пределе сумму на интеграл, получаем

1 +
∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜆− 𝜇)𝜌𝑝(𝜇) 𝑑𝜇 = 2𝜋𝜌𝑡(𝜆). (2.2.17)

Данное уравнение справедливо для любого состояния, в кото-
ром при переходе к термодинамическому пределу квантовые чис-
ла 𝐼𝑗 можно описать некоторой плотностью распределения 𝜌𝑝(𝜆).
В частном случае, когда числа 𝐼𝑗 заданы формулой (2.2.4), мы по-
лучаем, что внутри зоны Ферми (т.е. на интервале [−𝑞, 𝑞]) плотно-
сти вакансий и частиц совпадают 𝜌𝑡(𝜆) = 𝜌𝑝(𝜆) = 𝜌(𝜆), а вне зоны
Ферми плотность частиц равна нулю. Мы приходим к уравнению
(2.2.9).

2.3. Свойства интегрального оператора

Рассмотрим интегральный оператор

I− 1
2𝜋

K (2.3.1)

который действует на функции следующим образом(︂
I− 1

2𝜋
K
)︂

(𝜆,𝜇)

∘ 𝑓(𝜇) = 𝑓(𝜆)− 1
2𝜋

∫︁ 𝑞

−𝑞

𝐾(𝜆− 𝜇)𝑓(𝜇) 𝑑𝜇,

𝑓(𝜆) ∘
(︂
I− 1

2𝜋
K
)︂

(𝜆,𝜇)

= 𝑓(𝜇)− 1
2𝜋

∫︁ 𝑞

−𝑞

𝐾(𝜆− 𝜇)𝑓(𝜆) 𝑑𝜆.
(2.3.2)

Поясним обозначения, использованные в формулах (2.3.2). Ин-
тегральные операторы обозначены жирным шрифтом, а их дей-
ствие на функции обозначаются символом ∘ . Аргументы ядра
интегрального оператора записаны в качестве индексов. В тех
случаях, когда это не вызовет недоразумений, мы будем эти ин-
дексы опускать.

В этих обозначениях уравнение (2.2.9) на плотность можно
записать в виде (︂

I− 1
2𝜋

K
)︂

(𝜆,𝜇)

∘ 𝜌(𝜇) =
1
2𝜋

. (2.3.3)
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Изучим свойства этого интегрального оператора. Для этого пе-
рейдем к термодинамическому пределу в неравенстве (2.1.8)

𝑁∑︁
𝑗,𝑘

𝜕2𝑆

𝜕𝜆𝑗𝜕𝜆𝑘
𝑣𝑗𝑣𝑘 > 𝐿

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑣2
𝑗 > 0. (2.3.4)

Пусть 𝑣𝑗 = 𝑣(𝜆𝑗)/
√

2𝜋𝜌(𝜆𝑗), где 𝑣(𝜆) – некоторая вещественная
функция. Тогда, поделив неравенство (2.3.4) на 𝐿2, в термодина-
мическом пределе получим

lim
1
𝐿2

𝑁∑︁
𝑗,𝑘

𝜕2𝑆

𝜕𝜆𝑗𝜕𝜆𝑘

𝑣(𝜆𝑗)𝑣(𝜆𝑘)
2𝜋𝜌(𝜆𝑗)𝜌(𝜆𝑘)

>
∫︁ 𝑞

−𝑞

𝑣2(𝜆)
2𝜋𝜌(𝜆)

𝑑𝜆 > 0. (2.3.5)

Вычислим термодинамический предел левой части (2.3.5). В силу
(2.2.9) имеем

1
𝐿

𝜕2𝑆

𝜕𝜆𝑗𝜕𝜆𝑘
= 𝛿𝑗𝑘

(︂
1 +

1
𝐿

𝑁∑︁
𝑎=1

𝐾(𝜆𝑗 − 𝜆𝑎)
)︂
− 1
𝐿
𝐾(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘)

→ 𝛿𝑗𝑘

(︂
1 +

∫︁ 𝑞

−𝑞

𝐾(𝜆𝑗 − 𝜇)𝜌(𝜇) 𝑑𝜇
)︂
− 1
𝐿
𝐾(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘)

= 2𝜋𝜌(𝜆𝑘)
(︂
𝛿𝑗𝑘 −

𝐾(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘)
2𝜋𝐿𝜌(𝜆𝑘)

)︂
. (2.3.6)

Отсюда находим

lim
1
𝐿2

𝑁∑︁
𝑗,𝑘

𝜕2𝑆

𝜕𝜆𝑗𝜕𝜆𝑘

𝑣(𝜆𝑗)𝑣(𝜆𝑘)
2𝜋𝜌(𝜆𝑗)𝜌(𝜆𝑘)

= 𝑣(𝜆) ∘
(︂
I− 1

2𝜋
K
)︂

(𝜆,𝜇)

∘ 𝑣(𝜇).

(2.3.7)
Сравнивая с (2.3.5) получаем следующую оценку

𝑣(𝜆) ∘
(︂
I− 1

2𝜋
K
)︂

(𝜆,𝜇)

∘ 𝑣(𝜇) >
∫︁ 𝑞

−𝑞

𝑣2(𝜆)
2𝜋𝜌(𝜆)

𝑑𝜆 > 0. (2.3.8)

Из неравенств (2.1.10) и определения 𝜌(𝜆) (2.2.5) немедленно сле-
дуют следующие оценки

1
2𝜋

(︂
1 + 2

𝐷

𝑐

)︂
> 𝜌max > 𝜌(𝜆) >

1
2𝜋

, (2.3.9)

где через 𝜌max обозначено максимальное значение функции 𝜌(𝜆)
на интервале [−𝑞, 𝑞]. Таким образом, мы приходим к следующему
утверждению.
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Предложение 2.3.1. Интегральный оператор I − (1/2𝜋)K
является невырожденным. Он положительно определен, причем
для собственных значений ̂︀𝐾 оператора K имеет место оценка

0 <
1
2𝜋
̂︀𝐾 6

2𝐷
2𝐷 + 𝑐

< 1. (2.3.10)

Отметим ряд простых, но важных следствий.

Следствие 2.3.1.Оператор I− (1/2𝜋)K обратим. При этом
для обратного оператора

(I + R)(𝜆,𝜈) ∘
(︂
I− 1

2𝜋
K
)︂

(𝜈,𝜇) =
(︂
I− 1

2𝜋
K
)︂

(𝜆,𝜈) ∘ (I + R)(𝜈,𝜇) = I

(2.3.11)
справедливо представление в виде абсолютно сходящегося ряда

R =
∞∑︁

𝑛=1

(︂
1
2𝜋

K
)︂𝑛

. (2.3.12)

Следствие 2.3.2. Если функция 𝑔(𝜆) четна (нечетна), то
функция 𝑓(𝜆), являющаяся решением уравнения(︂

I− 1
2𝜋

K
)︂

(𝜆,𝜇)

∘ 𝑓(𝜇) = 𝑔(𝜆), (2.3.13)

также четна (нечетна).

Для доказательства достаточно заметить, что 𝐾(𝜆) = 𝐾(−𝜆).

2.4. Детерминант Фредгольма

В этом разделе мы рассмотрим вопрос о норме основного со-
стояния в термодинамическом пределе. В связи с этим нам по-
требуется ввести понятие детерминанта Фредгольма, которое бу-
дет играть очень важную роль при вычислении корреляционных
функций.

Определение 2.4.1. Детерминантом Фредгольма интеграль-
ного оператора I + V, действующего на контуре Γ, называется
ряд

det(I + V) =
∞∑︁

𝑛=0

1
𝑛!

∫︁
Γ

det
𝑛

[𝑉 (𝜆𝑗 , 𝜆𝑘)] 𝑑𝑛𝜆 (2.4.1)
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Здесь в правой части мы имеем детерминанты 𝑛× 𝑛 матриц, чьи
элементы равны 𝑉 (𝜆𝑗 , 𝜆𝑘).

Поясним данное определение. Пусть мы имеем набор чисел
Λ = {𝜆1, . . . , 𝜆𝑁}, принадлежащих контуру Γ. Для простоты бу-
дем считать Γ отрезком вещественной оси [𝑎, 𝑏], и 𝜆𝑗+1 − 𝜆𝑗 = ∆.
Рассмотрим 𝑁×𝑁 матрицу 𝛿𝑗𝑘 +∆𝑉 (𝜆𝑗 , 𝜆𝑘), где 𝑉 (𝜆, 𝜇) – некото-
рая суммируемая с квадратом функция двух переменных, взятая
в точках 𝜆 = 𝜆𝑗 и 𝜇 = 𝜆𝑘. Нас будет интересовать предел, при
котором 𝑁 → ∞, ∆ → 0, 𝜆1 → 𝑎, 𝜆𝑁 → 𝑏. Очевидно, что в та-
ком пределе действие матрицы на векторы переходит в действие
интегрального оператора на функции

𝑁∑︁
𝑘=1

(𝛿𝑗𝑘 + ∆𝑉 (𝜆𝑗 , 𝜆𝑘))𝑓(𝜆𝑘) → (I + V)(𝜆𝑗 ,𝜇) ∘ 𝑓(𝜇). (2.4.2)

Иными словами мы можем сказать, что матрица переходит в ин-
тегральный оператор действующий на отрезке [𝑎, 𝑏]. Естественно
тогда говорить, что ее детерминант переходит в детерминант ин-
тегрального оператора. Раскладывая det𝑁 (𝛿𝑗𝑘+∆𝑉 (𝜆𝑗 , 𝜆𝑘)) в сте-
пенной ряд по ∆, мы получаем

det
𝑁

(𝛿𝑗𝑘+∆𝑉 (𝜆𝑗 , 𝜆𝑘)) =
𝑁∑︁

𝑛=0

∆𝑛

𝑛!

∑︁
𝜇1∈Λ,...,𝜇𝑛∈Λ

det
𝑛

[𝑉 (𝜇𝑗 , 𝜇𝑘)]. (2.4.3)

В интересующем нас пределе суммы по переменным 𝜇1, . . . , 𝜇𝑛

переходят в интегралы по отрезку [𝑎, 𝑏], и мы приходим к опре-
делению (2.4.1).

Часто в качестве определения фредгольмова детерминанта ис-
пользуют другую формулу

det(I + V) = exp[Tr log(I + V)], (2.4.4)

где символом Tr обозначен след интегрального оператора. При
этом логарифм интегрального оператора, как правило, понима-
ется в смысле ряда

log(I + V)

=
∞∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛+1

𝑛

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑉 (𝜆, 𝜆1)𝑉 (𝜆1, 𝜆2) · · ·𝑉 (𝜆𝑛−1, 𝜇) 𝑑𝜆1 · · ·𝜆𝑛−1.

(2.4.5)
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Такое определение детерминанта Фредгольма нельзя считать
полностью эквивалентным определению 2.4.1, потому что ряд
(2.4.5) сходится лишь при условии ‖V‖ < 1. В тоже время для схо-
димости ряда (2.4.1) достаточно, например, ограниченности ядра
𝑉 (𝜆, 𝜇).2 Подчеркнем однако, что такая неэквивалентность двух
определений связана только лишь с разложением логарифма ин-
тегрального оператора в ряд.

Если ядро интегрального оператора зависит от некого пара-
метра 𝑥, 𝑉 (𝜆, 𝜇) = 𝑉 (𝜆, 𝜇|𝑥), то детерминант Фредгольма это-
го оператора является функцией от 𝑥: det(I + V) = 𝐹 (𝑥). Как
правило, получить какую-нибудь информацию о поведении этой
функции крайне сложно. Исключением является случай вырож-
денного ядра. В этом случае детерминант Фредгольма сводится
к детерминанту матрицы конечного порядка, а именно, если

𝑉 (𝜆, 𝜇) =
𝑚∑︁

ℓ=1

𝑓ℓ(𝜆)𝑔ℓ(𝜇), (2.4.6)

то

det(I + V) = det
𝑚

(𝛿𝑗𝑘 +𝑀𝑗𝑘), 𝑀𝑗𝑘 =
∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓𝑘(𝜆)𝑔𝑗(𝜆) 𝑑𝜆. (2.4.7)

Доказательство этой формулы мы предоставляем читателю в ка-
честве самостоятельного упражнения.3 В этом случае, если функ-
ции 𝑓 или 𝑔 зависят от дополнительного параметра 𝑥, а 𝑚 не
слишком велико, то функция 𝐹 (𝑥) находится явно.

Отметим также еще одно свойство детерминантов Фредголь-
ма. При преобразовании подобия детерминант не изменяется:

det(I + V) = det(I + V𝜙), 𝑉 (𝜆, 𝜇) → 𝑉𝜙(𝜆, 𝜇) = 𝑉 (𝜆, 𝜇)
𝜙(𝜆)
𝜙(𝜇)

.

(2.4.8)
Преобразование подобия часто используют для симметризации
несимметричных ядер.

2Более подробно о детерминантах Фредгольма см., например, в моногра-
фии [9]. В этой монографии используется термин “знаменатель Фредгольма”.

3Подсказка. Детерминант Фредгольма, как и детерминант матрицы ко-
нечного порядка равен произведению собственных значений. Следует убе-
диться в том, что все собственные значения оператора I + V, отличные от
единицы, совпадают с собственными значениями матрицы 𝛿𝑗𝑘 + 𝑀𝑗𝑘.
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Рассмотрим теперь вопрос о термодинамическом пределе нор-
мы собственной функции. Из представлений (1.4.3), (1.4.4) следу-
ет, что при 𝑁,𝐿→∞ собственная функция становится ненорми-
руемой. Нашей задачей, однако, будет отделить достаточно про-
стые множители, стремящиеся к бесконечности, и определить ко-
нечный вклад. Преобразуем якобиан (1.4.4) в пределе большого 𝐿

det
𝑁

𝜕Φ𝑗

𝜕𝜆𝑘
= det

𝑁

[︂
𝛿𝑗𝑘𝐿

(︂
1 +

1
𝐿

𝑁∑︁
𝑎=1

𝐾(𝜆𝑗 − 𝜆𝑎)
)︂
−𝐾(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘)

]︂
→ det

𝑁

[︂
𝛿𝑗𝑘𝐿

(︂
1 +

∫︁ 𝑞

−𝑞

𝐾(𝜆𝑗 − 𝜇)𝜌(𝜇) 𝑑𝜇
)︂
−𝐾(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘)

]︂
= det

𝑁

[︂
2𝜋𝐿𝜌(𝜆𝑗)𝛿𝑗𝑘 −𝐾(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘)

]︂
=

𝑁∏︁
𝑗=1

(2𝜋𝐿𝜌(𝜆𝑗)) det
𝑁

[︂
𝛿𝑗𝑘 −

𝐾(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘)
2𝜋𝐿𝜌(𝜆𝑘)

]︂
. (2.4.9)

Здесь мы воспользовались уравнением (2.2.9) для плотности 𝜌(𝜆).
Остается разложить последний детерминант в степенной ряд по
1/𝐿 (аналогично разложению (2.4.3) в ряд по ∆), и мы получаем

det
𝑁

[︂
𝛿𝑗𝑘 −

𝐾(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘)
2𝜋𝐿𝜌(𝜆𝑘)

]︂
=

𝑁∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

𝐿𝑛𝑛!

∑︁
𝜇1∈[−𝑞,𝑞],...,𝜇𝑛∈[−𝑞,𝑞]

det
𝑛

[︂
𝐾(𝜇𝑗 − 𝜇𝑘)

2𝜋𝜌(𝜇𝑘)

]︂

→
𝑁∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛

𝑛!

∫︁ 𝑞

−𝑞

𝑑𝑛𝜆 det
𝑛

[︂
𝐾(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘)

2𝜋

]︂
= det

(︂
I− 1

2𝜋
K
)︂
.

(2.4.10)

Таким образом, в термодинамическом пределе квадрат нормы
собственной функции оказывается пропорциональной детерми-
нанту Фредгольма оператора I− (1/2𝜋)K

𝒩 2({𝜆}) =
𝑁∏︁

𝑗>𝑘

((𝜆𝑗 − 𝜆𝑘)2 + 𝑐2) ·
𝑁∏︁

𝑗=1

(2𝜋𝐿𝜌(𝜆𝑗)) · det
(︂
I− 1

2𝜋
K
)︂
.

(2.4.11)
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2.5. Возбужденные состояния

Мы предположили, что состояние, характеризующееся целы-
ми (полуцелыми) числами 𝑛𝑗 (напомним, что 𝑛𝑗 = 𝑗− (𝑁 +1)/2),
является основным состоянием. Рассмотрим теперь некоторое
другое состояние, которое будем называть возбужденным. А
именно, пусть возбужденное состояние характеризуется 𝑁 чис-
лами 𝑛1, . . . , 𝑛ℎ−1, 𝑛ℎ+1, . . . , 𝑛𝑁 , 𝑛𝑝. Здесь в наборе чисел 𝑛𝑗 про-
пущено число 𝑛ℎ и вместо него добавлено некое новое 𝑛𝑝. Такое
состояние естественно назвать состоянием с одной дыркой в зоне
Ферми и одной частицей вне зоны Ферми. Будем считать 𝑁 и
𝐿 достаточно большими. Тогда подобному выбору чисел 𝐼𝑗 от-
вечают корни системы уравнений Бете ̃︀𝜆𝑗 , которые при 𝑗 ̸= ℎ
слегка сдвинуты по отношению к корням основного состояния
𝜆𝑗 : ̃︀𝜆𝑗 −𝜆𝑗 ∼ 1/𝐿. Запишем соответствующую систему уравнений
для 𝑗 ̸= ℎ

𝐿̃︀𝜆𝑗 +
𝑁∑︁

𝑘=1

𝜃(̃︀𝜆𝑗 − ̃︀𝜆𝑘) + 𝜃(̃︀𝜆𝑗 − ̃︀𝜆𝑝)− 𝜃(̃︀𝜆𝑗 − ̃︀𝜆ℎ) = 2𝜋𝑛𝑗 . (2.5.1)

Вводя функцию сдвига

𝐹 (𝜆|̃︀𝜆𝑝, ̃︀𝜆ℎ) =
𝜆𝑗 − ̃︀𝜆𝑗

𝜆𝑗+1 − 𝜆𝑗
, (2.5.2)

вычтем из уравнения с номером 𝑗+1 уравнение с номером 𝑗. По-
сле несложных преобразований, аналогичных преобразованиям,
сделанным при выводе уравнения для плотности, мы получим
в пределе следующее интегральное уравнение для функции 𝐹(︂

I− 1
2𝜋

K
)︂

(𝜆,𝜇)

∘ 𝐹 (𝜇|𝜆𝑝, 𝜆ℎ) =
1
2𝜋

𝜃(𝜆− 𝜆𝑝)−
1
2𝜋

𝜃(𝜆− 𝜆ℎ).

(2.5.3)
Здесь для краткости мы написали 𝜆𝑝 и 𝜆ℎ вместо ̃︀𝜆𝑝 и ̃︀𝜆ℎ. С уче-
том того, что

1
2𝜋

𝜃(𝜆− 𝜆𝑝)−
1
2𝜋

𝜃(𝜆− 𝜆ℎ) =
1
2𝜋

∫︁ 𝜆ℎ

𝜆𝑝

𝐾(𝜇− 𝜆) 𝑑𝜇, (2.5.4)

мы получаем

𝐹 (𝜆|𝜆𝑝, 𝜆ℎ) =
∫︁ 𝜆ℎ

𝜆𝑝

𝑅(𝜇, 𝜆) 𝑑𝜇, (2.5.5)

где 𝑅(𝜇, 𝜆) – ядро оператора, обратного к оператору I− (1/2𝜋)K.
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Легко видеть, что если мы рассмотрим состояние с 𝑛 дырками
и 𝑛 частицами, то соответствующая функция сдвига оказывается
аддитивной

𝐹 (𝜆|{𝜆𝑝}, {𝜆ℎ}) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐹 (𝜆|𝜆𝑝𝑘
, 𝜆ℎ𝑘

). (2.5.6)

2.6. Энергия возбужденного состояния

Рассмотрим вспомогательную функцию ̃︀𝜀(𝜆), являющуюся ре-
шением уравнения(︂

I− 1
2𝜋

K
)︂

(𝜆,𝜇)

∘ ̃︀𝜀(𝜇) = 𝜆2. (2.6.1)

Очевидно, что ̃︀𝜀(𝜆) = ̃︀𝜀(−𝜆) (см. следствие 2.3.2). Кроме того, в си-
лу абсолютной сходимости ряда (2.3.12) и условия 𝐾(𝜆 − 𝜇) > 0
при −𝑞 6 𝜆, 𝜇 6 𝑞 мы заключаем, что ̃︀𝜀(𝜆) > 0. Определим новую
функцию (︂

I− 1
2𝜋

K
)︂

(𝜆,𝜇)

∘ 𝜀(𝜇) = 𝜆2 − ℎ, (2.6.2)

где ℎ – некоторая положительная константа. Очевидно, что
𝜀(𝜆) = ̃︀𝜀(𝜆) − 2𝜋ℎ𝜌(𝜆). Поскольку 𝜌(𝜆) > 0 и является четной
функцией, то существует такое ℎ, при котором 𝜀(±𝑞) = 0.

Предложение 2.6.1. Пусть 𝜀(𝜆) удовлетворяет уравнению
(2.6.2), где ℎ такое, что 𝜀(±𝑞) = 0. Тогда 𝜀(𝜆) < 0 при |𝜆| < 𝑞 , и
𝜀(𝜆) > 0 при |𝜆| > 𝑞 .

Доказательство. Продифференцируем (2.6.2) по 𝜆. Вос-
пользуемся тем, что ядро 𝐾 зависит от разности, проинтегрируем
по частям и учтем 𝜀(±𝑞) = 0. Получим(︂

I− 1
2𝜋

K
)︂

(𝜆,𝜇)

∘ 𝜀′(𝜇) = 2𝜆. (2.6.3)

Функция 𝜀′(𝜆) нечетна. Докажем, что она положительна при
𝜆 > 0. Для этого определим последовательность функций 𝜀′𝑛(𝜆)
соотношением

𝜀′𝑛+1(𝜆) = 2𝜆+
1
2𝜋

∫︁ 𝑞

−𝑞

𝐾(𝜆− 𝜇)𝜀′𝑛(𝜇) 𝑑𝜇, 𝜀′1(𝜆) = 2𝜆. (2.6.4)
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В силу абсолютной сходимости ряда (2.3.12) такая последователь-
ность функций сходится к решению уравнения (2.6.3). С другой
стороны, пусть некоторое 𝜀′𝑛(𝜆) > 0 при 𝜆 > 0. Тогда

𝜀′𝑛+1(𝜆) = 2𝜆+
1
2𝜋

∫︁ 𝑞

0

(𝐾(𝜆− 𝜇)−𝐾(𝜆+ 𝜇))𝜀′𝑛(𝜇) 𝑑𝜇. (2.6.5)

Поскольку 𝐾(𝜆 − 𝜇) − 𝐾(𝜆 + 𝜇) > 0 при 𝜆, 𝜇 > 0, то оба слага-
емых в правой части (2.6.5) положительны, а следовательно, и
𝜀′𝑛+1(𝜆) > 0.

Таким образом, мы получаем, что функция 𝜀′(𝜆) имеет един-
ственный ноль при 𝜆 = 0. Следовательно 𝜀(𝜆) имеет единствен-
ный экстремум при 𝜆 = 0. Поскольку 𝜀(𝜆) → 𝜆2−ℎ при 𝜆→ ±∞,
мы заключаем, что этот экстремум минимум. Наконец, учитывая,
что 𝜀(±𝑞) = 0, мы приходим к доказательству утверждения.

Вычислим теперь энергию возбужденного состояния, содер-
жащего одну дырку и одну частицу. В термодинамическом пре-
деле имеем

∆𝐸 = 𝜆2
𝑝 − 𝜆2

ℎ +
𝑁∑︁

𝑗=1
𝑗 ̸=ℎ

(̃︀𝜆2
𝑗 − 𝜆2

𝑗 ) → 𝜆2
𝑝 − 𝜆2

ℎ +
𝑁∑︁

𝑗=1
𝑗 ̸=ℎ

2𝜆𝑗(̃︀𝜆𝑗 − 𝜆𝑗)

→ 𝜆2
𝑝 − 𝜆2

ℎ −
∫︁ 𝑞

−𝑞

2𝜆𝐹 (𝜆|𝜆𝑝, 𝜆ℎ) 𝑑𝜆

= 𝜆2
𝑝 − 𝜆2

ℎ −
∫︁ 𝑞

−𝑞

𝑑𝜆

∫︁ 𝜆ℎ

𝜆𝑝

𝑑𝜇 · 2𝜆𝑅(𝜆, 𝜇). (2.6.6)

Из уравнения (2.6.3) следует, что∫︁ 𝑞

−𝑞

2𝜆𝑅(𝜆, 𝜇) 𝑑𝜆 = 𝜀′(𝜇)− 2𝜇. (2.6.7)

Подставляя это в последний интеграл в (2.6.6), немедленно нахо-
дим

∆𝐸 = 𝜀(𝜆𝑝)− 𝜀(𝜆ℎ) > 0, (2.6.8)

поскольку |𝜆𝑝| > 𝑞 и |𝜆ℎ| < 𝑞. Мы видим, что энергия возбужден-
ного состояния действительно всегда оказывается положитель-
ной. Легко видеть также, что если взять состояние с нескольким
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дырками и частицами, то в силу (2.5.6) энергия такого возбуж-
дения оказывается равной

∆𝐸 =
𝑛∑︁

𝑘=1

(𝜀(𝜆𝑝𝑘
)− 𝜀(𝜆ℎ𝑘

)), (2.6.9)

а функция 𝜀(𝜆) имеет смысл энергии частицы. Таким образом, мы
установили, что энергия возбужденных состояний положительна.
Следовательно, состояние, построенное в разделе 2.2, является
основным состоянием.

2.7. Большой канонический ансамбль

В описанном выше подходе мы искали основное состояние
в секторе с фиксированным числом частиц 𝑁 , что в свою очередь
в термодинамическом пределе однозначно фиксировало плот-
ность газа 𝐷. Существует, однако, и другой подход, в котором
константа ℎ, входящая в уравнение (2.6.2), приобретает простой
физический смысл. Добавим к исходному гамильтониану кванто-
вого нелинейного уравнения Шрёдингера слагаемое, пропорцио-
нальное оператору числа частиц

𝐻 → 𝐻 − ℎ𝑄, (2.7.1)

где

𝑄 =
∫︁ 𝐿

0

Ψ†Ψ 𝑑𝑥. (2.7.2)

Естественно назвать ℎ химическим потенциалом. Поскольку име-
ем [𝐻,𝑄] = 0, собственные функции нового гамильтониана не ме-
няются и по-прежнему параметризуются решениями уравнений
Бете. Однако собственные значения теперь имеют вид

𝐸 =
𝑁∑︁

𝑗=1

(𝜆2
𝑗 − ℎ). (2.7.3)

Теперь при малых значениях 𝜆 существуют отрицательные вкла-
ды в энергию, и минимум энергии достигается тогда, когда запол-
нены все вакансии, для которых 𝜆2 − ℎ < 0. При этом число ча-
стиц в основном состоянии𝑁 , а значит, и плотность𝐷, становятся
функциями химического потенциала ℎ. Как и ранее, в термодина-
мическом пределе корни уравнений Бете 𝜆𝑗 заполняют интервал
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[−𝑞, 𝑞], однако определяющим теперь является не уравнение для
плотности распределения, а уравнение для энергии (2.6.2) с до-
полнительным условием 𝜀(±𝑞) = 0. Тем самым неявно, но одно-
значно фиксируется 𝑞, как функция 𝑐 и ℎ. Плотность распреде-
ления 𝜌(𝜆) и средняя плотность 𝐷 тоже становятся функциями 𝑐
и ℎ.

При наличии химического потенциала число частиц в возбуж-
денном состоянии не фиксировано, и мы можем рассматривать,
например, возбуждения с одной частицей (или одной дыркой).
Несложно проверить, что функция сдвига в этом случае задается
уравнениями(︂

I− 1
2𝜋

K
)︂

(𝜆,𝜇)

∘ 𝐹 (𝜇|𝜆𝑝) =
1
2𝜋
𝜃(𝜆− 𝜆𝑝),(︂

I− 1
2𝜋

K
)︂

(𝜆,𝜇)

∘ 𝐹 (𝜇|𝜆ℎ) = − 1
2𝜋
𝜃(𝜆− 𝜆ℎ),

(2.7.4)

а энергия возбуждения оказывается равной 𝜀(𝜆𝑝) или −𝜀(𝜆ℎ).
В заключение отметим, что вопросы, затронутые в этой лек-

ции, рассматриваются также в работах [3], [5], [8], [10]–[12].



Лекция 3. Система одномерных бозонов при
конечной температуре

3.1. Состояние термодинамического равновесия

В этой лекции мы переходим к исследованию системы одно-
мерных бозонов при конечной температуре. Мы уже видели, что
при нулевой температуре одномерные бозоны описываются инте-
гральными уравнениями, задающими, например, плотность рас-
пределения в основном состоянии или энергию возбуждений. При
конечной температуре основная информация о системе содержит-
ся в уравнении термодинамического равновесия. Для вывода это-
го уравнения нужно вычислить статистическую сумму модели.
По определению, статистическая сумма при конечной температу-
ре 𝑇 равна

𝑍 = tr(𝑒−𝐻/𝑇 ) =
∑︁

𝑛

𝑒−𝐸𝑛/𝑇 = 𝑒−𝐹/𝑇 , (3.1.1)

где 𝐹 – свободная энергия. Суммирование ведется по всем соб-
ственным состояниям гамильтониана 𝐻, т.е. по всем наборам це-
лых (полуцелых) чисел {𝐼𝑗}. Для вывода уравнения, задающе-
го состояние термодинамического равновесия, следует перейти
от микроскопического описания системы в терминах чисел {𝐼𝑗}
к макроскопическому, в терминах плотностей частиц, дырок и
вакансий. При этом мы должны учесть, что фиксированной мак-
роскопической ситуации, т.е. заданному значению плотностей 𝜌𝑝,
𝜌ℎ и 𝜌𝑡, соответствует много микроскопических ситуаций (т.е. на-
боров {𝐼𝑗}). Действительно, число способов разместить 𝐿𝜌𝑝(𝜆)𝑑𝜆
частиц по 𝐿𝜌𝑡(𝜆)𝑑𝜆 вакансиям равно

exp 𝑑𝑆 =
(𝐿𝜌𝑡(𝜆)𝑑𝜆)!

(𝐿𝜌𝑝(𝜆)𝑑𝜆)! (𝐿𝜌ℎ(𝜆)𝑑𝜆)!
(3.1.2)

или, когда 𝐿 достаточно велико,

𝑑𝑆 = 𝐿𝑑𝜆(𝜌𝑡(𝜆) log 𝜌𝑡(𝜆)− 𝜌𝑝(𝜆) log 𝜌𝑝(𝜆)− 𝜌ℎ(𝜆) log 𝜌ℎ(𝜆)).
(3.1.3)
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При фиксированном полном числе частиц 𝑁 выражение для
статистической суммы имеет вид

𝑍𝑁 =
∑︁

𝐼1<···<𝐼𝑁

𝑒−𝐸𝑁 (𝐼1,...,𝐼𝑁 )/𝑇 . (3.1.4)

Ограничимся суммированием только по таким состояниям, пол-
ный импульс которых равен нулю. Это означает, что

∑︀𝑁
𝑗=1 𝐼𝑗 = 0.

Тогда мы можем ввести новые независимые переменные 𝐼𝑗+1,𝑗 =
𝐼𝑗+1 − 𝐼𝑗 и выражение для 𝑍𝑁 приобретает вид

𝑍𝑁 =
∑︁
𝐼2,1

· · ·
∑︁

𝐼𝑁,𝑁−1

𝑒−𝐸𝑁 /𝑇 . (3.1.5)

С другой стороны, при достаточно большом 𝐿 новые микроско-
пические переменные 𝐼𝑗+1,𝑗 могут быть выражены в терминах
макроскопических плотностей вакансий и частиц

𝐼𝑗+1,𝑗 →
𝜆(𝐼𝑗+1)− 𝜆(𝐼𝑗)
𝜆(𝐼𝑗 + 1)− 𝜆(𝐼𝑗)

→ 𝜌𝑡(𝜆𝑗)
𝜌𝑝(𝜆𝑗)

. (3.1.6)

Наконец, энергия 𝐸𝑁 равна

𝐸𝑁 = 𝐿

∫︁ ∞

−∞
𝜆2𝜌𝑝(𝜆) 𝑑𝜆. (3.1.7)

Теперь мы можем формально переписать выражение для ста-
тистической суммы (3.1.5) в макроскопических переменных

𝑍𝑁 =
∑︁

𝜌𝑝(𝜆1)

· · ·
∑︁

𝜌𝑝(𝜆𝑁−1)

exp
{︂
−𝐿
𝑇

∫︁ ∞

−∞
𝜆2𝜌𝑝(𝜆) 𝑑𝜆

}︂
. (3.1.8)

Согласно уравнению (3.1.6) суммирование должно было бы про-
изводится по всем возможным отношениям 𝜌𝑡(𝜆)/𝜌𝑝(𝜆). Однако
мы учли, что плотность вакансий 𝜌𝑡(𝜆) связана с плотностью ча-
стиц 𝜌𝑝(𝜆) уравнением (2.2.17). Поэтому лишь одна из этих двух
функций является независимой. В качестве такой независимой
функции мы выбрали 𝜌𝑝(𝜆).

В термодинамическом пределе сумма вида (3.1.8) переходит
в функциональный интеграл. Следует только помнить, что при
замене суммы на интеграл одному макроскопическому состоянию
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соответствует много микроскопических. Иными словами, каждое
слагаемое 𝑒𝐸𝑁 /𝑇 умножается на фактор 𝑒𝑆 , где в силу (3.1.2)

𝑆 = 𝐿

∫︁ ∞

−∞

(︂
𝜌𝑡(𝜆) log 𝜌𝑡(𝜆)− 𝜌𝑝(𝜆) log 𝜌𝑝(𝜆)− 𝜌ℎ(𝜆) log 𝜌ℎ(𝜆)

)︂
𝑑𝜆.

(3.1.9)
Кроме того мы должны учесть, что суммирование происходит
при фиксированной средней плотности 𝐷 = 𝑁/𝐿, т.е.

𝐷 =
∫︁ ∞

−∞
𝜌𝑝(𝜆) 𝑑𝜆. (3.1.10)

В результате мы приходим к следующему выражению для 𝑍𝑁 :

𝑍𝑁 =
∫︁
𝒟[𝜌𝑝(𝜆)]𝛿

(︂
𝐷 −

∫︁ ∞

−∞
𝜌𝑝(𝜆) 𝑑𝜆

)︂
exp
{︂
𝑆 − 𝐸𝑁

𝑇

}︂
, (3.1.11)

где функционалы 𝐸𝑁 и 𝑆 заданы формулами (3.1.7), (3.1.9).
С учетом

𝛿(𝑥) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑖∞

−𝑖∞
𝑒ℎ𝑥 𝑑𝑥, (3.1.12)

мы получаем

𝑍𝑁 = const
∫︁

𝑑ℎ

∫︁
𝒟[𝜌𝑝(𝜆)]

× exp
{︂
𝑆 − 𝐸𝑁

𝑇
+
𝐿ℎ

𝑇

(︂∫︁ ∞

−∞
𝜌𝑝(𝜆) 𝑑𝜆−𝐷

)︂}︂
.

(3.1.13)

Обратим внимание на то, что все функционалы, входящие
в (3.1.13) и зависящие от плотности 𝜌𝑝(𝜆), пропорциональны боль-
шому (стремящемуся к бесконечности) множителю 𝐿. Поэтому
мы можем оценить получившийся интеграл по методу стационар-
ной фазы. Пусть

𝑊 =
∫︁ ∞

−∞

(︂
𝜌𝑡(𝜆) log 𝜌𝑡(𝜆)− 𝜌𝑝(𝜆) log 𝜌𝑝(𝜆)

− 𝜌ℎ(𝜆) log 𝜌ℎ(𝜆)− 𝜆2

𝑇
𝜌𝑝(𝜆)

)︂
𝑑𝜆

+
ℎ

𝑇

(︂∫︁ ∞

−∞
𝜌𝑝(𝜆) 𝑑𝜆−𝐷

)︂
, (3.1.14)
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Нам нужно найти экстремум этого функционала. При этом нам
следует учесть, что 𝜌𝑡(𝜆) = 𝜌𝑝(𝜆)+𝜌ℎ(𝜆), и кроме того плотности
𝜌𝑡(𝜆) и 𝜌𝑝(𝜆) связаны между собой уравнением (2.2.17). Тогда
вариация по 𝜌𝑝(𝜆) равна

𝛿𝑊

𝛿𝜌𝑝(𝜆)
= −𝜆

2 − ℎ

𝑇
+ log

𝜌ℎ(𝜆)
𝜌𝑝(𝜆)

+
∫︁ ∞

−∞

𝛿𝜌𝑡(𝜇)
𝛿𝜌𝑝(𝜆)

log
(︂

1 +
𝜌ℎ(𝜇)
𝜌𝑝(𝜇)

)︂
𝑑𝜇.

(3.1.15)
Из уравнения (2.2.17) следует, что

𝛿𝜌𝑡(𝜇)
𝛿𝜌𝑝(𝜆)

=
1
2𝜋

𝐾(𝜆− 𝜇).

Вводя обозначение

𝜌ℎ(𝜆)
𝜌𝑝(𝜆)

= 𝑒𝜀(𝜆)/𝑇 , (3.1.16)

мы приходим к нелинейному интегральному уравнению на функ-
цию 𝜀(𝜆)

𝜀(𝜆) = 𝜆2 − ℎ− 𝑇

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜆− 𝜇) log(1 + 𝑒−𝜀(𝜇)/𝑇 ) 𝑑𝜇. (3.1.17)

Уравнение (3.1.17) представляет собой искомое уравнение термо-
динамического равновесия. Оно задает соотношение плотностей
дырок и частиц в состоянии, дающим основной вклад в стати-
стическую сумму в термодинамическом пределе. Это уравнение
впервые было получено в работе [13] и носит название уравнения
Янга–Янга.

Отметим, что состояние термодинамического равновесия не
является собственным состоянием гамильтониана, как это было
в случае 𝑇 = 0. Состояние термодинамического равновесия пред-
ставляет собой смесь собственных состояний. Действительно, как
мы уже объясняли, одному набору макроскопических перемен-
ных 𝜌𝑝(𝜆), 𝜌ℎ(𝜆) соответствует exp(𝑑𝑆) микроскопических состо-
яний, каждое из которых есть собственная функция гамильтони-
ана, характеризующаяся набором чисел {𝐼𝑗}.

Нам остается вычислить значение функционала 𝑊 на реше-
нии уравнения (3.1.17). С учетом 𝜌𝑡(𝜆) = 𝜌𝑝(𝜆) + 𝜌ℎ(𝜆) и (3.1.16)
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имеем

𝑊 = −𝐷ℎ
𝑇

+
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜆

{︂
𝜌𝑝(𝜆)

[︂
log(1 + 𝑒𝜀(𝜆)/𝑇 ) +

ℎ− 𝜆2

𝑇

]︂
+ 𝜌ℎ(𝜆) log(1 + 𝑒−𝜀(𝜆)/𝑇 )

}︂
= −𝐷ℎ

𝑇
+
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜆

{︂
𝜌𝑡(𝜆) log(1 + 𝑒−𝜀(𝜆)/𝑇 )

+
𝜀(𝜆)− 𝜆2 + ℎ

𝑇
𝜌𝑝(𝜆)

}︂
. (3.1.18)

Теперь следует выразить 𝜌𝑡(𝜆) через 𝜌𝑝(𝜆) с помощью уравнения
(2.2.17), а для комбинации 𝜀(𝜆)− 𝜆2 + ℎ использовать уравнение
Янга–Янга. Тогда мы немедленно получаем

𝑊 = −𝐷ℎ
𝑇

+
1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
log(1 + 𝑒−𝜀(𝜇)/𝑇 ) 𝑑𝜇. (3.1.19)

Данное значение функционала𝑊 , вычисленное в точке экстрему-
ма, и определяет искомое выражение для статистической суммы

𝑍 = 𝑒−𝐹/𝑇 , (3.1.20)

где свободная энергия на единицу длины равна

𝐹

𝐿
= 𝐷ℎ− 𝑇

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
log(1 + 𝑒−𝜀(𝜇)/𝑇 ) 𝑑𝜇. (3.1.21)

В получившемся выражении для свободной энергии содержит-
ся величина ℎ, смысл которой пока не ясен. Кроме того, при вы-
воде уравнения Янга–Янга мы нашли лишь экстремум функцио-
нала 𝑊 , не убедившись в том, что этот экстремум является ми-
нимумом. Мы займемся решением этих вопросов в следующем
разделе.
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3.2. Другой вывод уравнения состояния

Выведем уравнение (3.1.17) еще раз другим способом. Нам
нужно найти минимум функционала

𝑋 = 𝐿

∫︁ ∞

−∞
(𝜆2 − ℎ)𝜌𝑝(𝜆) 𝑑𝜆

+ 𝑇𝐿

∫︁ ∞

−∞

[︀
𝜌𝑝(𝜆) log 𝜌𝑝(𝜆) + 𝜌ℎ(𝜆) log 𝜌ℎ(𝜆)

− (𝜌𝑝(𝜆) + 𝜌ℎ(𝜆)) log(𝜌𝑝(𝜆) + 𝜌ℎ(𝜆))
]︀
𝑑𝜆.

(3.2.1)

По сравнению с формулой (3.1.14) мы опустили несуществен-
ное слагаемое, пропорциональное 𝐷, и умножили весь функцио-
нал на 𝑇 . При этом, согласно определениям плотностей частиц
и дырок, минимум должен достигаться, во-первых, на функции
𝜌𝑝(𝜆) > 0, а во-вторых, 𝜌ℎ(𝜆) при этом тоже должна быть положи-
тельна. Если мы посмотрим на уравнение (2.2.17), связывающее
между собой 𝜌𝑝(𝜆) и 𝜌ℎ(𝜆),

1 +
∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜆− 𝜇)𝜌𝑝(𝜇) 𝑑𝜇 = 2𝜋(𝜌𝑝(𝜆) + 𝜌ℎ(𝜆)), (3.2.2)

то увидим, что далеко не при всяком выборе 𝜌𝑝(𝜆) > 0 мы авто-
матически получим 𝜌ℎ(𝜆) > 0. Будем говорить, что 𝜌𝑝(𝜆) ∈ 𝑅0, ес-
ли 𝜌𝑝(𝜆) > 0, и функция 𝜌ℎ(𝜆), определяемая уравнением (3.2.2),
тоже неотрицательна. Легко видеть, что если имеем 𝜌

(1)
𝑝 (𝜆) ∈ 𝑅0

и 𝜌(2)
𝑝 (𝜆) ∈ 𝑅0, то

𝑥𝜌(1)
𝑝 (𝜆) + (1− 𝑥)𝜌(1)

𝑝 (𝜆) ∈ 𝑅0 при 0 6 𝑥 6 1.

Таким образом, множество 𝑅0 выпукло. Следовательно, мы ищем
минимум функционала на выпуклом множестве𝑅0.

Пусть 𝜌𝑝(𝜆) = 𝜌0(𝜆)+𝑥𝜌1(𝜆), и пусть для некоторого сегмента
𝑥 имеем 𝜌𝑝(𝜆) ∈ 𝑅0. Продифференцируем (3.2.1) по 𝑥

𝑑𝑋

𝑑𝑥
= 𝐿

∫︁ ∞

−∞

[︂
(𝜆2 − ℎ)𝜌1(𝜆)− 𝑇𝜌1(𝜆) log

𝜌ℎ(𝜆)
𝜌𝑝(𝜆)

− 𝑇
𝑑(𝜌𝑝(𝜆) + 𝜌ℎ(𝜆))

𝑑𝑥
log
(︂

1 +
𝜌𝑝(𝜆)
𝜌ℎ(𝜆)

)︂]︂
𝑑𝜆.

(3.2.3)
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Учитывая уравнение (3.2.2), получаем

𝑑𝑋

𝑑𝑥
= 𝐿

∫︁ ∞

−∞

[︁
(𝜆2 − ℎ)𝜌1(𝜆)− 𝑇𝜌1(𝜆) log

𝜌ℎ(𝜆)
𝜌𝑝(𝜆)

]︁
𝑑𝜆

− 𝑇𝐿

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜆− 𝜇)𝜌1(𝜇) log

(︂
1 +

𝜌𝑝(𝜆)
𝜌ℎ(𝜆)

)︂]︁
𝑑𝜆𝑑𝜇. (3.2.4)

Вновь введем обозначение (3.1.16), и тогда

𝑑𝑋

𝑑𝑥
= 𝐿

∫︁ ∞

−∞
𝜌1(𝜆) 𝑑𝜆

[︂
𝜆2 − ℎ− 𝜀(𝜆)

− 𝑇

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜆− 𝜇) log(1 + 𝑒−𝜀(𝜇)/𝑇 ) 𝑑𝜇

]︂
.

(3.2.5)

Таким образом, мы вновь видим, что экстремум функционала 𝑋
достигается на решении уравнения Янга–Янга (3.1.17). Вычислим
теперь вторую производную

𝑑2𝑋

𝑑𝑥2
= 𝐿

∫︁ ∞

−∞
𝜌1(𝜆) 𝑑𝜆

[︂
−𝜕𝜀(𝜆)

𝜕𝑥
+

1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜆−𝜇)

𝜕𝜀(𝜇)/𝜕𝑥
1 + 𝑒𝜀(𝜇)/𝑇

𝑑𝜇

]︂
.

(3.2.6)
С другой стороны, из уравнения (3.2.2) следует

− 1
𝑇

𝜕𝜀(𝜆)
𝜕𝑥

=
𝜕

𝜕𝑥
(log 𝜌𝑝(𝜆)− log 𝜌ℎ(𝜆))

=
1

𝜌𝑝(𝜆)

(︂
𝜌1(𝜆)− 𝑒−𝜀(𝜆)/𝑇 𝜕𝜌ℎ(𝜆)

𝜕𝑥

)︂
=

1
𝜌𝑝(𝜆)

(︂
𝜌1(𝜆)(1 + 𝑒−𝜀(𝜆)/𝑇 )

− 𝑒−𝜀(𝜆)/𝑇 · 1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜆− 𝜇)𝜌1(𝜇) 𝑑𝜇

)︂
=

1 + 𝑒−𝜀(𝜆)/𝑇

𝜌𝑝(𝜆)

(︂
𝜌1(𝜆)

− 1
2𝜋

· 1
1 + 𝑒𝜀(𝜆)/𝑇

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜆− 𝜇)𝜌1(𝜇) 𝑑𝜇

)︂
.

(3.2.7)
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Отсюда находим

1
2𝜋

· 1
1 + 𝑒𝜀(𝜆)/𝑇

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜆− 𝜇)𝜌1(𝜇) 𝑑𝜇 (3.2.8)

= 𝜌1(𝜆) +
𝜌𝑝(𝜆)

1 + 𝑒−𝜀(𝜆)/𝑇
· 1
𝑇

𝜕𝜀(𝜆)
𝜕𝑥

. (3.2.9)

Заменяя в последнем интеграле в формуле (3.2.6) 𝜆 на 𝜇 и вос-
пользовавшись (3.2.9), получаем для второй производной

𝑑2𝑋

𝑑𝑥2
=
𝐿

𝑇

∫︁ ∞

−∞

𝜌𝑝(𝜆)
1 + 𝑒−𝜀(𝜆)/𝑇

[︂
𝜕𝜀(𝜆)
𝜕𝑥

]︂2
𝑑𝜆 > 0. (3.2.10)

Таким образом, найденный экстремум является минимумом.
Выясним теперь физический смысл параметра ℎ. Обозначим

найденный минимум функционала 𝑋 через 𝑌 = 𝑌 (𝐿, 𝑇, ℎ). Оче-
видно, что

𝜕𝑌

𝜕ℎ
= −𝐿

∫︁ ∞

−∞
𝜌𝑝(𝜆) 𝑑𝜆 = −𝑁, (число частиц),

𝜕𝑌

𝜕𝑇
= −𝑆, (энтропия).

(3.2.11)

Тогда полный дифференциал функции 𝑌 может быть записан в
виде

𝑑𝑌 = −𝑁 𝑑ℎ− 𝑆 𝑑𝑇 + (𝑌/𝐿) 𝑑𝐿. (3.2.12)

Следовательно,

𝑑(𝑌 +𝑁ℎ) = ℎ 𝑑𝑁 − 𝑆 𝑑𝑇 + (𝑌/𝐿) 𝑑𝐿. (3.2.13)

Но 𝑌 + 𝑁ℎ – это свободная энергия, а значит, ℎ – химический
потенциал, 𝑌/𝐿 – давление.

3.3. Уравнение Янга–Янга

В предыдущих разделах мы доказали, что состояние термо-
динамического равновесия описывается уравнением Янга–Янга.
Возникает естественный вопрос о существовании и единственно-
сти решения этого уравнения. Докажем существование решения
уравнения (3.1.17). Для доказательства нам потребуется вспомо-
гательная лемма.
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Лемма 3.3.1. Пусть

𝑓(𝑥) = −ℎ− 𝑇

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜇) log(1 + 𝑒−(𝜇2+𝑥)/𝑇 ) 𝑑𝜇. (3.3.1)

Тогда решение уравнения 𝑓(𝑥) = 𝑥 существует и единственно.

Доказательство. Мы докажем, что функция 𝑓(𝑥) − 𝑥 мо-
нотонно убывает и принимает все значения в интервале [−∞,∞].
Отсюда будет следовать утверждение леммы.

Продифференцируем (3.3.1) по 𝑥

𝑓 ′(𝑥) =
1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞

𝐾(𝜇) 𝑑𝜇
1 + 𝑒(𝜇2+𝑥)/𝑇

> 0. (3.3.2)

Очевидно также, что 𝑓(𝑥) → −ℎ при 𝑥 → +∞. Следовательно,
𝑓(𝑥)− 𝑥→ −∞ при 𝑥→ +∞.

С учетом того, что

1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜇) 𝑑𝜇 = 1, (3.3.3)

мы можем переписать (3.3.2) в виде

𝑓 ′(𝑥)− 1 = − 1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞

𝐾(𝜇) 𝑑𝜇
1 + 𝑒−(𝜇2+𝑥)/𝑇

< 0. (3.3.4)

Таким образом, 𝑓(𝑥) − 𝑥 – монотонно убывающая функция. На-
конец, переписав с учетом (3.3.3) определение функции 𝑓(𝑥) сле-
дующим образом:

𝑓(𝑥) = 𝑥− ℎ− 𝑇

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜇) log(𝑒𝑥/𝑇 + 𝑒−𝜇2/𝑇 ) 𝑑𝜇, (3.3.5)

мы видим, что 𝑓(𝑥)− 𝑥→∞ при 𝑥→ −∞.

Теорема 3.3.2. Решение уравнения (3.1.17) существует.

Доказательство. Определим последовательность функций
𝜀𝑛(𝜆)

𝜀0(𝜆) = 𝜆2 − ℎ, 𝜀𝑛+1(𝜆) = 𝜆2 − ℎ+𝐴𝑛, (3.3.6)

где

𝐴𝑛 = − 𝑇

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜆− 𝜇) log(1 + 𝑒−𝜀𝑛(𝜇)/𝑇 ) 𝑑𝜇. (3.3.7)
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Докажем, что для всех 𝜆 последовательность 𝜀𝑛(𝜆) монотонно
убывает

𝜀0(𝜆) > 𝜀1(𝜆) > · · · > 𝜀𝑛(𝜆) > · · · (3.3.8)

и ограничена снизу
𝜀𝑛(𝜆) > 𝜆2 + 𝑥0. (3.3.9)

Отсюда будет следовать утверждение теоремы.
Свойство (3.3.8) доказывается сравнительно легко. Заметим,

что 𝐴𝑛 < 0, следовательно, 𝜀0(𝜆) > 𝜀1(𝜆). Пусть теперь 𝜀𝑛(𝜆) >
𝜀𝑛−1(𝜆). Тогда

𝜀𝑛+1(𝜆)− 𝜀𝑛(𝜆)

=
𝑇

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜆− 𝜇)

{︀
log(1 + 𝑒−𝜀𝑛−1(𝜇)/𝑇 )

− log(1 + 𝑒−𝜀𝑛(𝜇)/𝑇 )
}︀
𝑑𝜇 < 0.

(3.3.10)

Перейдем к доказательству неравенства (3.3.9). Прежде все-
го заметим, что 𝜀𝑛(𝜆) = 𝜀𝑛(−𝜆). Докажем, что 𝜀𝑛(𝜆) монотонно
возрастает при 𝜆 > 0. Доказательство этого утверждения похоже
на доказательство Предложения 2.6.1 (см. в частности, формулу
(2.6.5)). Продифференцируем 𝜀𝑛+1(𝜆) по 𝜆

𝜀′𝑛+1(𝜆) = 2𝜆+
1
2𝜋

∫︁ ∞

0

[𝐾(𝜆− 𝜇)−𝐾(𝜆+ 𝜇)]
𝜀′𝑛(𝜇)

1 + 𝑒𝜀𝑛(𝜇)/𝑇
> 0,

(3.3.11)
так как 𝐾(𝜆 − 𝜇) > 𝐾(𝜆 + 𝜇) при 𝜆, 𝜇 > 0. Заметим также, что
𝐴𝑛(𝜆) = 𝐴𝑛(−𝜆), и из оценки (3.3.11) следует, что 𝐴𝑛(𝜆) моно-
тонно возрастает при 𝜆 > 0. Следовательно, функция 𝜀𝑛(𝜆) имеет
единственный минимум при 𝜆 = 0. Тогда

𝜀𝑛(𝜆) > 𝜆2 + 𝜀𝑛(0), (3.3.12)

следовательно,

log(1 + 𝑒−𝜀𝑛(𝜇)/𝑇 ) < log(1 + 𝑒−(𝜇2+𝜀𝑛(0))/𝑇 ), (3.3.13)

из чего в свою очередь вытекает оценка

𝜀𝑛+1(0) > −ℎ− 𝑇

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜇) log(1 + 𝑒−(𝜇2+𝜀𝑛(0))/𝑇 ) 𝑑𝜇. (3.3.14)
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Пусть теперь 𝑥0 – корень уравнения 𝑓(𝑥) = 𝑥 из леммы 3.3.1.
Докажем, что 𝜀𝑛(0) > 𝑥0. Вспомним, что функция 𝑓(𝑥) (см. (3.3.1))
монотонно возрастает, и что 𝑓(𝑥) → −ℎ при 𝑥→ +∞. Поэтому

𝜀0(0) = −ℎ > 𝑓(𝑥0) = 𝑥0. (3.3.15)

Пусть теперь для некоторого 𝑛 справедливо 𝜀𝑛−1(0) > 𝑥0. Заме-
тим, что неравенство можно переписать в виде 𝜀𝑛+1(0) > 𝑓(𝜀𝑛(0)).
Тогда

𝜀𝑛(0) > 𝑓(𝜀𝑛−1(0)) > 𝑓(𝑥0) = 𝑥0. (3.3.16)

Таким образом, мы доказали по индукции, что 𝜀𝑛(0) > 𝑥0, а сле-
довательно, с учетом (3.3.12) мы получаем, что 𝜀𝑛(𝜆) > 𝜆2 + 𝑥0,
что и требовалось доказать.

3.4. Предельный случай 𝑇 = 0

При нулевой температуре состояние термодинамического рав-
новесия переходит в основное состояние гамильтониана. Поэтому
в пределе 𝑇 → 0 мы должны воспроизвести формулы, описыва-
ющие основное состояние (см. лекцию 2).

При доказательстве существования решения уравнения Янга–
Янга (3.1.17) мы получили оценку

𝜆2 − ℎ > 𝜀(𝜆) > 𝜆2 + 𝑥0, (3.4.1)

где 𝑥0 – единственный корень уравнения 𝑓(𝑥0) = 𝑥0, а функция
𝑓(𝑥) задана формулой (3.3.1) (или эквивалентной ей формулой
(3.3.5)). Из формулы (3.3.5) находим

ℎ = − 𝑇

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜇) log(𝑒𝑥/𝑇 + 𝑒−𝜇2𝑇 ) 𝑑𝜇. (3.4.2)

Легко проверить, что ℎ – монотонно убывающая функция 𝑥0, при-
нимающая все значения в интервале [−∞,∞]. При 𝑇 → 0 неслож-
но получить

ℎ > 0, 𝑥0 < 0,
ℎ < 0, 𝑥0 > 0,
ℎ = 0, 𝑥0 = 0.

(3.4.3)

Таким образом, при ℎ < 0 функция 𝜀(𝜆) оказывается всюду поло-
жительной (легко проверить, что это верно не только при 𝑇 → 0,
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но и при конечном 𝑇 ). Устремляя в уравнении (3.1.17) 𝑇 → 0,
видим, что интеграл исчезает, и остается

𝜀(𝜆) = 𝜆2 − ℎ > 0, 𝑇 = 0, ℎ < 0. (3.4.4)

В этом случае средняя плотность основного состояния оказыва-
ется нулевой 𝐷 = 0.

Если ℎ > 0, то функция 𝜀(𝜆) имеет два корня ±𝑞𝑇 , которые не
исчезают и в пределе 𝑇 = 0. Пусть lim𝑇→0 𝑞𝑇 = 𝑞. Тогда в пределе
𝑇 → 0 получаем 𝜀(±𝑞) = 0, 𝜀(𝜆) > 0 при |𝜆| > 𝑞 и 𝜀(𝜆) < 0 при
|𝜆| < 𝑞. Подставляя это в уравнение Янга–Янга, находим

𝜀(𝜆) = 𝜆2 − ℎ− 1
2𝜋

∫︁ 𝑞

−𝑞

𝐾(𝜆− 𝜇)𝜀(𝜇) 𝑑𝜇, (3.4.5)

т.е. мы воспроизвели уравнение (2.6.2) для энергии возбужден-
ного состояния при нулевой температуре. С учетом того, что
exp(𝜀(𝜆)/𝑇 ) = 𝜌ℎ(𝜆)/𝜌𝑝(𝜆), легко видеть, что мы воспроизводим
и все уравнения для плотности частиц (2.2.9), (2.2.11).

3.5. Предельные случаи для константы связи

Рассмотрим систему уравнений (3.1.17), (3.2.2)

𝜀(𝜆) = 𝜆2 − ℎ− 𝑇

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜆− 𝜇) log(1 + 𝑒−𝜀(𝜇)/𝑇 ) 𝑑𝜇. (3.5.1)

1 +
∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜆− 𝜇)𝜌𝑝(𝜇) 𝑑𝜇 = 2𝜋(𝜌𝑝(𝜆) + 𝜌ℎ(𝜆)). (3.5.2)

в пределах 𝑐 = ∞ и 𝑐 = 0. При 𝑐 = ∞ имеем 𝐾(𝜆) = 0, и оба
уравнения явно решаются

𝜀(𝜆) = 𝑇 log
𝜌ℎ(𝜆)
𝜌𝑝(𝜆)

= 𝜆2 − ℎ,

𝜌ℎ(𝜆) + 𝜌𝑝(𝜆) =
1
2𝜋

.

(3.5.3)

Отсюда немедленно находим

𝜌𝑝(𝜆) =
1
2𝜋

· 1
1 + 𝑒(𝜆2−ℎ)/𝑇

, (3.5.4)

что соответствует распределению свободных фермионов.
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При 𝑐 = 0 имеем

1
2𝜋

𝐾(𝜆) =
1

2𝜋𝑖

(︂
1

𝜆− 𝑖𝑐
− 1
𝜆+ 𝑖𝑐

)︂
→ 𝛿(𝜆). (3.5.5)

Уравнения снова явно решаются

𝑒𝜀(𝜆)/𝑇 =
𝜌ℎ(𝜆)
𝜌𝑝(𝜆)

= 𝑒(𝜆
2−ℎ)𝑇 − 1,

𝜌ℎ(𝜆) = 1.
(3.5.6)

Отсюда находим

𝜌𝑝(𝜆) =
1

𝑒(𝜆2−ℎ)/𝑇 − 1
, (3.5.7)

что, как и следовало ожидать, соответствует распределению сво-
бодных бозонов.

3.6. Возбуждения при ненулевой температуре

Введем функцию

𝜗(𝜆) =
𝜌𝑝(𝜆)
𝜌𝑡(𝜆)

=
1

1 + 𝑒𝜀(𝜆)/𝑇
, (3.6.1)

которую естественно назвать фермиевским весом. Тогда условие
(2.2.17) можно переписать в виде уравнения на плотность вакан-
сий

1 +
∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜆− 𝜇)𝜗(𝜇)𝜌𝑡(𝜇) 𝑑𝜇 = 2𝜋𝜌𝑡(𝜆). (3.6.2)

Формально уравнение (3.6.2) можно получить из уравнения (2.2.9)
заменой меры интегрирования∫︁ 𝑞

−𝑞

𝑑𝜇→
∫︁ ∞

−∞
𝜗(𝜇) 𝑑𝜇. (3.6.3)

Ниже мы увидим, что все уравнения, описывающие наблюдаемые
в состоянии термодинамического равновесия, можно получить
с помощью такой замены из соответствующих уравнений при ну-
левой температуре. Поэтому введем оператор I− (1/2𝜋)K𝑇 , дей-
ствующий на функции следующим образом:(︂

I− 1
2𝜋

K𝑇

)︂
(𝜆,𝜇)

∘ 𝑓(𝜇) = 𝑓(𝜆)− 1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜆− 𝜇)𝜗(𝜇)𝑓(𝜇) 𝑑𝜇,

(3.6.4)
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и изучим его свойства. Удобно рассмотреть симметричное ядро

̃︀𝐾𝑇 (𝜆, 𝜇) = 𝐾(𝜆− 𝜇)
√︀
𝜗(𝜆)𝜗(𝜇), (3.6.5)

связанное с исходным ядром 𝐾(𝜆−𝜇)𝜗(𝜇) преобразованием подо-
бия (2.4.8). Поступим аналогично выводу формулы (2.3.8). Имеем

lim
1
𝐿2

𝑁∑︁
𝑗,𝑘

𝜕2𝑆

𝜕𝜆𝑗𝜕𝜆𝑘

𝑣(𝜆𝑗)𝑣(𝜆𝑘)
2𝜋𝜌𝑡(𝜆𝑗)𝜌𝑡(𝜆𝑘)

>
∫︁ ∞

−∞

𝑣2(𝜆)
2𝜋𝜌𝑡(𝜆)

𝑑𝜆 > 0. (3.6.6)

С другой стороны, термодинамический предел левой части фор-
мулы (3.6.6) теперь равен

1
𝐿

𝜕2𝑆

𝜕𝜆𝑗𝜕𝜆𝑘
→ 2𝜋

√︁
𝜌𝑡(𝜆𝑘)𝜌𝑡(𝜆𝑗)

(︂
𝛿𝑗𝑘 −

𝐾(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘)
2𝜋𝐿

√︀
𝜌𝑡(𝜆𝑘)𝜌𝑡(𝜆𝑗)

)︂
. (3.6.7)

Отсюда находим

lim
1
𝐿2

𝑁∑︁
𝑗,𝑘

𝜕2𝑆

𝜕𝜆𝑗𝜕𝜆𝑘

𝑣(𝜆𝑗)𝑣(𝜆𝑘)
2𝜋𝜌𝑡(𝜆𝑗)𝜌𝑡(𝜆𝑘)

= 𝑣(𝜆)∘
(︂
I− 1

2𝜋
̃︀K𝑇

)︂
(𝜆,𝜇) ∘𝑣(𝜇).

(3.6.8)
Сравнивая с (3.6.6) получаем следующую оценку

𝑣(𝜆) ∘
(︂
I− 1

2𝜋
̃︀K𝑇

)︂
(𝜆,𝜇) ∘ 𝑣(𝜇) >

∫︁ ∞

−∞

𝑣2(𝜆)
2𝜋𝜌𝑡(𝜆)

𝑑𝜆 > 0. (3.6.9)

Поскольку для 𝜌𝑡(𝜆) по-прежнему справедливы оценки (2.3.9), мы
получаем следующие оценки для собственных значений симмет-
ризованного ядра

0 <
1
2𝜋
̂︀𝐾𝑇 6

2𝐷
2𝐷 + 𝑐

< 1. (3.6.10)

Отсюда, следует, что оператор I− (1/2𝜋) ̃︀K𝑇 невырожден и обра-
тим, а значит, то же самое верно и для оператора I− (1/2𝜋)K𝑇 .

Рассмотрим теперь возбуждения в состоянии термодинамиче-
ского равновесия. Возьмем какую-нибудь собственную функцию,
которая присутствует в состоянии термодинамического равнове-
сия, и покажем, что возбуждения зависят только от макроскопи-
ческих величин.
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Пусть собственная функция описывается параметрами 𝜆1, . . . ,
𝜆𝑁 , являющимися решением системы (2.1.2) при заданных 𝐼𝑗

𝐿𝜆(𝑥) +
𝑁∑︁

𝑘=1

𝜃(𝜆(𝑥)− 𝜆𝑘) = 2𝜋𝐿𝑥. (3.6.11)

Аналогично формуле (2.2.5) определим плотность частиц, как

lim
1

𝐿(𝜆𝑗+1 − 𝜆𝑗)
= lim

1
𝐿(𝜆(𝐼𝑗+1/𝐿)− 𝜆(𝐼𝑗/𝐿))

= 𝜌𝑝(𝜆𝑗).

(3.6.12)
В свою очередь плотность вакансий 𝜌𝑡(𝜆𝑗) равна

𝜌𝑡(𝜆𝑗) = lim
1

𝐿[𝜆((𝐼𝑗 + 1)/𝐿)− 𝜆(𝐼𝑗/𝐿)]
. (3.6.13)

Рассмотрим теперь другую собственную функцию, характери-
зующуюся набором чисел 𝐼 ′𝑗 , совпадающих с 𝐼𝑗 за исключением
некоторого 𝐼 ′ℎ ̸= 𝐼ℎ. Иными словами, по сравнению с исходным
состоянием мы теперь рассматриваем состояние с одной части-
цей и одной дыркой. Как и раньше, новые решения уравнений
Бете ̃︀𝜆𝑗 слегка сдвинуты по отношению к старым 𝜆𝑗 , причем

𝐿̃︀𝜆𝑗 +
𝑁∑︁

𝑘=1

𝜃(̃︀𝜆𝑗 − ̃︀𝜆𝑘) + 𝜃(̃︀𝜆𝑗 − 𝜆𝑝)− 𝜃(̃︀𝜆𝑗 − 𝜆ℎ) = 2𝜋𝐼𝑗 , 𝑗 ̸= ℎ.

(3.6.14)
Как и в случае нулевой температуры, мы вводим функцию сдвига

𝐹 (𝜆𝑗 |𝜆𝑝, 𝜆ℎ) =
𝜆(𝐼𝑗/𝐿)− ̃︀𝜆(𝐼𝑗/𝐿)

𝜆((𝐼𝑗 + 1)/𝐿)− 𝜆(𝐼𝑗/𝐿)
. (3.6.15)

Вычитая из уравнений для ̃︀𝜆𝑗 уравнения для 𝜆𝑗 , и заменяя ко-
нечные разности на производные, находим

𝐿(̃︀𝜆𝑗 − 𝜆𝑗) +
𝑁∑︁

𝑘=1

𝐾(𝜆𝑗𝑘)[(̃︀𝜆𝑗 − 𝜆𝑗)− (̃︀𝜆𝑘 − 𝜆𝑘)]

= 𝜃(𝜆𝑗 − 𝜆ℎ)− 𝜃(𝜆𝑗 − 𝜆𝑝). (3.6.16)
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Поделив на 𝐿[𝜆((𝐼𝑗 + 1)/𝐿)− 𝜆(𝐼𝑗/𝐿)], получим

− 𝐹 (𝜆𝑗 |𝜆𝑝, 𝜆ℎ)
(︂

1 +
1
𝐿

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐾(𝜆𝑗𝑘)
)︂

− 𝜌𝑡(𝜆𝑗)
𝑁∑︁

𝑘=1

𝐾(𝜆𝑗𝑘)𝐹 (𝜆𝑗 |𝜆𝑝, 𝜆ℎ)
[︂
𝜆

(︂
𝐼𝑘 + 1
𝐿

)︂
− 𝜆

(︂
𝐼𝑘
𝐿

)︂]︂
= 𝜌𝑡(𝜆𝑗)(𝜃(𝜆𝑗 − 𝜆ℎ)− 𝜃(𝜆𝑗 − 𝜆𝑝)). (3.6.17)

Переходя к пределу, с учетом (2.2.17), мы получим(︂
I− 1

2𝜋
K𝑇

)︂
(𝜆,𝜇)

∘ 𝐹 (𝜇|𝜆𝑝, 𝜆ℎ) =
1
2𝜋

(𝜃(𝜆− 𝜆𝑝)− 𝜃(𝜆− 𝜆ℎ)).

(3.6.18)

1 +
∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝜆− 𝜇)𝜌𝑝(𝜇) 𝑑𝜇 = 2𝜋𝜌𝑡(𝜆). (3.6.19)

Данное уравнение справедливо для любого состояния, в кото-
ром при переходе к термодинамическому пределу квантовые чис-
ла 𝐼𝑗 можно описать некоторой плотностью распределения 𝜌𝑝(𝜆).
В частном случае, когда числа 𝐼𝑗 заданы формулой (2.2.4), мы
получаем, что на интервале [−𝑞, 𝑞] плотности вакансий и частиц
совпадают 𝜌𝑡(𝜆) = 𝜌𝑝(𝜆) = 𝜌(𝜆), а вне этого интервала плотность
частиц равна нулю. Мы приходим к уравнению (2.2.9).

Вычисление энергии возбуждений производится аналогично
тому, как это было сделано в лекции 2. Минимальные изменения
связаны с заменой меры интегрирования (3.6.3).

В заключение отметим, что вопросы, затронутые в этой лек-
ции, рассматриваются также в работах [5], [8], [13].



Лекция 4. Корреляционные функции
одномерных непроницаемых бозонов

4.1. Определения

В этой и последующих лекциях мы начнем изучение корреля-
ционных функций в модели одномерного Бозе-газа. По определе-
нию корреляционной функцией оператора 𝒪 называется

⟨𝒪⟩𝑇 =
tr(𝒪𝑒−𝐻/𝑇 )

tr 𝑒−𝐻/𝑇
. (4.1.1)

Здесь 𝐻 — гамильтониан (1.2.3), 𝑇 – температура, а след берется
по пространству состояний. Если мы выберем в качестве базиса
в этом пространстве систему собственных функций гамильтониа-
на, которые мы на время обозначим символом1 |𝜔𝑛⟩, то формулу
(4.1.1) можно переписать в виде

⟨𝒪⟩𝑇 =
∑︀

𝑛⟨𝜔𝑛|𝒪|𝜔𝑛⟩𝑒−𝐸𝑛/𝑇∑︀
𝑛⟨𝜔𝑛|𝜔𝑛⟩𝑒−𝐸𝑛/𝑇

, (4.1.2)

где 𝐸𝑛 – собственное значение гамильтониана, отвечающее собст-
венной функции |𝜔𝑛⟩. Подчеркнем, что в этой формуле собствен-
ные функции должны быть нормированы на единицу ⟨𝜔𝑛|𝜔𝑛⟩ = 1.

В случае нулевой температуры в суммах в формуле (4.1.2)
выживает лишь одно слагаемое, отвечающее минимальному соб-
ственному значению, т.е. среднее по основному состоянию |𝜔0⟩

⟨𝒪⟩ = ⟨𝜔0|𝒪|𝜔0⟩. (4.1.3)

Ясно, что для вычисления корреляционных функций необходимо
прежде всего нормировать собственные функции на единицу. Для
этого нужно вычислить норму состояния, заданного уравнением
(1.2.10), что в свою очередь сводится к вычислению интеграла

1В данном случае индекс 𝑛 не указывает на то, что |𝜔𝑛⟩ является 𝑛-
частичным состоянием, а просто перечисляет всевозможные собственные
функции.
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в (1.4.3). Как мы уже отмечали в лекции 1, в рамках описываемо-
го метода вычислить этот интеграл не удается. Тем более, трудно
рассчитывать на то, что нам удастся вычислить среднее какого-то
нетривиального оператора 𝒪. Поэтому, начиная с этого момента
мы будем рассматривать случай непроницаемых бозонов (свобод-
ных фермионов), т.е. предел 𝑐 → ∞. Мы уже видели в предыду-
щих лекциях, что этот частный случай весьма прост. Например,
все интегральные уравнения, описывающие основное состояние
и состояние термодинамического равновесия, становятся триви-
альными. Тем не менее, как мы увидим ниже, корреляционные
функции даже в этом простом частном случае остаются весьма
нетривиальными.

4.2. Норма собственной функции

Для определенности мы в дальнейшем будем рассматривать
большой канонический ансамбль (т.е. с дополнительным членом
−ℎ𝑄 в гамильтониане). Напомним, что в этом случае собственные
значения энергии даются формулой (2.7.3).

В пределе 𝑐→∞ формулы для собственных векторов гамиль-
тониана сильно упрощаются. Общее выражение для собственной
функции по-прежнему записывается в виде (1.2.10)

|𝜔𝑁 ⟩ ≡ |𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 ⟩ =
1
𝑁 !

∫︁ 𝐿

0

𝜒({𝑥}|{𝜆})
𝑁∏︁

𝑗=1

Ψ†(𝑥𝑗) 𝑑𝑁𝑥|0⟩,

(4.2.1)
однако явное выражение для функции 𝜒({𝑥}|{𝜆}) после норми-
ровки на (−𝑖𝑐)(𝑁2−𝑁)/2 становится

𝜒({𝑥}|{𝜆}) =
𝑁∏︁

𝑗>𝑘

𝜖(𝑥𝑗 − 𝑥𝑘) det
𝑁

(𝑒𝑖𝑥𝑘𝜆𝑗 ). (4.2.2)

При этом параметры 𝜆𝑗 удовлетворяют системе уравнений Бете,
которая принимает вид

𝑒𝑖𝐿𝜆𝑗 = (−1)𝑁−1. (4.2.3)

Иными словами 𝜆𝑗 = 2𝜋𝐼𝑗/𝐿, где 𝐼𝑗 – целые или полуцелые числа
в зависимости от четности 𝑁 . В дальнейшем будем считать для
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определенности, что 𝑁 четное.2 Тогда параметры 𝜆 пропорцио-
нальны полуцелым числам 𝜆𝑘 = 2𝜋(𝑛𝑘 + 1/2)/𝐿.

Прежде всего, для правильной нормировки собственных функ-
ций нам необходимо вычислить норму вектора

𝒩 2 = ⟨𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 |𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 ⟩ =
1
𝑁 !

∫︁ 𝐿

0

|𝜒𝑁 ({𝑥}|{𝜆})|2 𝑑𝑁𝑥

=
1
𝑁 !

∫︁ 𝐿

0

det
𝑁

(𝑒−𝑖𝑥𝑘𝜆𝑗 ) det
𝑁

(𝑒𝑖𝑥𝑘𝜆𝑗 ) 𝑑𝑁𝑥. (4.2.4)

Разумеется, мы можем просто взять представление (1.4.3), раз-
делить правую часть на 𝑐𝑁

2−𝑁 , перейти к пределу 𝑐 → ∞ и по-
лучить 𝒩 2 = 𝐿𝑁 . Напомним однако, что в рамках описываемого
метода формула (1.4.3) является всего лишь гипотезой. В то же
время, в точке свободных фермионов формула для нормы мо-
жет быть доказана строго, исходя из интегрального представле-
ния (4.2.4).

Докажем следующую лемму.

Лемма 4.2.1. Пусть 𝑓𝑗(𝑥) и 𝑔𝑗(𝑥) – набор функций, инте-
грируемых с квадратом на интервале [𝑎, 𝑏] (𝑎 и 𝑏 могут быть
комплексными). Тогда∫︁ 𝑏

𝑎

det
𝑁
𝑓𝑘(𝑥𝑗) det

𝑁
𝑔𝑘(𝑥𝑗) 𝑑𝑁𝑥 = 𝑁 ! det

𝑁

(︂∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓𝑗(𝑥)𝑔𝑘(𝑥) 𝑑𝑥
)︂
. (4.2.5)

Доказательство. Имеем∫︁ 𝑏

𝑎

det
𝑁
𝑓𝑘(𝑥𝑗) det

𝑁
𝑔𝑘(𝑥𝑗) 𝑑𝑁𝑥

=
∑︁
𝑃

(−1)[𝑃 ]

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑁∏︁
𝑗=1

𝑓𝑗(𝑥𝑃 (𝑗)) · det
𝑁
𝑔𝑘(𝑥𝑗) 𝑑𝑁𝑥

=
∑︁
𝑃

(−1)[𝑃 ]

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑁∏︁
𝑗=1

𝑓𝑗(𝑥𝑗) · det
𝑁
𝑔𝑘(𝑥𝑃−1(𝑗)) 𝑑𝑁𝑥

2Читатель легко может самостоятельно проверить, что при нечетных 𝑁
ни вывод представления для корреляционных функций, ни конечный резуль-
тат не изменяются.
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=
∑︁
𝑃

(−1)[𝑃 ]

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑁∏︁
𝑗=1

𝑓𝑗(𝑥𝑗) · det
𝑁
𝑔𝑘(𝑥𝑗) · (−1)[𝑃 ] 𝑑𝑁𝑥

= 𝑁 !
∫︁ 𝑏

𝑎

𝑁∏︁
𝑗=1

𝑓𝑗(𝑥𝑗) · det
𝑁
𝑔𝑘(𝑥𝑗) 𝑑𝑁𝑥. (4.2.6)

Поясним сделанные преобразования. Сначала мы записали пер-
вый из детерминантов согласно его определению. Далее в каждом
члене суммы по перестановкам была сделана замена переменных
интегрирования 𝑥𝑃 (𝑗) → 𝑥𝑗 . При такой замене во втором детер-
минанте происходит перестановка строк. Возвращая эти строки
на исходные места, мы получаем дополнительный знак (−1)[𝑃 ],
который сокращается с исходным (−1)[𝑃 ]. Так как после этого
от перестановки ничего не зависит, сумма по этим перестановкам
дает 𝑁 !. По сути доказано, что так как исходное подынтеграль-
ное выражение было симметричным по переменным 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁 ,
то каждый член суммы по перестановкам дает тот же вклад, что
и произведение диагональных членов первой матрицы.

Продолжим преобразования далее.

𝑁 !
∫︁ 𝑏

𝑎

𝑁∏︁
𝑗=1

𝑓𝑗(𝑥𝑗) · det
𝑁
𝑔𝑘(𝑥𝑗) 𝑑𝑁𝑥

= 𝑁 !
∫︁ 𝑏

𝑎

det
𝑁

(𝑓𝑗(𝑥𝑗)𝑔𝑘(𝑥𝑗)) 𝑑𝑁𝑥 = 𝑁 ! det
𝑁

(︂∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓𝑗(𝑥𝑗)𝑔𝑘(𝑥𝑗) 𝑑𝑥𝑗

)︂
.

(4.2.7)

Снова сделаем пояснения. Каждый из сомножителей произведе-
ния вносится в соответствующую строку второго детерминанта.
Теперь каждая переменная интегрирования 𝑥𝑗 входит только в 𝑗-
ю строчку, следовательно, можно выполнить интегрирование по-
строчно. Остается удалить у каждой переменной интегрирования
индекс 𝑗, и мы приходим к утверждению леммы.

Следствие 4.2.1. Пусть 𝑓𝑗(𝑥) и 𝑔𝑗(𝑥) – набор функций, сум-
мируемых с квадратом на некотором множестве 𝑋 . Тогда

∑︁
𝑥1∈𝑋

· · ·
∑︁

𝑥𝑁∈𝑋

det
𝑁
𝑓𝑘(𝑥𝑗) det

𝑁
𝑔𝑘(𝑥𝑗) = 𝑁 ! det

𝑁

(︂∑︁
𝑥∈𝑋

𝑓𝑗(𝑥)𝑔𝑘(𝑥)
)︂
.

(4.2.8)
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Доказательство полностью аналогично рассмотренному выше.
Вернемся к вычислению нормы. Воспользовавшись леммой

4.2.1, получаем

𝒩 2 = det
𝑁

(︂∫︁ 𝐿

0

𝑒𝑖(𝜆𝑗−𝜆𝑘)𝑥 𝑑𝑥

)︂
= det

𝑁

(︂
𝑒𝑖(𝜆𝑗−𝜆𝑘)𝐿 − 1
𝑖(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘)

)︂
= det

𝑁
(𝐿𝛿𝑗𝑘) = 𝐿𝑁 . (4.2.9)

Действительно, в силу уравнений Бете (4.2.3) 𝑒𝑖(𝜆𝑗−𝜆𝑘)𝐿 = 1, по-
этому все внедиагональные элементы получившейся матрицы об-
ращаются в нуль. Для диагональных элементов после раскрытия
неопределенности получаем, что все они равны 𝐿.

4.3. Форм-фактор поля

Определим матричный элемент

𝐹𝑁 (𝑥|{𝜇}, {𝜆}) =
1

𝐿𝑁+1/2
⟨𝜇1, . . . , 𝜇𝑁+1|Ψ†(𝑥)|𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 ⟩, (4.3.1)

который будем называть форм-фактором поля Ψ†(𝑥). В этой фор-
муле ⟨𝜇1, . . . , 𝜇𝑁+1| и |𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 ⟩ суть два произвольных соб-
ственных состояния гамильтониана. Легко получить, что

𝐹𝑁 (𝑥|{𝜇}, {𝜆}) =
1

𝑁 !𝐿𝑁+1/2

∫︁ 𝐿

0

𝜒𝑁+1({𝑧}, 𝑥|{𝜇})𝜒𝑁 ({𝑧}|{𝜆}) 𝑑𝑁𝑧.

(4.3.2)
Подставляя явные выражения для функций 𝜒, имеем

𝐹𝑁 (𝑥|{𝜇}, {𝜆})

=
1

𝑁 !𝐿𝑁+1/2

∫︁ 𝐿

0

𝑁∏︁
𝑗=1

𝜖(𝑥− 𝑧𝑗) det
𝑁

(𝑒𝑖𝑧𝑘𝜆𝑗 ) det
𝑁+1

⎛⎜⎜⎝
𝑒−𝑖𝑧1𝜇𝑘

· · ·
𝑒−𝑖𝑧𝑁 𝜇𝑘

𝑒−𝑖𝑥𝜇𝑘

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑁𝑧.

(4.3.3)

Здесь мы явно указали, что в матрице (𝑁 +1)× (𝑁 +1) в первых
𝑁 строках стоят элементы 𝑒−𝑖𝑧𝑗𝜇𝑘 , а в последней строке 𝑒−𝑖𝑥𝜇𝑘 .
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Далее, действуя точно так же, как и при доказательстве лем-
мы 4.2.1, мы приходим к следующему выражению:

𝐹𝑁 (𝑥|{𝜇}, {𝜆}) =
1

𝐿𝑁+1/2
det
𝑁+1

⎛⎜⎜⎜⎝
∫︀ 𝐿

0
𝜖(𝑥− 𝑧)𝑒𝑖𝑧(𝜆1−𝜇𝑘) 𝑑𝑧

· · ·∫︀ 𝐿

0
𝜖(𝑥− 𝑧)𝑒𝑖𝑧(𝜆𝑁−𝜇𝑘) 𝑑𝑧

𝑒−𝑖𝑥𝜇𝑘

⎞⎟⎟⎟⎠ .

(4.3.4)
Выполняя интегрирование, получаем

𝐹𝑁 (𝑥|{𝜇}, {𝜆}) =
(−2𝑖)𝑁

𝐿𝑁+1/2
𝑒𝑖𝑥(

∑︀𝑁
𝑗=1 𝜆𝑗−

∑︀𝑁+1
𝑗=1 𝜇𝑗) det

𝑁+1

⎛⎜⎜⎝
1/(𝜆1 − 𝜇𝑘)

· · ·
1/(𝜆𝑁 − 𝜇𝑘)

1

⎞⎟⎟⎠ .

(4.3.5)
Здесь в последней строке детерминанта стоят единицы. При вы-
полнении интегрирования мы учли уравнения Бете. При этом, по-
скольку 𝜆𝑗 пропорциональны полуцелым числам, а 𝜇𝑗 пропорци-
ональны целым (так как число параметров 𝜇𝑗 на единицу больше,
чем число параметров 𝜆𝑗), то разность 𝜆𝑗 − 𝜇𝑘 никогда не равна
нулю. Далее, вычитая из всех столбцов последний, мы получаем,
что все элементы (𝑁 +1)-й строки, кроме последнего, обращают-
ся в нуль. Тогда детерминант сводится к детерминанту матрицы
порядка 𝑁 , и мы приходим к новой формуле

𝐹𝑁 (𝑥|{𝜇}, {𝜆})

=
(−2𝑖)𝑁

𝐿𝑁+1/2
𝑒𝑖𝑥(

∑︀𝑁
𝑗=1 𝜆𝑗−

∑︀𝑁+1
𝑗=1 𝜇𝑗) det

𝑁

(︂
1

𝜆𝑗 − 𝜇𝑘
− 1
𝜆𝑗 − 𝜇𝑁+1

)︂
.

(4.3.6)

Отсюда следует еще одно представление

𝐹𝑁 (𝑥|{𝜇}, {𝜆}) =
(−2𝑖)𝑁

𝐿𝑁+1/2
𝑒𝑖𝑥(

∑︀𝑁
𝑗=1 𝜆𝑗−

∑︀𝑁+1
𝑗=1 𝜇𝑗)

×
∏︀𝑁

𝑎=1(𝜇𝑎 − 𝜇𝑁+1)∏︀𝑁
𝑎=1(𝜆𝑎 − 𝜇𝑁+1)

det
𝑁

(︂
1

𝜆𝑗 − 𝜇𝑘

)︂
. (4.3.7)

Детерминант в формуле (4.3.7) носит название детерминанта Ко-
ши. Можно написать еще несколько представлений для форм-



4.4. Матричный элемент оператора Ψ(𝑥1)Ψ†(𝑥2) 65

фактора поля, воспользовавшись тождествами:

det
𝑁

(︂
1

𝜆𝑗 − 𝜇𝑘
− 1
𝜆𝑗 − 𝜇𝑁+1

)︂
=
(︂

1 +
𝜕

𝜕𝛼

)︂
det
𝑁

(︂
1

𝜆𝑗 − 𝜇𝑘
− 𝛼

𝜆𝑗 − 𝜇𝑁+1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

=
∏︀𝑁

𝑎>𝑏(𝜆𝑎 − 𝜆𝑏)
∏︀𝑁+1

𝑎>𝑏 (𝜇𝑏 − 𝜇𝑎)∏︀𝑁
𝑎=1

∏︀𝑁+1
𝑏=1 (𝜆𝑎 − 𝜇𝑏)

=
∑︁
𝑃

(−1)[𝑃 ]
𝑁∏︁

𝑗=1

1
𝜆𝑗 − 𝜇𝑃 (𝑗)

.

(4.3.8)

Поясним эти тождества. Первое равенство следует из того, что
ранг матрицы 1/(𝜆𝑗 − 𝜇𝑁+1) равен 1. Действительно, рассмот-
рим det(𝐴 + 𝛼𝐵), где 𝐴 – произвольная матрица, а матрица 𝐵
имеет единичный ранг. Если мы разложим этот детерминант по
степеням параметра 𝛼, то очевидно, что коэффициентами при 𝛼𝑛

являются всевозможные 𝑛× 𝑛 миноры матрицы 𝐵. В силу усло-
вия rank𝐵 = 1 все они равны нулю при 𝑛 > 1, откуда следует, что
det(𝐴+𝛼𝐵) является линейной функцией параметра 𝛼. В нашем
случае получаем, что функция det(1/(𝜆𝑗 − 𝜇𝑘) − 𝛼/(𝜆𝑗 − 𝜇𝑁+1))
линейна по 𝛼. Но для любой линейной функции 𝑓(𝛼) справедливо
(1 + 𝜕/𝜕𝛼)𝑓(𝛼)|𝛼=0 = 𝑓(1).

Во втором равенстве использована формула (4.3.7) и явное
представление для детерминанта Коши:

det
𝑁

(︂
1

𝜆𝑗 − 𝜇𝑘

)︂
=
∏︀𝑁

𝑎>𝑏(𝜆𝑎 − 𝜆𝑏)(𝜇𝑏 − 𝜇𝑎)∏︀𝑁
𝑎=1

∏︀𝑁
𝑏=1(𝜆𝑎 − 𝜇𝑏)

. (4.3.9)

Мы предоставляем читателю возможность самостоятельно дока-
зать справедливость этого представления.

Наконец третье равенство легко доказать индукцией по 𝑁 ,
рассматривая вычеты в точках 𝜇𝑘 = 𝜆𝑗 .

4.4. Матричный элемент оператора Ψ(𝑥1)Ψ
†(𝑥2)

Рассмотрим теперь матричный элемент вида

𝑔𝑁 (𝑥|{𝜆}) =
⟨𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 |Ψ(𝑥1)Ψ†(𝑥2)|𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 ⟩

⟨𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 |𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 ⟩
, 𝑥 = 𝑥2 − 𝑥1.

(4.4.1)
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Раскладывая этот матричный элемент по полному набору состо-
яний

𝑔𝑁 (𝑥|{𝜆}) =
∑︁

𝜇1,...,𝜇𝑁+1

⟨𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 |Ψ(𝑥1)|𝜇1, . . . , 𝜇𝑁+1⟩
⟨𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 |𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 ⟩

× ⟨𝜇1, . . . , 𝜇𝑁+1|Ψ†(𝑥2)|𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 ⟩
⟨𝜇1, . . . , 𝜇𝑁+1|𝜇1, . . . , 𝜇𝑁+1⟩

,

(4.4.2)

мы приходим к следующему представлению

𝑔𝑁 (𝑥|{𝜆}) =
∑︁

𝜇1,...,𝜇𝑁+1

𝐹𝑁 (𝑥1|{𝜇}, {𝜆})𝐹𝑁 (𝑥2|{𝜇}, {𝜆}). (4.4.3)

Здесь суммирование ведется по всем наборам 𝜇1, . . . , 𝜇𝑁+1, в ко-
торых параметры 𝜇𝑗 попарно различны. От суммирования по на-
борам легко перейти к индивидуальному суммированию по каж-
дой переменной 𝜇𝑗

𝑔𝑁 (𝑥|{𝜆})

=
1

(𝑁 + 1)!

∑︁
𝜇1∈2𝜋𝑛/𝐿

· · ·
∑︁

𝜇𝑁+1∈2𝜋𝑛/𝐿

𝐹𝑁 (𝑥1|{𝜇}, {𝜆})𝐹𝑁 (𝑥2|{𝜇}, {𝜆}),

(4.4.4)

поскольку в любом случае при совпадающих 𝜇𝑗 форм-фактор об-
ращается в нуль. Воспользовавшись формулами (4.3.8), получаем

𝑔𝑁 (𝑥|{𝜆}) =
4𝑁𝑒𝑖𝑥

∑︀𝑁
𝑗=1 𝜆𝑗

(𝑁 + 1)!𝐿2𝑁+1

∑︁
𝜇1∈2𝜋𝑛/𝐿

· · ·
∑︁

𝜇𝑁+1∈2𝜋𝑛/𝐿

𝑒−𝑖𝑥
∑︀𝑁+1

𝑘=1 𝜇𝑘

×
∑︁
𝑃

(−1)[𝑃 ]
𝑁∏︁

𝑗=𝑘

1
𝜆𝑘 − 𝜇𝑃 (𝑘)

×
(︂

1 +
𝜕

𝜕𝛼

)︂
det
𝑁

(︂
1

𝜆𝑗 − 𝜇𝑘
− 𝛼

𝜆𝑗 − 𝜇𝑁+1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

.

(4.4.5)

Дальнейшие преобразования очень похожи на те, которые де-
лались при доказательстве леммы 4.2.1. Прежде всего мы заме-
няем сумму по перестановкам на одно слагаемое, умноженное
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на (𝑁 + 1)!

𝑔𝑁 (𝑥|{𝜆}) =
4𝑁𝑒𝑖𝑥

∑︀𝑁
𝑗=1 𝜆𝑗

𝐿2𝑁+1

×
∑︁

𝜇1∈2𝜋𝑛/𝐿

· · ·
∑︁

𝜇𝑁+1∈2𝜋𝑛/𝐿

𝑒−𝑖𝑥
∑︀𝑁+1

𝑘=1 𝜇𝑘

𝑁∏︁
𝑘=1

1
𝜆𝑘 − 𝜇𝑘

×
(︂

1 +
𝜕

𝜕𝛼

)︂
det
𝑁

(︂
𝑒−𝑖𝑥𝜇𝑘

𝜆𝑗 − 𝜇𝑘
− 𝛼𝑒−𝑖𝑥𝜇𝑘

𝜆𝑗 − 𝜇𝑁+1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

.

(4.4.6)

Теперь вносим в соответствующий столбец детерминанта множи-
тели 𝑒−𝑖𝑥𝜇𝑘/(𝜆𝑘 − 𝜇𝑘)

𝑔𝑁 (𝑥|{𝜆}) =
4𝑁𝑒𝑖𝑥

∑︀𝑁
𝑗=1 𝜆𝑗

𝐿2𝑁+1

∑︁
𝜇1∈2𝜋𝑛/𝐿

· · ·
∑︁

𝜇𝑁+1∈2𝜋𝑛/𝐿

𝑒−𝑖𝑥𝜇𝑁+1

×
(︂

1 +
𝜕

𝜕𝛼

)︂
det
𝑁

(︂
𝑒−𝑖𝑥𝜇𝑘

(𝜆𝑗 − 𝜇𝑘)(𝜆𝑘 − 𝜇𝑘)

− 𝛼𝑒−𝑖𝑥𝜇𝑘

(𝜆𝑗 − 𝜇𝑁+1)(𝜆𝑘 − 𝜇𝑘)

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

.

(4.4.7)

Поскольку параметры 𝜇𝑘 при 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 входят лишь в 𝑘-й
столбец, мы можем внести под знак детерминанта и суммы по
параметрам 𝜇1, . . . , 𝜇𝑁

𝑔𝑁 (𝑥|{𝜆}) =
4𝑁𝑒𝑖𝑥

∑︀𝑁
𝑗=1 𝜆𝑗

𝐿2𝑁+1

∑︁
𝜇𝑁+1∈2𝜋𝑛/𝐿

(︂
𝑒−𝑖𝑥𝜇𝑁+1 +

𝜕

𝜕𝛼

)︂

× det
𝑁

(︂ ∑︁
𝜇𝑘∈2𝜋𝑛/𝐿

𝑒−𝑖𝑥𝜇𝑘

(𝜆𝑗 − 𝜇𝑘)(𝜆𝑘 − 𝜇𝑘)

−
∑︁

𝜇𝑘∈2𝜋𝑛/𝐿

𝛼𝑒−𝑖𝑥(𝜇𝑘)

(𝜆𝑗 − 𝜇𝑁+1)(𝜆𝑘 − 𝜇𝑘)

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

.

(4.4.8)

Особняком стоит сумма по параметру 𝜇𝑁+1, поскольку в детер-
минанте (4.4.8) эта переменная входит в каждую строку. Заметим
однако, что от 𝜇𝑁+1 зависит только матрица, пропорциональная



68 Лекция 4

параметру 𝛼, по которому ведется дифференцирование в нуле.
Следовательно,(︂
𝑒−𝑖𝑥𝜇𝑁+1 +

𝜕

𝜕𝛼

)︂
det
𝑁

(︂ ∑︁
𝜇𝑘∈2𝜋𝑛/𝐿

𝑒−𝑖𝑥𝜇𝑘

(𝜆𝑗 − 𝜇𝑘)(𝜆𝑘 − 𝜇𝑘)

−
∑︁

𝜇𝑘∈2𝜋𝑛/𝐿

𝛼𝑒−𝑖𝑥(𝜇𝑁+1+𝜇𝑘)

(𝜆𝑗 − 𝜇𝑁+1)(𝜆𝑘 − 𝜇𝑘)

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

= 𝑒−𝑖𝑥𝜇𝑁+1 det
𝑁

(︂ ∑︁
𝜇𝑘∈2𝜋𝑛/𝐿

𝑒−𝑖𝑥𝜇𝑘

(𝜆𝑗 − 𝜇𝑘)(𝜆𝑘 − 𝜇𝑘)

)︂

−
𝑁∑︁

𝑗,𝑘=1

𝑒−𝑖𝑥(𝜇𝑁+1+𝜇𝑘)

(𝜆𝑗 − 𝜇𝑁+1)(𝜆𝑘 − 𝜇𝑘)
𝑀𝑗𝑘, (4.4.9)

где коэффициенты 𝑀𝑗𝑘 не зависят от 𝜇𝑁+1 и являются алгебра-
ическими дополнениями к соответствующим матричным элемен-
там. Мы видим, что суммирование по 𝜇𝑁+1 тоже можно внести
под знак детерминанта, а именно,

𝑔𝑁 (𝑥|{𝜆})

=
4𝑁𝑒𝑖𝑥

∑︀𝑁
𝑗=1 𝜆𝑗

𝐿2𝑁+1

(︂ ∑︁
𝜇𝑁+1∈2𝜋𝑛/𝐿

𝑒−𝑖𝑥𝜇𝑁+1 +
𝜕

𝜕𝛼

)︂

× det
𝑁

(︂ ∑︁
𝜇𝑘∈2𝜋𝑛/𝐿

𝑒−𝑖𝑥𝜇𝑘

(𝜆𝑗 − 𝜇𝑘)(𝜆𝑘 − 𝜇𝑘)

−
∑︁

𝜇𝑘∈2𝜋𝑛/𝐿

∑︁
𝜇𝑁+1∈2𝜋𝑛/𝐿

𝛼𝑒−𝑖𝑥(𝜇𝑁+1+𝜇𝑘)

(𝜆𝑗 − 𝜇𝑁+1)(𝜆𝑘 − 𝜇𝑘)

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

.

(4.4.10)

Действительно, выполняя в формуле (4.4.10) дифференцирова-
ние по 𝛼 в нуле, мы вновь приходим к (4.4.9).

Остается выполнить суммирование. Для этого воспользуемся
формулой.

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑒−𝑖𝑛𝑧

𝑛− 𝑎
= − 𝜋

sin𝜋𝑎
𝑒−𝑖𝑧𝑎+𝑖𝜋𝑎𝜖(𝑧), −𝜋 < 𝑧 < 𝜋, 𝑧 ̸= 0.

(4.4.11)
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Отсюда, учитывая, что −2𝐿 < 𝑥 = 𝑥2 − 𝑥1 < 2𝐿, получаем∑︁
𝜇∈2𝜋𝑛/𝐿

𝑒−𝑖𝑥𝜇

(𝜇− 𝜆𝑗)
= − 𝑖

2
𝐿𝜖(𝑥)𝑒−𝑖𝑥𝜆𝑗 . (4.4.12)

Здесь мы учли, что параметры 𝜆𝑗 пропорциональны полуцелым
числам 𝜆𝑗 = 2𝜋(𝑛𝑗 + 1/2)/𝐿. Продифференцировав (4.4.11) по 𝑎,
находим также∑︁

𝜇∈2𝜋𝑛/𝐿

𝑒−𝑖𝑥𝜇

(𝜇− 𝜆𝑗)2
=
𝐿2

4

(︂
1− 2|𝑥|

𝐿

)︂
𝑒−𝑖𝑥𝜆𝑗 . (4.4.13)

Подставляя (4.4.12), (4.4.13) в (4.4.10) и опуская несложные про-
межуточные выкладки, мы получаем следующее представление
для корреляционной функции полей 𝑔𝑁 (𝑥|{𝜆})

𝑔𝑁 (𝑥|{𝜆}) =
(︂
𝛿(𝑥) +

𝜕

𝜕𝛼

)︂
× det

𝑁

(︂
𝛿𝑗𝑘 +

1
𝐿
𝑉

(𝑥)
0 (𝜆𝑗 , 𝜆𝑘) +

𝛼

𝐿
𝑃

(𝑥)
0 (𝜆𝑗 , 𝜆𝑘)

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

,

(4.4.14)

где

𝑉
(𝑥)
0 (𝜆, 𝜇) = −4 sin(|𝑥|/2)(𝜆− 𝜇)

𝜆− 𝜇
, (4.4.15)

𝑃
(𝑥)
0 (𝜆, 𝜇) = 𝑒−(𝑖𝑥/2)(𝜆+𝜇). (4.4.16)

Обсудим теперь вопрос о термодинамическом пределе выра-
жения (4.4.14). Пусть вектор |𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 ⟩ представляет собой ос-
новное состояние гамильтониана. Тогда

𝜆𝑗 =
2𝜋
𝐿

(︂
𝑗 − 𝑁 + 1

2

)︂
. (4.4.17)

Как мы уже видели в лекции 2, детерминанты матриц вида 𝛿𝑗𝑘 +
𝑀𝑗𝑘/𝐿 в термодинамическом пределе переходят в фредгольмовы
детерминанты интегральных операторов I + M𝜌. В нашем случае
𝜌(𝜆) = 1/2𝜋, следовательно,

⟨Ψ(𝑥1)Ψ†(𝑥2)⟩ =
(︂
𝛿(𝑥) +

𝜕

𝜕𝛼

)︂
det
(︂
I +

1
2𝜋

V(𝑥)
0 +

𝛼

2𝜋
P(𝑥)

0

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

,

(4.4.18)
где ядра V(𝑥)

0 и P(𝑥)
0 даются формулами (4.4.15), (4.4.16).
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4.5. Матричный элемент оператора
Ψ(𝑥1, 𝑡1)Ψ

†(𝑥2, 𝑡2)

Форм-факторный подход очень удобен для вычисление раз-
новременных корреляционных функций. Напомним, что зависи-
мость от времени полей Ψ и Ψ† задается с помощью оператора
эволюции

Ψ(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑖𝐻𝑡Ψ(𝑥)𝑒−𝑖𝐻𝑡, Ψ†(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑖𝐻𝑡Ψ†(𝑥)𝑒−𝑖𝐻𝑡. (4.5.1)

Определим зависящий от времени форм-фактор поля

𝐹𝑁 (𝑥, 𝑡|{𝜇}, {𝜆})

=
1

𝐿𝑁+1/2
⟨𝜇1, . . . , 𝜇𝑁+1|Ψ†(𝑥, 𝑡)|𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 ⟩

= exp
(︂
−𝑖ℎ𝑡+ 𝑖𝑡

𝑁+1∑︁
𝑗=1

𝜇2
𝑗 − 𝑖𝑡

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜆2
𝑗

)︂
𝐹𝑁 (𝑥|{𝜇}, {𝜆}). (4.5.2)

Теперь мы можем вычислить разновременную корреляционную
функции полей

𝑔𝑁 (𝑥, 𝑡|{𝜆}) =
⟨𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 |Ψ(𝑥1, 𝑡1)Ψ†(𝑥2, 𝑡2)|𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 ⟩

⟨𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 |𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 ⟩
, (4.5.3)

𝑥 = 𝑥2 − 𝑥1, 𝑡 = 𝑡2 − 𝑡1,

в виде суммы по форм-факторам

𝑔𝑁 (𝑥, 𝑡|{𝜆}) =
∑︁

𝜇1,...,𝜇𝑁+1

𝐹𝑁 (𝑥1, 𝑡1|{𝜇}, {𝜆})𝐹𝑁 (𝑥2, 𝑡2|{𝜇}, {𝜆}).

(4.5.4)
Дальнейшие вычисления в точности совпадают с рассмотренны-
ми выше. В итоге мы получаем

𝑔𝑁 (𝑥, 𝑡|{𝜆})

=
4𝑁𝑒𝑖ℎ𝑡+𝑖𝑥

∑︀𝑁
𝑗=1 𝜆𝑗−𝑖𝑡

∑︀𝑁
𝑗=1 𝜆2

𝑗

𝐿2𝑁+1

×
(︂ ∑︁

𝜇𝑁+1∈2𝜋𝑛/𝐿

𝑒−𝑖𝑥𝜇𝑁+1+𝑖𝑡𝜇2
𝑁+1 +

𝜕

𝜕𝛼

)︂
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× det
𝑁

(︂ ∑︁
𝜇𝑘∈2𝜋𝑛/𝐿

𝑒−𝑖𝑥𝜇𝑘+𝑖𝑡𝜇2
𝑘

(𝜆𝑗 − 𝜇𝑘)(𝜆𝑘 − 𝜇𝑘)

−
∑︁

𝜇𝑘∈2𝜋𝑛/𝐿

∑︁
𝜇𝑁+1∈2𝜋𝑛/𝐿

𝛼𝑒−𝑖𝑥(𝜇𝑁+1+𝜇𝑘)+𝑖𝑡(𝜇2
𝑁+1+𝜇2

𝑘)

(𝜆𝑗 − 𝜇𝑁+1)(𝜆𝑘 − 𝜇𝑘)

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

.

(4.5.5)

Теперь суммы по параметрам 𝜇 не вычисляются в элементарных
функциях. Однако в пределе большого 𝐿 эти суммы можно упро-
стить.

4.6. Пределы сингулярных сумм

Рассмотрим сумму с простым полюсом. Пусть требуется вы-
числить сумму

𝑆 =
1
𝐿

∑︁
𝜇∈2𝜋𝑛/𝐿

𝑓(𝜇)
𝜇− 𝜆

, (4.6.1)

в пределе 𝐿→∞. Здесь 𝑓(𝜇) – гладкая функция, убывающая или
быстро осциллирующая на бесконечности, а 𝜆 – некоторое фик-
сированное вещественное число, не совпадающее с 2𝜋𝑛/𝐿. Удобно
разбить эту сумму на три слагаемых 𝑆 = 𝑆− + 𝑆+ + 𝑆0, где

𝑆0 =
1
2𝜋

𝑁2∑︁
𝑛=−𝑁1

𝑓(2𝜋𝑛/𝐿)

𝑛− ̃︀𝜆 , (4.6.2)

и ̃︀𝜆 = 𝐿𝜆/2𝜋. Числа 𝑁1 и 𝑁2 следует выбрать так, чтобы выпол-
нялось ̃︀𝜆+𝑁1 ≫ 1, 𝑁2 − ̃︀𝜆≫ 1. (4.6.3)

Суммы 𝑆− и 𝑆+ являются дополнительными к 𝑆0 и их термоди-
намические пределы легко вычисляются

𝑆− =
1
2𝜋

−𝑁1−1∑︁
𝑛=−∞

𝑓(2𝜋𝜇/𝐿)

𝑛− ̃︀𝜆 → 1
2𝜋

∫︁ −2𝜋𝑁1/𝐿

−∞

𝑓(𝜇) 𝑑𝜇
𝜇− 𝜆

,

𝑆+ =
1
2𝜋

∞∑︁
𝑛=𝑁2+1

𝑓(2𝜋𝜇/𝐿)

𝑛− ̃︀𝜆 → 1
2𝜋

∫︁ ∞

2𝜋𝑁2/𝐿

𝑓(𝜇) 𝑑𝜇
𝜇− 𝜆

.

(4.6.4)
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Вычислим предел суммы 𝑆0.

𝑆0 =
1
2𝜋

𝑁2∑︁
𝑛=−𝑁1

𝑓(2𝜋𝑛/𝐿)− 𝑓(2𝜋̃︀𝜆/𝐿)

𝑛− ̃︀𝜆 +
1
2𝜋

𝑁2∑︁
𝑛=−𝑁1

𝑓(2𝜋̃︀𝜆/𝐿)

𝑛− ̃︀𝜆
→ 1

2𝜋

∫︁ 2𝜋𝑁2/𝐿

−2𝜋𝑁1/𝐿

(𝑓(𝜇)− 𝑓(𝜆)) 𝑑𝜇
𝜇− 𝜆

+
𝑓(𝜆)
2𝜋

𝑁2∑︁
𝑛=−𝑁1

1

𝑛− ̃︀𝜆 .
(4.6.5)

Для последнего слагаемого в правой части формулы (4.6.5) имеем

𝑓(𝜆)
2𝜋

𝑁2∑︁
𝑛=−𝑁1

1

𝑛− ̃︀𝜆
=
𝑓(𝜆)
2𝜋

(𝜓(𝑁2 + 1− ̃︀𝜆)− 𝜓(−𝑁1 − ̃︀𝜆))

=
𝑓(𝜆)
2𝜋

(𝜓(𝑁2 + 1− ̃︀𝜆)− 𝜓(𝑁1 + 1 + ̃︀𝜆)− 𝜋 ctg(𝜋̃︀𝜆))

→ 𝑓(𝜆)
2𝜋

(︂
log

𝑁2 − ̃︀𝜆
𝑁1 + ̃︀𝜆 − 𝜋 ctg(𝜋̃︀𝜆)

)︂
. (4.6.6)

Здесь были использованы следующие свойства логарифмической
производной Γ-функции

𝜓(𝑧) =
𝑑

𝑑𝑧
log Γ(𝑧), 𝜓(𝑧)− 𝜓(1− 𝑧) = −𝜋 ctg 𝜋𝑧,

𝜓(𝑧) → log 𝑧 при 𝑧 →∞.
(4.6.7)

Теперь разобьем интеграл в правой части формулы (4.6.5) на раз-
ность двух интегралов, каждый из которых понимается в смысле
главного значения. Тогда получим

𝑆0 →
1
2𝜋

V.P.
∫︁ 2𝜋𝑁2/𝐿

−2𝜋𝑁1/𝐿

𝑓(𝜇) 𝑑𝜇
𝜇− 𝜆

− 𝑓(𝜆)
2

ctg(𝜋̃︀𝜆). (4.6.8)

В итоге для полной суммы 𝑆 мы имеем

𝑆 → 1
2𝜋

V.P.
∫︁ ∞

−∞

𝑓(𝜇) 𝑑𝜇
𝜇− 𝜆

− 𝑓(𝜆)
2

ctg(𝜋̃︀𝜆). (4.6.9)
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Дифференцируя эту формулу по 𝜆, мы получаем формулу для
суммы, содержащей полюс второго порядка

1
𝐿

∑︁
𝜇∈2𝜋𝑛/𝐿

𝑓(𝜇)
(𝜇− 𝜆)2

→ 1
2𝜋

𝜕

𝜕𝜆
V.P.

∫︁ ∞

−∞

𝑓(𝜇) 𝑑𝜇
𝜇− 𝜆

+
𝐿𝑓(𝜆)

4 sin2(𝜋̃︀𝜆)
− 𝑓 ′(𝜆)

2
ctg(𝜋̃︀𝜆).

(4.6.10)

Мы видим, что из-за присутствия в конечных результатах функ-
ций ctg(𝐿𝜆/2) и sin2(𝐿𝜆/2) рассмотренные сингулярные суммы не
имеют хорошо определенного предела при 𝐿 → ∞. Однако в на-
шем частном случае, когда 𝜆 = (2𝜋/𝐿)(𝑚+1/2), предел формулы
(4.6.9) существует, а (4.6.10) ведет себя линейно по 𝐿

𝑆 → 1
2𝜋

V.P.
∫︁ ∞

−∞

𝑓(𝜇) 𝑑𝜇
𝜇− 𝜆

, (4.6.11)

1
𝐿

∑︁
𝜇∈2𝜋𝑛/𝐿

𝑓(𝜇)
(𝜇− 𝜆)2

→ 𝐿𝑓(𝜆)
4

+
1
2𝜋

𝜕

𝜕𝜆
V.P.

∫︁ ∞

−∞

𝑓(𝜇) 𝑑𝜇
𝜇− 𝜆

. (4.6.12)

4.7. Разновременной коррелятор
в термодинамическом пределе

Воспользовавшись формулами, полученными в предыдущем
разделе, мы можем записать в пределе большого 𝐿 следующее
представление для разновременной корреляционной функции

𝑔𝑁 (𝑥, 𝑡|{𝜆}) = 𝑒𝑖ℎ𝑡

(︂
𝐺(𝑥, 𝑡) +

𝜕

𝜕𝛼

)︂
× det

𝑁

(︂
𝛿𝑗𝑘 +

1
𝐿
𝑉

(𝑥,𝑡)
0 (𝜆𝑗 , 𝜆𝑘)− 𝛼

𝐿
𝑃

(𝑥,𝑡)
0 (𝜆𝑗 , 𝜆𝑘)

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

.

(4.7.1)

Здесь

𝑉
(𝑥,𝑡)
0 (𝜆, 𝜇) =

𝐸(𝜆|𝑥, 𝑡)− 𝐸(𝜇|𝑥, 𝑡)
𝜆− 𝜇

· 𝑒(𝑖𝑥/2)(𝜆+𝜇)−(𝑖𝑡/2)(𝜆2+𝜇2),

(4.7.2)

𝑃
(𝑥,𝑡)
0 (𝜆, 𝜇) = 𝐸(𝜆|𝑥, 𝑡)𝐸(𝜇|𝑥, 𝑡)𝑒(𝑖𝑥/2)(𝜆+𝜇)−(𝑖𝑡/2)(𝜆2+𝜇2). (4.7.3)
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Функции 𝐺(𝑥, 𝑡) и 𝐸(𝜆|𝑥, 𝑡) равны

𝐺(𝑥, 𝑡) =
1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑖𝑡𝜆2−𝑖𝑥𝜆 𝑑𝜆, (4.7.4)

𝐸(𝜆|𝑥, 𝑡) =
1
2𝜋

V.P.
∫︁ ∞

−∞

𝑒𝑖𝑡𝜇2−𝑖𝑥𝜇

𝜇− 𝜆
𝑑𝜇. (4.7.5)

В термодинамическом пределе, если параметры 𝜆1 . . . , 𝜆𝑁 соот-
ветствуют основному состоянию, мы снова получаем детерминант
Фредгольма

⟨Ψ(𝑥1, 𝑡1)Ψ†(𝑥2, 𝑡2)⟩

= 𝑒𝑖ℎ𝑡

(︂
𝐺(𝑥, 𝑡) +

𝜕

𝜕𝛼

)︂
det
(︂
I +

1
2𝜋

V(𝑥,𝑡)
0 − 𝛼

2𝜋
P(𝑥,𝑡)

0

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

.

(4.7.6)

Легко проверить, что при 𝑡 = 0 мы возвращаемся к формуле
(4.4.18).

4.8. Конечная температура

Мы уже видели в лекции 3, что с формальной точки зрения
переход от нулевой температуры к конечной состоит в замене ме-
ры интегрирования (3.6.3) в уравнениях (см., например, (3.6.2),
(3.6.18)). Естественно ожидать, что ровно то же самое происходит
и с корреляционными функциями. А именно,

⟨Ψ(𝑥1, 𝑡1)Ψ†(𝑥2, 𝑡2)⟩𝑇

= 𝑒𝑖ℎ𝑡

(︂
𝐺(𝑥, 𝑡) +

𝜕

𝜕𝛼

)︂
det
(︂
I +

1
2𝜋

V(𝑥,𝑡)
𝑇 − 𝛼

2𝜋
P(𝑥,𝑡)

𝑇

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

,

(4.8.1)

где интегральный оператор действует теперь на всей веществен-
ной оси, а ядра V(𝑥,𝑡)

𝑇 и P(𝑥,𝑡)
𝑇 равны

𝑉
(𝑥,𝑡)
𝑇 (𝜆, 𝜇) = 𝑉

(𝑥,𝑡)
0 (𝜆, 𝜇)𝜗(𝜇), 𝑃

(𝑥,𝑡)
𝑇 (𝜆, 𝜇) = 𝑃

(𝑥,𝑡)
0 (𝜆, 𝜇)𝜗(𝜇),

(4.8.2)
где в пределе 𝑐→∞ фермиевский вес 𝜗(𝜆) имеет вид

𝜗(𝜆) = (1 + 𝑒𝜀(𝜆)/𝑇 )−1 = (1 + 𝑒(𝜆
2−ℎ)/𝑇 )−1. (4.8.3)
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Строгое доказательство представления (4.8.1) сталкивается, од-
нако, с некоторыми сложностями, особенно в случае положитель-
ного химического потенциала. Мы подробно рассмотрим более
простой случай ℎ < 0 и коротко опишем последовательность дей-
ствий в случае ℎ > 0.

Для вывода формулы (4.8.1) мы можем воспользоваться опре-
делением корреляционной функции при конечной температуре
(4.1.2), в которой 𝒪 = Ψ(𝑥1, 𝑡1)Ψ†(𝑥2, 𝑡2). Действительно, фор-
мула (4.7.1) справедлива для матричного элемента оператора
Ψ(𝑥1, 𝑡1)Ψ†(𝑥2, 𝑡2) по любому состоянию, т.е. для любого 𝑁 и
для любых корней системы уравнений Бете 𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 . Поэтому
все, что нам нужно сделать, это подставить представление (4.7.1)
в формулу (4.8.1) и вычислить соответствующие суммы. Для это-
го мы выведем несколько простых формул.

Пусть 𝑊 (𝑥, 𝑦) – некоторая функция двух переменных, сумми-
руемая с квадратом на R2. Построим 𝑚×𝑚 матрицу 𝑊 (𝑛𝑗 , 𝑛𝑘) =
𝑊 (𝑥, 𝑦)|𝑥=𝑛𝑗

𝑦=𝑛𝑘

, где каждое из целых чисел 𝑛ℓ, ℓ = 1, . . . ,𝑚, нахо-
дится в интервале −𝐴 6 𝑛ℓ 6 𝐵 − 1 (𝐴 > 0 и 𝐵 > 0 также
предполагаются целыми). Вычислим сумму

𝐽 =
∞∑︁

𝑚=0

∑︁
{𝑛}∈[−𝐴,𝐵−1]

det
𝑚

(𝑊 (𝑛𝑗 , 𝑛𝑘)). (4.8.4)

Здесь в каждом слагаемом по 𝑚 сумма берется по всем различ-
ным наборам целых чисел 𝑛1, . . . , 𝑛𝑚, из интервала [−𝐴,𝐵 − 1].
Поскольку при совпадающих 𝑛 детерминант обращается в ноль,
мы можем перейти от суммирования по наборам к суммирова-
нию по каждому 𝑛 индивидуально, как мы уже не раз делали в
предыдущих разделах

𝐽 =
∞∑︁

𝑚=0

1
𝑚!

∑︁
𝑛1∈[−𝐴,𝐵−1]

· · ·
∑︁

𝑛𝑚∈[−𝐴,𝐵−1]

det
𝑚

(𝑊 (𝑛𝑗 , 𝑛𝑘)). (4.8.5)

Заметим, что в сумме по𝑚 все члены, начиная с𝑚 = 𝐵+𝐴+1,
обращаются в нуль. Действительно, при 𝑚 > 𝐵 + 𝐴 в детер-
минанте (4.8.5) по крайней мере два 𝑛 совпадают, поскольку
−𝐴 6 𝑛ℓ 6 𝐵 − 1. Тогда сумма по 𝑚 есть не что иное, как разло-
жение детерминанта матрицы порядка 𝐵 +𝐴

𝐽 = det
𝐵+𝐴

(𝛿𝑗𝑘 +𝑊 (𝑛𝑗 , 𝑛𝑘)). (4.8.6)
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Действительно, раскладывая детерминант в формуле (4.8.6) в ряд
по степеням 𝑊 , мы приходим к (4.8.5).

Пусть теперь в формуле (4.8.4) суммирование ведется только
по четным 𝑚. Тогда

𝐽even =
∞∑︁

𝑚=0
𝑚 even

∑︁
{𝑛}∈[−𝐴,𝐵−1]

det
𝑚

(𝑊 (𝑛𝑗 , 𝑛𝑘))

=
1
2

∞∑︁
𝑚=0

∑︁
{𝑛}∈[−𝐴,𝐵−1]

(1 + (−1)𝑚) det
𝑚

(𝑊 (𝑛𝑗 , 𝑛𝑘))

= det
𝐵+𝐴

(𝛿𝑗𝑘 +𝑊 (𝑛𝑗 , 𝑛𝑘)) + det
𝐵+𝐴

(𝛿𝑗𝑘 −𝑊 (𝑛𝑗 , 𝑛𝑘)). (4.8.7)

Аналогично при суммировании по нечетным 𝑚 получим

𝐽odd =
∞∑︁

𝑚=0
𝑚 odd

∑︁
{𝑛}∈[−𝐴,𝐵−1]

det
𝑚

(𝑊 (𝑛𝑗 , 𝑛𝑘))

= det
𝐵+𝐴

(𝛿𝑗𝑘 +𝑊 (𝑛𝑗 , 𝑛𝑘))− det
𝐵+𝐴

(𝛿𝑗𝑘 −𝑊 (𝑛𝑗 , 𝑛𝑘)). (4.8.8)

Воспользовавшись формулами (4.8.7), (4.8.8), мы теперь легко
можем вычислить суммы в (4.1.2). Для того чтобы иметь возмож-
ность рассматривать числитель и знаменатель формулы (4.1.2)
по отдельности, мы предположим на время, что корни системы
уравнений Бете 𝜆𝑗 принадлежат некоторому конечному интерва-
лу [−Λ1,Λ2], где Λ1 и Λ2 – некоторые вещественные положитель-
ные числа, которые впоследствии будут устремлены к бесконеч-
ности.

Рассмотрим, например, сумму в знаменателе формулы (4.1.2)
(напомним, что в этой формуле собственные функции |𝜔⟩ норми-
рованы на единицу). Имеем

𝑍 =
∑︁

𝑛

𝑒−𝐸𝑛/𝑇 =
∞∑︁

𝑚=0

∑︁
{𝜆}∈[−Λ1,Λ2]

𝑒−
∑︀𝑚

𝑗=1 𝜀(𝜆𝑗)/𝑇 (4.8.9)

Учтем, что параметры 𝜆𝑗 пропорциональны целым числам при 𝑚
нечетном, и полуцелым числам при четном 𝑚. Тогда равенство
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(4.8.9) можно переписать в виде

𝑍 =
∞∑︁

𝑚=0

∑︁
{𝜆}∈[−Λ1,Λ2]

𝑒−
∑︀𝑚

𝑗=1 𝜀(𝜆𝑗)/𝑇

=
∞∑︁

𝑚=0
𝑚 even

∑︁
{𝑛}∈[−𝐴,𝐵−1]

det
𝑚

(︀
𝛿(𝑛𝑗 , 𝑛𝑘)𝑒−𝜀(2𝜋(𝑛𝑗+1/2)/𝐿)/𝑇

)︀

+
∞∑︁

𝑚=0
𝑚 odd

∑︁
{𝑛}∈[−𝐴,𝐵−1]

det
𝑚

(︀
𝛿(𝑛𝑗 , 𝑛𝑘)𝑒−𝜀(2𝜋𝑛𝑗/𝐿)/𝑇

)︀
. (4.8.10)

Здесь 𝐴 и 𝐵 выбраны так, что 2𝜋𝐴/𝐿 = Λ1, 2𝜋𝐵/𝐿 = Λ2. Мы так-
же использовали не совсем привычную форму записи для симво-
ла Кронеккера 𝛿(𝑛𝑗 , 𝑛𝑘):

𝛿(𝑛𝑗 , 𝑛𝑘) =

{︃
1, 𝑛𝑗 = 𝑛𝑘,

0, 𝑛𝑗 ̸= 𝑛𝑘.
(4.8.11)

Сделано это для того, чтобы при переходе от суммирования по
наборам {𝑛} к суммированию по каждому 𝑛𝑗 автоматически ис-
ключить слагаемые, в которых несколько 𝑛 совпадают. Теперь
нам остается воспользоваться формулами (4.8.7), (4.8.8), подста-
вив в них 𝑊 (𝑛𝑗 , 𝑛𝑘) = 𝛿(𝑛𝑗 , 𝑛𝑘). В результате мы получаем сумму
четырех детерминантов, каждый из которых легко вычисляется,
поскольку является детерминантом диагональной матрицы:

𝑍 =
∑︁

𝑛

𝑒−𝐸𝑛/𝑇 =
1
2
(𝑍1 + 𝑍2) +

1
2
(𝑍3 − 𝑍4), (4.8.12)

где

𝑍1,2 =
𝐵−1∏︁

𝑗=−𝐴

(1±𝑒−𝜀(𝜆𝑗)/𝑇 ), 𝑍3,4 =
𝐵−1∏︁

𝑗=−𝐴

(1±𝑒−𝜀(𝜆′𝑗)/𝑇 ) (4.8.13)

и параметры 𝜆𝑗 пропорциональны полуцелым 𝜆𝑗 = 2𝜋(𝑛+1/2)/𝐿,
а параметры 𝜆′𝑗 целым 𝜆′𝑗 = 2𝜋𝑛/𝐿.

Совершенно аналогично вычисляется сумма в числителе фор-
мулы (4.1.2). Единственное, что нужно сделать при подстановке
(4.7.1) в (4.1.2), это заменить стандартный символ Кронекера 𝛿𝑗𝑘
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на символ вида (4.8.11), чтобы исключить суммирование по сов-
падающим целым (полуцелым) числам. Тогда мы получаем∑︁

𝑛

⟨𝜔𝑛|Ψ(𝑥1, 𝑡1)Ψ†(𝑥2, 𝑡2)|𝜔𝑛⟩𝑒−𝐸𝑛/𝑇

= 𝑒𝑖ℎ𝑡

(︂
𝐺(𝑥, 𝑡) +

𝜕

𝜕𝛼

)︂(︂
𝑈1 + 𝑈2

2
+
𝑈3 − 𝑈4

2

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

, (4.8.14)

где

𝑈1,2 = det
𝐵+𝐴

[︂
𝛿𝑗𝑘(1± 𝑒−𝜀(𝜆𝑗)/𝑇 )

± 𝑒−𝜀(𝜆𝑗)/𝑇

(︂
1
𝐿
𝑉

(𝑥,𝑡)
0 (𝜆𝑗 , 𝜆𝑘)− 𝛼

𝐿
𝑃

(𝑥,𝑡)
0 (𝜆𝑗 , 𝜆𝑘)

)︂]︂
,

(4.8.15)

𝑈3,4 = det
𝐵+𝐴

[︂
𝛿𝑗𝑘(1± 𝑒−𝜀(𝜆′𝑗)/𝑇 )

± 𝑒−𝜀(𝜆′𝑗)/𝑇

(︂
1
𝐿
𝑉

(𝑥,𝑡)
0 (𝜆′𝑗 , 𝜆

′
𝑘)− 𝛼

𝐿
𝑃

(𝑥,𝑡)
0 (𝜆′𝑗 , 𝜆

′
𝑘)
)︂]︂
.

(4.8.16)

До сих пор все рассуждения были справедливы, не зависимо
от знака химического потенциала ℎ. Разница начинается при пе-
реходе к термодинамическому пределу, и заключается она в том,
что при ℎ > 0 функция 1− 𝑒−𝜀(𝜆)/𝑇 имеет два нуля на веществен-
ной оси, в то время как при ℎ < 0 эта функция всегда положи-
тельна.

Рассмотрим случай ℎ < 0.

Предложение 4.8.1. В пределе Λ1,Λ2, 𝐿→∞

lim
Λ1,Λ2,𝐿→∞

𝑍1

𝑍3
= 1, lim

Λ1,Λ2,𝐿→∞

𝑍2,4

𝑍1,3
= 0. (4.8.17)

Доказательство. Для доказательства воспользуемся фор-
мулой3

𝐵−1∑︁
𝑗=−𝐴

𝑓

(︂
2𝜋𝑗
𝐿

)︂
=

𝐿

2𝜋

∫︁ Λ2

−Λ1

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 − 𝑓(Λ2)− 𝑓(−Λ1)
2

+𝑂(𝐿−1).

(4.8.18)
3Формула (4.8.18) является тривиальным следствием формулы Эйлера–

Маклорена (см., например, [14]).
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Здесь 𝑓(𝑧) – функция, непрерывная при −Λ1 6 𝑧 6 Λ2. Соб-
ственно, мы уже неоднократно пользовались этой формулой при
замене суммы на интеграл, но учитывали лишь первое слагаемое
в правой части (4.8.18). Теперь мы просто учли дополнительное
слагаемое, остающееся конечным при 𝐿 → ∞. Согласно (4.8.18),
имеем

log
(︂
𝑍1

𝑍3

)︂
=

𝐵−1∑︁
𝑗=−𝐴

log(1 + 𝑒−𝜀(2𝜋(𝑗+1/2)/𝐿)/𝑇 )

−
𝐵−1∑︁

𝑗=−𝐴

log(1 + 𝑒−𝜀(2𝜋𝑗/𝐿)/𝑇 )

=
𝐿

2𝜋

∫︁ Λ2

−Λ1

[︀
log(1 + 𝑒−𝜀(𝑧+𝜋/𝐿)/𝑇 )− log(1 + 𝑒−𝜀(𝑧)/𝑇 )

]︀
𝑑𝑧

+𝑂(𝐿−1)

=
1
2

∫︁ Λ2

−Λ1

𝑑

𝑑𝑧
log(1 + 𝑒−𝜀(𝑧)/𝑇 ) · 𝑑𝑧 +𝑂(𝐿−1)

=
1
2

log
(︂

1 + 𝑒−𝜀(Λ2)/𝑇

1 + 𝑒−𝜀(Λ1)/𝑇

)︂
+𝑂(𝐿−1) → 0 (4.8.19)

при Λ1,Λ2, 𝐿→∞

Здесь при переходе от первой строки ко второй мы воспользо-
вались (4.8.17) и учли, что внеинтегральные члены дают вклад
порядка 1/𝐿. При переходе к третьей строке конечная разность
была аппроксимирована производной, опять же с точностью до
1/𝐿. Таким образом, первое из утверждений (4.8.17) доказано.

Для доказательства второго равенства в (4.8.17) достаточно
учесть только первый член в правой части формулы (4.8.18). Име-
ем

log
(︂
𝑍4

𝑍3

)︂
=

𝐵−1∑︁
𝑗=−𝐴

log(1− 𝑒−𝜀(2𝜋𝑗/𝐿)/𝑇 )−
𝐵−1∑︁

𝑗=−𝐴

log(1 + 𝑒−𝜀(2𝜋𝑗/𝐿)/𝑇 )

=
𝐿

2𝜋

∫︁ Λ2

−Λ1

log
(︂

1− 𝑒−𝜀(𝑧)/𝑇

1 + 𝑒−𝜀(𝑧)/𝑇

)︂
𝑑𝑧 +𝑂(1). (4.8.20)

Функция, стоящая под знаком интеграла строго отрицательна,
поэтому сам интеграл является конечной отрицательной вели-
чиной. Эта отрицательная величина в свою очередь умножается
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на 𝐿, и тогда при 𝐿→∞ мы получаем log(𝑍4/𝑍3) → −∞, а зна-
чит, 𝑍4/𝑍3 → 0. Аналогично доказывается, что 𝑍2/𝑍1 → 0 при
𝐿→∞.

Теперь мы легко можем перейти к термодинамическому преде-
лу для корреляционной функции. Для этого в формулах (4.8.15),
(4.8.16) для 𝑈𝑘 вынесем множители 1± 𝑒−𝜀(𝜆𝑗)/𝑇 или 1± 𝑒−𝜀(𝜆′𝑗)/𝑇

за знак детерминанта. Тогда мы получим 𝑈𝑘 = 𝑍𝑘
̃︀𝑈𝑘, где

̃︀𝑈1,2 = det
𝐵+𝐴

[︂
𝛿𝑗𝑘 ±

𝜗𝐹,𝐵(𝜆𝑗)
𝐿

(𝑉 (𝑥,𝑡)
0 (𝜆𝑗 , 𝜆𝑘)− 𝛼𝑃

(𝑥,𝑡)
0 (𝜆𝑗 , 𝜆𝑘))

]︂
,

(4.8.21)

̃︀𝑈3,4 = det
𝐵+𝐴

[︂
𝛿𝑗𝑘 ±

𝜗𝐹,𝐵(𝜆′𝑗)
𝐿

(𝑉 (𝑥,𝑡)
0 (𝜆′𝑗 , 𝜆

′
𝑘)− 𝛼𝑃

(𝑥,𝑡)
0 (𝜆′𝑗 , 𝜆

′
𝑘))
]︂
.

(4.8.22)

Здесь
𝜗𝐹,𝐵(𝜆) = (1± 𝑒𝜀(𝜆)/𝑇 )−1. (4.8.23)

Очевидно, что детерминанты в формулах (4.8.21), (4.8.22) в тер-
модинамическом пределе переходят в фредгольмовы детерминан-
ты интегральных операторов, т.е. остаются конечными величина-
ми. В то же время множители 𝑍𝑘 ведут себя согласно утвержде-
нию (4.8.17). Следовательно,

lim
Λ1,Λ2,𝐿→∞

𝑈1 + 𝑈2 + 𝑈3 − 𝑈4

𝑍1 + 𝑍2 + 𝑍3 − 𝑍4
= lim

Λ1,Λ2,𝐿→∞
̃︀𝑈1. (4.8.24)

Последний предел как раз и дает нам детерминант Фредгольма
из формулы (4.8.1).

Опишем теперь кратко случай ℎ > 0. Как уже отмечалось,
в этом случае функция 1− 𝑒−𝜀(𝜆)/𝑇 имеет простые нули в точках
𝜆 = ±𝑞, где 𝑞 =

√
ℎ. Это приводит к тому, что log(1 − 𝑒−𝜀(𝜆)/𝑇 )

имеет логарифмические особенности при 𝜆 = ±𝑞. Тогда при вы-
числении поведения произведений 𝑍2 и 𝑍4 при большом 𝐿 мы
не можем пользоваться формулой (4.8.18), так как она справед-
лива лишь для функций, непрерывных на интервале [−Λ1,Λ2].
Поэтому необходимо обобщить эту формулу на случай функций,
имеющих логарифмические особенности. Делается это с помощью
метода, вполне аналогичного методу, описанному в разделе 4.6,
где мы вычисляли поведение при большом 𝐿 сумм, содержащих
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простой или двойной полюс. В результате формула (4.8.18) моди-
фицируется. А именно, если 𝑓(𝜆) – гладкая функция, такая, что
𝑓(±𝑞) = 0, 𝑓 ′(±𝑞) ̸= 0 и 𝑓(𝜆) > 0 при |𝜆| > 𝑞, то

𝐵−1∑︁
𝑗=−𝐴

log 𝑓
(︂

2𝜋𝑗
𝐿

)︂
=

𝐿

2𝜋

∫︁ Λ2

−Λ1

log |𝑓(𝑧)| 𝑑𝑧 − 1
2

log
⃒⃒⃒⃒
𝑓(Λ2)
𝑓(−Λ1)

⃒⃒⃒⃒

+ log
(︂
−1

4
sin2 𝐿𝑞

2

)︂
+𝑂(𝐿−1). (4.8.25)

При этом предполагается, что Λ1,2 ≫ 𝑞. Дополнительное слагае-
мое log(−(1/4) sin2(𝐿𝑞/2)) не имеет устойчивого поведения при
больших 𝐿. Тем не менее его вещественная часть не положи-
тельна, а следовательно, второе равенство в формуле (4.8.17) по-
прежнему остается в силе.

Вторая сложность в случае ℎ > 0 возникает при вычислении
термодинамического предела детерминантов ̃︀𝑈2 и ̃︀𝑈4 (см. (4.8.21),
(4.8.22)). Действительно, соответствующие матрицы пропорцио-
нальны функции 𝜗𝐵(𝜆), которая имеет простые полюсы в точках
𝜆 = ±𝑞. Поэтому переход к термодинамическому пределу тут сле-
дует совершать более аккуратно, с использованием формул для
сумм, содержащих простой полюс (см. раздел 4.6). Можно пока-
зать, что произведение sin2(𝐿𝑞/2) · ̃︀𝑈2,4 хоть и не имеет хорошо
определенного термодинамического предела, но остается ограни-
ченной величиной при 𝐿→∞. Этого, однако, уже вполне доста-
точно для перехода к пределу в формуле (4.8.24). В результате
при ℎ > 0 мы получаем тот же самый ответ (4.8.1), что и в случае
отрицательного химического потенциала.

В заключение отметим, что вопросы, затронутые в этой лек-
ции, рассматриваются также в работах [8], [15].



Лекция 5. Интегральные операторы
и матричная задача Римана

5.1. Обозначения

В предыдущей лекции мы получили представление для корре-
ляционной функции полей в виде детерминанта Фредгольма. Как
мы уже отмечали ранее, фредгольмовы детерминанты являются
крайне сложными объектами, которые удается вычислить явным
образом лишь в исключительных случаях. Возникает вопрос, ка-
ким образом можно если и не вычислить детерминант явно, то
по крайней мере извлечь полезную информацию из полученно-
го представления? В частности, можно ли, исходя из детерми-
нантного представления (4.8.1), вычислить такую важную фи-
зическую характеристику, как асимптотическое поведение корре-
ляционной функции полей при больших расстояниях и временах?
Эта и следующая лекция посвящены решению именно этого во-
проса.

В этой лекции мы свяжем фредгольмов детерминант (4.8.1)
с решением матричной задачи Римана и решениями классиче-
ского нелинейного уравнения Шрёдингера.

Разновременная корреляционная функция полей при конеч-
ной температуре равна детерминанту Фредгольма (4.8.1). Для
упрощения обозначений мы в дальнейшем будем опускать индек-
сы (𝑥, 𝑡) и 𝑇 у ядер интегральных операторов. Кроме того, с по-
мощью преобразования подобия мы можем симметризовать эти
ядра1

V → V

√︃
𝜗(𝜆)
𝜗(𝜇)

, P → P

√︃
𝜗(𝜆)
𝜗(𝜇)

. (5.1.1)

1Данная процедура вовсе не является обязательной и сделана исключи-
тельно для удобства дальнейшей работы. Но вообще говоря, все дальнейшее
изложение остается справедливым и для несимметричных интегральных опе-
раторов.
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Таким образом, представление для корреляционной функции по-
лей теперь имеет вид

⟨Ψ(𝑥1, 𝑡1)Ψ†(𝑥2, 𝑡2)⟩𝑇 = 𝑒𝑖ℎ𝑡

(︂
𝐺(𝑥, 𝑡) +

𝜕

𝜕𝛼

)︂
det(I + V − 𝛼P)

⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

.

(5.1.2)
Здесь ядро 𝑉 (𝜆, 𝜇) и одномерный проектор 𝑃 (𝜆, 𝜇) равны

𝑉 (𝜆, 𝜇) =
2
𝜋

𝐸(𝜆|𝑥, 𝑡)− 𝐸(𝜇|𝑥, 𝑡)
𝜆− 𝜇

×
√︀
𝜗(𝜆)𝜗(𝜇)𝑒(𝑖𝑥/2)(𝜆+𝜇)−(𝑖𝑡/2)(𝜆2+𝜇2), (5.1.3)

𝑃 (𝜆, 𝜇) =
2
𝜋
𝐸(𝜆|𝑥, 𝑡)𝐸(𝜇|𝑥, 𝑡)

×
√︀
𝜗(𝜆)𝜗(𝜇)𝑒(𝑖𝑥/2)(𝜆+𝜇)−(𝑖𝑡/2)(𝜆2+𝜇2), (5.1.4)

а функции 𝐺(𝑥, 𝑡), 𝐸(𝜆|𝑥, 𝑡) и 𝜗(𝜆) задаются соответственно фор-
мулами (4.7.4), (4.7.5) и (4.8.3). Интегральный оператор в фор-
муле (5.1.2) действует на всей вещественной оси. Лишь в случае
нулевой температуры функция 𝜗(𝜆) вырождается в характери-
стическую функцию интервала [−𝑞, 𝑞], где 𝑞 =

√
ℎ, и тогда опе-

ратор фактически действует на интервале [−𝑞, 𝑞].
Обратим внимание на то, что ядро 𝑉 (𝜆, 𝜇) может быть запи-

сано в виде

𝑉 (𝜆, 𝜇) =
𝑒+(𝜆)𝑒−(𝜇)− 𝑒−(𝜆)𝑒+(𝜇)

𝜆− 𝜇
. (5.1.5)

где

𝑒−(𝜆) =

√︂
2
𝜋
𝜗(𝜆)𝑒(𝑖𝑥/2)𝜆−(𝑖𝑡/2)𝜆2

, (5.1.6)

𝑒+(𝜆) = 𝑒−(𝜆)𝐸(𝜆|𝑥, 𝑡). (5.1.7)

В терминах функций 𝑒±(𝜆) проектор 𝑃 (𝜆, 𝜇) равен

𝑃 (𝜆, 𝜇) = 𝑒+(𝜆)𝑒+(𝜇). (5.1.8)

Рассмотрим свойства интегральных операторов с ядрами вида

𝑉 (𝜆, 𝜇) =
⟨𝐸𝐿(𝜆)|𝐸𝑅(𝜇)⟩

𝜆− 𝜇
, (5.1.9)



84 Лекция 5

где ⟨𝐸𝐿(𝜆)| и |𝐸𝑅(𝜇)⟩ – два вектора из некоторого конечномер-
ного пространства, компоненты которых являются функциями
переменных 𝜆 и 𝜇. В числителе формулы (5.1.9) стоит скалярное
произведение этих векторов. В частности, если мы положим

⟨𝐸𝐿(𝜆)| = (−𝑒−(𝜆), 𝑒+(𝜆)), |𝐸𝑅(𝜇)⟩ =
(︂
𝑒+(𝜇)
𝑒−(𝜇)

)︂
, (5.1.10)

то получим ядро (5.1.5). Однако пока мы не будем предпо-
лагать ни условия (5.1.10), ни того, что векторы ⟨𝐸𝐿(𝜆)| и
|𝐸𝑅(𝜇)⟩ двухкомпонентные, а рассмотрим более общий случай 𝑛-
компонентных векторов.

Будем также считать, что ядро 𝑉 (𝜆, 𝜇) несингулярно при
𝜆 = 𝜇, т.е.

⟨𝐸𝐿(𝜆)|𝐸𝑅(𝜆)⟩ = 0. (5.1.11)

Равенство (5.1.11) будем называть условием ортогональности.
Напомним, что в соответствии с принятыми выше обозначе-

ниями действие интегральных операторов на функции записыва-
ется следующим образом:

(I + V)(𝜆,𝜇) ∘ 𝑓(𝜇) = 𝑓(𝜆) +
∫︁ ∞

−∞
𝑉 (𝜆, 𝜇)𝑓(𝜇) 𝑑𝜇,

𝑓(𝜆) ∘ (I + V)(𝜆,𝜇) = 𝑓(𝜇) +
∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝜆)𝑉 (𝜆, 𝜇) 𝑑𝜆.

(5.1.12)

В частности, запись вида |𝐸𝑅(𝜆)⟩ ∘ (I + V)(𝜆,𝜇) означает, что опе-
ратор I+V действует на каждую компоненту вектора |𝐸𝑅(𝜆)⟩ по
отдельности:

|𝐸𝑅(𝜆)⟩ ∘ (I + V)(𝜆,𝜇)

⇐⇒ 𝐸𝑅
𝑗 (𝜇) +

∫︁ ∞

−∞
𝐸𝑅

𝑗 (𝜆)𝑉 (𝜆, 𝜇) 𝑑𝜆, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.
(5.1.13)

Определим два новых вектора |𝐹𝑅(𝜆)⟩ и ⟨𝐹𝐿(𝜆)|, как решения
интегральных уравнений

(I + V)(𝜆,𝜇) ∘ ⟨𝐹𝐿(𝜇)| = ⟨𝐸𝐿(𝜆)|,
|𝐹𝑅(𝜆)⟩ ∘ (I + V)(𝜆,𝜇) = |𝐸𝑅(𝜇)⟩.

(5.1.14)

Имеет место следующее утверждение.
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Предложение 5.1.1. Пусть

(I + V)(𝜆,𝜈) ∘ (I−R)(𝜈,𝜇) = I. (5.1.15)

Тогда ядро 𝑅 резольвенты равно:

𝑅(𝜆, 𝜇) =
⟨𝐹𝐿(𝜆)|𝐹𝑅(𝜇)⟩

𝜆− 𝜇
. (5.1.16)

Доказательство. Из условий (5.1.14) следует, что

(I−R)(𝜆,𝜇) ∘ ⟨𝐸𝐿(𝜇)| = ⟨𝐹𝐿(𝜆)|,
|𝐸𝑅(𝜆)⟩ ∘ (I−R)(𝜆,𝜇) = |𝐹𝑅(𝜇)⟩.

(5.1.17)

Умножая обе части равенства (5.1.15) на 𝜆− 𝜇, имеем

(𝜆− 𝜇)𝑉 (𝜆, 𝜇)−
∫︁ ∞

−∞
𝑉 (𝜆, 𝜈)(𝜆− 𝜈 + 𝜈 − 𝜇)𝑅(𝜈, 𝜇) 𝑑𝜈

= (𝜆− 𝜇)𝑅(𝜆, 𝜇), (5.1.18)

или в силу (5.1.14), (5.1.17)

⟨𝐸𝐿(𝜆)|𝐸𝑅(𝜇)⟩ −
∫︁ ∞

−∞
⟨𝐸𝐿(𝜆)|𝐸𝑅(𝜈)⟩𝑅(𝜈, 𝜇) 𝑑𝜈

= (I + V)(𝜆,𝜈) ∘ (𝜈 − 𝜇)𝑅(𝜈, 𝜇). (5.1.19)

Отсюда получаем

⟨𝐸𝐿(𝜆)|𝐹𝑅(𝜇)⟩ = (I + V)(𝜆,𝜈) ∘ (𝜈 − 𝜇)𝑅(𝜈, 𝜇). (5.1.20)

Остается подействовать на получившееся равенство слева опера-
тором I−R, и мы приходим к требуемому результату.

5.2. Задача Римана

В этом разделе мы покажем, что интегральные операторы
с ядрами вида (5.1.9) оказываются тесно связанными с матричной
задачей Римана специального вида.

Пусть требуется найти 𝑛×𝑛 матрицу 𝜒(𝜆), удовлетворяющую
трем условиям

1) 𝜒(𝜆) → 𝐼, 𝜆→∞ (условие нормировки),
2) 𝜒(𝜆) – аналитическая функция 𝜆 при 𝜆 ∈ C ∖ R,

3) 𝜒−(𝜆) = 𝜒+(𝜆) ̂︀𝐺(𝜆), 𝜆 ∈ R (условие скачка).

(5.2.1)
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В условии 3 символами 𝜒±(𝜆) обозначены предельные значения
матрицы 𝜒(𝜆) соответственно слева и справа от вещественной оси
(т.е. из верхней и из нижней полуплоскости), а ̂︀𝐺(𝜆) – некоторая
матрица, называемая матрицей скачка, заданная на R. Задача
(5.2.1) называется матричной задачей Римана.

Замечание. В условии нормировки подразумевается, что 𝜆
может стремиться к бесконечности по любому направлению,
в том числе и вдоль вещественной оси. Тогда очевидно, что для
разрешимости задачи Римана необходимо, чтобы условия норми-
ровки и скачка были бы согласованы, а именно, ̂︀𝐺(𝜆) → 𝐼 при
𝜆±∞.

Замечание. В задаче (5.2.1) матричнозначная функция 𝜒(𝜆)
имеет разрез на вещественной оси. Это связано с тем, что именно
на вещественной оси действует интегральный оператор (5.1.12).
Вообще говоря, задача Римана может ставиться на достаточно
произвольном ориентированном контуре Γ, не обязательно глад-
ком или связанном.

Предложение 5.2.1. Задача Римана (5.2.1) эквивалентна
сингулярному интегральному уравнению2

𝜒+(𝜆) = 𝐼 − 1
2𝜋𝑖

∫︁ ∞

−∞

𝜒+(𝜇)( ̂︀𝐺(𝜇)− 𝐼)
𝜇− 𝜆− 𝑖0

𝑑𝜇. (5.2.2)

Доказательство. Пусть выполнены условия задачи Рима-
на. Тогда

𝐼 − 1
2𝜋𝑖

∫︁ ∞

−∞

𝜒+(𝜇)( ̂︀𝐺(𝜇)− 𝐼)
𝜇− 𝜆− 𝑖0

𝑑𝜇

= 𝐼 − 1
2𝜋𝑖

∫︁ ∞

−∞

𝜒−(𝜇)− 𝐼 − (𝜒+(𝜇)− 𝐼)
𝜇− 𝜆− 𝑖0

𝑑𝜇

= 𝐼 +
1

2𝜋𝑖

∫︁ ∞

−∞

𝜒+(𝜇)− 𝐼

𝜇− 𝜆− 𝑖0
𝑑𝜇 = 𝜒+(𝜆). (5.2.3)

Здесь при выводе последнего равенства мы учли условие норми-
ровки, из которого следует, что 𝜒+(𝜇)− 𝐼 → 0 при 𝜇→∞. Тогда,

2Если решение задачи Римана имеет разрез не на вещественной оси, а на
некотором ориентированном контуре Γ, то и интеграл в (5.2.2) берется по Γ
со сдвигом 𝜆 влево от контура.
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замыкая контур интегрирования в верхней полуплоскости, мы ви-
дим, что интеграл равен вычету подынтегрального выражения
в точке 𝜇 = 𝜆+ 𝑖0.

Пусть теперь выполнено уравнение (5.2.2). Определим функ-
цию 𝜒(𝜆) следующим образом:

𝜒(𝜆) = 𝐼 − 1
2𝜋𝑖

∫︁ ∞

−∞

𝜒+(𝜇)( ̂︀𝐺(𝜇)− 𝐼)
𝜇− 𝜆

𝑑𝜇. (5.2.4)

Тогда предельное значение этой функции на вещественной оси из
верхней полуплоскости совпадает с 𝜒+(𝜆). Предельное значение
из нижней полуплоскости равно

𝜒−(𝜆) = 𝐼 − 1
2𝜋𝑖

∫︁ ∞

−∞

𝜒+(𝜇)( ̂︀𝐺(𝜇)− 𝐼)
𝜇− 𝜆+ 𝑖0

𝑑𝜇. (5.2.5)

Воспользовавшись тождеством

1
𝑧 + 𝑖0

=
1

𝑧 − 𝑖0
− 2𝜋𝑖𝛿(𝑧), (5.2.6)

получаем

𝜒−(𝜆) = 𝜒+(𝜆) + 𝜒+(𝜆)( ̂︀𝐺(𝜆)− 𝐼) = 𝜒+(𝜆) ̂︀𝐺(𝜆). (5.2.7)

Условие нормировки очевидно выполнено.

Интегральные операторы I+V, рассмотренные в предыдущем
разделе, оказываются тесно связанными с задачей Римана (5.2.1),
в которой матрица скачка имеет вид̂︀𝐺(𝜆) = 𝐼 + 2𝜋𝑖 ̂︀𝐻(𝜆), (5.2.8)

где ̂︀𝐻(𝜆) = |𝐸𝑅(𝜆)⟩⟨𝐸𝐿(𝜆)|. (5.2.9)

Следствием условия ортогональности (5.1.11) являются очевид-
ные свойства

tr ̂︀𝐻(𝜆) = 0, ̂︀𝐻2(𝜆) = 0 (5.2.10)

и, следовательно,
det ̂︀𝐺(𝜆) = 1. (5.2.11)

Отсюда мы немедленно получаем, что

det𝜒(𝜆) = 1. (5.2.12)
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Действительно, в силу (5.2.11) функция det𝜒(𝜆) непрерывна при
переходе через вещественную ось, следовательно, она является
аналитической функцией 𝜆 во всей комплексной плоскости. Тогда
по теореме Лиувилля она тождественно равна константе, а в силу
условия нормировки эта константа равна 1. Отсюда вытекает, что
𝜒−1(𝜆) существует и удовлетворяет следующей задаче Римана

1′) 𝜒−1(𝜆) → 𝐼, 𝜆→∞,

2′) 𝜒−1(𝜆) – аналитическая функция 𝜆 при 𝜆 ∈ C ∖ R,

3′) 𝜒−1
− (𝜆) = ̂︀𝐺−1(𝜆)𝜒−1

+ (𝜆), 𝜆 ∈ R.

(5.2.13)

В силу свойств (5.2.10) легко видеть, что ̂︀𝐺−1(𝜆) = 𝐼 − 2𝜋𝑖 ̂︀𝐻(𝜆).

Предложение 5.2.2. Задачи Римана (5.2.1), (5.2.13) с мат-
рицей скачка (5.2.8) эквивалентны интегральным уравнениям
(5.1.14).

Доказательство. Пусть выполнено (5.1.14). Докажем, что

𝜒(𝜆) = 𝐼 −
∫︁ ∞

−∞

|𝐹𝑅(𝜇)⟩⟨𝐸𝐿(𝜇)|
𝜇− 𝜆

𝑑𝜇. (5.2.14)

Условия нормировки и аналитичности функции, определенной
формулой (5.2.14) очевидны. Докажем условие скачка. Имеем

𝜒+(𝜆) ̂︀𝐺(𝜆) = 𝜒+(𝜆) + 2𝜋𝑖
[︂
|𝐸𝑅(𝜆)⟩⟨𝐸𝐿(𝜆)|

−
∫︁ ∞

−∞

|𝐹𝑅(𝜇)⟩⟨𝐸𝐿(𝜇)|𝐸𝑅(𝜆)⟩⟨𝐸𝐿(𝜆)|
𝜇− 𝜆− 𝑖0

𝑑𝜇

]︂
.

(5.2.15)

В подынтегральном выражении образовалось скалярное произ-
ведение ⟨𝐸𝐿(𝜇)|𝐸𝑅(𝜆)⟩, которое обращается в нуль при 𝜆 = 𝜇.
Поэтому можно заменить в знаменателе 𝜆+ 𝑖0 на 𝜆

𝜒+(𝜆) ̂︀𝐺(𝜆)

= 𝜒+(𝜆) + 2𝜋𝑖
[︂
|𝐸𝑅(𝜆)⟩ −

∫︁ ∞

−∞
|𝐹𝑅(𝜇)⟩𝑉 (𝜇, 𝜆) 𝑑𝜇

]︂
⟨𝐸𝐿(𝜆)|

= 𝐼 −
∫︁ ∞

−∞

|𝐹𝑅(𝜇)⟩⟨𝐸𝐿(𝜇)|
𝜇− 𝜆− 𝑖0

𝑑𝜇+ 2𝜋𝑖|𝐹𝑅(𝜆)⟩⟨𝐸𝐿(𝜆)|

= 𝐼 −
∫︁ ∞

−∞

|𝐹𝑅(𝜇)⟩⟨𝐸𝐿(𝜇)|
𝜇− 𝜆+ 𝑖0

𝑑𝜇 = 𝜒−(𝜆). (5.2.16)
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Аналогично доказывается, что

𝜒−1(𝜆) = 𝐼 −
∫︁ ∞

−∞

|𝐸𝑅(𝜇)⟩⟨𝐹𝐿(𝜇)|
𝜇− 𝜆

𝑑𝜇. (5.2.17)

Пусть теперь известны решения задач (5.2.1), (5.2.13). Дока-
жем, что

|𝐹𝑅(𝜆)⟩ = 𝜒(𝜆)|𝐸𝑅(𝜆)⟩. (5.2.18)

Воспользуемся эквивалентностью задачи Римана и интегрально-
го уравнения (5.2.2), которое принимает вид

𝜒+(𝜆) = 𝐼 −
∫︁ ∞

−∞

𝜒+(𝜇) ̂︀𝐻(𝜇)
𝜇− 𝜆− 𝑖0

𝑑𝜇. (5.2.19)

Подействуем этим уравнением на вектор |𝐸𝑅(𝜆)⟩

𝜒+(𝜆)|𝐸𝑅(𝜆)⟩ = |𝐸𝑅(𝜆)⟩ −
∫︁ ∞

−∞

𝜒+(𝜇)|𝐸𝑅(𝜇)⟩⟨𝐸𝐿(𝜇)|𝐸𝑅(𝜆)⟩
𝜇− 𝜆− 𝑖0

𝑑𝜇.

(5.2.20)
В подынтегральном выражении вновь получилось скалярное про-
изведение ⟨𝐸𝐿(𝜇)|𝐸𝑅(𝜆)⟩, а значит, в знаменателе можно сделать
замену 𝜆+ 𝑖0 → 𝜆. Тогда получим

(𝜒+(𝜇)|𝐸𝑅(𝜇)⟩) ∘ (I + V)(𝜇,𝜆) = |𝐸𝑅(𝜆)⟩, (5.2.21)

т.е. (𝜒+(𝜇)|𝐸𝑅(𝜇)⟩) удовлетворяет уравнению (5.1.14) слева от R,
а значит

|𝐹𝑅(𝜆)⟩ = 𝜒+(𝜆)|𝐸𝑅(𝜆)⟩. (5.2.22)

Непосредственно на вещественной оси в силу условия ортогональ-
ности имеем

𝜒−(𝜆)|𝐸𝑅(𝜆)⟩ = 𝜒+(𝜆)
(︀
𝐼 + 2𝜋𝑖|𝐸𝑅(𝜆)⟩⟨𝐸𝐿(𝜆)|

)︀
|𝐸𝑅(𝜆)⟩

= 𝜒+(𝜆)|𝐸𝑅(𝜆)⟩. (5.2.23)

Таким образом равенство (5.2.22) может быть продолжено в ниж-
нюю полуплоскость, и мы приходим к (5.2.18). Аналогично дока-
зывается, что

⟨𝐹𝐿(𝜆)| = ⟨𝐸𝐿(𝜆)|𝜒−1(𝜆). (5.2.24)

Предложение доказано.
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5.3. Асимптотические разложения

В силу условий нормировки матрицы 𝜒(𝜆) и 𝜒−1(𝜆) стремятся
к единичной матрице при 𝜆 → ∞. Опишем это поведение более
подробно. Воспользуемся формулой (5.2.14).

𝜒(𝜆) = 𝐼 −
∫︁ ∞

−∞

|𝐹𝑅(𝜇)⟩⟨𝐸𝐿(𝜇)|
𝜇− 𝜆

𝑑𝜇

= 𝐼 +
1
𝜆

∫︁ ∞

−∞

|𝐹𝑅(𝜇)⟩⟨𝐸𝐿(𝜇)|
(︂

1− 𝜇𝑚/𝜆𝑚 + 𝜇𝑚/𝜆𝑚

)︂
1− 𝜇/𝜆

𝑑𝜇,

(5.3.1)

где 𝑚 – любое целое положительное число. Отсюда находим

𝜒(𝜆) = 𝐼 +
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝐵𝑘

𝜆𝑘+1
+ℛ, (5.3.2)

где

𝐵𝑘 =
∫︁ ∞

−∞
𝜇𝑘|𝐹𝑅(𝜇)⟩⟨𝐸𝐿(𝜇)| 𝑑𝜇,

ℛ = − 1
𝜆𝑚

∫︁ ∞

−∞

𝜇𝑚|𝐹𝑅(𝜇)⟩⟨𝐸𝐿(𝜇)|
𝜇− 𝜆

𝑑𝜇.

(5.3.3)

Заметим, что векторы ⟨𝐸𝐿(𝜆)| и |𝐸𝑅(𝜆)⟩ пропорциональны корню
из фермиевского веса 𝜗(𝜆), который Гауссовым образом убывает
на бесконечности: 𝜗(𝜆) ∼ 𝑒−𝜆2/𝑇 при 𝜆 → ±∞. Из соотношений
(5.2.18), (5.2.24) следует, что точно так же ведут себя на бесконеч-
ности векторы ⟨𝐹𝐿(𝜆)| и |𝐹𝑅(𝜆)⟩. Отсюда следует, что интегралы,
определяющие коэффициенты 𝐵𝑘 сходятся при любом 𝑘, а оста-
точный член ℛ пропорционален 𝜆−𝑚−1:

𝜒(𝜆) = 𝐼 +
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝐵𝑘

𝜆𝑘+1
+𝑂(𝜆−𝑚−1). (5.3.4)

Обратим внимание на то, что коэффициенты 𝐵𝑘 не имеют раз-
реза на вещественной оси, т.е. они не зависят от того, по какому
направлению 𝜆 стремится к бесконечности. Разрез же в правой
части формулы (5.3.4) сохраняется в остаточном члене.

В случае нулевой температуры, когда фермиевский вес вы-
рождается в характеристическую функцию интервала [−𝑞, 𝑞],
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суммирование по 𝑚 в формуле (5.3.4) может быть продолжено
до бесконечности, причем полученный ряд оказывается абсолют-
но сходящимся при |𝜆| > 𝑞. Действительно, в этом случае мы
можем написать

𝜒(𝜆) = 𝐼 +
1
𝜆

∫︁ 𝑞

−𝑞

|𝐹𝑅(𝜇)⟩⟨𝐸𝐿(𝜇)|
1− 𝜇/𝜆

𝑑𝜇 = 𝐼 +
∞∑︁

𝑘=0

𝐵𝑘

𝜆𝑘+1
, |𝜆| > 𝑞.

(5.3.5)
Мы видим, что функция 𝜒(𝜆) не имеет разреза при |𝜆| > 𝑞, как и
должно быть. В случае же конечной температуры ряд (5.3.5) рас-
ходится всюду, кроме точки 𝜆−1 = 0. Это не удивительно, так как
раскладывать знаменатель 1−𝜇/𝜆 в бесконечную геометрическую
прогрессию мы можем только при условии |𝜇/𝜆| < 1, чего невоз-
можно добиться при интегрировании по 𝜇 по всей вещественной
оси.

Аналогично получаем

𝜒−1(𝜆) = 𝐼 −
𝑚−1∑︁
𝑘=0

̃︀𝐵𝑘

𝜆𝑘+1
+𝑂(𝜆−𝑚−1), (5.3.6)

где ̃︀𝐵𝑘 =
∫︁ ∞

−∞
𝜇𝑘|𝐸𝑅(𝜇)⟩⟨𝐹𝐿(𝜇)| 𝑑𝜇. (5.3.7)

Очевидно, что коэффициенты ̃︀𝐵𝑘 и 𝐵𝑘 не являются независи-
мыми, а выражаются друг через друга, например ̃︀𝐵0 = 𝐵0,̃︀𝐵1 = 𝐵1 −𝐵2

0 и т.д. В этих соотношениях можно убедиться непо-
средственно, например

̃︀𝐵0 =
∫︁ ∞

−∞
|𝐸𝑅(𝜇)⟩⟨𝐹𝐿(𝜇)| 𝑑𝜇 = |𝐹𝑅(𝜆)⟩ ∘ (I + V)(𝜆,𝜇) ∘ ⟨𝐹𝐿(𝜇)|

=
∫︁ ∞

−∞
|𝐹𝑅(𝜆)⟩⟨𝐸𝐿(𝜆)| 𝑑𝜆 = 𝐵0. (5.3.8)

Кроме того из условия det𝜒(𝜆) = 1 следует еще ряд тождеств на
эти коэффициенты, например, tr𝐵0 = 0.

5.4. Дифференциальные уравнения

В нашем случае векторы ⟨𝐸𝐿(𝜆)| и |𝐸𝑅(𝜆)⟩ являются двух-
компонентными и зависят от дополнительных параметров: рас-
стояния 𝑥 и времени 𝑡. При этом легко видеть, что производные
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по 𝑥 и 𝑡 от этих векторов могут быть представлены в виде

𝜕

𝜕𝑥
|𝐸𝑅(𝜆)⟩ = 𝐿(𝜆)|𝐸𝑅(𝜆)⟩, 𝜕

𝜕𝑧
⟨𝐸𝐿(𝜆)| = −⟨𝐸𝐿(𝜆)|𝐿(𝜆),

(5.4.1)
𝜕

𝜕𝑡
|𝐸𝑅(𝜆)⟩ = 𝑀(𝜆)|𝐸𝑅(𝜆)⟩, 𝜕

𝜕𝑡
⟨𝐸𝐿(𝜆)| = −⟨𝐸𝐿(𝜆)|𝑀(𝜆),

(5.4.2)

где3

𝐿(𝜆) =
1
2𝑖
𝜆𝜎3 +

1
2𝑖

[𝑔, 𝜎3], 𝑀(𝜆) = −𝜆𝐿(𝜆) + 𝜕𝑥𝑔,

𝑔 = −𝐺𝜎+.
(5.4.3)

Приведем подробные вычисления. Наиболее просто вычисля-
ются производные от функции 𝑒−(𝜆)

𝜕𝑥𝑒−(𝜆) = − 𝜆

2𝑖
𝑒−(𝜆), 𝜕𝑡𝑒−(𝜆) =

𝜆2

2𝑖
𝑒−(𝜆). (5.4.4)

Вычислим производные функции 𝐸.

𝜕𝑥𝐸(𝜆) = − 𝑖

2𝜋
V.P.

∫︁ ∞

−∞

𝑒𝑖𝑡𝜇2−𝑖𝑥𝜇(𝜇− 𝜆+ 𝜆)
𝜇− 𝜆

𝑑𝜇 = −𝑖𝜆𝐸(𝜆)− 𝑖𝐺.

(5.4.5)
Аналогично вычисляется производная по времени

𝜕𝑡𝐸(𝜆) = 𝑖𝜆2𝐸(𝜆) + 𝑖𝜆𝐺− 𝜕𝑥𝐺. (5.4.6)

Отсюда находим

𝜕𝑥𝑒+(𝜆) =
𝜆

2𝑖
𝑒+(𝜆)− 𝑖𝐺𝑒−(𝜆),

𝜕𝑡𝑒+(𝜆) = −𝜆
2

2𝑖
𝑒+(𝜆) + (𝑖𝜆𝐺− 𝜕𝑥𝐺)𝑒−(𝜆).

(5.4.7)

Введем матрицу 𝑔 = −𝐺𝜎+. Легко видеть, что

− 𝑖𝐺𝜎+ =
1
2𝑖

[𝑔, 𝜎3], (5.4.8)

и мы получаем формулы (5.4.1)–(5.4.3).
3Напомним явные выражения для матриц Паули:

𝜎3 =

(︂
1 0
0 −1

)︂
, 𝜎+ =

(︂
0 1
0 0

)︂
, 𝜎− =

(︂
0 0
1 0

)︂
.
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Очевидно, что вторая смешанная производная вектора |𝐸𝑅(𝜆)⟩
не должна зависеть от порядка дифференцирования:

𝜕𝑥𝜕𝑡|𝐸𝑅(𝜆)⟩ = 𝜕𝑡𝜕𝑥|𝐸𝑅(𝜆)⟩.

Отсюда вытекает условие совместности формул (5.4.1)–(5.4.3)

𝜕𝑡𝐿− 𝜕𝑥𝑀 + [𝐿,𝑀 ] = 0. (5.4.9)

Строго говоря, условие совместности формул (5.4.1)–(5.4.3) долж-
но выполняться лишь в слабом смысле

(𝜕𝑡𝐿− 𝜕𝑥𝑀 + [𝐿,𝑀 ])|𝐸𝑅(𝜆)⟩ = 0.

Однако, если существуют хотя бы два значения 𝜆1 и 𝜆2, при кото-
рых векторы |𝐸𝑅(𝜆1)⟩ и |𝐸𝑅(𝜆2)⟩ являются линейно независимы-
ми, то слабое условие переходит в сильное (5.4.9). В нашем случае
существование таких двух значений очевидно. Легко также про-
верить, что равенство вторых смешанных производных вектора
⟨𝐸𝐿(𝜆)| приводит к тому же условию совместности (5.4.9).

Подставляя в (5.4.9) явные выражения для 𝐿 и 𝑀 , получаем

𝜕𝑡

(︂
𝜆

2𝑖
𝜎3 +

1
2𝑖

[𝑔, 𝜎3]
)︂
− 𝜕𝑥

(︂
𝜆2

2𝑖
𝜎3 +

𝜆

2𝑖
[𝑔, 𝜎3] + 𝜕𝑥𝑔

)︂
+
[︂
𝜆

2𝑖
𝜎3 +

1
2𝑖

[𝑔, 𝜎3], 𝜕𝑥𝑔

]︂
= 0, (5.4.10)

или

1
2𝑖

[𝜕𝑡𝑔, 𝜎3] +
𝜆

2𝑖
[𝜕𝑥𝑔, 𝜎3]− 𝜕2

𝑥𝑔 +
𝜆

2𝑖
[𝜎3, 𝜕𝑥𝑔] +

1
2𝑖

[[𝑔, 𝜎3], 𝜕𝑥𝑔] = 0.

(5.4.11)
Члены, пропорциональные 𝜆, сокращаются автоматически. По-
следний коммутатор обращается в нуль, так как [𝑔, 𝜎3] ∼ 𝜎+ и
𝑔 ∼ 𝜎+. В итоге у нас остается

1
2𝑖

[𝜕𝑡𝑔, 𝜎3]− 𝜕2
𝑥𝑔 = 0, (5.4.12)

или
𝑖𝜕𝑡𝐺− 𝜕2

𝑥𝐺 = 0, (5.4.13)

что, разумеется, верно.
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Из условий (5.2.18), (5.2.24) следует, что представления, ана-
логичные (5.4.1), (5.4.2) существуют и для производных векторов
|𝐹𝑅(𝜆)⟩ и ⟨𝐹𝐿(𝜆)|

𝜕

𝜕𝑥
|𝐹𝑅(𝜆)⟩ = ℒ(𝜆)|𝐹𝑅(𝜆)⟩, 𝜕

𝜕𝑧
⟨𝐹𝐿(𝜆)| = −⟨𝐹𝐿(𝜆)|ℒ(𝜆),

(5.4.14)
𝜕

𝜕𝑡
|𝐹𝑅(𝜆)⟩ = ℳ(𝜆)|𝐹𝑅(𝜆)⟩, 𝜕

𝜕𝑡
⟨𝐹𝐿(𝜆)| = −⟨𝐹𝐿(𝜆)|ℳ(𝜆),

(5.4.15)

причем

ℒ(𝜆) = 𝜕𝑥𝜒(𝜆) · 𝜒−1(𝜆) + 𝜒(𝜆)𝐿(𝜆)𝜒−1(𝜆),

ℳ(𝜆) = 𝜕𝑡𝜒(𝜆) · 𝜒−1(𝜆) + 𝜒(𝜆)𝑀(𝜆)𝜒−1(𝜆).
(5.4.16)

Поскольку преобразование от |𝐸𝑅(𝜆)⟩ к |𝐹𝑅(𝜆)⟩ непрерывно
на вещественной оси, матрицы ℒ(𝜆) и ℳ(𝜆) также непрерывны
на вещественной оси. В этом можно убедиться и непосредствен-
но, подставив в формулы (5.4.16) предельные значения 𝜒±(𝜆) и
воспользовавшись соотношениями

𝜕𝑥
̂︀𝐺 = [𝐿, ̂︀𝐺], 𝜕𝑡

̂︀𝐺 = [𝑀, ̂︀𝐺]. (5.4.17)

С другой стороны, вне вещественной оси матрицы 𝜒(𝜆) и 𝜒−1(𝜆)
не имеют особенностей. Отсюда следует, что матрицы ℒ(𝜆) и
ℳ(𝜆) имеют особенности там же, где и исходные матрицы 𝐿(𝜆)
и 𝑀(𝜆), т.е. ℒ(𝜆) является линейной функцией 𝜆, а ℳ(𝜆) квад-
ратичной функцией 𝜆. Перепишем первое из уравнений (5.4.16)
в виде

𝜕𝑥𝜒(𝜆) = ℒ(𝜆)𝜒(𝜆)− 𝜒(𝜆)𝐿(𝜆). (5.4.18)

Пусть ℒ(𝜆) = 𝜆𝛼 + 𝛽. Подставим это представление в форму-
лу (5.4.18), а для матрицы 𝜒(𝜆) воспользуемся асимптотическим
разложением (5.3.4)

1
𝜆
𝜕𝑥𝐵0(𝜆) + · · · = (𝜆𝛼+ 𝛽)

(︂
𝐼 +

1
𝜆
𝐵0 +

1
𝜆2
𝐵1 + . . .

)︂
−
(︂
𝐼 +

1
𝜆
𝐵0 +

1
𝜆2
𝐵1 + · · ·

)︂(︂
1
2𝑖
𝜆𝜎3 +

1
2𝑖

[𝑔, 𝜎3]
)︂
.

(5.4.19)
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Приравнивая коэффициенты при 𝜆1 и 𝜆0, находим

𝛼 =
1
2𝑖
𝜎3, 𝛽 =

1
2𝑖

[𝐵0 + 𝑔, 𝜎3] (5.4.20)

и, значит,

ℒ(𝜆) =
1
2𝑖
𝜆𝜎3 +

1
2𝑖

[𝐵0 + 𝑔, 𝜎3]. (5.4.21)

Помимо явного выражения для матрицы ℒ(𝜆) мы также получа-
ем бесконечный набор тождеств, вытекающих из равенства нулю
коэффициентов при отрицательных степенях 𝜆, например,

2𝑖𝜕𝑥𝐵0 = [𝜎3, 𝐵1] + [𝐵0 + 𝑔, 𝜎3]𝐵0 −𝐵0[𝑔, 𝜎3]. (5.4.22)

Соотношение (5.4.22) легко проверить непосредственным вы-
числением. Имеем

2𝑖𝜕𝑥𝐵0 = 2𝑖𝜕𝑥

∫︁ ∞

−∞
|𝐹𝑅(𝜆)⟩⟨𝐸𝐿(𝜆)| 𝑑𝜆

= 2𝑖
∫︁ ∞

−∞
ℒ(𝜆)|𝐹𝑅(𝜆)⟩⟨𝐸𝐿(𝜆)| 𝑑𝜆

− 2𝑖
∫︁ ∞

−∞
|𝐹𝑅(𝜆)⟩⟨𝐸𝐿(𝜆)|𝐿(𝜆) 𝑑𝜆

=
∫︁ ∞

−∞
(𝜆𝜎3 + [𝐵0 + 𝑔, 𝜎3])|𝐹𝑅(𝜆)⟩⟨𝐸𝐿(𝜆)| 𝑑𝜆

−
∫︁ ∞

−∞
|𝐹𝑅(𝜆)⟩⟨𝐸𝐿(𝜆)|

(︂
𝜆𝜎3 +

1
2𝑖

[𝑔, 𝜎3]
)︂
𝑑𝜆

= [𝜎3, 𝐵1] + [𝐵0 + 𝑔, 𝜎3]𝐵0 −𝐵0[𝑔, 𝜎3]. (5.4.23)

Совершенно аналогично из соотношения

𝜕𝑡𝜒(𝜆) = ℳ(𝜆)𝜒(𝜆)− 𝜒(𝜆)𝑀(𝜆). (5.4.24)

находится матрица ℳ(𝜆)

ℳ(𝜆) = −𝜆ℒ(𝜆) + 𝜕𝑥(𝑔 +𝐵0). (5.4.25)

При выводе этого соотношения мы воспользовались тождеством
(5.4.22).

Введем обозначение 𝑏 = 𝐵0 + 𝑔. Тогда матрицы ℒ(𝜆) и ℳ(𝜆)
имеют точно такой же вид, как и исходные 𝐿(𝜆) и 𝑀(𝜆), если
в последних заменить 𝑔 на 𝑏. Поэтому условие совместности

𝜕𝑡ℒ − 𝜕𝑥ℳ+ [ℒ,ℳ] = 0 (5.4.26)
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аналогично формуле (5.4.11)

1
2𝑖

[𝜕𝑡𝑏, 𝜎3]− 𝜕2
𝑥𝑏+

1
2𝑖

[[𝑏, 𝜎3], 𝜕𝑥𝑏] = 0. (5.4.27)

Однако на этот раз последний коммутатор не обращается в нуль,
а дает нелинейный вклад в получающееся уравнение. Равенство
нулю диагональных членов уравнения (5.4.27) эквивалентно усло-
вию

𝜕𝑥𝑏11 = −𝜕𝑥𝑏22 = 𝑖𝑏12𝑏21. (5.4.28)

Легко видеть, что это условие автоматически удовлетворяется
в силу (5.4.22). Внедиагональные члены дают нам систему урав-
нений на коэффициенты 𝑏12 и 𝑏21

𝑖𝜕𝑡𝑏21 = −𝜕2
𝑥𝑏21 + 2𝑏221𝑏12,

−𝑖𝜕𝑡𝑏12 = −𝜕2
𝑥𝑏12 + 2𝑏212𝑏21.

(5.4.29)

Мы видим, что полученная система совпадает с классическим
нелинейным уравнением Шредингера с константой связи 𝑐 = 1.
Более точно, поскольку 𝑏12 ̸= 𝑏21, мы имеем дело с уравнением из
иерархии AKNS (1.1.11).

Замечание. Мы получили систему (5.4.29), как условие сов-
местности уравнений (5.4.14) и (5.4.15). Как уже отмечалось усло-
вие совместности должно выполняться лишь в слабом смысле.
Можно однако убедиться в справедливости уравнений (5.4.29)
иным способом. Мы уже видели, что производная 𝜕𝑥𝐵0 выража-
ется через 𝐵0 и 𝐵1 (см. (5.4.22)). Действуя аналогичным образом,
мы можем выразить 𝜕2

𝑥𝐵0 и 𝜕𝑡𝐵0 через 𝐵0, 𝐵1 и 𝐵2, подставить
полученные выражения в левую часть (5.4.27) и убедиться в том,
что она действительно равна нулю.

5.5. Производные детерминанта

Выразим теперь производные фредгольмова детерминанта че-
рез коэффициенты асимптотического разложения задачи Рима-
на. Если ядро интегрального оператора зависит от некоторого па-
раметра 𝑧, то из представления (2.4.4) следует, что производная
от детерминанта по 𝑧 равна

𝜕𝑧 log det(I + V) = Tr 𝜕𝑧V(I + V)−1. (5.5.1)
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Напомним, что здесь и далее символом Tr обозначен след инте-
грального оператора, в то время как символ tr означает след мат-
рицы. Воспользуемся этой формулой и вычислим производную по
параметру 𝛼(︂

𝐺+
𝜕

𝜕𝛼

)︂
det(I + V(𝜆, 𝜇)− 𝛼P(𝜆, 𝜇))

⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

=
(︀
𝐺+ Tr(𝑃 (𝜆, 𝜇) ∘ (I−R)(𝜇,𝜆))

)︀
det(I + V) = 𝑏12 det(I + V).

(5.5.2)

Здесь мы воспользовались формулами (5.1.8), (5.1.10). Таким об-
разом, ответ для корреляционной функции полей имеет вид

⟨Ψ(𝑥1, 𝑡1)Ψ†(𝑥2, 𝑡2)⟩ = 𝑒𝑖ℎ𝑡𝑏12 det(I + V). (5.5.3)

Теперь вычислим производные детерминанта по 𝑥 и 𝑡. Для
этого сначала продифференцируем ядро 𝑉 . Имеем

𝜕𝑥𝑉 (𝜆, 𝜇) = −⟨𝐸
𝐿(𝜆)|(𝐿(𝜆)− 𝐿(𝜇))|𝐸𝑅(𝜇)⟩

𝜆− 𝜇
=
𝑖

2
⟨𝐸𝐿(𝜆)|𝜎3|𝐸𝑅(𝜇)⟩.

(5.5.4)
Аналогично

𝜕𝑡𝑉 (𝜆, 𝜇) =
𝜆+ 𝜇

2𝑖
⟨𝐸𝐿(𝜆)|𝜎3|𝐸𝑅(𝜇)⟩ − 𝑖

2
⟨𝐸𝐿(𝜆)|[𝑔, 𝜎3]|𝐸𝑅(𝜇)⟩.

(5.5.5)
Отсюда получаем

𝜕𝑥 log det(I + V) =
𝑖

2
Tr
(︀
⟨𝐸𝐿(𝜆)|𝜎3|𝐸𝑅(𝜇)⟩ ∘ (I−R)(𝜇,𝜆)

)︀
=
𝑖

2

∫︁ ∞

−∞
⟨𝐸𝐿(𝜆)|𝜎3|𝐹𝑅(𝜆)⟩ 𝑑𝜆

=
𝑖

2
tr
∫︁ ∞

−∞
|𝐹𝑅(𝜆)⟩⟨𝐸𝐿(𝜆)|𝜎3 𝑑𝜆 = tr(𝑏𝜎3) = 𝑖𝑏11.

(5.5.6)

Производная по времени дается более сложным выражением

𝜕𝑡 log det(I + V)

=
1
2𝑖

Tr
(︀
⟨𝐸𝐿(𝜆)|(𝜆+ 𝜇)𝜎3 + [𝑔, 𝜎3])|𝐸𝑅(𝜇)⟩ ∘ (I−R)(𝜇,𝜆)

)︀
=

1
2𝑖

∫︁ ∞

−∞
⟨𝐸𝐿(𝜆)|(𝜆𝜎3 + [𝑔, 𝜎3])|𝐹𝑅(𝜆)⟩ 𝑑𝜆
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+
1
2𝑖

∫︁ ∞

−∞
⟨𝐹𝐿(𝜇)|𝜇𝜎3|𝐸𝑅(𝜇)⟩ 𝑑𝜇

=
1
2𝑖

tr((𝐵1 + ̃︀𝐵1)𝜎3) +
1
2𝑖

tr(𝐵0[𝑔, 𝜎3])

= 𝑖(𝐵1)22 − 𝑖(𝐵1)11 − 𝑖𝑏12𝐺. (5.5.7)

Здесь мы воспользовались соотношением ̃︀𝐵1 = 𝐵1 − 𝐵2
0 , а также

равенством tr(𝐵2
0𝜎3) = 0, которое следует из условия tr𝐵0 = 0.

Вторые логарифмические производные детерминанта выра-
жаются только через коэффициенты 𝑏12 и 𝑏21:

𝜕2
𝑥 log det(I + V) = −𝑏12𝑏21,

𝜕𝑥𝜕𝑡 log det(I + V) = 𝑖𝜕𝑥𝑏12 · 𝑏21 − 𝑖𝜕𝑥𝑏21 · 𝑏12.
(5.5.8)

Отметим, что полученные выражения в точности совпадают
с плотностями первого и второго интегралов движения для урав-
нений (5.4.29) (ср. также с формулами (1.1.9), (1.1.10)). Таким об-
разом, фредгольмов детерминант играет роль 𝜏 -функции иерар-
хии AKNS (1.1.13), которая в нашем случая, правда, зависит
только от двух времен 𝑡1 = 𝑥 и 𝑡2 = 𝑡.

Мы видим, что корреляционные функции квантового нели-
нейного уравнения Шредингера в пределе свободных фермио-
нов оказываются теснейшим образом связанными с классическим
нелинейным уравнением Шредингера (более точно – с иерархией
AKNS). Этот удивительный факт до сих пор не имеет исчерпы-
вающего объяснения.

Таким образом мы свели задачу о вычислении детерминанта
Фредгольма к решению хорошо изученных дифференциальных
уравнений. К сожалению, это пока мало, что дает, поскольку сами
по себе уравнения (5.4.29) имеют бесконечно много решений. Вы-
брать из них нужное можно, например, зная начальные данные,
однако при 𝑡 = 0 интегральный оператор хоть и упрощается, но
явно вычислить его детерминант по-прежнему не представляется
возможным. О наличии функционального произвола в решениях
системы (5.4.29) свидетельствует и тот факт, что мы при выводе
этих уравнений совершенно не использовали явный вид фермиев-
ского веса 𝜗(𝜆). Легко видеть, что если заменить 𝜗(𝜆) на любую
другую функцию (даже не обязательно непрерывную), достаточ-
но быстро убывающую на бесконечности, то все приведенные рас-
суждения остаются в силе. В то же время детерминант Фредголь-
ма безусловно зависит от конкретного вида весовой функции.
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Приведенные выше рассуждения, казалось бы, обесценивают
тот факт, что фредгольмов детерминант оказывается 𝜏 -функцией
иерархии AKNS, однако это не так. Дело в том, что тот же детер-
минант Фредгольма связан и с решением матричной задачи Ри-
мана, которая уже имеет единственное решение. Если нам удастся
найти асимптотику этого решения при больших 𝑥 и 𝑡, то подста-
вив ее в уравнения (5.4.29), можно получить поправочные чле-
ны, вплоть до полного асимптотического разложения. Следую-
щая лекция как раз и посвящена методу, позволяющему получить
асимптотическое решение задачи Римана.

В заключение отметим, что вопросы, затронутые в этой лек-
ции, рассматриваются также в работах [8], [16], [17].



Лекция 6. Нелинейный метод наискорейшего
спуска

6.1. Введение

В этой лекции мы переходим к вычислению асимптотического
поведения корреляционных функций при больших расстояниях.
Для этого мы построим асимптотическое решение задачи Рима-
на (5.2.1). Существуют различные подходы для нахождения та-
ких асимптотических решений. Мы опишем один из них, полу-
чивший название нелинейного метода наискорейшего спуска [18].
Этот метод возник сравнительно недавно, в 1993 г., и на сегодняш-
ний день является, пожалуй, наиболее мощным. Опишем вкратце
основные шаги этого метода.

На первом шаге в задаче Римана делается специальная под-
становка, позволяющая факторизовать матрицу скачка на про-
изведение верхне- и нижне-треугольных матриц. На втором шаге
исходный контур, соответствующий разрезу решения задачи Ри-
мана, расщепляется на два или более контуров, на каждом из ко-
торых определена новая матрица скачка. При этом расщепление
совершается таким образом, чтобы новые матрицы скачка оказа-
лись бы асимптотически близки к единичной матрице. Это позво-
ляет найти лидирующую асимптотику решения исходной задачи
Римана.

Описанные первые два шага являются достаточно общими и
допускают лишь незначительные модификации в зависимости от
конкретной задачи. Последующие шаги, напротив, сильно зави-
сят от конкретной задачи. Если после расщепления исходного
контура новые матрицы скачка оказываются равномерно близки
к единичной, то тогда для нахождения поправок к лидирующе-
му члену асимптотики достаточно воспользоваться сингулярным
интегральным уравнением (5.2.2). В противном случае сначала
приходится более детально исследовать задачу Римана в окрест-
ностях точек, где равномерность асимптотических оценок нару-
шается.

100
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Ниже мы рассмотрим простейший случай, соответствующий
не зависящей от времени корреляционной функции полей при
конечной температуре и отрицательном химическом потенциа-
ле. Мы также кратко поясним, с чем связаны дополнительные
трудности вычисления асимптотики в других случаях и кратко
охарактеризуем пути их преодоления.

Сначала напомним полученные ранее результаты. Корреляци-
онная функция полей пропорциональна детерминанту Фредголь-
ма

⟨Ψ†(𝑥2)Ψ(𝑥1)⟩ = −(𝐵0)12 det(I + V). (6.1.1)
Для простоты мы изменили порядок операторов Ψ и Ψ†. Действи-
тельно, в случае, когда поля не зависят от времени, изменение
порядка приводит к добавлению 𝛿-функции. С другой стороны
функция 𝐺(𝑥, 𝑡) (см. предыдущий раздел) при 𝑡 = 0 как раз и
становится той самой 𝛿-функцией. Поэтому, изменив порядок по-
лей, мы можем написать (𝐵0)12 вместо коэффициента 𝑏12.

Ядро 𝑉 (𝜆, 𝜇) в формуле (6.1.1) равно

𝑉 (𝜆, 𝜇) = −2 sin(𝑥(𝜆− 𝜇)/2)
𝜆− 𝜇

√︀
𝜗(𝜆)𝜗(𝜇), (6.1.2)

где 𝜗(𝜆) – это фермиевский вес (4.8.3). Ядро (6.1.2) может быть
записано в канонической форме (5.1.9)

𝑉 (𝜆, 𝜇) =
⟨𝐸𝐿(𝜆)|𝐸𝑅(𝜇)⟩

𝜆− 𝜇
, (6.1.3)

где

⟨𝐸𝐿(𝜆)| = (−𝑒(𝑖𝑥/2)𝜆, 𝑒−(𝑖𝑥/2)𝜆)

√︂
2
𝜋
𝜗(𝜆),

|𝐸𝑅(𝜇)⟩ =
1
2𝑖

(︂
𝑒−(𝑖𝑥/2)𝜇

𝑒(𝑖𝑥/2)𝜇

)︂√︂
2
𝜋
𝜗(𝜇),

(6.1.4)

Множитель (𝐵0)12 в формуле (6.1.1) выражается через реше-
ние задачи Римана (5.2.1) с матрицей скачка ̂︀𝐺(𝜆) (5.2.8). В на-
шем конкретном случае

̂︀𝐺(𝜆) =
(︂

1− 2𝜗(𝜆) 2𝜗(𝜆)𝑒−𝑖𝑥𝜆

−2𝜗(𝜆)𝑒𝑖𝑥𝜆 1 + 2𝜗(𝜆)

)︂
. (6.1.5)

Матрица 𝐵0 является первым коэффициентом асимптотиче-
ского разложения 𝜒(𝜆) при 𝜆→∞

𝜒(𝜆) = 𝐼 +
𝐵0

𝜆
+𝑂(𝜆−2). (6.1.6)
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Тогда (𝐵0)12 – это просто соответствующий элемент матрицы 𝐵0,
и

𝜕𝑥 log det(I + V) = 𝑖(𝐵0)11. (6.1.7)

Формулы (6.1.6), (6.1.7) позволяют, зная решение задачи Римана
(5.2.1), найти корреляционную функцию с точностью до множи-
теля, не зависящего от 𝑥.

6.2. Асимптотика быстро осциллирующих
интегралов

Данный раздел является вспомогательным. Его цель состоит
в том, чтобы проиллюстрировать основные идеи, лежащие в ос-
нове нелинейного метода наискорейшего спуска, на более простом
примере – асимптотической оценке интегралов от быстро осцил-
лирующих функций. Даже если читатель хорошо знаком с мето-
дами, применяющимися для подобных оценок, мы рекомендуем
ему ознакомиться с содержанием этого раздела, поскольку мы
рассматриваем все эти методы с точки зрения их применимости
к решению матричной задачи Римана.

6.2.1. Интеграл по всей оси. Пусть требуется оценить ин-
теграл вида

𝐽 =
∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑖𝜆𝑥𝑓(𝜆) 𝑑𝜆 (6.2.1)

при большом 𝑥. Функция 𝑓(𝜆) не зависит от 𝑥 и предполагается
голоморфной в некоторой полосе, содержащей вещественную ось.
Будем считать для простоты, что ближайшая к вещественной оси
и лежащая в верхней полуплоскости особенность этой функции
является простым полюсом. Иными словами 𝑓(𝜆) представима
в виде 𝑓(𝜆) = ̃︀𝑓(𝜆)/(𝜆 − 𝜇0 − 𝑖𝜇1), причем 𝜇1>0, а особые точ-
ки функции ̃︀𝑓(𝜆) лежат дальше от вещественной оси, чем точка
𝜇0 + 𝑖𝜇1. Тогда для вычисления асимптотики достаточно сдви-
нуть контур интегрирования в верхнюю полуплоскость на неко-
торую величину 𝑖𝑎 так, чтобы пересечь полюс в точке 𝜇0+𝑖𝜇1 (см.
рис. 6.1), не затрагивая особенностей функции ̃︀𝑓(𝜆). Получим∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑖𝜆𝑥𝑓(𝜆) 𝑑𝜆 =

∫︁
Γ

𝑒𝑖𝜆𝑥𝑓(𝜆) 𝑑𝜆+ 2𝜋𝑖 ̃︀𝑓(𝜇0 + 𝑖𝜇1)𝑒𝑖𝑥𝜇0−𝜇1𝑥.

(6.2.2)
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Рис. 6.1. Сдвиг контура в случае интегрирования по вещественной оси

Обратим внимание на то, что на контуре Γ подынтегральное вы-
ражение равномерно ограничено экспоненциально малой величи-
ной 𝑒−𝑎𝑥. Отсюда

𝐽 = 2𝜋𝑖 ̃︀𝑓(𝜇0 + 𝑖𝜇1)𝑒𝑖𝑥𝜇0−𝜇1𝑥 + 𝑜(𝑒−𝜇1𝑥). (6.2.3)

Асимптотика интеграла получилась экспоненциальной.
Если под интегралом стоит 𝑒−𝑖𝑥𝜆, то контур следует сдвигать

в нижнюю полуплоскость.
Ясно, что описанный метод вычисления асимптотики приме-

ним и тогда, когда 𝑓(𝜆) имеет полюсы высших порядков. Случай,
когда особенностями функции 𝑓(𝜆) являются разрезы, более сло-
жен. Однако и в этом случае, если контур интегрирования мож-
но равномерно сдвинуть с вещественной оси, то подынтеграль-
ное выражение становится экспоненциально малым. Поэтому и в
данной ситуации интеграл (6.2.1) экспоненциально убывает при
больших 𝑥, хотя явно вычислить степень этого убывания может
оказаться не просто.

6.2.2. Интеграл по конечному отрезку. Пусть теперь
контур интегрирования представляет собой конечный отрезок

𝐽 =
∫︁ 𝑞

−𝑞

𝑒𝑖𝜆𝑥𝑓(𝜆) 𝑑𝜆. (6.2.4)

В этом случае мы не можем сдвинуть контур целиком с веще-
ственной оси, поскольку концы его зафиксированы. Возможная
деформация показана на рис. 6.2. Здесь 𝑎 можно выбрать про-
извольным образом, так чтобы функция 𝑓(𝜆) оставалась бы го-
ломорфной в области, ограниченной контуром Γ и веществен-
ной осью. Существенным является то обстоятельство, что теперь
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Рис. 6.2. Деформация контура в случае интегрирования по конечному
отрезку

подынтегральное выражение не может быть сделано экспонен-
циально малым равномерно на всем контуре Γ. Действительно,
если на горизонтальной части нового контура подынтегральное
выражение равномерно ограничено множителем 𝑒−𝑎𝑥, то на вер-
тикальных отрезках это не так.

Рассмотрим подробнее интегралы по этим вертикальным от-
резкам. Вычислим, например, интеграл по отрезку [−𝑞,−𝑞 + 𝑖𝑎].
Пользуясь тем, что 𝑓(𝜆) голоморфна в круге с центром в −𝑞 и
радиусом большим 𝑎, разложим ее в степенной ряд

𝐽− =
∫︁ −𝑞+𝑖𝑎

−𝑞

𝑒𝑖𝜆𝑥𝑓(𝜆) 𝑑𝜆 =
∞∑︁

𝑛=0

𝑓 (𝑛)(−𝑞)
𝑛!

∫︁ −𝑞+𝑖𝑎

−𝑞

𝑒𝑖𝜆𝑥(𝜆+ 𝑞)𝑛 𝑑𝜆.

(6.2.5)
Сделав замену переменной 𝜆+ 𝑞 = 𝑖𝜇, получаем

𝐽− =
∞∑︁

𝑛=0

𝑖𝑛+1𝑓 (𝑛)(−𝑞)𝑒−𝑖𝑞𝑥

𝑛!

∫︁ 𝑎

0

𝑒−𝜇𝑥𝜇𝑛 𝑑𝜇

=
∞∑︁

𝑛=0

𝑖𝑛+1𝑓 (𝑛)(−𝑞)𝑒−𝑖𝑞𝑥

𝑛!

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜇𝑥𝜇𝑛 𝑑𝜇+𝑂(𝑒−𝑎𝑥)

=
∞∑︁

𝑛=0

(︂
𝑖

𝑥

)︂𝑛+1

𝑓 (𝑛)(−𝑞)𝑒−𝑖𝑞𝑥. (6.2.6)

При выводе этой формулы мы воспользовались тем, что на луче
[𝑎,∞) подынтегральная функция равномерно ограничена экспо-
ненциально малым фактором 𝑒−𝑎𝑥.
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Совершенно аналогично вычисляется интеграл по отрезку
[𝑞, 𝑞 + 𝑖𝑎], и в результате мы получаем, что интеграл 𝐽 степен-
ным образом убывает с ростом 𝑥. При этом асимптотика выра-
жается через значения функции 𝑓(𝜆) и ее производных на концах
интервала. Описанный способ вычисления асимптотики остается
применимым и в том случае, если функция 𝑓(𝜆) имеет интегри-
руемые особенности на концах интервала, например

𝑓(𝜆) → (𝜆+ 𝑞)𝜈 ̃︀𝑓(𝜆), 𝜆→ −𝑞, (6.2.7)

где 𝜈 > −1, а ̃︀𝑓(𝜆) уже является голоморфной в окрестности 𝜆 =
−𝑞.

6.2.3. Случай седловой точки. Вернемся снова к интегра-
лу по вещественной оси, однако изменим осциллирующую функ-
цию

𝐽 =
∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑖𝜆2𝑡−𝑖𝜆𝑥𝑓(𝜆) 𝑑𝜆. (6.2.8)

Рассмотрим поведение интеграла при 𝑡→∞, 𝑥→∞, и фиксиро-
ванном конечном отношении 𝑥/2𝑡 = 𝜆0. Удобно переписать (6.2.8)
в виде

𝐽 = 𝑒𝑖𝜆2
0𝑡

∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑖(𝜆−𝜆0)

2𝑡𝑓(𝜆) 𝑑𝜆. (6.2.9)

Вообще говоря, ничто не мешает нам сдвинуть контур целиком
с вещественной оси в верхнюю или нижнюю полуплоскость. Од-
нако, на этот раз такой сдвиг ничего не дает, поскольку подын-
тегральное выражение не становится малым на новом конту-
ре. Действительно, если мы сдвинем контур, например, в верх-
нюю полуплоскость (рис. 6.1), то справа от седловой точки функ-
ция 𝑒𝑖(𝜆−𝜆0)

2𝑡 станет экспоненциально малой, но слева от седло-
вой точки она оказывается экспоненциально большой. Поэтому
приходится совершать иную деформацию контура интегрирова-
ния, показанную на рис. 6.3. Теперь на наклонной части контура
подынтегральное выражение убывает гауссовым образом, после
чего продолжает экспоненциально убывать на горизонтальных
“крыльях” контура Γ. Но, как и в предыдущем примере, экспонен-
циальные оценки не являются равномерными, поскольку вблизи
𝜆0 подынтегральное выражение ведет себя, как 𝑂(1) при 𝑡→∞.
Ясно, что основной вклад в интеграл теперь дает малая окрест-
ность седловой точки, поэтому, как и в предыдущем примере мы
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Рис. 6.3. Деформация контура интегрирования при наличии седловой
точки

можем разложить функцию 𝑓(𝜆) в окрестности этой точки в сте-
пенной ряд. Ограничиваясь первым членом разложения, имеем

𝐽 ≈ 𝑒𝑖𝜆2
0𝑡𝑓(𝜆0)

∫︁ 𝜆0+𝑎𝑒𝑖𝜋/4

𝜆0−𝑎𝑒𝑖𝜋/4
𝑒𝑖(𝜆−𝜆0)

2𝑡 𝑑𝜆. (6.2.10)

Сделав замену переменных 𝜆−𝜆0 = 𝜇𝑒𝑖𝜋/4 и распространяя инте-
грирование по 𝜇 на всю вещественную ось, мы приходим к оценке

𝐽 ≈
√︂
𝜋

𝑡
𝑒𝑖𝜆2

0𝑡+𝑖𝜋/4𝑓(𝜆0). (6.2.11)

Поправки к этому выражению легко могут быть вычислены, ес-
ли учесть следующие члены разложения функции 𝑓(𝜆). Для нас,
однако, важным является тот факт, что как и в случае интеграла
по конечному отрезку, асимптотика вновь получилась степенной.
Причина этого опять-таки заключается в невозможности сдви-
нуть целиком контур интегрирования с вещественной оси. Это,
в свою очередь, приводит к неравномерности асимптотических
оценок для подынтегрального выражения.

Мы приходим к следующему выводу. Если контур интегри-
рования можно деформировать так, что подынтегральное выра-
жение становится равномерно экспоненциально малым на конту-
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ре, то асимптотика интеграла от быстро осциллирующей функ-
ции является экспоненциальной. В противном случае асимптоти-
ка имеет степенной характер.

Это же правило работает и при нахождении асимптотического
решения задачи Римана, матрица скачка которой содержит быст-
ро осциллирующие функции. В случае корреляционных функций
при нулевой температуре задача Римана формулируется на ко-
нечном отрезке, концы которого строго фиксированы. Это приво-
дит к тому, что при любой деформации исходного контура разре-
за мы не можем получить равномерных оценок для матрицы скач-
ка. В случае же корреляционной функции, зависящей от времени,
из-за наличия в матрице скачка седловой точки, находящейся на
вещественной оси, приходится проводить новые контуры разреза
через эту седловую точку. И это снова приводит к неравномерно-
сти оценок.

Именно по этой причине мы подробно останавливаемся на про-
стейшем случае – одновременном корреляторе полей при конеч-
ной температуре. Отметим, что даже в этой ситуации имеется
некоторая разница между последовательностью действий в слу-
чае положительного и отрицательного химического потенциала.
Мы рассмотрим случай ℎ < 0, а в заключение кратко прокоммен-
тируем случай ℎ > 0, а так же методы решения задачи Римана
для зависящих от времени корреляционных функций при нулевой
температуре.

6.3. Нелинейный метод наискорейшего спуска

Возможность асимптотического решения задачи Римана с мат-
рицей скачка (6.1.5) связана с тем, что внедиагональные элемен-
ты ̂︀𝐺(𝜆) содержат быстро осциллирующие (при большом 𝑥) функ-
ций 𝑒±𝑖𝑥𝜆. Основная идея метода вычисления асимптотики состо-
ит в деформации контура скачка таким образом, чтобы на новом
контуре матрица скачка стала бы близка к единичной матрице.
Если матрица скачка ̂︀𝐺(𝜆) аналитична и не имеет нулей в некото-
рой области, содержащей разрез, то в этой области контур скач-
ка (разреза) может быть произвольным образом деформирован.
Действительно, из условия 𝜒−(𝜆) = 𝜒+(𝜆) ̂︀𝐺(𝜆) следует, что 𝜒−(𝜆)
может быть аналитически продолжена в некоторую область слева
от разреза (вплоть до ближайшей особенности ̂︀𝐺(𝜆)). Аналогич-
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но, из условия 𝜒+(𝜆) = 𝜒−(𝜆) ̂︀𝐺−1(𝜆) следует, что 𝜒+(𝜆) может
быть аналитически продолжена в некоторую область справа от
разреза (вплоть до ближайшего нуля ̂︀𝐺(𝜆)). Таким образом суще-
ствует некоторая общая область аналитичности функций 𝜒+(𝜆)
и 𝜒−(𝜆), и деформация контура скачка в этой области означает
всего лишь переопределения места склейки двух функций.

Особенность матричной задачи Римана состоит в том, что
в матрице скачка присутствуют быстро осциллирующие функции
двух типов: 𝑒𝑖𝑥𝜆 и 𝑒−𝑖𝑥𝜆, одна из которых становится экспонен-
циально малой в верхней полуплоскости, а другая в нижней. По-
этому невозможно деформировать контур скачка таким образом,
чтобы одновременно сделать обе эти функции экспоненциально
малыми.

Указанная трудность обходится следующим образом. Сделаем
подстановку

𝜒(𝜆) = Φ(𝜆)𝐴(𝜆), (6.3.1)

где Φ(𝜆) – новая неизвестная матрица, а 𝐴(𝜆) – диагональная
матрица с элементами

𝐴(𝜆) =
(︂
𝛼(𝜆) 0

0 𝛼−1(𝜆)

)︂
, (6.3.2)

где 𝛼(𝜆) является решением скалярной задачи Римана

𝛼−(𝜆) = 𝛼+(𝜆)(1− 2𝜗(𝜆)) при 𝜆 ∈ R,
𝛼(𝜆) → 1 при 𝜆→∞,

(6.3.3)

и 𝛼(𝜆) аналитична в верхней и нижней полуплоскости. Смысл
такой подстановки станет ясен чуть позже, а пока обсудим воз-
можность такой подстановки. Скалярная задача Римана (6.3.3)
является корректно сформулированной при условии, что функ-
ция скачка

1− 2𝜗(𝜆) =
𝑒(𝜆

2−ℎ)/𝑇 − 1
𝑒(𝜆2−ℎ)/𝑇 + 1

(6.3.4)

не обращается в нуль на вещественной оси1. Мы видим, что
это возможно лишь при отрицательном химическом потенциале:
ℎ < 0. Тогда решением задачи (6.3.3) является функция

𝛼(𝜆) = exp
(︂
−1
2𝜋𝑖

∫︁ ∞

−∞

log(1− 2𝜗(𝜇))
𝜇− 𝜆

𝑑𝜇

)︂
. (6.3.5)

1Более подробно о скалярной задаче Римана см. в [9].
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Обратим внимание на то, что при ℎ > 0 интеграл в (6.3.5) был
бы просто неопределен.

После подстановки (6.3.1) мы получаем задачу Римана для
матрицы Φ(𝜆) с новой матрицей скачка

Φ−(𝜆) = Φ+(𝜆) ̂︀𝐺Φ(𝜆), 𝜆 ∈ R, (6.3.6)

где

̂︀𝐺Φ(𝜆) = 𝐴+(𝜆) ̂︀𝐺(𝜆)𝐴−1
− (𝜆) =

(︂
1 𝑃 (𝜆)𝑒−𝑖𝜆𝑥

𝑄(𝜆)𝑒𝑖𝜆𝑥 1 + 𝑃 (𝜆)𝑄(𝜆)

)︂
,

(6.3.7)
и

𝑃 (𝜆) =
2𝛼2

−(𝜆)𝜗(𝜆)
1− 2𝜗(𝜆)

, 𝑄(𝜆) = − 2𝜗(𝜆)
𝛼2

+(𝜆)(1− 2𝜗(𝜆))
. (6.3.8)

Теперь мы можем пояснить смысл подстановки (6.3.1). Он со-
стоял в том, чтобы у новой матрицы скачка ̂︀𝐺Φ левый верхний
элемент ( ̂︀𝐺Φ)11 стал бы равен единице, и при этом детерминант
матрицы по-прежнему был бы равен единице. Любая 2 × 2 мат-
рица, обладающая такими свойствами, факторизуется в произве-
дение нижне-треугольной и верхне-треугольной матриц, в част-
ности,

̂︀𝐺Φ(𝜆) =
(︂

1 0
𝑄(𝜆)𝑒𝑖𝜆𝑥 1

)︂(︂
1 𝑃 (𝜆)𝑒−𝑖𝜆𝑥

0 1

)︂
= 𝑀+(𝜆)𝑀−(𝜆).

(6.3.9)
Индексы плюс и минус у матриц 𝑀 поставлены для того, чтобы
подчеркнуть, что матрица 𝑀+ допускает аналитическое продол-
жение в некоторую область верхней полуплоскости, а 𝑀− в неко-
торую область нижней полуплоскости.

Рассмотрим теперь новый контур Γ, состоящий из двух гори-
зонтальных прямых Γ = Γ+ ∪ Γ−, причем Γ+ лежит в области
аналитичности матрицы 𝑀+, а Γ− лежит в области аналитично-
сти матрицы 𝑀− (см. рис. 6.4).2 Определим новую матрицу 𝑌 (𝜆),
как показано на рисунке рис. 6.4. Установим свойства этой мат-
рицы. Очевидно, что 𝑌 (𝜆) → 𝐼 при 𝜆→∞. Очевидно также, что

2Обратите внимание на то, что контур Γ− ориентирован справа налево,
поэтому областью, расположенной слева от этого контура, является область
ℑ(𝜆) < −𝑎. Вообще говоря, выбор ориентации контура является делом вкуса.
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✲
R

✻

𝑖𝑎

−𝑖𝑎

∙

∙✛Γ−

✲Γ+
𝑌 = Φ

𝑌 = Φ𝑀+

𝑌 = Φ𝑀−1
−

𝑌 = Φ

Рис. 6.4. Новый контур скачка и матрица 𝑌

𝑌 (𝜆) аналитична всюду, кроме разрезов на прямых Γ± и, возмож-
но, вещественной оси. Предельные значения на разрезах связаны
следующим образом:

𝑌−(𝜆) = 𝑌+(𝜆)𝑀+(𝜆), 𝜆 ∈ Γ+,

𝑌−(𝜆) = 𝑌+(𝜆)𝑀−1
− (𝜆), 𝜆 ∈ Γ−.

(6.3.10)

Что же касается разреза на вещественной оси, то легко проверить,
что он исчез

𝑌− = Φ−𝑀−1
− = Φ+

̂︀𝐺Φ𝑀
−1
−

= Φ+𝑀+𝑀−𝑀
−1
− = Φ+𝑀+ = 𝑌+, 𝜆 ∈ R. (6.3.11)

Таким образом вместо задачи Римана на вещественной оси мы
получили задачу Римана (6.3.10) на двух контурах Γ±, причем

𝑀+(𝜆) = 𝐼 +𝑂(𝑒−𝑎𝑥), 𝜆 ∈ Γ+,

𝑀−1
− (𝜆) = 𝐼 +𝑂(𝑒−𝑎𝑥), 𝜆 ∈ Γ−.

(6.3.12)

Иными словами мы добились того, что матрица скачка (состо-
ящая по сути из двух матриц 𝑀±) отличается от единичной на
экспоненциально малую поправку равномерно на всем контуре
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Γ = Γ+ ∪ Γ−. Отсюда следует, что 𝑌 (𝜆) = 𝐼 с точностью до экс-
поненциально малой поправки, а значит, и Φ(𝜆) = 𝐼 +𝑂(𝑒−𝑎𝑥) по
крайней мере при |ℑ(𝜆)| > 𝑎. Отсюда

𝜒(𝜆) =
(︂
𝛼(𝜆) 0

0 𝛼−1(𝜆)

)︂
+𝑂(𝑒−𝑎𝑥), |ℑ(𝜆)| > 𝑎. (6.3.13)

Для наших целей этого уже достаточно, поскольку нам нужно
знать даже не само решение исходной задачи Римана 𝜒(𝜆), а всего
лишь первый член 𝐵0 разложения (6.1.6). С учетом (6.3.1), (6.3.2),
(6.3.5) мы получаем

(𝐵0)11 =
1

2𝜋𝑖

∫︁ ∞

−∞
log(1− 2𝜗(𝜇)) 𝑑𝜇, (6.3.14)

откуда в силу (6.1.7) находим

det(I + V) = 𝐶0 exp
(︂
𝑥

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
log
(︂
𝑒(𝜇

2−ℎ)/𝑇 − 1
𝑒(𝜇2−ℎ)/𝑇 + 1

)︂
𝑑𝜇

)︂
, (6.3.15)

где 𝐶0 – константа интегрирования.

6.4. Улучшенная оценка

Полученной оценки недостаточно для определения асимпто-
тического поведения корреляционной функции, так как в первом
приближении матрица 𝜒(𝜆) получилась диагональной, и коэффи-
циент (𝐵0)12 оказался равным нулю. Для того, чтобы получить
оценку для этого матричного элемента, достаточно воспользо-
ваться сингулярным интегральным уравнением (5.2.2), которое
для матрицы 𝑌 (𝜆) выглядит следующим образом

𝑌+(𝜆) = 𝐼 − 1
2𝜋𝑖

∫︁
Γ+

𝑌+(𝜇)(𝑀+(𝜇)− 𝐼) 𝑑𝜇
𝜇− 𝜆+

− 1
2𝜋𝑖

∫︁
Γ−

𝑌+(𝜇)(𝑀−1
− (𝜇)− 𝐼) 𝑑𝜇
𝜇− 𝜆+

. (6.4.1)

Здесь 𝜆+ означает, что параметр 𝜆 находится вне области, огра-
ниченной контуром Γ = Γ+ ∪ Γ−, иными словами |ℑ(𝜆)| > 𝑎.
Подставляя сюда явные выражения для 𝑀± мы, в частности, по-
лучаем

(𝑌+)12(𝜆) = − 1
𝜋𝑖

∫︁ ∞−𝑖𝑎

−∞−𝑖𝑎

(𝑌+)11(𝜇)𝜗(𝜇)𝛼2
−(𝜇) 𝑑𝜇

(1− 2𝜗(𝜇))(𝜇− 𝜆+)
. (6.4.2)
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Воспользуемся тем, что (𝑌+)11(𝜇) = 1 + 𝑜(𝑒−𝑎𝑥) равномерно по 𝜇.
Тогда с точностью до экспоненциально малых поправок получаем

(𝑌+)12(𝜆) = − 1
𝜋𝑖

∫︁ ∞−𝑖𝑎

−∞−𝑖𝑎

𝜗(𝜇)𝛼2
−(𝜇) 𝑑𝜇

(1− 2𝜗(𝜇))(𝜇− 𝜆+)
, (6.4.3)

откуда

(𝐵0)12 =
1
𝜋𝑖

∫︁ ∞−𝑖𝑎

−∞−𝑖𝑎

𝜗(𝜇)𝛼2
−(𝜇)𝑒−𝑖𝜇𝑥 𝑑𝜇

1− 2𝜗(𝜇)
. (6.4.4)

Получившийся интеграл уже может быть оценен путем сдвига
контура интегрирования вниз к ближайшей особенности подын-
тегрального выражения (см. раздел 6.2). Положим для удобства
ℎ = −𝑝2. Тогда ближайшая к вещественной оси особенность по-
дынтегрального выражения в нижней полуплоскости находится
в точке 𝜇 = −𝑖𝑝 (т.е. корень уравнения 𝑒(𝜆

2−ℎ)/𝑇 − 1 = 0). Вычис-
ляя вычет в этой точке, находим

(𝐵0)12 =
𝑇

𝑖𝑝
𝛼2
−(−𝑖𝑝)𝑒−𝑝𝑥 + 𝑜(𝑒−𝑝𝑥). (6.4.5)

Окончательно для корреляционной функции получаем

⟨Ψ†(𝑥2)Ψ(𝑥1)⟩

= 𝐶0 exp
[︂
−𝑝𝑥+

𝑥

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
log
(︂
𝑒(𝜆

2−ℎ)/𝑇 − 1
𝑒(𝜆2−ℎ)/𝑇 + 1

)︂
𝑑𝜇

]︂
(1 + 𝑜(𝑒−𝑝𝑥)).

(6.4.6)

6.5. Комментарии

Обсудим теперь другие случаи корреляционных функций и
прежде всего остановимся на случае ℎ > 0. Тогда, как уже отме-
чалось, функция 1−2𝜗(𝜆) обращается в нуль на вещественной оси
при 𝜆 = ±𝑞 =

√
ℎ. Из-за этого задача Римана (6.3.3) для функции

𝛼(𝜆) оказывается некорректно поставленной, а функции 𝑃 (𝜆) и
𝑄(𝜆) имеют сингулярности на вещественной оси (см. (6.3.8)).

Тем не менее матрица скачка ̂︀𝐺(𝜆) (6.1.5) по-прежнему ана-
литична в некоторой полосе, содержащей вещественную ось, и ее
детерминант по-прежнему равен единице. Следовательно, исход-
ный контур скачка (вещественная ось) может быть деформирован
в области аналитичности матрицы ̂︀𝐺(𝜆). Рассмотрим деформа-
цию, изображенную на рис. 6.5.
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✻

✲∙ ∙
−𝑞

𝑞Γ

Рис. 6.5. Деформация исходного контура скачка

При выборе обхода нулей функции 1− 2𝜗(𝜆) важно добиться
того, чтобы при движении вдоль нового контура Γ полное изме-
нение аргумента функции 1− 2𝜗(𝜆) равнялось бы нулю:

var arg(1− 2𝜗(𝜆)) = 0, 𝜆 ∈ Γ.

Тогда Задача Римана

𝛼−(𝜆) = 𝛼+(𝜆)(1− 2𝜗(𝜆)), 𝜆 ∈ Γ (6.5.1)

является корректно поставленной, и ее решение дается формулой

𝛼(𝜆) = exp
(︂
−1
2𝜋𝑖

∫︁
Γ

log(1− 2𝜗(𝜇))
𝜇− 𝜆

𝑑𝜇

)︂
. (6.5.2)

Условие var arg(1 − 2𝜗(𝜆)) = 0 обеспечивает сходимость интегра-
ла в формуле (6.5.2). Какая именно из двух точек ±𝑞 обходится
сверху, а какая снизу, не существенно.

Теперь мы, как и в случае отрицательного химического по-
тенциала, можем сделать подстановку (6.3.1) с функцией 𝛼(𝜆),
определенной формулой (6.5.2). В результате мы снова получаем
задачу Римана (6.3.6), но уже на контуре Γ

Φ−(𝜆) = Φ+(𝜆) ̂︀𝐺Φ(𝜆), 𝜆 ∈ Γ. (6.5.3)

При этом матрица ̂︀𝐺Φ(𝜆) по-прежнему факторизуется в произве-
дение 𝑀+(𝜆)𝑀−(𝜆) (см. (6.3.9), (6.3.8)). К сожалению, этого еще
не достаточно для того, чтобы расщепить контур разреза и пе-
рейти к задаче Римана (6.3.10) на новую матрицу 𝑌 (𝜆), как это
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было при ℎ < 0. Причина в том, что функции 𝑃 (𝜆) и 𝑄(𝜆) (6.3.8)
имеют полюсы в точках 𝜆 = ±𝑞, следовательно, матрицы 𝑀+(𝜆),
𝑀−(𝜆) не могут быть аналитически продолжены соответственно
в верхнюю и нижнюю полуплоскость. Подробно узнать о том, как
обходится эта проблема, можно в [8, раздел (XV.4)].

Если мы рассматриваем не зависящие от времени корреляци-
онные функции при нулевой температуре, то контуром разреза
в исходной задаче Римана является отрезок [−𝑞, 𝑞]. Метод асимп-
тотического решения задачи Римана, изложенный в разделе 6.3,
проходит и в этом случае. Основное отличие состоит в том, что
теперь концы разреза фиксированы, поэтому задача Римана для
матрицы 𝑌 формулируется на контуре Γ = Γ+ ∪ Γ−, показанном
на рис. 6.6. Как следствие, матрицы скачка 𝑀± не могут быть

✲
R

✻

𝑖𝑎

−𝑖𝑎

∙

∙

∙ ∙
−𝑞 𝑞

✛Γ−

✲
Γ+

𝑌 = Φ𝑀+

𝑌 = Φ𝑀−1
−

𝑌 = Φ

𝑌 = Φ

Рис. 6.6. Деформация контура в случае задачи Римана на конечном
отрезке

представлены в виде 𝐼 +𝑂(𝑒−𝑎𝑥) равномерно на всем контуре Γ,
и основной вклад в решение дается малыми окрестностями то-
чек ±𝑞. Не вдаваясь в многочисленные детали, скажем лишь, что
дальнейшие действия сводятся к анализу задачи Римана для мат-
рицы 𝑌 именно в этих малых окрестностях. Решение этой задачи
может быть найдено явно в терминах вырожденной гипергеомет-
рической функции (подробности можно найти, например, в рабо-
те [19]).

Асимптотический анализ задачи Римана, описывающей раз-
новременную корреляционную функцию, является, пожалуй, наи-
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более сложным. Первая дополнительная проблема состоит в том,
что в этом случае быстро осциллирующие функции входят во все
элементы исходной матрицы скачка ̂︀𝐺(𝜆), а не только во внедиа-
гональные, как это было в примерах, рассмотренных ранее. Дан-
ная проблема обходится с помощью подстановки 𝜒(𝜆) = ̃︀𝜒(𝜆)×
𝜒(0)(𝜆), где

𝜒(0)(𝜆) = 𝐼 − 𝜎+

2𝜋

∫︁ ∞

−∞

𝑒𝑖𝑡𝜇2−𝑖𝑥𝜇

𝜇− 𝜆
𝑑𝜇, (6.5.4)

а ̃︀𝜒(𝜆) – новая неизвестная матрица. Легко видеть, что

1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞

𝑒𝑖𝑡𝜇2−𝑖𝑥𝜇

𝜇− 𝜆∓ 𝑖0
𝑑𝜇 = 𝐸(𝜆|𝑥, 𝑡)± 𝑖

2
𝑒𝑖𝑡𝜆2−𝑖𝑥𝜆. (6.5.5)

С учетом (6.5.5) мы сразу же получаем, что предельные значе-
ния матрицы ̃︀𝜒(𝜆) на вещественной оси из нижней и верхней полу-
плоскости связаны между собой матрицей ̃︀𝐺: ̃︀𝜒−(𝜆) = ̃︀𝜒+(𝜆) ̃︀𝐺(𝜆),
где

̃︀𝐺(𝜆) = 𝜒
(0)
+ (𝜆)𝐺(𝜆)

(︂
𝜒

(0)
− (𝜆)

)︂−1

=

(︃
1− 2𝜗(𝜆) 𝑖(𝜗(𝜆)− 1)𝑒𝑖𝑡𝜆2−𝑖𝑥𝜆

−4𝑖𝜗(𝜆)𝑒−𝑖𝑡𝜆2+𝑖𝑥𝜆 1− 2𝜗(𝜆)

)︃
(6.5.6)

Теперь быстро осциллирующие функции входят только во вне-
диагональные матричные элементы, и мы можем действовать по
аналогии с примерами, рассмотренными выше. Поскольку функ-
ции 𝑒±𝑖(𝑡𝜆2−𝑥𝜆) содержат седловую точку 𝜆0 = 𝑥/2𝑡, то вопрос
состоит в том, как перейти от исходной задачи Римана на ве-
щественной оси к задаче Римана для матрицы 𝑌 с разрезами
на контуре, изображенном на рис. 6.7. Такой переход достигается
с помощью подстановки, аналогичной (6.3.1): ̃︀𝜒 = Φ𝐴, но теперь
скалярная задача Римана для функции 𝛼(𝜆) имеет разрывную
функцию скачка

𝛼−(𝜆) = 𝛼+(𝜆)(1− 2𝜗(𝜆)), 𝜆 < 𝜆0,

𝛼−(𝜆) = 𝛼+(𝜆)(1− 2𝜗(𝜆))−1, 𝜆 > 𝜆0.
(6.5.7)
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Рис. 6.7. Деформация контура разреза при наличии седловой точки

В результате новая матрица скачка ̂︀𝐺Φ(𝜆) по-разному фактори-
зуется в произведение треугольных матриц слева и справа от сед-
ловой точки 𝜆0 ̂︀𝐺Φ = 𝑀+𝑀−, 𝜆 < 𝜆0,̂︀𝐺Φ = 𝑁+𝑁−, 𝜆 > 𝜆0.

(6.5.8)

Определение матрицы 𝑌 (𝜆) показано на рис. 6.7. В результате
всех этих действий мы приходим к задаче Римана на контуре
Γ =

⋃︀4
𝑘=1 Γ𝑘, в которой матрицы скачка 𝑀± и 𝑁± отличаются

от единичной на экспоненциально малую величину всюду, кро-
ме малой окрестности седловой точки. То есть как и в случае
корреляционной функции при нулевой температуре, мы имеем
дело с неравномерной оценкой. Проблема, таким образом, сво-
дится к анализу задачи Римана в окрестности 𝜆0. Этот анализ
во многом схож с тем, который проводится в окрестностях кон-
цов интервала ±𝑞 в случае нулевой температуры. Решение задачи
Римана в окрестности седловой точки находится явно и дается
в терминах функции параболического цилиндра. Для уточнения
асимптотики и получения поправочных членов можно воспользо-
ваться уравнениями (5.4.29).
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Мы, разумеется, привели здесь лишь основные шаги, необхо-
димые для решения задачи Римана, описывающей разновремен-
ную корреляционную функцию. Многочисленные детали и ню-
ансы (как, например, разница между положительным и отрица-
тельным химическом потенциалом) были опущены. Подробности
можно найти в [19].

В заключение отметим, что вопросы, затронутые в этой лек-
ции, рассматриваются также в работах [8], [18], [19].
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