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Теоретико-модельные свойства тьюринговых степеней
разностной иерархии Ершова

М.М. Арсланов
Казанский (Приволжский) федеральный университет

В настоящее время накоплено довольно много результатов, относящихся к разработке
структурной теории (тьюринговых) степеней неразрешимости, содержащих множества из раз-
личных уровней иерархии Ершова. Следующим естественным шагом должно было быть си-
стематическое рассмотрение теоретико-модельных свойств этих структур, но в этой области
сделано пока еще очень немного.

Эти исследования берут начало со следующего характеристического свойства множеств по
тьюринговой сводимости (для краткости Т-сводимости) расположенных ниже ∅′ – степени
неразрешимости проблемы остановки машины Тьюринга. Множество 𝐴 Т-сводится к множе-
ству ∅′ (для краткости 𝐴 6T ∅′) тогда и только тогда, когда существует такая вычислимая
функция 𝑓(𝑠, 𝑥), что 𝐴(𝑥) = lim𝑠 𝑓(𝑠, 𝑥). Здесь 𝐴(𝑥) – характеристическая функция множе-
ства 𝐴:

𝐴(𝑥) =

{︃
1, если 𝑥 ∈ 𝐴,
0, если 𝑥 /∈ 𝐴.

Таким образом, условие 𝐴 6T ∅′ эквивалентно тому, что множество 𝐴 может быть вычислимо
аппроксимируемо в следующем смысле: существует такое множество равномерно вычислимых
последовательностей {𝑓(0, 𝑥), 𝑓(1, 𝑥), . . . , 𝑓(𝑠, 𝑥), . . . | 𝑥 ∈ 𝜔}, состоящих из 0 и 1, что для
каждого 𝑥 предел последовательности 𝑓(0, 𝑥), 𝑓(1, 𝑥), . . . существует и равен значению 𝐴(𝑥).

Ершов [1]–[3] построил иерархию множеств, расположенных ниже ∅′, которая теперь из-
вестна как иерархия Ершова. Место множества 𝐴 в иерархии определяется по количеству
изменений в аппроксимиции множества 𝐴 с помощью описанной выше вычислимой после-
довательности, т.е. по количеству различных пар соседних элементов этой последовательно-
сти. Таким образом, иерархия Ершова ранжирует степени множеств, входящих в иерархию,
в соответствии с алгоритмической сложностью распознавания их элементов. Иерархия Ер-
шова состоит из конечных и бесконечных уровней. К конечным уровням иерархии относятся
множества, у которых количество таких изменений ограничено некоторым натуральным чис-
лом. В противном случае множество принадлежит одному из бесконечных уровней иерархии
Ершова. Таким образом, конечный уровень 𝑛, 𝑛 > 1, иерархии Ершова составляют 𝑛-в.п.
множества, которые в каноническом виде выглядят как

𝐴 =
[(𝑛−1)/2]⋃︁

𝑖=0

{(𝑅2𝑖+1 −𝑅2𝑖) ∪ (𝑅2𝑖 −𝑅2𝑖+1)},

где 𝑅0, 𝑅1, 𝑅2, . . . , 𝑅𝑛−1 – такие в.п. множества, что 𝑅0 ⊆ 𝑅1 ⊆ 𝑅2 ⊆ · · · ⊆ 𝑅𝑛−1. (Если
𝑛 – число нечетное, то 𝑅𝑛 = ∅.) Бесконечные уровни иерархии определяются с помощью
бесконечных конструктивных ординалов. (Конечные уровни иерархии Ершова впервые под
другими названиями были определены и изучены в работах Голда [4], Путнама [5] и др. Адди-
сон [6] рассмотрел общий метод построения “разностных” иерархий. В частности, построенная
им иерархия, порожденная в.п. множествами, приводит к тем же классам 𝑛-в.п. множеств.
В работе Аддисона получены также некоторые свойства 𝑛-в.п. множеств, например доказана
теорема об иерархии.)

c○ Арсланов М. М., 2011
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Как оказалось, возникающая иерархия множеств исчерпывает всю совокупность множеств,
расположенных по Т-сводимости ниже ∅′. Каждый следующий уровень иерархии содержит
все предыдущие, но не совпадает ни с одним из них, при этом уровни иерархии устроены на-
столько “равномерно”, что высказывалась даже гипотеза (Доуни [7]), что полурешетки тью-
ринговых степеней множеств конечных уровней иерархии начиная со второго неразличимы
на языке первого порядка. Это предположение получило известность как гипотеза Доуни и
вызвало целый ряд публикаций.

Степень a называется 𝑛-в.п. степенью, если она содержит некоторое 𝑛-в.п. множество.
Если она содержит 𝑛-в.п. множества и не содержит (𝑛 − 1)-в.п. множества, то называется
собственной 𝑛-в.п. степенью. Множество всех 𝑛-в.п. степеней мы обозначим через D𝑛 (как
обычно, R = D1 обозначает совокупность всех в.п. степеней). Через D (6 0′) обозначается
совокупность степеней, по тьюринговой сводимости расположенных ниже 0′, а множество
всех тьюринговых степеней – через D . Все эти совокупности образуют верхние полурешетки
относительно Т-сводимости: наименьшей верхней гранью степеней a и b, содержащих соот-
ветственно множества 𝐴 и 𝐵, является степень множества

𝐴⊕𝐵 = {2𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴} ∪ {2𝑥+ 1 | 𝑥 ∈ 𝐵}.

Мы придерживаемся обозначений, принятых в книге Соара [8]. В частности, частично вы-
числимые функционалы (с оракулом или без оракула) обозначаются заглавными греческими
буквами, нумерация всех частично вычислимых функционалов (с оракулом или без оракула)
обозначается через {Φ𝑒}𝑒∈𝜔; {𝑊𝑒}𝑒∈𝜔 означает стандартную нумерацию всех в.п. множеств.

Первые результаты в исследовании структурной теории 𝑛-в.п. степеней были получены
в 70-х годах прошлого столетия, когда Купер [9] установил существование степени, содер-
жащей 𝑑-в.п. множество, но не содержащей в.п. множества (т.е. существование собственной
𝑑-в.п. степени), а Лахлан (не опубликовано) доказал, что для любого 𝑛 > 1 под каждой соб-
ственной 𝑛-в.п. степенью находится некоторая невычислимая в.п. степень. Эти два результата
показывают, что совокупности 𝑛-в.п. степеней отличаются как от совокупности в.п. степеней,
так и от совокупности всех степеней, расположенных ниже 0′ (так как по известной теореме
Сакса существуют минимальные степени < 0′, а по упомянутой теореме Лахлана никакая
𝑛-в.п. степень не может быть минимальной).

Эти работы вызвали определенный интерес. Обобщая теорему Купера, Лерман и Хей (не
опубликовано, см. [10]) установили, что для любого 𝑛 > 1 существуют (𝑛 + 1)-в.п. степени c
и d такие, что интервал {b | c 6 b 6 d} не содержит 𝑛-в.п. степеней. Они также отмети-
ли, что сочетание предложенного Купером для доказательства существования собственной
𝑑-в.п. степени метода с методом разрешения позволяет построить под каждой невычислимой
в.п. степени собственную 𝑑-в.п. степень. Позднее автор [11], сочетая метод Купера с мето-
дом кодирования Сакса, построил собственную 𝑑-в.п. степень и над каждой не Т-полной в.п.
степенью.

Более активные исследования по разработке структурной теории 𝑛-в.п. (в основном 𝑑-в.п.)
степеней начались после публикаций автора [11], [12] и Доуни [7], в которых установлено, что
элементарные теории в.п. степеней и 𝑛-в.п. степеней различны. Автором доказано, что для
любого 𝑛 > 1 и для каждой 𝑛-в.п. степени a > 0 существует 𝑑-в.п. степень d < 0′ такая,
что a ∪ d = 0′. Ранее в работах Ейтса и Купера (не опубликовано, см. статью Миллера [13])
было установлено, что в полурешетке в.п. степеней такой результат не имеет места. Отсюда
следует, что эти теории различны на Σ0

3-уровне. Доуни доказал возможность вложения че-
тырехэлементной решетки ♢, называемой также ромбом, в 𝑑-в.п. степени с сохранением 0 и
0′ (ранее Лахланом [14] было установлено, что в полурешетке в.п. степеней такой результат
также не имеет места), а Купер, Лахлан, Лемпп, Соар и Харрингтон [15] установили, что
упорядочение 𝑛-в.п. степеней неплотно для любого 𝑛 > 1. Таким образом, эти теории раз-
личны уже на Σ0

2-уровне (на Σ0
1-уровне теории 𝑛-в.п. степеней при всех 𝑛 > 1 совпадают, что
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следует из приведенного выше результата Лахлана и теорем Мучника [16] и Сакса [17] о воз-
можности вложения в R произвольного счетного частично упорядоченного множества, что
означает также разрешимость их Σ0

1-теорий). В работе [7] Доуни сформулировал также свою
ставшую знаменитой гипотезу об элементарной эквивалентности упорядочений 𝑛- и 𝑚-в.п.
степеней при 𝑛 ̸= 𝑚, 𝑛,𝑚 > 1.

В настоящее время структурная теория 𝑛-в.п. степеней достаточно хорошо разработана,
что нельзя сказать об изучении теоретико-модельных свойств этих структур. К крупным до-
стижениям, полученным в этом направлении за последние годы, относятся кроме упомянутых
работ автора и Доуни следующие:

∙ полурешетки 𝑑-в.п. и 3-в.п. степеней не элементарно эквивалентны (опровержение ги-
потезы Доуни; автор, Калимуллин, Лемпп [18]; в этой работе приведен также первый
пример определимой в полурешетке D𝑛 бесконечной совокупности в.п. степеней);

∙ в.п. степени в сигнатуре {6} не образуют Σ1-подструктуру 𝑛-в.п. степеней ни для какого
𝑛 > 2 (Янг и Ю [19]);

∙ для любого 𝑚 > 1 частично упорядоченные множества 𝑚-низких в.п. и 𝑚-низких 𝑑-в.п.
степеней не элементарно эквивалентны (Ямалеев [20]; этот результат при 𝑚 = 1 незави-
симо получен М. Файзрахмановым).

Несмотря на многочисленные усилия, ответить на целый ряд естественно возникающих
вопросов пока не удается.

Не разрешена проблема определимости (с параметрами или без параметров) в.п. степеней
в структурах 𝑛-в.п. степеней при 𝑛 > 1 (в более общей постановке – проблема определимости
𝑚-в.п. степеней в структурах 𝑛-в.п. степеней при 1 6 𝑚 < 𝑛).

Не исследована проблема определимости (с параметрами или без параметров) в ∆0
2-степе-

нях множества всех 𝑛-в.п. степеней для некоторого (всех) 𝑛 > 1. (Представляет интерес
нахождение естественных множеств 𝑛-в.п. степеней, определимых с параметрами в ∆0

2-степе-
нях.) Не известны также ответы на следующие вопросы. Существуют ли определимые в D𝑛,
𝑛 > 1, индивидуальные 𝑛-в.п. степени, отличные от 0 и 0′? Если D𝑛, 𝑛 > 1, фиксировано,
то существуют ли множества 𝑚-в.п. степеней (1 6 𝑚 6 𝑛) 𝐶 и 𝑛-в.п. степени a,b такие, что
|𝐶 ∩ [a,b]| = 1?

Проблемы определимости в степенных структурах D𝑛 мы рассмотрим подробнее далее.
Остается открытой проблема элементарной эквивалентности структур 𝑛-в.п. степеней при

различных 𝑛 > 2. В недавней работе автора, Калимуллина и Лемппа [18] установлено, что
полурешетки D2 и D3 различны, т.е. следующее Σ0

2-предложение 𝜙 истинно в D2 и ложно
в D3:

𝜙
.= (∃d > 0)(∃e > d)(∃f > e){(∀u 6 f)[u 6 e ∨ e 6 u ∪ d] & (∀u 6 e)[u 6 d ∨ d 6 u]}.

Этот результат опровергает предположение Доуни [7] о попарной элементарной эквива-
лентности этих структур. Однако проблема элементарной эквивалентности полурешеток D𝑛

и D𝑚 при 𝑚 ̸= 𝑛 и 𝑛,𝑚 > 3 все еще остается открытой. Мы предполагаем, что теории этих
полурешеток попарно различны и отличающее их предложение может быть получено подхо-
дящим обобщением приведенного выше предложения 𝜙 на соответствующие уровни иерархии.
Но доказательство этого утверждения, если идти по пути простого обобщения приведенного
в [18] доказательства, может оказаться технически весьма сложным.

Если полурешетки D𝑛 и D𝑛+1 не элементарно эквивалентны для некоторого 𝑛 > 1, то
возникает вопрос: не является ли D𝑛 Σ𝑘-подструктурой D𝑛+1 для некоторого 𝑘 > 1? По
определению структура L является Σ𝑘-подструктурой структуры P, если L ⊆ P и для
любой Σ𝑘-формулы 𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑟) и для любых 𝑎1, . . . , 𝑎𝑟 ∈ L

L |= 𝜙(𝑎1, . . . , 𝑎𝑟) ⇐⇒ P |= 𝜙(𝑎1, . . . , 𝑎𝑟).

В этом случае пишем L ⪯Σ𝑘
P.
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Известно (Янг и Ю [19]), что в.п. степени в сигнатуре {6} не образуют Σ1-подструктуру
𝑛-в.п. степеней ни для какого 𝑛 > 2. Арсланов и Ямалеев недавно доказали, что существуют
такие в.п. степень d и 𝑑-в.п. степень e, что 0 < d < e и для любой 𝑑-в.п. степени c 6 e, либо
c 6 d, либо d 6 c, но существует такая 3-в.п. степень u 6 e, что u несравнима с d. Отсюда
следует, что Σ1-предложение

∃𝑢(0 < d < e & 𝑢 < e & 𝑢 
 d & d 
 𝑢)

истинно в D3 и ложно в D2, поэтому D2 �Σ1 D3. Недавно стало известно, что Шор и Сламан
(частное сообщение, не опубликовано) доказали, что D𝑚 ̸⪯Σ1 D𝑛 при всех 1 6 𝑚 < 𝑛.

Одной из наиболее трудных открытых проблем является проблема разрешимости ∃∀-теории
𝑛-в.п. степеней для каждого 𝑛 > 1. Как заметил Шор [21] (для случая в.п. степеней), по произ-
вольной конечной решетке L легко построить Σ0

2-предложение, которое истинно в D𝑛 тогда
и только тогда, когда L вложима в D𝑛. Например, вложимость ромба в структуру 𝑑-в.п.
степеней эквивалентна истинности следующего Σ0

2-предложения:

∃𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑{(𝑎 < 𝑏, 𝑐 < 𝑑) & ∀𝑥(𝑥 6 𝑏, 𝑐→ 𝑥 6 𝑎) & 𝑥 > 𝑏, 𝑐→ 𝑥 > 𝑑)}.

Однако проблема описания конечных решеток, вложимых в D𝑛, 𝑛 > 1, вероятно является
еще более трудной задачей. Существует множество публикаций, посвященных этой проблеме
(библиографию работ см., например, в статье Лермана [22]), но окончательный результат
вряд ли стоит ожидать в ближайшем будущем.

Известно также (Лерман [23]), что проверка истинности в D𝑛, 𝑛 > 1, произвольного
Σ0

2-предложения эквивалентна проблеме распознавания возможности по произвольному на-
бору пар конечных решеток {P,Q𝑖}, 1 6 𝑖 6 𝑚, где Q𝑖 – расширение P как частично упоря-
доченного множества, и определить по данному вложению P в D𝑛, существует ли вложение
некоторого Q𝑖 в D𝑛, расширяющее вложение P. В некоторых частных случаях эта пробле-
ма решается положительно (например, Сламан и Соар [24], [25] для случая 𝑚 = 1), но до
получения общего решения еще далеко. Приведем пример, который иллюстрирует трудность
проблемы для D2 даже при 𝑚 = 1.

Пусть

P = {𝑎, 𝑏, 𝑐 | 𝑎 < 𝑏 < 𝑐}, Q = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 | 𝑎 < 𝑏 < 𝑐, 𝑎 < 𝑑 < 𝑐, 𝑏 
 𝑑, 𝑑 
 𝑏}.

Ясно, что Q расширяет P, и пусть 𝑓 : P ↦→ D2 – такое вложение P в D2, что 𝑓(𝑎) = 0.
Следующая теорема автора, Калимуллина и Лемппа [18] устанавливает, что при этом может
не существовать расширяющего P вложения Q в D2.

Teopeма 1. Существуют такие в.п. степень b > 0 и d-в.п. степень c > b, что для
любой в.п. степени d, если d 6 c, то либо b 6 d, либо d 6 b.

Некоторые теоретико-модельные свойства полурешеток D𝑛, 𝑛 > 1, так же, как и решеток
n-в.п. множеств C𝑛, 𝑛 > 1 (C1 = C обозначает решетку всех в.п. множеств), можно вывести из
соответствующих результатов для полурешеток R и C , которые значительно более тщательно
изучены. Например, так же, как и в вычислимо перечислимом случае, следующий результат
может быть получен с помощью теорем Лахлана [26] о гипергиперпростых множествах и
булевых алгебрах.

Teopeма 2. Для любого 𝑛 > 1 решетка C𝑛 всех 𝑛-в.п. множеств не имеет вычислимого
представления, т.е. она не изоморфна никакому вычислимому частичному порядку.

Доказательство. При 𝑛 = 1 результат непосредственно следует из теоремы Лахлана [26]
о том, что любая Σ0

3-булева алгебра изоморфна булевой алгебре в.п. надмножеств некоторого
гипергиперпростого множества, и теоремы Фейнера [27] о существовании Σ0

3-булевой алгебры,
которая не имеет вычислимого представления.
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Теперь пусть 𝑛 > 2 и 𝐴 – произвольное гипергиперпростое множество. Если 𝐴 ⊆ 𝐵, 𝐵 яв-
ляется 𝑛-в.п. множеством и разность 𝐵 − 𝐴 бесконечна, то она ко-в.п. (т.е. имеет в.п. допол-
нение). Действительно, 𝐵 − 𝐴 должна быть 2𝑘-в.п. множеством для некоторого четного 2𝑘
(в противном случае 𝜔 −𝐴 не иммунна) и

𝐵 −𝐴 = (𝐴1 −𝐴2) ∪ (𝐴3 −𝐴4) ∪ · · · ∪ (𝐴2𝑘−1 −𝐴2𝑘)

для некоторых в.п. множеств 𝐴1 ⊃ 𝐴2 ⊃ · · · ⊃ 𝐴2𝑘. Теорема Лахлана о гипергипериммунной
разности в.п. множеств гласит, что если в.п. множества 𝑋 и 𝑌 таковы, что 𝑋 ⊃ 𝑌 и 𝑋 − 𝑌
гипергипериммунна, то существует вычислимое множество 𝑅 такое, что 𝑋 − 𝑌 ⊆ 𝑅 ⊆ 𝑋.
Отсюда следует, что существуют такие вычислимые множества 𝑅1, 𝑅2, . . . , 𝑅𝑘, что

𝐴2𝑖−1 −𝐴2𝑖 ⊆ 𝑅𝑖 ⊆ 𝐴2𝑖−1, 𝐵 −𝐴 = 𝑅1 ∪
{︂ 𝑘⋃︁

𝑖=1

(︂
𝐴2𝑖 ∩

{︂ ⋃︁
𝑚>2𝑖

𝑅𝑚

}︂)︂}︂
.

Это значит, что множество 𝐴 ∪ {𝜔 −𝐵} вычислимо перечислимо.
По теореме Лахлана множество 𝐵 также в.п., поэтому булевы алгебры C (𝐴) и C𝑛(𝐴) со-

ответственно в.п. и 𝑛-в.п. надмножеств (по модулю конечных разностей) гипергиперпростого
множества 𝐴 совпадают.

При изучении степеней изоморфных копий D𝑛 (для краткости – степеней представле-
ний D𝑛) весьма полезным является следующий результат, принадлежащий Шору [28], до-
казанный для в.п. степеней и в более общей формулировке).

Teopeма 3. Пусть 𝐴 – произвольное Π0
2 множество. Существует такая частичная ре-

шетка (т.е. верхняя полурешетка, в которой наибольшая верхняя грань существует не для
всех пар элеиентов) L , что:

(1) L изоморфно вкладывается в любую полурешетку D𝑛 , 𝑛 > 1;
(2) если L изоморфно вкладывается в какую-нибудь полурешетку S , то множество 𝐴

вычислимо относительно (тьюрингова) скачка любого представления S .

В частности, 𝐴 вычислимо относительно скачка любого представления каждой полурешет-
ки D𝑛, 𝑛 > 1. Таким образом, справедливо

Cледствие (Шор [28]). Ни одна из полурешеток D𝑛 , 𝑛 > 1, не имеет вычислимого пред-
ставления. Более того, степень любого представления каждой из них больше или равна 0′ .

Доказательство следующей теоремы может быть получено фактически повторением до-
казательства Шора предыдущего результата. (Переход от степени 0′ к высокой степени h
осуществляется с помощью техники high permitting.)

Teopeма 4. Для любой высокой в.п. степени h полурешетка D𝑛 (6 h) не имеет вычис-
лимого представления.

По-видимому, справедливо и более общее утверждение: для любой в.п. степени a > 0 полу-
решетка D𝑛 (6 a) не имеет вычислимого представления. Спектры степеней представлений
как полурешеток D𝑛, 𝑛 > 1, так и их фрагментов D𝑛 (6 a) совершенно не исследованы.

Следующая теорема содержится в работе Лермана, Шора и Соара [29] для случая 𝑛 = 1,
но приведенное там доказательство проходит и в общем случае.

Teopeма 5. Для любого 𝑛 > 1 полурешетка D𝑛 не счетно категорична.

Доказательство. Лерман, Шор и Соар [29] определили счетное множество попарно не
изоморфных конечных частичных решеток (наибольшая нижняя грань существует не для
всех пар степеней), порожденных тремя элементами, каждая из которых вкладывается в R
и, следовательно, в D𝑛 для каждого 𝑛 > 1.
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Каждая такая частичная решетка производит определенный 3-тип, реализуемый в D𝑛.
Теперь утверждение следует из теоремы Рыль-Нардзевского о счетной категоричности (см.
Ершов и Палютин [30, c. 194]).

Рассмотрим более подробно проблемы определимости в полурешетках 𝑛-в.п. степеней. Од-
ним из возможных способов доказательства определимости𝑚-в.п. степеней в 𝑛-в.п. степенных
структурах при 𝑚 < 𝑛 является следующий:

а) находится некоторое бесконечное определимое в D𝑛 множество S 𝑚-в.п. степеней;
б) доказывается, что степени из S порождают под операциями ∪ и ∩ полурешетку D𝑛

(там, где она определена).
В этих исследованиях активно используются возможные способы разложения 𝑛-в.п. степе-

ней на две несравнимые степени, поэтому начнем изложение с рассмотрения этих вопросов.

Определение. Разложением степени d называются такие степени d0 и d1, что d0,d1 < d
и d = d0 ∪ d1. Говорят, что это разложение над степенью a < d, если a 6 d0,d1. Наконец,
разложение d на d0 и d1 является разложением, которое минует верхний конус степеней
b, если b ̸6 d𝑖, 𝑖 6 1.

Ниже приводятся все основные результаты о разложениях 𝑛-в.п. степеней при различных
𝑛 > 1, которые на сегодняшний день нам известны.

Teopeма 6 (Сакс [31]). Каждая в.п. степень a > 0 разложима на две в.п. степени, минуя
верхний конус степеней b, для любой ∆0

2-степени b > 0.

Teopeма 7 (Лахлан [32]). Существуют такие в.п. степени a и b, a < b, что b не раз-
ложима в в.п. степенях над a.

Teopeма 8 (Робинсон [33]). Каждая в.п. степень a > 0 разложима на две низкие в.п.
степени над любой низкой в.п. степенью.

Teopeма 9 (Купер [34] для случая b = 0, Купер и Ли [35] для общего случая). Каждая
d-в.п. степень a > 0 разложима в 𝑑-в.п. степенях над произвольной в.п. степенью b < a.

Teopeма 10 (Купер, Лахлан, Лемпп, Соар и Харрингтон [15]). Не каждая 𝑛-в.п. сте-
пень (даже в.п. степень) d разложима (даже в 𝜔-в.п. степенях) над произвольной 𝑑-в.п.
степенью a < d, для любого 𝑛 > 1.

Teopeма 11 (Арсланов, Купер и Ли [35], [36]). Любая в.п. степень a > 0 разложима
в 𝑑-в.п. степенях над произвольной низкой 𝑑-в.п. степенью b < a.

Teopeма 12 (Ли [37]). Каждая 𝑑-в.п. степень d > 0 разложима в 𝑑-в.п. степенях над
каждой низкой 𝑑-в.п. степенью x < d.

Teopeма 13 (Шор и Сламан [38]). Пусть степени d, a и b таковы, что d является 𝑛-в.п.
для некоторого 𝑛 > 1, а a и b такие ∆0

2-степени, что a � b. Тогда d можно разложить
над a в ∆0

2-степенях, минуя верхний конус степеней b.

Ясно, что последний результат нельзя усилить, рассматривая разложения на 𝑑-в.п. степени
(в [15] доказано, что этого нельзя сделать даже при a = 0). Ямалеев [20] доказал, что такое
разложение возможно при a = 0, если d является собственно 𝑑-в.п. степенью, а b – такая
невычислимая ∆0

2-степень, что между d и b нет в.п. степеней.

Teopeма 14 [20]. Пусть собственно 𝑑-в.п. степени d и b таковы, что d > b и интервал
(d,b) не содержит в.п. степени. Тогда d можно разложить на две 𝑑-в.п. степени, минуя
верхний конус степеней над b.

Следовательно, каждая собственная 𝑑-в.п. степень b обладает следующим свойством.
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Для любой 𝑑-в.п. степени d > b существует такая 𝑑-в.п. степень a, что b < a 6 d, и a
разложима в 𝑑-в.п. степенях, минуя верхний конус степеней b.

Действительно, если между степенями d и b существует некоторая в.п. степень a, тогда a
разложима, минуя верхний конус степеней над b, по теореме Сакса о разложении; если же
между b и d нет в.п. степеней, то d сама таким образом разложима по теореме Ямалеева.

Теперь рассмотрим формулу

𝜙(𝑥) .= (∃𝑏 > 𝑥)(∀𝑑)[𝑥 < 𝑑 6 𝑏→ (∀𝑑0, 𝑑1)[𝑑 = 𝑑0 ∪ 𝑑1 → 𝑥 6 𝑑0 ∨ 𝑥 6 𝑑1]].

Из вышеизложенного следует, что

D2 |= 𝜙(a) ⇒ a в.п.

Если бы выполнялась и обратная импликация a в.п. ⇒ D2 |= 𝜙(a), то определимость в.п.
степеней в D2 была бы установлена. Однако не каждая в.п. степень обладает этим свойством.
Действительно, если D2 |= 𝜙(a) для некоторой в.п. степени, то пусть b > a – такая 𝑑-в.п.
степень, которая не разложима, минуя верхний конус степеней a. Тогда между a и b нет
в.п. степеней, за исключением a; в этом случае говорят, что a изолирует b. Но в работе
автора, Лемппа и Шора [39] установлено, что между любыми двумя в.п. степенями a0 < a1

существует в.п. степень, которая не изолирует никакую 𝑑-в.п. степень. Для каждой такой
степени a имеем D2 |= ¬𝜙(a).

Следующая теорема показывает, что тем не менее существует бесконечная совокупность
в.п. степеней a, удовлетворяющих формуле 𝜙.

Teopeма 15 (Арсланов, Калимуллин, Лемпп [18]). Существует бесконечно много различ-
ных 𝑑-в.п. степеней d и в.п. степеней b < d таких, что любая 𝑑-в.п. степень a, b < a 6 d,
не разложима в 𝑑-в.п. степенях, минуя верхний конус степеней над b.

Отсюда следует, что множество

S = {x > 0|(∃y > x)(∀z)(𝑥 < 𝑧 6 𝑦 → (∀z0, z1)(z0 ∪ z1 = z & z0 | z1 → x 6 z0 ∨ x 6 z1))}

состоит только из в.п. степеней, бесконечно и определимо в D2 формулой

𝜙(𝑥) = (∃y > x)(∀𝑧)(𝑥 < 𝑧 6 𝑦 → (∀z0, z1)(z0 ∪ z1 = z & z0 | z1 → x 6 z0 ∨ x 6 z1))}.

Теперь предположим, что d – некоторая собственная 𝑑-в.п. степень. Для любого разло-
жения d на две 𝑑-в.п. степени d0 и d1 по крайней мере одна из степеней d𝑖, 𝑖 6 1, должна
обладать следующим свойством.

Любая 𝑑-в.п. степень u, d𝑖 6 u 6 d, разложима на 𝑑-в.п. степени, минуя верхний конус
степеней над d𝑖 .

В противном случае по теореме Ямалеева для каждой степени d𝑖, 𝑖 6 1, между d𝑖 и d
существует в.п. степень, и, следовательно, степень d сама вычислимо перечислима (как наи-
большая нижняя грань таких степеней).

Ответы на следующие вопросы пока не известны. (Из вышеизложенного следует, что по-
ложительный ответ на любой из них означает определимость в.п. степеней в D2.)

Вопрос 1. Верно ли, что каждая в.п. степень a > 0 является наименьшей верхней гранью
двух несравнимых степеней из S ?

С этим вопросом связан также следующий: верно ли, что степени из S плотны среди в.п.
степеней, т.е. верно ли, что между любыми двумя в.п. степенями a < b найдется некоторая
степень из S ? Положительный ответ на этот вопрос немедленно влечет положительный ответ
на вопрос 1: для этого разлагаем в.п. степень a > 0 на две несравнимые в.п. степени a0 и
a1 (по теореме Сакса о разложении это можно сделать) и между степенями a и a𝑖, 𝑖 6 1,
находим степени b𝑖 ∈ S . Имеем a = b0 ∪ b1.
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Вопрос 2. Верно ли, что для каждой в.п. степени a существует такое разложение на
(𝑑-в.п. степени) a0, a1, что некоторые 𝑑-в.п. степени b0, b1 такие, что a𝑖 < b𝑖 < a, не разло-
жимы, минуя верхний конус степеней a𝑖, для каждого 𝑖 ∈ {0, 1}?

Исследование проблемы определимости в.п. степеней в полурешетках D𝑛, 𝑛 > 2, также
можно проводить по следующей схеме.

1) Пусть 1 6 𝑚 < 𝑛 и собственные 𝑛-в.п. степени d и b таковы, что d > b и интервал (d,b)
не содержит 𝑚-в.п. степеней. Верно ли, что d разложима в 𝑛-в.п. степенях, минуя верхний
конус степеней над b?

2) Каждая 𝑛-в.п. степень a разложима на две (𝑛+1)-в.п. степени a0, a1, так что существуют
такие (𝑛 + 1)-в.п. степени b0, b1, a𝑖 < b𝑖 < a, не разложимые в (𝑛 + 1)-в.п. степени, минуя
верхний конус степеней над a𝑖, для каждого 𝑖 ∈ {0, 1}.

Мы предполагаем, что для каждого 𝑛 > 1 множества

S𝑛 = {x > 0|(∃y > x)(∀𝑧)(𝑥 < 𝑧 6 𝑦 → (∀z0, z1)(z0 ∪ z1 = z & z0 | z1 → x 6 z0 ∨ x 6 z1))}

𝑛-в.п. степеней определимы в D𝑛+1.
Мы также предполагаем, что это множество 𝑛-в.п. степеней порождает весь класс 𝑛-в.п.

степеней и, таким образом, справедливо следующее свойство.

Для любого 𝑛 > 1 𝑛-в.п. степени равномерно определимы в D𝑛+1 .

Перейдем к рассмотрению вопросов определимости с параметрами.

Teopeма 16. Существует бесконечная совокупность в.п. степеней, каждая из которых
определима в D2 с одним параметром из D2 −R .

Доказательство. Для любого a ∈ S пусть d является такой степенью, что для любой
степени z при a < z 6 d и z0 ∪ z1 = z для некоторых 𝑑-в.п. степеней z0 и z1, и z0 | z1,
справедливо либо a 6 z0, либо a 6 z1. Ясно, что d не вычислимо перечислима и однозначно
определяет в.п. степень a. В частности, 𝑆 ∩ [0,y] = {a}.

Сламан и Вудин [40] доказали, что класс R в.п. степеней определим с параметрами в D
(6 0′). Принципиальное место в их доказательство занимает следующая теорема.

Teopeма 17 [40]. Пусть A – равномерно низкое множество ∆0
2-степеней, ограниченное

некоторой низкой степенью a. Тогда A определимо с параметрами в D (6 0′).

Множество степеней A называется равномерно низкой совокупностью, если существу-
ют последовательность множеств ⟨𝑋(𝑛) | 𝑛 ∈ 𝜔⟩ и ∅′-вычислимая функция 𝑓 такие, что
{deg(𝑋(𝑛)) | 𝑛 ∈ 𝜔} = A и Φ∅′

𝑓(𝑛) = (𝑋(𝑛))′.
Из теоремы 17 определимость R с параметрами в D (6 0′) выводится с помощью следую-

щей теоремы.

Teopeма 18 (Уэлш [41]). Существуют две равномерно вычислимые совокупности в.п.
степеней A0 и A1 такие, что каждая из них ограничена некоторой низкой степенью и
каждая в.п. степень a является наименьшей верхней гранью a0 ∈ A0 и a1 ∈ A1 .

Для доказательства этой теоремы достаточно креативное множество 𝐾 = {⟨𝑒, 𝑛⟩ | 𝑛 ∈𝑊𝑒}
разложить по теореме Сакса на два низких Т-несравнимых множества 𝐴0 и 𝐴1 и определить
A𝑖 = {𝑒 | ⟨𝑒, 𝑛⟩ ∈ 𝐴𝑖}𝑛∈𝜔, 𝑖 6 1.

По теореме 18 класс R в.п. степеней определим с параметрами в D (6 0′).
В [15] была доказана следующая теорема.

Teopeма 19. Существуют 𝑑-в.п. множество 𝐸 и в.п. множество 𝐷 такие, что ∅ <T
𝐷 <T 𝐷 ⊕ 𝐸 и для любого 2-в.п. множества 𝑈 , если 𝑈 6T 𝐷 ⊕ 𝐸 , то либо 𝐷 6T 𝑈 , либо
𝑈 6T 𝐷 .
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Нетрудно проверить, что удовлетворение дополнительного требования

(∀𝑒)(∃∞𝑠)(Φ𝐷
𝑒 (𝑒)[𝑠] ↓) → Φ𝐷

𝑒 (𝑒) ↓,

которое позволяет в этой теореме сделать степень множества 𝐷 низкой, легко сочетается
с процессом удовлетворения всех остальных ее требований. Таким образом, существуют в.п.
множества низкой степени, удовлетворяющие условиям приведенной теоремы. Нам не извест-
но, существуют ли множества не низкой степени с этими свойствами, т.е. существуют ли такие
𝑑-в.п. степени d > 0, у которых разложения на 𝑑-в.п. степени не могут быть низкими:

(d = a ∪ b) → a′ > 0′ & b′ > 0′.

Если бы приведенную выше теорему удалось усилить таким образом, то это бы означало, что
описанный выше метод Сламана и Вудина принципиально не подходит для доказательства
определимости 𝑛-в.п. степеней с параметрами в D (6 0′). А именно, 𝑛-в.п. степени при 𝑛 > 1
в общем случае нельзя разложить на две низкие 𝑛-в.п. степени, в отличие от случая в.п.
степеней.
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Амальгамируемость, интерполяция
и неявная определимость в многообразиях алгебр

Л.Л. Максимова
Институт математики им. С.Л. Соболева СО РАН, г. Новосибирск

1. Введение

Проблемы зависимости между структурными свойствами классов алгебр и свойствами
формальных языков, описывающих эти классы, алгоритмические проблемы различных тео-
рий играют большую роль в научном творчестве выдающегося математика Мальцева, осно-
вателя теории алгебраических систем [1], [2].

Алгебраическая семантика логических систем послужила основой для применения алгеб-
раических методов в исследованиях по логике. К числу фундаментальных теорем логики
относятся интерполяционная теорема Крейга [3] и теорема Бета о неявной определимости [4].

Мы рассматриваем проблемы амальгамируемости, интерполяции и справедливости свой-
ства Бета и их вариантов в многообразиях алгебр. Нас интересует вопрос: когда исследова-
ние этих проблем можно свести к изучению более узких классов, а именно классов финитно
неразложимых алгебр? Мы укажем достаточные условия для такого сведения.

В тех случаях, когда такое сведение возможно (например, в табличных конгруэнц-дистри-
бутивных многообразиях), получаем эффективный метод проверки исследуемых свойств. Ме-
тод применим для исследования свойств, близких к амальгамируемости, и интерполяционных
свойств в многообразиях алгебр, ассоциированных с модальными и суперинтуиционистски-
ми логиками, а также с подструктурными логиками и многими другими. Во многих случаях
удается доказать разрешимость свойств на классе табличных логик и многообразий.

Взаимосвязи категорных свойств многообразий и синтаксических свойств их эквациональ-
ных теорий были обнаружены в 60-е годы XX века. Были установлены связи интерполя-
ционного свойства с амальгамируемостью, позднее замечена связь свойства Бета с сюръек-
тивностью эпиморфизмов. Соотношения различных версий интерполяционного свойства и
свойства Бета с амальгамируемостью и сюръективностью эпиморфизмов в алгебраической
логике рассматривались в [5]–[14] и других работах.

Более подробно были изучены модальные и суперинтуиционистские логики (см. [15], [16]).
Результаты о связи синтаксических и категорных свойств в подструктурных логиках пред-
ставлены в [17].

При исследовании модальных логик обнаружилась возможность сведения интерполяци-
онного свойства, свойства Бета и амальгамируемости в многообразиях модальных алгебр
к подходящим свойствам классов финитно неразложимых алгебр. Это сведение имело боль-
шое значение для доказательства разрешимости указанных свойств в многообразиях гейтин-
говых алгебр и алгебр замыкания и в табличных многообразиях модальных алгебр. В этой
статье будет получено обобщение указанных результатов о сведении на другие многообразия.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (грант
№ 09-01-00090а), программы “Ведущие научные школы” (грант № НШ-3606.2010.1) и программы АВЦП Ми-
нобразования России “Развитие научного потенциала высшей школы” (грант № 2.1.1.10726).
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Будут найдены достаточные условия для подобного сведения. Это позволит доказать раз-
решимость исследуемых свойств во многих табличных многообразиях, т.е. многообразиях,
порожденных конечным множеством конечных алгебр.

В п. 2.1 приведены определения амальгамируемости и родственных свойств. В. 2.2 дан крат-
кий обзор результатов об интерполяции, свойствах определимости по Бету и амальгамируемо-
сти в многообразиях алгебр, связанных с модальными, суперинтуиционистскими и позитив-
ными логиками, приведены результаты о разрешимости указанных свойств. В параграфе 3
дан обзор результатов о взаимосвязях категорных и синтаксических свойств многообразий ал-
гебр. Параграф 4 посвящен проблеме сведения вариантов амальгамируемости, интерполяции
и свойства Бета к финитно неразложимым алгебрам. В параграфе 5 найдены достаточные
условия разрешимости рассматриваемых свойств в табличных многообразиях алгебр.

2. Основные сведения

2.1. Определения. Пусть 𝑉 – класс алгебр. Напомним определения амальгамируемо-
сти АР, сверхамальгамируемости SupAP, сильной амальгамируемости StrAP, ограниченной
амальгамируемости RAP, слабой амальгамируемости WAP, сюръективности эпиморфизмов
ES* и сильной сюръективности эпиморфизмов SES.

Класс 𝑉 амальгамируем, если он удовлетворяет условию
AP : Для любых A,B,C ∈ 𝑉 таких, что A является общей подалгеброй алгебр

B и C, существуют алгебра D из 𝑉 и мономорфизмы 𝛿 : B → D и 𝜀 : C → D
такие, что 𝛿(𝑥) = 𝜀(𝑥) для всех 𝑥 ∈ A.

Класс 𝑉 сильно амальгамируем, если он удовлетворяет условию
StrAP : AP c дополнительным условием

𝛿(B) ∩ 𝜀(C) = 𝛿(A).

Класс 𝑉 обладает свойством ограниченной амальгамируемости, если выполнено условие
RAP : Для любых A,B,C ∈ 𝑉 таких, что A является общей подалгеброй алгебр

B и C, существуют алгебра D из 𝑉 и гомоморфизмы 𝛿 : B → D и 𝜀 : C → D
такие, что 𝛿(𝑥) = 𝜀(𝑥) для всех 𝑥 ∈ A и ограничение 𝛿′ отображения 𝛿 на A
является мономорфизмом.

Класс 𝑉 , в котором все алгебры частично упорядочены, называем сверхамальгамируемым,
если он удовлетворяет условию

SupAP : AP c дополнительными условиями: для всех 𝑥 ∈ B, 𝑦 ∈ C

𝛿(𝑥) 6 𝜀(𝑦) ⇐⇒ (∃ 𝑧 ∈ A)(𝑥 6 𝑧 и 𝑧 6 𝑦),

𝛿(𝑥) > 𝜀(𝑦) ⇐⇒ (∃ 𝑧 ∈ A)(𝑥 > 𝑧 и 𝑧 > 𝑦).

Рассмотрим также следующий слабый вариант свойства SupAP:
WSupAP : Если A – общая подалгебра алгебр B и C из 𝑉 , то существуют D из 𝑉 и

гомоморфизмы 𝛿 : B → D, 𝜀 : C → D такие, что 𝛿(𝑥) = 𝜀(𝑥) для всех 𝑥 ∈ A
и для всех 𝑥 ∈ B, 𝑦 ∈ C

𝛿(𝑥) 6 𝜀(𝑦) ⇐⇒ (∃ 𝑧 ∈ A)(𝑥 6 𝑧 и 𝑧 6 𝑦),

𝛿(𝑥) > 𝜀(𝑦) ⇐⇒ (∃ 𝑧 ∈ A)(𝑥 > 𝑧 и 𝑧 > 𝑦).
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Зафиксируем сигнатуру, состоящую из функциональных символов и констант и включаю-
щую две константы ⊥ и ⊤. Алгебру A назовем ограниченной, если она удовлетворяет усло-
вию: A |= ⊥ = ⊤ тогда и только тогда, когда A одноэлементна. Рассмотрим многообразия,
состоящие из ограниченных алгебр. В качестве примера можно взять ограниченные решет-
ки, гейтинговы алгебры, модальные алгебры, булевы алгебры с операторами. Ограниченную
алгебру называем невырожденной, если она содержит не менее двух элементов. Для много-
образий ограниченных алгебр определим понятие слабой амальгамируемости.

WAP : для любых A,B,C ∈ 𝑉 таких, что A есть общая подалгебра B и C, суще-
ствуют алгебра D из 𝑉 и гомоморфизмы 𝛿 : B → D и 𝜀 : C → D такие, что
𝛿(𝑥) = 𝜀(𝑥) для всех 𝑥 ∈ A, где D невырожденная, если A невырожденная.

Определим также свойства сюръективности эпиморфизмов (ES*) и сильной сюръектив-
ности эпиморфизмов (SES).

ES* : для любых A, B из 𝑉 , для любого мономорфизма 𝛼 : A → B и любого
𝑥 ∈ B − 𝛼(A) такого, что {𝑥} ∪ 𝛼(A) порождает B, существуют C ∈ 𝑉 и
гомоморфизмы 𝛽 : B → C и 𝛾 : B → C такие, что 𝛽𝛼 = 𝛾𝛼 и 𝛽(𝑥) ̸= 𝛾(𝑥).

SES : для любых A, B из 𝑉 , для любого мономорфизма 𝛼 : A → B и любого
𝑥 ∈ B− 𝛼(A) существуют C ∈ 𝑉 и гомоморфизмы 𝛽 : B → C и 𝛾 : B → C
такие, что 𝛽𝛼 = 𝛾𝛼 и 𝛽(𝑥) ̸= 𝛾(𝑥).

В любых многообразиях алгебр имеем

StrAP =⇒ AP =⇒ RAP =⇒ WAP, StrAP =⇒ SES =⇒ ES*.

В общем случае обратные импликации неверны. Кроме того,

ES* ≠⇒ WAP, AP ≠⇒ ES*, StrAP ⇐⇒ AP&ES*

(см. теорему 3.14).
В многообразиях частично упорядоченных алгебр

SupAP ⇒ StrAP, SupAP ⇒ WSupAP ⇒ SES.

Важную роль в наших рассмотрениях имеет свойство продолжаемости конгруэнций. Из-
вестно, что все многообразия модальных и гейтинговых алгебр обладают свойством продол-
жаемости конгруэнций.

СЕР : для любых алгебр A,B ∈ 𝑉 , где A является подалгеброй алгебры B, любая
конгруэнция Φ на A может быть продолжена до конгруэнции Ψ на B такой,
что ограничение отношения Ψ на алгебру A совпадает с Φ.

Обзоры по категорным свойствам классов алгебр, их соотношениям и взаимосвязям с син-
таксическими свойствами теорий можно найти в [7], [11], [18]–[20]. Мы ограничимся несколь-
кими примерами.

Многообразие L01 всех ограниченных решеток сверхамальгамируемо, а значит, имеет так-
же StrAP, AP и SES [21]. C другой стороны, L01 не имеет СЕР.

Многообразие DL дистрибутивных решеток имеет свойство продолжаемости конгруэнций
СЕР [22]. Это верно и для дистрибутивных решеток с псевдодополнениями [23]. C другой сто-
роны, отсутствие дистрибутивности часто влечет отсутствие свойства СЕР. Можно доказать,
что единственное нетривиальное многобразие решеток со свойством СЕР – это многообразие
дистрибутивных решеток. Многообразие решеток с псевдодополнениями не имеет СЕР [21].

Напомним, что решетка с псевдодополнениями – это ограниченная решетка с дополни-
тельной операцией ¬, удовлетворяющая условию

𝑥 ∧ 𝑦 = ⊥ ⇐⇒ 𝑥 6 ¬𝑦. (1)
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Многообразие DP всех дистрибутивных решеток с псевдодополнениями имеет свойство
амальгамируемости АР [23]. Только три его собственных нетривиальных подмногообразия
имеют АР [23], в частности, многообразие алгебр Стоуна (удовлетворяющих дополнительно-
му тождеству ¬𝑥 ∨ ¬¬𝑥 = 1) и многообразие булевых алгебр. Единственное нетривиальное
подмногообразие многообразия DP имеет SupAP и StrAP – это многообразие B булевых
алгебр. Остальные подмногообразия не имеют ни ES*, ни SupAP, ни StrAP [21]. Bce подмно-
гообразия многообразия DP имеют WAP [14].

2.2. Многообразия, ассоциированные с логиками. Алгебраическая семантика логи-
ческих систем послужила основой для применения алгебраических методов в исследованиях
по логике. К числу фундаментальных теорем логики относятся интерполяционная теорема
Крейга [3] и теорема Бета о неявной определимости [4]. Имеется большое число работ по
проблеме интерполяции и связанной с ней проблеме амальгамируемости в классах алгебр,
ассоциированных с неклассическими логиками [6], [13], [15], [17].

Приведем краткий обзор результатов по проблеме амальгамируемости и свойствам Бета
в многообразиях модальных и гейтинговых алгебр, а также близких к ним алгебр. Интерес
к этой проблеме был вызван равносильностью интерполяционных свойств модальной или су-
перинтуиционистской логики и амальгамируемости соответствующего многообразия алгебр,
обнаруженной в [15], [24], [25]. B частности, интуиционистская пропозициональная логика Int
характеризуется многообразием гейтинговых алгебр, а любая суперинтуиционистская логи-
ка – подходящим подмногообразием этого многообразия. Суперинтуиционистская логика 𝐿
обладает интерполяционным свойством Крейга тогда и только тогда, когда соответствующее
многообразие гейтинговых алгебр 𝑉 (𝐿) амальгамируемо; кроме того, в случае гейтинговых
алгебр амальгамируемость равносильна сверхамальгамируемости. Интерполяционное свой-
ство Крейга определяется следующим образом.

CIP : если в 𝐿 верна импликация 𝐴→ 𝐵, то существует интерполянт, т.е. такая
формула 𝐶, что в 𝐿 верны 𝐴→ 𝐶 и 𝐶 → 𝐵 и все переменные формулы 𝐶
входят одновременно в 𝐴 и в 𝐵.

В модальных логиках свойство CIP эквивалентно сверхамальгамируемости соответству-
ющего многообразия модальных алгебр, а амальгамируемость равносильна дедуктивному
интерполяционному свойству.

IPD : если 𝐴 ⊢𝐿 𝐵, то существует такая формула 𝐶, что 𝐴 ⊢𝐿 𝐶 и 𝐶 ⊢𝐿 𝐵 и все
переменные формулы 𝐶 входят одновременно в 𝐴 и в 𝐵.

Свойства сюръективности эпиморфизмов SES и ES* в модальных и суперинтуиционист-
ских логиках равносильны [26], [15] соответственно свойствам Бета РВ2 и В2:

РВ2 : пусть x, q, q′ – попарно не пересекающиеся списки переменных, не содер-
жащие 𝑦 и 𝑧, 𝐴(x,q, 𝑦) – формула. Если 𝐴(x,q, 𝑦), 𝐴(x,q′, 𝑧) ⊢𝐿 (𝑦 ↔ 𝑧),
то 𝐴(x,q, 𝑦) ⊢𝐿 (𝑦 ↔ 𝐵(x)) для некоторой формулы 𝐵(x).

В2 : удаляя q и q′ из РВ2, получаем свойство В2.
Напомним некоторые определения. Импликативная решетка (или решетка с относи-

тельными псевдодополнениями) – это алгебра A = (𝐴,∧,∨,→,⊤) с решеточными операциями
∧,∨, наибольшим элементом ⊤ и дополнительной операцией относительного псевдодополне-
ния, т.е.

𝑧 6 𝑥→ 𝑦 ⇐⇒ 𝑧 ∧ 𝑥 6 𝑦.

Алгебра A = (𝐴,∧,∨,→,⊤,⊥), где A = (𝐴,∧,∨,→,⊤) есть импликативная решетка,
а ⊥ – произвольный элемент множества 𝐴, называется J-aлгеброй. Гейтингова алгебра –
это J-aлгебра, в которой ⊥ является наименьшим элементом.

Модальной алгеброй называется алгебра A = (𝐴,∧,¬,⊤,�), где (𝐴,∧,¬,⊤) есть булева
алгебра, а одноместная операция � удовлетворяет условиям

�⊤ = ⊤, �(𝑥 ∧ 𝑦) = �𝑥 ∧�𝑦.
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Модальная алгебра называется транзитивной, если на ней выполнено неравенство

�𝑥 6 ��𝑥.

Транзитивная модальная алгебра называется топобулевой алгеброй, если удовлетворяет
�𝑥 6 𝑥, и диагонализируемой алгеброй, если

�(�𝑥→ 𝑥) 6 �𝑥, где 𝑦 → 𝑧 = ¬(𝑦 ∧ ¬𝑧).

Топобулева алгебра называется эпистемической, если выполнено

𝑥 6 �♦𝑥, где ♦𝑥 = ¬�¬𝑥,

и гжегорчиковой алгеброй, если

�(�(𝑥→ �𝑥) → 𝑥) 6 𝑥.

Известно, что все указанные многообразия имеют свойство СЕР. Многообразия всех импли-
кативных решеток, J-aлгебр и гейтинговых алгебр, булевых алгебр, а также всех модальных
алгебр, транзитивных модальных алгебр, топобулевых, диагонализируемых, эпистемических
и гжегорчиковых алгебр сверхамальгамируемы. Кроме того, имеется лишь конечное число
амальгамируемых многообразий топобулевых алгебр [27], [15] и конечное число амальгами-
руемых многообразий гейтинговых алгебр [24], хотя семейства многообразий топобулевых и
гейтинговых алгебр имеют мощность континуума. Напротив, существует континуум амальга-
мируемых многообразий диагонализируемых алгебр [15]. При этом семейство неамальгамиру-
емых многообразий диагонализируемых алгебр также имеет мощность континуума. Слабая
амальгамируемость существенно отличается от ограниченной амальгамируемости и, тем бо-
лее, от амальгамируемости. В частности, все многообразия диагонализируемых алгебр, гже-
горчиковых и гейтинговых алгебр слабо амальгамируемы [14]. C другой стороны для класса
эпистемических алгебр слабая амальгамируемость эквивалентна сильной амальгамируемо-
сти [28], поэтому все свойства, кроме ES*, равносильны.

В многообразиях модальных алгебр имеет место [12], [14], [15], [21]

SupAP ⇐⇒ WSupAP =⇒ StrAP =⇒ AP =⇒ RAP =⇒ WAP,
StrAP ⇐⇒ AP & ES* =⇒ SES =⇒ ES*.

В общем случае обратные импликации неверны. Кроме того,

ES* ≠⇒ WAP. AP ≠⇒ ES*.

Все многообразия модальных транзитивных алгебр имеют ES* [29], [15]. B многообразиях
модальных транзитивных алгебр справедливы соотношения

SupAP ⇐⇒ WSupAP =⇒ StrAP ⇐⇒ AP =⇒ SES =⇒ RAP =⇒ WAP,
StrAP ≠⇒ SupAP, SES ≠⇒ AP, WAP ≠⇒ RAP.

В многообразиях эпистемических алгебр [28]:

SupAP ⇐⇒ StrAP ⇐⇒ AP ⇐⇒ SES ⇐⇒ RAP ⇐⇒ WAP.

Для многообразий гейтинговых и гжегорчиковых алгебр и импликативных решеток имеем
[30], [31]:

SupAP ⇐⇒ StrAP ⇐⇒ AP =⇒ RAP ⇐⇒ SES, SES ≠⇒ AP,
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все указанные многообразия имеют ES* [15]; как было сказано выше, все многообразия гей-
тинговых и гжегорчиковых алгебр имеют WAP [14].

Полностью описаны многообразия гейтинговых и гжегорчиковых алгебр и импликатив-
ных решеток со свойствами амальгамируемости и сильной сюръективности эпиморфизмов
[32]–[34]. B [15] указан список всех амальгамируемых многообразий топобулевых алгебр; уста-
новлено, что число амальгамируемых многообразий топобулевых алгебр не более 49 и не ме-
нее 43; все они конечно базируемы и порождаются своими конечными алгебрами. Найден
эффективный критерий слабой амальгамируемости многообразий транзитивных модальных
алгебр [35].

Найденные описания позволили доказать разрешимость алгоритмических проблем, свя-
занных с интерполяцией и свойствами Бета в важных классах неклассических логик, с одной
стороны, и с амальгамируемостью и сюръективностью эпиморфизмов в многообразиях соот-
ветствующих алгебр – с другой. Более точно, следующие свойства являются разрешимыми:

∙ интерполяционное свойство Крейга и дедуктивное интерполяционное свойство в су-
перинтуиционистских и позитивных исчислениях, а также в модальных исчислениях,
содержащих модальную логику S4 [24], [27], [15];

∙ амальгамируемость, сильная амальгамируемость и сверхамальгамируемость в многооб-
разиях топобулевых и гейтинговых алгебр и импликативных решеток [24], [27], [15];

∙ проективное свойство Бета над интуиционистской логикой и над логикой Гжегорчика,
а также в позитивных логиках [36], [34], [33];

∙ сильная сюръективность эпиморфизмов и ограниченная амальгамируемость в многооб-
разиях гейтинговых и гжегорчиковых алгебр и импликативных решеток [36], [34], [30],
[33], [31];

∙ слабое интерполяционное свойство над модальной логикой К4 [35];
∙ слабая амальгамируемость в многообразиях транзитивных модальных алгебр [35].
Под разрешимостью свойства Р над логикой 𝐿 мы понимаем существование алгоритма,

который по любой конечной системе схем аксиом, добавляемых к стандартным аксиомам и
правилам логики 𝐿, определяет, обладает ли полученное в итоге исчисление свойством Р.
Свойство Р считается разрешимым, например, в многообразиях гейтинговых алгебр, если
существует алгоритм, который по любой конечной системе тождеств определяет, обладает ли
свойством Р подмногообразие гейтинговых алгебр, удовлетворяющих этим тождествам.

Все указанные выше свойства являются разрешимыми также в табличных модальных,
суперинтуиционистских и позитивных логиках и соответствующих многообразиях [37] (см.
далее теорему 5.1). Логика (или многобразие) называется табличной, если порождается ко-
нечным числом конечных алгебр. Под разрешимостью свойства Р в табличных логиках по-
нимается существование алгоритма, который по любой заданной конечной системе конечных
алгебр определяет, обладает ли свойством Р логика, порожденная этой системой.

3. Интерполяция, амальгамируемость и свойства Бета

В этом параграфе будет дан обзор результатов о взаимосвязях категорных и синтакси-
ческих свойств многообразий алгебр. Свойство амальгамируемости классов алгебр связано
с интерполяционными свойствами их эквационаьных теорий. Различные варианты свойства
Бета равносильны подходящим вариантам свойства сюръективности эпиморфизмов. Соотно-
шения различных версий интерполяционного свойства и свойства Бета с амальгамируемостью
и сюръективностью эпиморфизмов в алгебраической логике рассматривались в [5], [7]–[12],
[14], [15], [18] и других работах.

Приведем ряд определений. Зафиксируем произвольную сигнатуру, состоящую из функци-
ональных символов и/или констант. Для данного множества переменных x через 𝑡(x) обозна-
чим любой терм, все переменные которого входят в x, а через 𝐹 (x) – множество всех таких
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термов. Для данной алгебры A означиванием в A называется любой гомоморфизм алгебры
термов в алгебру A. Если 𝑡 = 𝑡′ – равенство двух термов и 𝑣 – означивание, говорим, что
𝑡 = 𝑡′ выполнено в A при означивании 𝑣 и пишем A |= (𝑡 = 𝑡′)[𝑣], если 𝑣(𝑡) = 𝑣(𝑡′).

Если Γ – множество равенств и 𝛾 – равенство, то для любого многообразия 𝑉 определим:

Γ |=𝑉 𝛾 ⇐⇒ (∀A ∈ 𝑉 )(∀ 𝑣)(A |= Γ[𝑣] =⇒ A |= 𝛾[𝑣]).

Отметим, что отношение |=𝑉 можно заменить на синтаксическое отношение выводимости
в эквациональной логике. Поэтому отношение |=𝑉 является компактным, т.е.

Γ |=𝑉 𝛾, если и только если Γ0 |=𝑉 𝛾 для некоторого конечного Γ0 ⊆ Γ.

Для доказательств используется представление алгебр с помощью множества порождаю-
щих и определяющих соотношений [2].

Пусть фиксирована сигнатура Σ, состоящая из функциональных символов и/или констант.
Если x – множество переменных, через 𝐹 (x) обозначаем множество всех термов данной сиг-
натуры от переменных из x. Пусть заданы многообразие 𝑉 сигнатуры Σ и алгебра A ∈ 𝑉 .
Зафиксируем некоторое множество 𝑋 порождающих алгебры A. Каждому элементу 𝑎 ∈ 𝑋
ставим в соответствие переменную 𝑝𝑎, обозначим x = {𝑝𝑎 | 𝑎 ∈ 𝑋}. Определяем каноническое
означивание 𝑣0(𝑝𝑎) = 𝑎. На множестве 𝐹 (x) определим отношение

𝑡 =A 𝑡′ ⇐⇒ A |= 𝑣0(𝑡) = 𝑣0(𝑡′).

Предложение 3.1. Отношение =A есть конгруэнция на 𝐹 (x) и существует изомор-
физм 𝜙0 между 𝐹 (x)/=A и A такой, что 𝜙0(𝑡/=A) = 𝑣0(𝑡) для любого 𝑡 ∈ 𝐹 (x).

Для данной алгебры A с множеством порождающих 𝑋 обозначаем

𝐷+(A, 𝑋) = {𝛿(x) | A |= 𝛿(x)[𝑣0]}.

Если 𝑋 совпадает с A, то обозначаем

𝐷+(A) = 𝐷+(A, 𝑋).

Стандартным способом доказываются следующие утверждения.

Предложение 3.2. Если B |= 𝐷+(A, 𝑋)[𝑣] для некоторой алгебры B и означивания 𝑣 ,
то отображение ℎ(𝑎) = 𝑣(𝑝𝑎) можно продолжить до гомоморфизма из A в B.

Если Θ – конгруэнция на A, то запись (𝑎 = 𝑎′) ∈ Θ означает, что (𝑎, 𝑎′) ∈ Θ.

Предложение 3.3. Пусть 𝑉 – многообразие. Тогда Γ |=𝑉 𝛾 , если и только если для
любой алгебры A ∈ 𝑉 , для любого означивания 𝑣 в A и для любой конгруэнции Θ на A из
Γ[𝑣] ⊆ Θ следует 𝛾[𝑣] ∈ Θ.

Предложение 3.4. Пусть 𝑉 – многообразие, A ∈ 𝑉 , 𝑋 – множество порождающих
алгебры A, Γ ∪ {𝛿} – некоторое множество равенств от переменных из x = {𝑝𝑎 | 𝑎 ∈ 𝑋},
Φ – конгруэнция на A, порожденная множеством 𝑣0(Γ). Тогда

𝑣0(𝛿) ∈ Φ ⇐⇒ 𝐷+(A, 𝑋), Γ |=𝑉 𝛿.

В частности, для любых термов 𝑡 = 𝑡(x), 𝑡′ = 𝑡′(x) выполняется

𝑣0(𝑡) = 𝑣0(𝑡′) ⇐⇒ 𝐷+(A, 𝑋) |=𝑉 𝑡 = 𝑡′.

Вторая часть утверждения следует из первой при пустом Γ.
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3.1.Амальгамируемость и интерполяция. Определим ряд интерполяционных свойств.
Пусть x, y, z – попарно не пересекающиеся списки переменных, Γ(x,y), ∆(x, z) – произ-
вольные множества равенств, 𝛿(x, z) – равенство. Следующее свойство (интерполяционный
принцип для равенств) рассматривалось в [38]:

EIP : если Γ(x,y),∆(x, z) |=𝑉 𝛿(x, z) и 𝐹 (x) ̸= ∅, то существует Γ′(x) такое, что
Γ(x,y) |=𝑉 𝛾 для всех 𝛾 ∈ Γ′(x) и Γ′(x),∆(x, z) |=𝑉 𝛿(x, z).

В добавление мы определим свойство IPR ограниченной интерполяции:
IPR : если Γ(x,y),∆(x, z) |=𝑉 𝛿(x), то существует Γ′(x) такое, что Γ(x,y) |=𝑉 𝛾

для всех 𝛾 ∈ Γ′(x) и Γ′(x),∆(x, z) |=𝑉 𝛿(x).
Ясно, что IPR – частный случай EIP.
Хотя IPR не симметрично, из него выводится симметричная форма IPR:

если Γ(x,y),∆(x, z) |=𝑉 𝛿(x), то существуют Γ′(x) и ∆′(x) такие, что
Γ(x,y) |=𝑉 𝛾 для всех 𝛾 ∈ Γ′(x), ∆(x, z) |=𝑉 𝛿 для всех 𝛿 ∈ ∆′(x) и
Γ′(x),∆′(x) |=𝑉 𝛿(x).

Для вывода достаточно применить IPR еще раз к выражению Γ′(x),∆(x, z) |=𝑉 𝛿(x), по-
меняв местами Γ′(x), ∆(x, z).

Рассмотрим также частный случай IPR при пустом z, а именно,
WRIP : если Γ(x,y),∆(x) |=𝑉 𝛿(x), то существует Γ′(x) такое, что Γ(x,y) |=𝑉 𝛾

для всех 𝛾 ∈ Γ′(x) и Γ′(x),∆(x) |=𝑉 𝛿(x).
Для классов частично упорядоченных алгебр определим интерполяционный принцип для

неравенств:
IIP : пусть Γ(x,y) и ∆(x, z) удовлетворяют условию: Γ′(x) = ∆′(x), где

Γ′(x) = {𝛼(x) | Γ(x,y) |=𝑉 𝛼(x)}, ∆′(x) = {𝛼(x) | ∆(x, z) |=𝑉 𝛼(x)};

если Γ(x,y),∆(x, z) |=𝑉 𝑢(x,y) 6 𝑣(x, z), то существует терм 𝑡(x) такой,
что

Γ(x,y) |=𝑉 𝑢(x,y) 6 𝑡(x), ∆(x, z) |=𝑉 𝑡(x) 6 𝑣(x, z).

Слабое интерполяционное свойство WIP определяем для классов ограниченных алгебр:
если Γ(x,y),∆(x, z) |=𝑉 ⊥ = ⊤, то существует Γ′(x) такое, что Γ(x,y) |=𝑉 𝛾
для всех 𝛾 ∈ Γ′(x) и Γ′(x),∆(x, z) |=𝑉 ⊥ = ⊤.

Под ограниченной алгеброй понимаем частично упорядоченную алгебру с наименьшим и
наибольшим элементами ⊥ и ⊤. Ясно, что WIP является частным случаем IPR.

Teopeма 3.5. Для любого многообразия 𝑉 :
∙ EIP равносильно конъюнкции AP & CEP [38];
∙ IPR равносильно конъюнкции RAP & CEP [12];
∙ если 𝑉 – многообразие ограниченных алгебр, то WAP & CEP ⇒ WIP ⇒ WAP [14];
∙ СЕР равносильно WRIP [8].

Как мы видим, в случае многообразий со свойством продолжаемости конгруэнций СЕР
свойство амальгамируемости равносильно свойству EIP. Однако в общем случае это не так [8].
Следующий эквивалент амальгамируемости в произвольных многообразиях найден в [8] (где
это свойство обозначено через ROB*):

EIP* : пусть Γ(x,y) и ∆(x, z) удовлетворяют условию: Γ′(x) = ∆′(x), где

Γ′(x) = {𝛼(x) | Γ(x,y) |=𝑉 𝛼(x)}, ∆′(x) = {𝛼(x) | ∆(x, z) |=𝑉 𝛼(x)};

если Γ(x,y),∆(x, z) |=𝑉 𝜏(x, z), то ∆(x, z) |=𝑉 𝜏(x, z).
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Введем также следующие свойства:
IPR* : пусть Γ(x,y) и ∆(x, z) удовлетворяют условию: Γ′(x) = ∆′(x), где

Γ′(x) = {𝛼(x) | Γ(x,y) |=𝑉 𝛼(x)}, ∆′(x) = {𝛼(x) | ∆(x, z) |=𝑉 𝛼(x)};

если Γ(x,y),∆(x, z) |=𝑉 𝜏(x), то ∆(x, z) |=𝑉 𝜏(x);
WIP* : пусть Γ(x,y) и ∆(x, z) удовлетворяют условию: Γ′(x) = ∆′(x), где

Γ′(x) = {𝛼(x) | Γ(x,y) |=𝑉 𝛼(x)}, ∆′(x) = {𝛼(x) | ∆(x, z) |=𝑉 𝛼(x)};

если Γ(x,y),∆(x, z) |=𝑉 ⊥ = ⊤, то ∆(x, z) |=𝑉 ⊥ = ⊤.

Teopeма 3.6. Для любого многообразия 𝑉 :
(1) AP равносильно EIP* ;
(2) RAP равносильно IPR* ;
(3) если 𝑉 – многообразие ограниченных алгебр, то WAP равносильно WIP* .

Доказательство. (1) Доказано в [8]. Приведем доказательство для (2). Аналогично до-
казывается (3).

RAP ⇒ IPR*. Пусть Γ(x,y) и ∆(x, z) удовлетворяют условию: Γ′(x) = ∆′(x), где

Γ′(x) = {𝛼(x) | Γ(x,y) |=𝑉 𝛼(x)}, ∆′(x) = {𝛼(x) | ∆(x, z) |=𝑉 𝛼(x)},
Γ(x,y),∆(x, z) |=𝑉 𝜏(x).

Докажем, что ∆(x, z) |=𝑉 𝜏(x).
На множестве термов 𝐹 (x,y) определяем конгруэнцию

𝑡(x,y) ≈1 𝑡
′(x,y) ⇐⇒ Γ(x,y) |=𝑉 𝑡(x,y) = 𝑡′(x,y),

а на множестве 𝐹 (x, z) – конгруэнцию

𝑡(x, z) ≈2 𝑡
′(x, z) ⇐⇒ ∆(x, z) |=𝑉 𝑡(x, z) = 𝑡′(x, z).

Положим B′ = 𝐹 (x,y)/≈1, C = 𝐹 (x, z)/≈2. Очевидно, B′,C ∈ 𝑉 .
Пусть A – подалгебра алгебры C, порожденная множеством x/≈2. Из условия Γ′(x) =

∆′(x) следует, что 𝑡(x) ≈1 𝑡
′(x) ⇐⇒ 𝑡(x) ≈2 𝑡

′(x) для любых термов 𝑡(x), 𝑡′(x), а значит,
отображение 𝜙(𝑡(x)/≈2) = (𝑡(x)/≈1) является мономорфизмом из A в B′. Отображение 𝜙−1

можно продолжить до изоморфизма 𝜓 из B′ на подходящую алгебру B такую, что A является
подалгеброй алгебры B. В силу RAP существуют алгебра D из 𝑉 и гомоморфизмы 𝛿 : B → D
и 𝜀 : C → D такие, что 𝛿(𝑥) = 𝜀(𝑥) для всех 𝑥 ∈ A и ограничение 𝜀′ отображения 𝜀 на A
является мономорфизмом.

В алгебре D определим означивание 𝑣:

𝑣(𝑦) = 𝛿𝜓(𝑦/≈1) для 𝑦 ∈ x ∪ y, 𝑣(𝑧) = 𝜀(𝑧/≈2) для 𝑧 ∈ x ∪ z.

Определение корректно, так как выполняется 𝛿𝜓(𝑥/≈1) = 𝜀(𝑥/≈2) при 𝑥 ∈ x. По построе-
нию алгебры B получаем D |= Γ(x,y)[𝑣], а по построению алгебры C имеем D |= ∆(x, z)[𝑣].
Следовательно, D |= 𝜏(x)[𝑣]. Отсюда, так как 𝜀′ – мономорфизм, получаем C |= 𝜏(x)[𝑣0], где
𝑣0(𝑥) = 𝑥/≈2. По определению алгебры C отсюда следует, что ∆(x, z) |=𝑉 𝜏(x).

IPR* ⇒ RAP. Пусть A,B,C ∈ 𝑉 , A является общей подалгеброй алгебр B и C. Обозначим

x = {𝑝𝑎 | 𝑎 ∈ A}, y = {𝑝𝑎 | 𝑎 ∈ B−A}, z = {𝑝𝑎 | 𝑎 ∈ C−A}.

На множестве 𝐹 (x,y, z) положим

𝑡Θ𝑡′ ⇐⇒ 𝐷+(B), 𝐷+(C) |=𝑉 𝑡 = 𝑡′.
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Тогда Θ является конгруэнцией на 𝐹 (x,y, z). Обозначим

D = 𝐹 (x,y, z)/Θ

и положим
𝑔(𝑏) = 𝑝𝑏/Θ для 𝑏 ∈ B, ℎ(𝑐) = 𝑝𝑐/Θ для 𝑐 ∈ B.

Тогда по предложению 3.2 𝑔, ℎ – гомоморфизмы из B и C соответственно в алгебру D,
причем 𝑔(𝑎) = ℎ(𝑎) для всех 𝑎 ∈ A.

Покажем, что ограничение гомоморфизма 𝑔 на алгебру A является мономорфизмом. Пусть
𝑎, 𝑏 ∈ A и 𝑔(𝑎) = 𝑔(𝑏). Тогда по определению алгебры D получаем

𝐷+(B), 𝐷+(C) |=𝑉 𝑝𝑎 = 𝑝𝑏.

Поскольку A является общей подалгеброй алгебр B и C, для любого равенства 𝜏(x) выпол-
няется

𝐷+(B) |=𝑉 𝜏(x) ⇐⇒ 𝐷+(C) |=𝑉 𝜏(x).

По IPR* получаем
𝐷+(C) |=𝑉 𝑝𝑎 = 𝑝𝑏.

По предложению 3.4 отсюда следует 𝑎 = 𝑏, что и требовалось.

B [21] найден алгебраический эквивалент для свойства IIP в многообразиях алгебр, осно-
ванных на решетках. Доказательство верно и для полурешеточно упорядоченных алгебр, т.е.
алгебр, в сигнатуре которых присутствует операция ∧, которая интерпретируется как точная
нижняя грань.

Teopeма 3.7 [21]. Пусть 𝑉 – многообразие полурешеточно упорядоченных алгебр. Тогда
∙ WSupAP равносильно IIP;
∙ SupAP равносильно конъюнкции IIP & EIP* .

Поскольку существуют амальгамируемые многообразия без свойства SupAP, из теоре-
мы 3.7 следует, что в общем случае IIP не следует из AP.

Рассмотрим случай, когда в рассматриваемом многообразии наряду с операцией ∧ взятия
точной нижней грани, существуют термы e(𝑥, 𝑦) и t без переменных, определяющие равен-
ство, т.е. удовлетворяющие условию

EQ : 𝑥 = 𝑦 ⇐⇒ t 6 e(𝑥, 𝑦).
Примерами таких многообразий могут служить многообразия булевых алгебр с операторами,
гейтинговых алгебр и алгебр, связанных с нечеткими, подструктурными и релевантными
логиками.

Предложение 3.8. В многообразиях, удовлетворяющих условию EQ, выполнено

WSupAP =⇒ SupAP.

Доказательство. Учитывая теорему 3.7, выведем EIP* из IIP. Пусть Γ(x,y) и ∆(x, z)
удовлетворяют условию: Γ′(x) = ∆′(x), где

Γ′(x) = {𝛼(x) | Γ(x,y) |=𝑉 𝛼(x)}, ∆′(x) = {𝛼(x) | ∆(x, z) |=𝑉 𝛼(x)}.

Пусть
Γ(x,y),∆(x, z) |=𝑉 𝑡1 = 𝑡2, где 𝑡1 = 𝑡1(x, z), 𝑡2 = 𝑡2(x, z).

Докажем, что ∆(x, z) |=𝑉 𝑡1 = 𝑡2.
По условию EQ получаем

Γ(x,y),∆(x, z) |=𝑉 t 6 e(𝑡1, 𝑡2).
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По IIP существует 𝑡(x) такой, что

Γ(x,y) |=𝑉 t 6 𝑡(x), ∆(x, z) |=𝑉 𝑡(x) 6 e(𝑡1, 𝑡2).

Отсюда Γ(x,y) |=𝑉 t ∧ 𝑡(x) = t, а значит, ∆(x,y) |=𝑉 t 6 𝑡(x), поскольку Γ′(x) = ∆′(x).
Поэтому ∆(x, z) |=𝑉 t 6 e(𝑡1, 𝑡2) и ∆(x, z) |=𝑉 𝑡1 = 𝑡2.

Из этого предложения и теоремы 3.7 сразу вытекает

Cледствие 3.9. Для любого многобразия, удовлетворяющего условию EQ, свойства IIP,
SupAP и WSupAP равносильны.

3.2. Свойства Бета и сюръективность эпиморфизмов. Пусть x, q, q′ – попарно
не пересекающиеся списки переменных, не содержащие 𝑦 и 𝑧, Γ(x,q, 𝑦) – некоторое множе-
ство формул. Говорим, что многообразие 𝑉 имеет проективное свойство Бета PBP, если
выполнено условие:

Γ(x,q, 𝑦),Γ(x,q′, 𝑧) |=𝑉 𝑦 = 𝑧, где 𝐹 (x) ̸= ∅ влечет Γ(x,q, 𝑦) |=𝑉 𝑦 = 𝑡(x)
для некоторого терма 𝑡(x).

Многообразие 𝑉 имеет свойство Бета ВР, если удовлетворяет условию:
из Γ(x, 𝑦),Γ(x, 𝑧) |=𝑉 𝑦 = 𝑧, где 𝐹 (x) ̸= ∅, следует Γ(x, 𝑦) |=𝑉 𝑦 = 𝑡(x) для
некоторого терма 𝑡(x).

Рассмотрим также финитарное свойство Бета FBP:
пусть y = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛), z = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) и для всех 1 6 𝑖 6 𝑛 выполнено
Γ(x,y),Γ(x, z) |=𝑉 𝑦𝑖 = 𝑧𝑖, где 𝐹 (x) ̸= ∅. Тогда существуют термы 𝑡𝑖(x)
такие, что Γ(x, 𝑦) |=𝑉 𝑦𝑖 = 𝑡𝑖(x) для всех 1 6 𝑖 6 𝑛.

Ясно, что PBP ⇒ FBP ⇒ BP.
Заметим, что можно вывести FBP из ВР [26], [11].

Предложение 3.10. Для любого многообразия свойства FBP и ВР равносильны.

Доказательство. Индукция по 𝑛. Пусть для всех 1 6 𝑖 6 𝑛 выполнено

Γ(x, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛),Γ(x, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) |=𝑉 𝑦𝑖 = 𝑧𝑖,

где 𝐹 (x) ̸= ∅. При 𝑛 = 1 требуемый терм существует по ВР.
Пусть 𝑛 > 1. Тогда по ВР существует терм 𝑡(x, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1) такой, что

Γ(x, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) |=𝑉 𝑦𝑛 = 𝑡(x, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1).

Подставим в исходное соотношение 𝑡(x, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1) вместо 𝑦𝑛 и 𝑡(x, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛−1) вместо 𝑧𝑛.
Получаем для всех 1 6 𝑖 6 𝑛− 1

Γ(x, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1, 𝑡(x, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1)),Γ(x, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛−1, 𝑡(x, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛−1)) |=𝑉 𝑦𝑖 = 𝑧𝑖.

По индукционной гипотезе для всех 𝑖 6 𝑛− 1 существуют термы 𝑡𝑖(x) такие, что

Γ(x, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1, 𝑡(x, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1)) |=𝑉 𝑦𝑖 = 𝑡𝑖(x).

Учитывая, что

Γ(x, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛), 𝑦𝑛 = 𝑡(x, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1) |=𝑉 Γ(x, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1, 𝑡(x, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1)),

и что равенство 𝑦𝑛 = 𝑡(x, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1) выводится из Γ(x, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛), получаем, что для всех
𝑖 6 𝑛− 1 выполняется

Γ(x, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) |=𝑉 𝑦𝑖 = 𝑡𝑖(x).

Следовательно,
Γ(x, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) |=𝑉 𝑦𝑛 = 𝑡(x, 𝑡1(x), . . . , 𝑡𝑛−1(x)).
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Известно, что свойство Бета не следует из интерполяционного свойства EIP: существует
контрпример в многобразиях модальных алгебр [15]. Однако легко вывести РВР из IIP.

Предложение 3.11. Для любого многообразия частично упорядоченных алгебр проек-
тивное свойство Бета РВР следует из IIP.

Доказательство. Пусть Γ(p,q, 𝑥),Γ(p,q′, 𝑦) |=𝑉 𝑥 = 𝑦. Тогда

Γ(p,q, 𝑥),Γ(p,q′, 𝑦) |=𝑉 𝑥 6 𝑦.

Ясно, что для любого 𝛿(p) выполнено условие

Γ(p,q, 𝑥) |=𝑉 𝛿(p) ⇐⇒ Γ(p,q′, 𝑦) |=𝑉 𝛿(p).

По IIP существует терм 𝑡(p) такой, что Γ(p,q, 𝑥) |=𝑉 𝑥 6 𝑡(p) и Γ(p,q′, 𝑦) |=𝑉 𝑡(p) 6 𝑦.
Отсюда Γ(p,q, 𝑥) |=𝑉 𝑥 = 𝑡(p).

Таким образом, в многообразиях частично упорядоченных алгебр выполнено

IIP =⇒ PBP =⇒ FBP ⇐⇒ BP.

Кроме того,
PBP ≠⇒ IIP, BP ≠⇒ PBP

(см. [32]).
Укажем алгебраические эквиваленты для свойств Бета.

Teopeма 3.12. Для любого многообразия алгебр:
(1) проективное свойство Бета РВР равносильно SES;
(2) свойство Бета ВР равносильно ES* .

Доказательство. (1) Доказано в [26] для многообразий модальных и гейтинговых ал-
гебр, доказательство легко переносится на общий случай [11].

(2) Доказано в [25].

Другой эквивалент свойства Бета ВР был найден ранее Немети [39, теорема 5.6.10]:
RES : пусть A,B ∈ 𝑉 и ℎ – гомоморфизм из A в B, где B порождается множе-

ством ℎ(A)∪{𝑎} для некоторого 𝑎 ∈ B; если для любых гомоморфизмов 𝑘,
𝑙 алгебры B в C ∈ 𝑉 выполняется 𝑘ℎ = 𝑙ℎ ⇒ 𝑘 = 𝑙, то ℎ(A) = B.

В дополнение укажем эквивалент свойства Бета в терминах максимальных подалгебр:
ESM : если A – максимальная подалгебра алгебры B ∈ 𝑉 , то существуют C ∈ 𝑉

и гомоморфизмы 𝑔, ℎ из B в C такие, что 𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) для всех 𝑥 ∈ A и
𝑔 ̸= ℎ.

Предложение 3.13. Для любого многообразия свойство ES* равносильно свойству ESM.

Доказательство. ⇒. Пусть 𝑉 имеет ES* и A – максимальная подалгебра алгебры B.
Существует 𝑏 ∈ B −A. Тогда A ∪ {𝑏} порождает B и по ES* существуют C ∈ 𝑉 и гомомор-
физмы 𝑔, ℎ из B в C такие, что 𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) для всех 𝑥 ∈ A и 𝑔(𝑏) ̸= ℎ(𝑏).
⇐. Пусть A – подалгебра алгебры B, 𝑏 ∈ B−A, A ∪ {𝑏} порождает B. Рассмотрим

Σ = {A′ | A′ – подалгебра алгебры B, A ⊆ A′, 𝑏 ∈ B−A′}.

Тогда Σ удовлетворяет условиям леммы Цорна, а значит, имеет максимальный элемент A1.
Покажем, что A1 – максимальная подалгебра алгебры B. Допустим, что собственная подал-
гебра A′ алгебры B содержит A1. Тогда 𝑏 ∈ B−A′, а значит, A′ ∈ Σ и A′ = A1.

По ESM существуют C ∈ 𝑉 и гомоморфизмы 𝑔, ℎ из B в C такие, что 𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) для всех
𝑥 ∈ A1 и 𝑔 ̸= ℎ. Поскольку A1 ∪ {𝑏} порождает B, получаем 𝑔(𝑏) ̸= ℎ(𝑏).
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Можно показать, что свойство ESM равносильно каждому из следующих свойств ESM1 и
ESM2.

ESM1 : если A – максимальная подалгебра алгебры B ∈ 𝑉 , 𝑏 ∈ A − B, то суще-
ствуют C ∈ 𝑉 и гомоморфизмы 𝑔, ℎ из B в C такие, что 𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) для
всех 𝑥 ∈ A и 𝑔(𝑏) ̸= ℎ(𝑏).

ESM2 : если A – максимальная подалгебра алгебры B ∈ 𝑉 , то существуют C ∈ 𝑉
и гомоморфизмы 𝑔, ℎ из B в C такие, что 𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) для всех 𝑥 ∈ A и
𝑔(𝑏) ̸= ℎ(𝑏) для всех 𝑏 ∈ B−A.

В многообразиях гейтинговых алгебр свойства SES и РВР следуют из амальгамируемости.
Однако это нарушается в многообразиях модальных алгебр, где в общем случае ВР не сле-
дует из АР. В многообразиях модальных алгебр свойство сильной амальгамируемости StrAP
равносильно конъюнкции AP&BP [25]. Это же справедливо и для произвольных многобразий
[19], [17].

Teopeма 3.14. Для любого многообразия свойство сильной амальгамируемости StrAP
равносильно конъюнкции AP & ES* и влечет SES.

Доказательство. 1) StrAP равносильно AP & ES* [25], [19], [17].
2) Свойство SES следует из StrAP: достаточно в определении StrAP подожить C = B.

Свойство ограниченной амальгамируемости RAP следует из SES в многообразиях гейтин-
говых алгебр [32]. Следующая теорема применима также к произвольным многообразиям
модальных алгебр, решеток с относительными псевдодополнениями, а также к многообрази-
ям резидуальных решеток [40].

Напомним, что алгебра называется невырожденной, если она содержит не менее двух эле-
ментов. Невырожденная алгебра называется подпрямо неразложимой, если она не представи-
ма как подпрямое произведение ее собственных факторалгебр. Алгебра называется финитно
неразложимой, если не представима как конечное подпрямое произведение ее собственных
факторалгебр.

Teopeма 3.15 [12]. Пусть многообразие 𝑉 конгруэнц-дистрибутивно и, кроме того, по-
далгебры подпрямо неразложимых алгебр из 𝑉 финитно неразложимы. Тогда если 𝑉 имеет
SES, то 𝑉 имеет RAP.

Учитывая теоремы 3.5 и 3.12, получаем

Cледствие 3.16. Пусть многообразие 𝑉 конгруэнц-дистрибутивно и, кроме того, по-
далгебры подпрямо неразложимых алгебр финитно неразложимы. Тогда если 𝑉 имеет СЕР
и РВР, то оно обладает свойством IPR.

Эти результаты можно применить к известным классам алгебр. Суммируя полученные
утверждения и учитывая результаты из [25], [26], для многообразий модальных алгебр мы
получаем следующие соотношения:

1) IIP ⇔ SupAP;
2) IIP ⇒ EIP & BP ⇔ StrAP, EIP & BP ̸⇒ IIP;
3) EIP & BP ⇒ PBP ⇔ SES;
4) PBP ̸⇒ EIP ⇔ AP, EIP ̸⇒ PBP;
5) PBP ⇒ IPR ⇔ RAP;
6) EIP ⇒ IPR, IPR & BP ̸⇒ EIP;
7) PBP ⇒ BP, IPR ̸⇒ BP, BP ̸⇒ IPR.
Аналогичные соотношения имеют место для многообразий резидуальных решеток [40], так

как они обладают свойством СЕР, а также удовлетворяют условиям теоремы 3.15.
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4. Сведение к финитно неразложимым алгебрам

При исследовании модальных логик обнаружилась возможность сведения интерполяци-
онного свойства, свойства Бета и амальгамируемости в многообразиях модальных алгебр
к подходящим свойствам классов финитно неразложимых алгебр. Это сведение имело боль-
шое значение для доказательства разрешимости указанных свойств в многообразиях гейтин-
говых алгебр и алгебр замыкания и в табличных многообразиях модальных алгебр. В этом
параграфе будет получено обобщение указанных результатов о сведении на другие многооб-
разия. Будут найдены достаточные условия для подобного сведения.

Для сравнения приведем теорему о финитизации для многобразий модальных алгебр и
родственных многообразий.

Teopeма 4.1. Для любого многообразия V модальных алгебр, J-алгебр или импликатив-
ных решеток:

(1) 𝑉 имеет SupAP тогда и только тогда, когда для любых конечно порожденных фи-
нитно неразложимых A,B,C ∈ 𝑉 , мономорфизмов 𝛽 : A → B, 𝛾 : A → C и элементов
𝑏0 ∈ B, 𝑐0 ∈ C таких, что не существует 𝑎 ∈ A, удовлетворяющего условиям 𝑏0 6 𝛽(𝑎)
и 𝛾(𝑎) 6 𝑐0 , существуют подпрямо неразложимая алгебра D ∈ 𝑉 и гомоморфизмы
𝑔 : B → D и ℎ : C → D такие, что 𝑔𝛽 = ℎ𝛾 и 𝑔(𝑏0) ̸6 ℎ(𝑐0) [24], [25], [33];

(2) 𝑉 имеет AP тогда и только тогда, когда для любых конечно порожденных финитно
неразложимых A,B,C ∈ 𝑉 , мономорфизмов 𝛽 : A → B, 𝛾 : A → C и элемента 𝑐0 ∈ C,
𝑐0 ̸= ⊤, существуют подпрямо неразложимая алгебра D из 𝑉 и гомоморфизмы 𝛿 : B →
D, 𝜀 : C → D такие, что 𝛿𝛽(𝑥) = 𝜀𝛾(𝑥) для всех 𝑥 ∈ A и 𝛿(𝑐0) ̸= ⊤ [24], [25], [33];

(3) 𝑉 имеет StrAP тогда и только тогда, когда 𝑉 имеет AP и ES* [25];
(4) 𝑉 имеет RAP тогда и только тогда, когда для любых конечно порожденных подпрямо

неразложимых A,B,C ∈ 𝑉 , мономорфизмов 𝛽 : A → B, 𝛾 : A → C и различных элемен-
тов 𝑎1, 𝑎2 ∈ A существуют подпрямо неразложимая алгебра D ∈ 𝑉 и гомоморфизмы
𝑔 : B → D и ℎ : C → D такие, что 𝑔𝛽 = ℎ𝛾 и 𝑔𝛽(𝑎1) ̸= ℎ𝛾(𝑎2) [41];

(5) многообразие 𝑉 модальных или гейтинговых алгебр имеет WAP тогда и только тогда,
когда класс конечно порожденных финитно неразложимых алгебр из V имеет WAP
[14];

(6) 𝑉 имеет ES* тогда и только тогда, когда класс конечно порожденных финитно нераз-
ложимых алгебр из 𝑉 имеет ES* [25];

(7) 𝑉 имеет SES тогда и только тогда, когда для любых финитно неразложимых конечно
порожденных A,B,C из 𝑉 , для любых мономорфизмов 𝛽 : A → B, 𝛾 : A → C и для
любых 𝑥 ∈ B, 𝑦 ∈ C, если ¬(∃ 𝑧 ∈ A)(𝑥 = 𝛽(𝑧) & 𝛾(𝑧) = 𝑦), то существуют подпрямо
неразложимая алгебра D из 𝑉 (𝐿) и гомоморфизмы 𝛿 : B×C → D, 𝜀 : B×C → D такие,
что 𝛿(𝑥, 𝑦) ̸= 𝜀(𝑥, 𝑦) и 𝛿(𝛽(𝑧), 𝛾(𝑧)) = 𝜀(𝛽(𝑧), 𝛾(𝑧)) для всех 𝑧 из A [26].

Напомним, что алгебра называется невырожденной, если она содержит не менее двух эле-
ментов. Невырожденная алгебра подпрямо неразложима, если она не представима как под-
прямое произведение ее собственных фактор-алгебр. Алгебра финитно неразложима, если
не представима как конечное подпрямое произведение ее собственных фактор-алгебр. Невы-
рожденная алгебра A называется простой, если она имеет точно две конгруэнции: нулевую
конгруэнцию idA = {(𝑎, 𝑎) | 𝑎 ∈ A} и несобственную конгруэнцию A2.

Для данного класса алгебр 𝑉 через SI(𝑉 ) обозначается класс подпрямо неразложимых,
через FI(𝑉 ) – класс финитно неразложимых, а через Sim(𝑉 ) – класс простых алгебр из 𝑉 .
Через FG(𝑉 ) обозначается класс конечно порожденных алгебр из класса 𝑉 .

Конгруэнция называется неразложимой, если она не представима как пересечение конеч-
ного числа отличных от нее конгруэнций, и вполне неразложимой, если она не представима
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как пересечение отличных от нее конгруэнций. Отметим, что алгебра A финитно неразло-
жима тогда и только тогда, когда idA неразложима; невырожденная алгебра A подпрямо
неразложима тогда и только тогда, когда ее нулевая конгруэнция idA вполне неразложима.

Легко доказывается

Лемма 4.2. Для любой собственной конгруэнции Φ на алгебре A:
∙ факторалгебра A/Φ финитно неразложима, если и только если Φ неразложима;
∙ A/Φ подпрямо неразложима, если и только если Φ вполне неразложима.

Лемма 4.3. Пусть 𝑎, 𝑏 ∈ A, 𝑎 ̸= 𝑏. Тогда существует гомоморфизм ℎ из A на подходя-
щую подпрямо неразложимую алгебру B такой, что ℎ(𝑎) ̸= ℎ(𝑏).

Доказательство. Семейство всех конгруэнций, не содержащих пару (𝑎, 𝑏), непусто и удо-
влетворяет условиям леммы Цорна, а значит, имеет максимальный элемент, который и будет
вполне неразложимой конгруэнцией.

Для многообразий со свойством продолжаемости конгруэнций справедлива

Лемма 4.4. Пусть многообразие 𝑉 имеет СЕР, A,B ∈ 𝑉 , A – подалгебра алгебры B,
Φ – конгруэнция на A. Если Φ неразложима, то существует неразложимая конгруэнция Ψ
на B такая, что Ψ ∩A2 = Φ.

Доказательство. Рассмотрим множество

Σ = {Ψ | Ψ – конгруэнция на B и Ψ ∩A2 = Φ}.

По СЕР множество Σ непусто. Кроме того, Σ частично упорядочено по включению и объ-
единение любой цепи элементов из Σ снова принадлежит Σ. По лемме Цорна Σ содержит
максимальный элемент Ψ0. Нетрудно показать, что Ψ0 неразложима.

4.1. Амальгамируемость и ограниченная амальгамируемость. Рассмотрим усло-
вия сведения для свойств амальгамируемости AP и ограниченной амальгамируемости RAP.
Имеет место

Лемма 4.5 [23]. Для любого многообразия 𝑉 следующие условия эквивалентны:
(1) 𝑉 амальгамируемо;
(2) для любых A,B,C ∈ 𝑉 таких, что A является общей подалгеброй алгебр B и C, и

для любых 𝑐, 𝑐′ ∈ C, если 𝑐 ̸= 𝑐′ , то существуют подпрямо неразложимая алгебра D
из 𝑉 и гомоморфизмы 𝑔 : B → D, ℎ : C → D такие, что 𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) для всех 𝑥 ∈ A и
ℎ(𝑐) ̸= ℎ(𝑐′).

Следующая теорема доказана в [23] для свойства амальгамируемости.

Teopeма 4.6. Пусть многообразие 𝑉 имеет СЕР и, кроме того, класс SI(𝑉 ) замкнут
относительно взятия подалгебр. Если SI(𝑉 ) имеет АР, то 𝑉 имеет АР.

По аналогии можно доказать, что справедлива

Teopeма 4.7. Пусть многообразие 𝑉 имеет СЕР и, кроме того, подалгебры подпрямо
неразложимых алгебр из 𝑉 финитно неразложимы. Тогда если класс FI(𝑉 ) финитно нераз-
ложимых алгебр из 𝑉 имеет АР, то 𝑉 имеет АР.

Мы отметим, что условия теоремы 4.7 выполняются, например, в случае модальных алгебр
и импликативных решеток в то время, как условие замкнутости класса SI(𝑉 ) относительно
подалгебр не выполняется.

В общем случае из амальгамируемости многообразия не следует амальгамируемость клас-
сов подпрямо неразложимых или финитно неразложимых алгебр: это не выполняется даже
для модальных алгебр, хотя и выполняется для гейтинговых алгебр и импликативных реше-
ток [15]. B этой связи оказывается полезным следующее свойство.
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APF : для любых алгебр A,B,C ∈ 𝑉 таких, что B, C – конечно порожденные и
финитно неразложимые и A является общей подалгеброй алгебр B и C,
и для любой пары 𝑐1, 𝑐2 различных элементов из C существуют конечно
порожденная подпрямо неразложимая D из 𝑉 и гомоморфизмы 𝛿 : B → D,
𝜀 : C → D такие, что 𝛿(𝑥) = 𝜀(𝑥) для всех 𝑥 ∈ A и 𝜀(𝑐1) ̸= 𝜀(𝑐2).

Очевидно, в многообразиях APF равносильно свойству
APF′ : для любых конечно порожденных финитно неразложимых алгебр B,C ∈

𝑉 , для любых мономорфизмов 𝛽 и 𝛾 алгебры A в B и C соответственно
и для любой пары 𝑐1, 𝑐2 различных элементов из C существуют конечно
порожденная подпрямо неразложимая D из 𝑉 и гомоморфизмы 𝛿 : B → D,
𝜀 : C → D такие, что 𝛿𝛽(𝑥) = 𝜀𝛾(𝑥) для всех 𝑥 ∈ A и 𝜀(𝑐1) ̸= 𝜀(𝑐2).

Teopeма 4.8. Пусть многообразие 𝑉 обладает свойством СЕР и, кроме того, подалгебры
подпрямо неразложимых алгебр финитно неразложимы. Тогда 𝑉 амальгамируемо, если и
только если 𝑉 имеет APF.

Доказательство. В силу леммы 4.3 ясно, что APF следует из АР. Пусть 𝑉 имеет APF.
Докажем, что 𝑉 удовлетворяет условию (2) леммы 4.5. Пусть A,B,C ∈ 𝑉 , A является общей
подалгеброй алгебр B и C, 𝑐, 𝑐′ ∈ C, 𝑐 ̸= 𝑐′. По лемме 4.3 существует вполне неразложимая
конгруэнция Ψ на C такая, что (𝑐, 𝑐′) /∈ Ψ. При этом алгебра C1 = C/Ψ подпрямо неразло-
жима и является гомоморфным образом алгебры C относительно гомоморфизма 𝑓(𝑧) = 𝑧/Ψ.
Пусть A1 – образ алгебры A относительно 𝑓 . По условию теоремы алгебра A1 финитно нераз-
ложима. Это означает, что конгруэнция Ψ0 = Ψ ∩A2 алгебры A неразложима. По лемме 4.4
существует неразложимая конгруэнция Φ на B такая, что Ψ0 = Φ∩A2. Обозначим B1 = B/Φ.
Тогда B1 финитно неразложима и отображение 𝛽 : A1 → B1, где 𝛽(𝑥/Ψ) = 𝑥/Φ для 𝑥 ∈ A,
является мономорфизмом. По APF′ существуют конечно порожденная подпрямо неразложи-
мая D из 𝑉 и гомоморфизмы 𝛿 : B1 → D, 𝜀 : C1 → D такие, что 𝛿𝛽𝑓(𝑥) = 𝜀𝑓(𝑥) для всех
𝑥 ∈ A и 𝜀𝑓(𝑐) ̸= 𝜀𝑓(𝑐′). Тогда 𝑔(𝑦) = 𝛿(𝑦/Φ) для 𝑦 ∈ B и ℎ(𝑧) = 𝜀𝑓(𝑧) для 𝑧 ∈ C – требуемые
гомоморфизмы.

Перейдем к ограниченной амальгамируемости. Следующие утверждения доказаны в [12].

Предложение 4.9. Для любого многообразия 𝑉 следующие условия эквивалентны:
(1) 𝑉 имеет RAP;
(2) для любых мономорфизмов 𝛽 : A → B и 𝛾 : A → C алгебр из 𝑉 существуют алгебра D

из 𝑉 и гомоморфизмы 𝛿 : B → D, 𝜀 : C → D такие, что 𝛿𝛽 = 𝜀𝛾 и 𝛿𝛽 является
мономорфизмом;

(3) для любых A,B,C ∈ 𝑉 таких, что A является общей подалгеброй алгебр B и C, и
для любых 𝑎, 𝑎′ ∈ A, если 𝑎 ̸= 𝑎′ , то существуют алгебра D из 𝑉 и гомоморфизмы
𝛿 : B → D, 𝜀 : C → D такие, что 𝛿(𝑥) = 𝜀(𝑥) для всех 𝑥 ∈ A и 𝛿(𝑎) ̸= 𝛿(𝑎′).

Предложение 4.10. Пусть многообразие 𝑉 имеет СЕР. Тогда следующие условия экви-
валентны:

∙ 𝑉 имеет RAP.
∙ для любых мономорфизмов 𝛽 : A → B и 𝛾 : A → C подпрямо неразложимых алгебр из
𝑉 существуют подпрямо неразложимая алгебра D из 𝑉 и гомоморфизмы 𝛿 : B → D,
𝜖 : C → D такие, что 𝛿𝛽 = 𝜖𝛾 и 𝛿𝛽 есть мономорфизм.

Учитывая теорему 3.5, (2), можно в предложении 4.10 ограничиться конечно порожденны-
ми алгебрами A, B, C, D. Из предложения 4.10 сразу вытекает

Teopeма 4.11. Пусть многообразие 𝑉 имеет СЕР. Тогда 𝑉 имеет RAP, если и только
если класс FGSI(𝑉 ) конечно порожденных подпрямо неразложимых алгебр из 𝑉 имеет RAP.
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4.2. Слабая амальгамируемость и простые алгебры. Слабое интерполяционное
свойство и слабая амальгамируемость в многообразиях ограниченных алгебр изучались в [14].
Приведем основные результаты этой статьи.

Teopeма 4.12. Пусть 𝑉 – многообразие ограниченных алгебр. Тогда
(1) если 𝑉 имеет WIP, то оно имеет WAP;
(2) если 𝑉 имеет СЕР и FG(𝑉 ) имеет WAP, то 𝑉 имеет WIP.

Непосредственно из теоремы вытекает

Cледствие 4.13. Для любого многообразия 𝑉 ограниченных алгебр со свойством СЕР
следующие условия эквивалентны:

(1) 𝑉 имеет WIP;
(2) 𝑉 имеет WAP;
(3) FG(𝑉 ) имеет WAP.

Для многообразий модальных алгебр эквивалентность WIP и WAP следует из [28, теоре-
ма 2.3].

Напомним, что невырожденная алгебра называется простой, если она имеет точно две
конгруэнции. Легко видеть, что в ограниченной алгебре конгруэнция Θ является собственной
тогда и только тогда, когда (⊥,⊤) /∈ Θ. Для любой собственной конгруэнции Θ ограниченной
алгебры A существует максимальная конгруэнция Θ′ ⊇ Θ; алгебра A/Θ является простой
тогда и только тогда, когда Θ – максимальная конгруэнция на A.

Легко видеть, что справедлива следующая

Лемма 4.14. Если многообразие 𝑉 имеет СЕР, то невырожденная подалгебра простой
алгебры из 𝑉 является простой алгеброй.

Teopeма 4.15 [14]. Пусть многообразие 𝑉 ограниченных алгебр имеет СЕР. Тогда сле-
дующие условия эквивалентны:

(1) 𝑉 слабо амальгамируемо;
(2) класс простых алгебр из 𝑉 амальгамируем;
(3) класс конечно порожденных простых алгебр из 𝑉 амальгамируем.

B [35] описаны все конечно порожденные, простые транзитивные модальные алгебры. Это
позволило доказать разрешимость слабой амальгамируемости в многообразиях транзитивных
модальных алгебр.

B [23] доказано, что существуют точно четыре нетривиальных амальгамируемых много-
образия дистрибутивных решеток с псевдодополнениями. С другой стороны, имеется лишь
одна простая дистрибутивная решетка с псевдодополнениями – это двухэлементная булева
алгебра. Поэтому все многообразия дистрибутивных решеток с псевдодополнениями имеют
WAP и WIP.

Аналогично, каждый из классов простых гейтинговых, диагонализируемых и гжегорчико-
вых алгебр состоит из одной двухэлементной алгебры. Поэтому все подмногообразия гейтин-
говых, диагонализируемых и гжегорчиковых алгебр имеют WAP и WIP [28].

С другой стороны, в многобразиях эпистемических алгебр слабая амальгамируемость рав-
носильна сверхамальгамируемости [28]. Bce амальгамируемые многообразия эпистемических
алгебр были описаны в [27], [42]. Можно показать, что простые эпистемические алгебры – это
в точности модальные алгебры A = (𝐴,∧,¬,⊤,�), где �⊤ = ⊤, �𝑥 = ⊥ при 𝑥 ̸= ⊤. Кроме
тривиального многообразия и многообразия всех эпистемических алгебр, амальгамируемы-
ми являются многообразия, порожденные двухэлементной или четырехэлементной алгеброй
указанного вида.
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4.3. Сверхамальгамируемость и свойство отделимости. В формулировке свойства
сверхамальгамируемости предполагается, что все алгебры частично упорядочены. Мы огра-
ничимся рассмотрением классов алгебр, основанных на нижних полурешетках. То есть пред-
полагаем, что в многообразиях выразима бинарная операция ∧ взятия точной нижней грани.

Неизвестно, как в общем случае свести свойство сверхамальгамируемости к финитно нераз-
ложимым алгебрам. В случае модальных или гейтинговых алгебр такое сведение возможно
(см. теорему 4.1) и играет большую роль в изучении сверхамальгамируемости. По теореме 3.5
сверхамальгамируемость равносильна конъюнкции свойств AP и WSupAP. Теорема 4.8 дает
достаточные условия для сведения свойства АР.

Теперь рассмотрим вопрос о‘финитизации свойств IIP и WSupAP. Когда свойство WSupAP
можно свести к рассмотрению финитно неразложимых алгебр?

Определим свойство
FWSupAP : для любой алгебры A, любых финитно неразложимых и конечно порож-

денных B,C ∈ 𝑉 , если A является общей подалгеброй алгебр B и C, эле-
менты 𝑏 ∈ B, 𝑐 ∈ C удовлетворяют условию ¬(∃ 𝑎 ∈ A)(𝑏 6 𝑎 & 𝑎 6 𝑐), то
существуют подпрямо неразложимая D ∈ 𝑉 и гомоморфизмы 𝑔 : B → D,
ℎ : C → D такие, что 𝑔(𝑎) = ℎ(𝑎) для всех 𝑎 ∈ A и 𝑔(𝑏) ̸6 ℎ(𝑐).

Нетрудно понять, что в многообразиях свойство FWSupAP равносильно следующему свой-
ству.

FWSupAP′ : для любой алгебры A, любых финитно неразложимых и конечно порож-
денных B,C ∈ 𝑉 , любых мономорфизмов 𝛽 : A → B и 𝛾 : A → C и любых
элементов 𝑏 ∈ B, 𝑐 ∈ C таких, что ¬(∃ 𝑎 ∈ A)(𝑏 6 𝛽(𝑎) & 𝛾(𝑎) 6 𝑐), су-
ществуют подпрямо неразложимая D ∈ 𝑉 и гомоморфизмы 𝑔 : B → D,
ℎ : C → D такие, что 𝑔𝛽 = ℎ𝛾 и 𝑔(𝑏) ̸6 ℎ(𝑐).

Мы сформулируем свойство отделимости SEP, которое справедливо для модальных и
гейтинговых алгебр и существенно использовалось при исследовании амальгамируемости
в многообразиях этих алгебр.

SEP : пусть A является обшей подалгеброй алгебр B и C из 𝑉 , 𝑏 ∈ B, 𝑐 ∈ C и
¬(∃𝑥 ∈ A)(𝑏 6 𝑥&𝑥 6 𝑐). Тогда существуют неразложимые конгруэнции Φ
на B и Ψ на C такие, что Φ∩A2 = Ψ∩A2 и ¬(∃ 𝑎 ∈ A)(𝑏/Φ 6 𝑎/Φ&𝑎/Ψ 6
𝑐/Ψ).

Ясно, что в случае полурешеток условие ¬(∃ 𝑎 ∈ A)(𝑏/Φ 6 𝑎/Φ & 𝑎/Ψ 6 𝑐/Ψ) равносильно
условию ¬(∃ 𝑎 ∈ A)((𝑏, 𝑏 ∧ 𝑎) ∈ Φ & (𝑎, 𝑎 ∧ 𝑐) ∈ Ψ).

Teopeма 4.16. Для любого многообразия 𝑉 полурешеточно упорядоченных алгебр, обла-
дающего свойством отделимости SEP, следующие условия эквивалентны:

(1) 𝑉 имеет IIP;
(2) 𝑉 имеет WSupAP;
(3) 𝑉 имеет FWSupAP.

Доказательство. По теореме 3.7 IIP и WSupAP равносильны. Мы докажем

WSupAP =⇒ FWSupAP и FWSupAP =⇒ IIP.

(2) ⇒ (3). Пусть 𝑉 имеет WSupAP. Докажем, что 𝑉 имеет FWSupAP. Пусть даны алгеб-
ра A, финитно неразложимые и конечно порожденные B,C ∈ 𝑉 такие, что A является общей
подалгеброй алгебр B и C, и элементы 𝑏 ∈ B, 𝑐 ∈ C удовлетворяют условию ¬(∃ 𝑎 ∈ A)(𝑏 6
𝑎 & 𝑎 6 𝑐). По WSupAP существуют D из 𝑉 и гомоморфизмы 𝑔 : B → D и ℎ : C → D такие,
что 𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) для всех 𝑥 ∈ A и, кроме того,

𝑔(𝑥) 6 ℎ(𝑦) ⇐⇒ (∃ 𝑧 ∈ A)(𝑥 6 𝑧 и 𝑧 6 𝑦).
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Ясно, что можно считать алгебру D конечно порожденной. Кроме того, имеем 𝑔(𝑏) ̸6 ℎ(𝑐),
т.е. 𝑔(𝑏)∧ℎ(𝑐) ̸= 𝑔(𝑏). По лемме 4.3 существует гомоморфизм 𝑓 из D на подходящую подпрямо
неразложимую алгебру D′ такой, что 𝑓(𝑔(𝑏)) ∧ 𝑓(ℎ(𝑐)) ̸= 𝑓(𝑔(𝑏)), что равносильно 𝑓(𝑔(𝑏)) ̸6
𝑓(ℎ(𝑐)). Тогда D′ – искомая алгебра, которая требуется в FWSupAP.

(3) ⇒ (1). Допустим, для доказательства от противного, что 𝑉 имеет свойство FWSupAP′,
равносильное FWSupAp, но не имеет IIP. Существуют Γ(x,y) и ∆(x, z), удовлетворяющие
условиям:

(1) Γ′(x) = ∆′(x), где

Γ′(x) = {𝛼(x) | Γ(x,y) |=𝑉 𝛼(x)}, ∆′(x) = {𝛼(x) | ∆(x, z) |=𝑉 𝛼(x)};

(2) Γ(x,y),∆(x, z) |=𝑉 𝑢(x,y) 6 𝑣(x, z);
(3) не существует терма 𝑡(x) такого, что Γ(x,y) |=𝑉 𝑢(x,y) 6 𝑡(x) и ∆(x, z) |=𝑉 𝑡(x) 6

𝑣(x, z).
Без ограничения общности можно считать. что списки x, y, z конечны. На множестве

термов 𝐹 (x,y) определяем конгруэнцию

𝜏(x,y) ≈1 𝜏
′(x,y) ⇐⇒ Γ(x,y) |=𝑉 𝜏(x,y) = 𝜏 ′(x,y),

а множестве 𝐹 (x, z) – конгруэнцию

𝜏(x, z) ≈2 𝜏
′(x, z) ⇐⇒ ∆(x, z) |=𝑉 𝜏(x, z) = 𝜏 ′(x, z).

Положим B = 𝐹 (x,y)/≈1, C′ = 𝐹 (x, z)/≈2.
Пусть A – подалгебра алгебры B, порожденная множеством x/≈1. Из условия Γ′(x) =

∆′(x) следует, что 𝜏(x) ≈1 𝜏
′(x) ⇐⇒ 𝜏(x) ≈2 𝜏

′(x) для любых термов 𝜏(x), 𝜏 ′(x), а значит,
отображение 𝜙(𝜏(x)/≈1) = (𝜏(x)/≈2) является мономорфизмом из A в C′. Отображение 𝜙−1

можно продолжить до изоморфизма 𝜓 из C′ на подходящую алгебру C такую, что A является
подалгеброй алгебры C.

Положим 𝑏 = 𝑢(x,y)/≈1, 𝑐 = 𝜙−1(𝑣(x, z)/≈2). По условию (3) не существует элемента
𝑎 ∈ A такого, что 𝑏 6 𝑎 и 𝑎 6 𝑐.

Применяем свойство отделимости. Существуют неразложимые конгруэнции Φ на B и Ψ на
C такие, что Φ ∩A2 = Ψ ∩A2 и ¬(∃ 𝑎 ∈ A)(𝑏/Φ 6 𝑎/Φ & 𝑎/Ψ 6 𝑐/Ψ). Обозначим B1 = B/Φ,
C1 = C/Ψ. Тогда B1 и C1 финитно неразложимы и образ A1 подалгебры A в B1 изоморфно
вложим в C1 с помощью мономорфизма 𝛾(𝑎/Φ) = 𝑎/Ψ. По свойству WSupAP′ существуют
подпрямо неразложимая алгебра D ∈ 𝑉 и гомоморфизмы 𝑔 : B1 → D, ℎ : C1 → D такие, что
𝑔(𝑏/Φ) ̸6 ℎ(𝑐/Ψ) и 𝑔(𝑎/Φ) = ℎ𝛾(𝑎/Φ) для всех 𝑎 ∈ A.

Строим означивание 𝑣 формул от переменных x, y, z в алгебре D, полагая

𝑣(𝑦) = 𝑔((𝑦/≈1)/Φ) для 𝑦 ∈ (x ∪ y), 𝑣(𝑧) = ℎ((𝑧/≈2)/Ψ) для 𝑧 ∈ z.

Тогда, учитывая, что ℎ((𝑥/≈2)/Ψ) = 𝑣(𝑥) для 𝑥 ∈ x, получаем

D |= Γ(x,y)[𝑣], D |= ∆(x, z)[𝑣].

Из условия (2) заключаем, что D |= (𝑢(x,y) 6 𝑣(x, z))[𝑣], т.е. 𝑔(𝑏/Φ) 6 ℎ(𝑐/Ψ) – противоречие.

4.4. Свойства Бета и финитно неразложимые алгебры. В общем случае свойство
Бета не сводится к финитно неразложимым алгебрам. Например, многообразие ограниченных
дистрибутивных решеток не обладает свойством Бета (см., например, [21]), хотя класс финит-
но неразложимых алгебр из этого многообразия состоит лишь из двухэлементных решеток, не
имеющих собственных подалгебр, и, очевидно, обладает свойством ES*, эквивалентным ВР.

Для сведения свойств Бета нам достаточно следующего свойства отделимости SEP1,
которое вытекает из SEP:
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SEP1 : пусть A является подалгеброй алгебры B из 𝑉 , 𝑏 ∈ B−A; тогда существу-
ют неразложимые конгруэнции Φ и Ψ на B такие, что Φ ∩A2 = Ψ ∩A2 и
¬(∃ 𝑎 ∈ A)((𝑎, 𝑏) ∈ Φ & (𝑎, 𝑏) ∈ Ψ).

Легко вывести SEP1 из SEP: достаточно положить в SEP C = B и 𝑐 = 𝑏.

Teopeма 4.17. Пусть многообразие 𝑉 имеет SEP1. Тогда следующие условия эквива-
лентны:

(1) 𝑉 имеет свойство Бета ВР;
(2) для любой конечно порожденной, финитно неразложимой алгебры B ∈ 𝑉 и любого

𝑏 ∈ B −A такого, что A ∪ {𝑏} порождает A, существуют подпрямо неразложимая
алгебра C ∈ 𝑉 и гомоморфизмы 𝑔 : B → C и ℎ : B → C такие, что 𝑔(𝑏) ̸= ℎ(𝑏) и
𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) для всех 𝑥 ∈ A.

Доказательство. (1) ⇒ (2). Следует из эквивалентности ВР и ES* (теорема 3.12).
(2) ⇒ (1). Допустим, что 𝑉 не обладает свойством ВР, и найдем контрпример для (2).
Существует множество равенств Γ(p, 𝑥) такое, что

Γ(p, 𝑥),Γ(p, 𝑦) |=𝑉 𝑥 = 𝑦, ¬∃ 𝑡(p)(Γ(p, 𝑥) |=𝑉 𝑥 = 𝑡(p)).

Очевидно, список p можно считать конечным. Берем следующую конгруэнцию на алгебре
термов 𝐹 (p, 𝑥):

𝑢(p, 𝑥) ≈ 𝑣(p, 𝑥) ⇐⇒ Γ(p, 𝑥) |=𝑉 𝑢(p, 𝑥) = 𝑣(p, 𝑥).

Обозначим через B факторалгебру алгебры 𝐹 (p, 𝑥) по этой конгруэнции, а через A – подал-
гебру алгебры B, состоящую из образов термов из 𝐹 (p). Для любой переменной 𝑧 ∈ p ∪ {𝑥}
обозначаем 𝑧′ = 𝑧/ ≈. Тогда 𝑥′ ∈ B −A. По свойству SEP1 существуют неразложимые кон-
груэнции Φ и Ψ на B такие, что Φ ∩A2 = Ψ ∩A2 и ¬(∃ 𝑎 ∈ A)((𝑥′, 𝑎) ∈ Φ и (𝑥′, 𝑎) ∈ Ψ).

Обозначим B1 = B/Φ, 𝑏 = 𝑥′/Φ, A1 = {𝑎/Φ | 𝑎 ∈ A}. Покажем, что 𝑏 ∈ B1 −A1.
Допустим (для доказательства от противного), что 𝑏 ∈ A1, т.е. существует 𝑎 ∈ A такой,

что 𝑥′/Φ = 𝑎/Φ. Тогда (𝑥′, 𝑎) ∈ Φ. Кроме того, для любого равенства 𝛾(p, 𝑥) ∈ Γ(p, 𝑥) имеем
B |= 𝛾(p′, 𝑥′), поэтому 𝛾(p′, 𝑥′) ∈ Φ. Из (𝑥′, 𝑎) ∈ Φ получаем 𝛾(p′, 𝑎) ∈ Φ, а значит, 𝛾(p′, 𝑎) ∈ Ψ.
Таким образом, Γ(p′, 𝑎) ⊆ Ψ.

Из условия B |= Γ(p′, 𝑥′) заключаем, что Γ(p′, 𝑥′) ⊆ Ψ. Учитывая Γ(p′, 𝑎) ⊆ Ψ и
Γ(p, 𝑥),Γ(p, 𝑦) |=𝑉 𝑥 = 𝑦, получаем (𝑥′, 𝑎) ∈ Ψ, что противоречит условию ¬(∃ 𝑎 ∈ A)((𝑥′, 𝑎) ∈
Φ и (𝑥′, 𝑎) ∈ Ψ). Следовательно, 𝑏 ∈ B1 −A1.

Поскольку конгруэнция Φ является неразложимой, алгебра B1 финитно неразложима.
Кроме того, B1 – конечно порожденная и A1 ∪ {𝑏} порождает B1.

Допустим, что существуют подпрямо неразложимая D ∈ 𝑉 и два гомоморфизма ℎ и 𝑔
из B1 в D такие, что ℎ(𝑎) = 𝑔(𝑎) для всех 𝑎 ∈ A1 и ℎ(𝑏) ̸= 𝑔(𝑏). Рассмотрим следующее
означивание 𝑣 в алгебре D:

𝑣(𝑝) = 𝑔(𝑝′/Φ) = ℎ(𝑝′/Φ) для любой переменной 𝑝 ∈ p,
𝑣(𝑥) = 𝑔(𝑏), 𝑣(𝑦) = ℎ(𝑏).

Тогда D |= Γ(p, 𝑥)[𝑣], D |= Γ(p, 𝑦)[𝑣], однако D ̸|= (𝑥 = 𝑦)[𝑣], что противоречит
Γ(p, 𝑥),Γ(p, 𝑦) |=𝑉 𝑥 = 𝑦. Теорема доказана.

Для проективного свойства Бета недостаточно, чтобы класс конечно порожденных финит-
но неразложимых алгебр из 𝑉 имел свойство SES даже в случае, когда 𝑉 имеет свойство
SEP1 или даже более сильное свойство SEP. Простой контрпример был найден в [26] в клас-
се гейтинговых алгебр. Там показано, что многообразие, порожденное 5-элементной линейно
упорядоченной гейтинговой алгеброй, не имеет свойства SES. C другой стороны, для любой
линейно упорядоченной гейтинговой алгебры B и любой ее подалгебры легко найти требуемые
гомоморфизмы из B в B. Тем не менее, при условии SEP1 сведение существует. Следующая
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теорема является аналогом теоремы 3.8 из [26], доказанной для многообразий модальных
алгебр.

Teopeма 4.18. Пусть многообразие 𝑉 имеет SEP1. Тогда следующие условия эквива-
лентны:

(1) 𝑉 имеет проективное свойство Бета РВР;
(2) для любых конечно порожденных финитно неразложимых алгебр B и C, имеющих

общую подалгебру A, и любых элементов 𝑏 ∈ B, 𝑐 ∈ C таких, что ¬(∃ 𝑎 ∈ A)(𝑏 =
𝑎 & 𝑎 = 𝑐), существуют подпрямо неразложимая алгебра D ∈ 𝑉 и гомоморфизмы
𝑔 : B ×C → D и ℎ : B ×C → D такие, что 𝑔(𝑏, 𝑐) ̸= ℎ(𝑏, 𝑐) и 𝑔(𝑎, 𝑎) = ℎ(𝑎, 𝑎) для всех
𝑎 ∈ A.

Доказательство. Используем равносильность РВР и SES (теорема 3.12).
(1) ⇒ (2). Пусть даны B,C из 𝑉 , имеющие общую подалгебру A, и 𝑏 ∈ B, 𝑐 ∈ C такие,

что ¬(∃ 𝑎 ∈ A)(𝑏 = 𝑎 & 𝑎 = 𝑐). Тогда алгебра A′ = {(𝑧, 𝑧) | 𝑧 ∈ A} является подалгеброй
алгебры D = B × C и (𝑏, 𝑐) ∈ D − A′. По SES существуют алгебра D′ в 𝑉 (𝐿) и требуемые
гомоморфизмы. При этом можно взять алгебру D′ подпрямо неразложимой.

(2) ⇒ (1). В силу равносильности РВР и SES достаточно доказать SES для конечно порож-
денных алгебр. Пусть A и B – конечно порожденные алгебры из 𝑉 , A – подалгебра алгебры
B и 𝑏 ∈ B−A. Тогда по SEP1 существуют неразложимые конгуэнции Φ и Ψ на B такие, что
Φ ∩A2 = Ψ ∩A2 и ¬(∃ 𝑎 ∈ A)((𝑎, 𝑏) ∈ Φ & (𝑎, 𝑏) ∈ Ψ).

Тогда алгебры B1 = B/Φ и B2 = B/Ψ финитно неразложимы. Заметим, что алгебра
A0 = {𝑎/Φ | 𝑎 ∈ A} изоморфно вложима в B2 с помощью мономорфизма 𝑖2(𝑎/Φ) = 𝑎/Ψ,
причем ¬(∃ 𝑧 ∈ A0)(𝑏/Φ = 𝑧 & 𝑏/Ψ = 𝑧). Существует изоморфизм 𝜙 алгебры B2 на подхо-
дящую алгебру C такую, что A0 является подалгеброй C. Положим 𝑏1 = 𝑏/Φ, 𝑐 = 𝜙(𝑏/Ψ).
По условию (2) существуют D ∈ 𝑉 и гомоморфизмы 𝑔 : B1 × C → D и ℎ : B1 × C → D
такие, что 𝑔(𝑏1, 𝑐) ̸= ℎ(𝑏1, 𝑐) и 𝑔(𝑎, 𝑎) = ℎ(𝑎, 𝑎) для всех 𝑎 ∈ A0. Для 𝑥 ∈ B полагаем
𝛽(𝑥) = 𝑔(𝑥/Φ, 𝜙(𝑥/Ψ)), 𝛾(𝑥) = ℎ(𝑥/Φ, 𝜙(𝑥/Ψ)). Тогда 𝛽 и 𝛾 – требуемые гомоморфизмы из B
в D.

5. Многообразия, порожденные конечными алгебрами

Применим результаты предыдущих параграфов к табличным многообразиям. Многооб-
разие алгебр конечной сигнатуры называется табличным, если оно порождается конечным
числом конечных алгебр или, эквивалентно, одной конечной алгеброй. Укажем достаточ-
ные условия для разрешимости интерполяционных свойств, вариантов амальгамируемости и
свойства Бета в табличных многообразиях алгебр.

Теоремы 3.5, 3.6 и 4.1 позволяют эффективно доказать или опровергнуть рассматривае-
мые свойства в табличных многообразиях модальных алгебр, импликативных решеток или
гейтинговых алгебр. В случае указанных табличных многообразий можно за конечное число
шагов проверить, удовлетворяет ли подкласс, состоящий из финитно неразложимых алгебр
условиям (1)–(7) теоремы 4.1. C использованием известной теоремы Йонссона [43] доказыва-
ется

Teopeма 5.1. Следующие свойства являются разрешимыми на классах табличных мно-
гообразий модальных или гейтинговых алгебр, или решеток с относительными псевдодо-
полнениями:

(1) амальгамируемость, сверхамальгамируемость, сильная амальгамируемость, ограни-
ченная амальгамируемость, слабая амальгамируемость;

(2) сюръективность эпиморфизмов ES* и сильная сюръективность эпиморфизмов SES;
(3) интерполяционные свойства EIP, IPR, WIP, IIP;
(4) свойство Бета ВР и проективное свойство Бета РВР.
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Напомним, что все указанные в теореме многообразия обладают свойством продолжае-
мости конгруэнций, поэтому свойства EIP*, IPR* и WIP* равносильны EIP*, IPR* и WIP*
соответственно.

Для проверки свойств, указанных в теореме 5.1, по данному конечному множеству алгебр,
порождающих многообразие 𝑉 , достаточно построить конечный класс финитно неразложи-
мых алгебр, содержащий все с точностью до изоморфизма финитно неразложимые алгебры
из 𝑉 , а затем проверить требуемые в теореме 4.1 условия.

Существенную роль в доказательстве играет тот факт, что все рассматриваемые многооб-
разия конгруэнц-дистрибутивны, т.е. все алгебры, имеют дистрибутивные решетки конгруэн-
ций. Если конгруэнц-дистрибутивное многобразие порождается конечным числом конечных
алгебр, то по теореме Йонссона [43] оно имеет лишь конечное число (с точностью до изомор-
физма) финитно неразложимых алгебр.

Предложение 5.2. Пусть 𝑉 – конгруэнц-дистрибутивное многообразие, порожденное
конечным множеством 𝐾 конечных алгебр конечной сигнатуры. Тогда любая финитно
неразложимая алгебра из 𝑉 конечна, и можно эффективно найти конечный класс 𝐾0 ко-
нечных алгебр, состоящий из всех (с точностью до изоморфизма) финитно неразложимых
алгебр из 𝑉 .

Доказательство. Пусть многообразие 𝑉 порождается конечным множеством 𝐾 ко-
нечных модальных алгебр. Поскольку многообразие конгруэнц-дистрибутивно, по теореме
Йонссона любая подпрямо неразложимая алгебра из 𝑉 входит в класс HSPU(𝐾) [43], где H,
S и PU – замыкания класса алгебр относительно взятия гомоморфных образов, подалгебр и
ультрапроизведений соответственно. Можно показать что это же верно и для финитно нераз-
ложимых алгебр. Любое ультрапроизведение алгебр из 𝐾 конечно и изоморфно некоторой
алгебре из 𝐾. Отсюда следует, что любая финитно неразложимая алгебра из 𝑉 изоморфна
некоторой алгебре из класса HS(𝐾), поэтому любая финитно неразложимая алгебра конеч-
на. Кроме того, класс HS(𝐾) является конечным с точностью до изоморфизма. Проверка
свойства финитной неразложимости также является эффективной. Таким образом, получим
конечный подкласс𝐾0, содержащий с точностью до изоморфизма все финитно неразложимые
алгебры из 𝑉 .

Используя критерии, найденные в предыдущих параграфах, установим результаты о раз-
решимости исследуемых в работе свойств в табличных многообразиях. Предполагаем, что
табличное многообразие задается с помощью конечной алгебры, порождающей это многооб-
разие. Обозначаем через 𝑉 (A) многообразие, порожденное алгеброй A. Учитывая предложе-
ние 5.2, мы ограничимся рассмотрением конгруэнц-дистрибутивных многообразий конечной
сигннатуры.

Teopeма 5.3. Пусть 𝑉 – конгруэнц-дистрибутивное многообразие конечной сигнатуры,
обладающее свойством продолжаемости конгруэнций СЕР. Тогда

(1) существует алгоритм, позволяющий для любой конечной алгебры A ∈ 𝑉 определить,
обладает ли многообразие 𝑉 (A) свойствами RAP и IPR;

(2) если подалгебры подпрямо неразложимых алгебр из 𝑉 финитно неразложимы, то су-
ществует алгоритм, позволяющий для любой конечной алгебры A ∈ 𝑉 определить,
обладает ли многообразие 𝑉 (A) свойствами AP и EIP;

(3) если 𝑉 – многообразие ограниченных алгебр, то существует алгоритм, позволяющий
для любой конечной алгебры A ∈ 𝑉 определить, обладает ли многообразие 𝑉 (A) свой-
ствами WAP и WIP.

Доказательство. По теореме 3.5 свойство RAP равносильно IPR, AP равносильно EIP,
a WAP эквивалентно WIP. По предложению 5.2 эффективно строится конечный класс, состо-
ящий из всех с точностью до изоморфизма финитно неразложимых алгебр из 𝑉 (A). Далее
используем теоремы 4.11, 4.5 и 4.15.
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Teopeма 5.4. Пусть 𝑉 – конгруэнц-дистрибутивное многообразие полурешеточно упо-
рядоченных алгебр конечной сигнатуры, обладающее свойством отделимости SEP. Тогда
существует алгоритм, позволяющий для любой конечной алгебры A ∈ 𝑉 определить, обла-
дает ли многообразие 𝑉 (A) свойствами IIP и WSupAP.

Доказательство. Следует из теоремы 3.7, предложения 5.2 и теоремы 4.16.

Teopeма 5.5. Пусть 𝑉 – конгруэнц-дистрибутивное многообразие конечной сигнатуры,
обладающее свойством отделимости SEP1. Тогда существует алгоритм, позволяющий для
любой конечной алгебры A ∈ 𝑉 определить, обладает ли многообразие 𝑉 (A) свойствами
ВР, РВР, ES* или SES.

Доказательство. Следует из теоремы 3.12, предложения 5.2 и теорем 4.17 и 4.18.

Teopeма 5.6. Пусть 𝑉 – конгруэнц-дистрибутивное многообразие конечной сигнатуры,
обладающее свойством СЕР, причем подалгебры подпрямо неразложимых алгебр финитно
неразложимы. Тогда:

(1) если 𝑉 – многообразие полурешеточно упорядоченных алгебр, имеющее SEP, то су-
ществует алгоритм, позволяющий для любой конечной алгебры A ∈ 𝑉 определить,
обладает ли многообразие 𝑉 (A) свойством SupAP;

(2) если 𝑉 имеет SEP1, то существует алгоритм, позволяющий для любой конечной ал-
гебры A ∈ 𝑉 определить, обладает ли многообразие 𝑉 (A) свойством StrAP.

Доказательство. (1) Сразу следует из теорем 3.7, 5.3, 5.4.
(2) Следует из теорем 3.14, 5.3, 5.5.

Теорема 5.3 применима, например, к многообразиям дистрибутивных решеток с псевдодо-
полнениями, резидуальных решеток [40] и так называемых BL-aлгебр [13], используемых для
интерпретации нечетких логик, поскольку все эти многообразия конгруэнц-дистрибутивны и
обладают свойством СЕР. Все теоремы 5.3–5.6 применимы к многообразиям булевых алгебр
с операторами [44].
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Algebras and Proofs (Bogotá, 1995), Lecture Notes in Pure and Appl. Math., 203, Marcel Dekker,
New York, NY, 1999, 187–265.

http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0223.08001
http://dx.doi.org/10.2307/2963594
http://dx.doi.org/10.2307/2963594
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0053.34402
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0053.34402
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0158.26301
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0236.02047
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0236.02047
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0587.03002|Zbl 0587.03001
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0587.03002|Zbl 0587.03001
http://dx.doi.org/10.1007/BF01237716
http://dx.doi.org/10.1007/BF01237716
http://dx.doi.org/10.1007/BFb0043086
http://dx.doi.org/10.1007/BFb0043086
http://dx.doi.org/10.1007/BFb0043086
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0927.03086
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0927.03086
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0927.03086


38 Л. Л. Максимова

[11] E. Hoogland, Definability and Interpolation. Model-Theoretic Investigations, ILLC Publications,
Dissertation Series, Nr. DS-2001-05, Amsterdam, Univ. of Amsterdam, 2001.

[12] Л.Л. Максимова, “Ограниченная интерполяция и проективное свойство Бета в эквациональной
логике”, Алгебра и логика, 42:6 (2003), 712–726.

[13] F. Montagna, “Interpolation and Beth’s property in propositional many-valued logics: A semantic
investigation”, Ann. Pure Appl. Logic, 141:1-2 (2006), 148–179.

[14] Л.Л. Максимова, “Слабая форма интерполяции в эквациональной логике”, Алгебра и логика,
47:1 (2008), 94–107.

[15] D.M. Gabbay, L. Maksimova, Interpolation and Definability. Modal and Intuitionistic Logics, Oxford
Logic Guides, 46, Clarendon Press, Oxford, 2005.

[16] L. Maksimova, “Definability and interpolation in non-classical logics”, Studia Logica, 82:2 (2006),
271–291.

[17] H. Kihara, H. Ono, “Interpolation properties, Beth definability properties and amalgamation
properties for substructural logics”, J. Logic Comput., 20:4 (2010), 823–875.

[18] P.D. Bacsich, “Amalgamation properties and interpolation theorems for equational theories”, Algebra
Universalis, 5:1 (1975), 45–55.
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1. Общий взгляд

1.1. Введение. Понятие типа для алгебры, как и для любой другой алгебраической си-
стемы пришло из теории моделей и оказалось одним из ключевых понятий (см., например,
[1], [2]).

Данная статья посвящена изотипным алгебрам, т.е. алгебрам с одной и той же системой
типов. Мы рассматриваем алгебры, принадлежащие некоторому фиксированному многообра-
зию алгебр Θ. Мы подходим к понятию типа с позиций универсальной алгебраической гео-
метрии (UAG). С одной стороны, универсальная алгебраическая геометрия является экваци-
ональной алгебраической геометрией в произвольном многообразии алгебр Θ. Это значит, что
алгебраические множества определяются системами уравнений в свободных алгебрах из Θ.
С другой стороны, универсальная алгебраическая геометрия распространяется до геомет-
рии логики первого порядка (FOL) в произвольном Θ (логической геометрии). Это значит,
что алгебраические множества определяются произвольными формулами первого порядка,
семантически сжатыми в данном Θ. В случае логической геометрии алгебраические множе-
ства называются элементарными множествами, а произвольные формулы первого порядка
заменяют уравнения (подробности см. в [3]).

В этой статье мы исходим из системы понятий алгебраической логики. В принципе такой
подход можно перевести на обычный язык теории моделей. Однако мы убеждены, что при-
менение алгебраической логики делает главные идеи статьи более явными и согласованными.

Мост между логической геометрией и теорией моделей наводится алгебраической логикой
с помощью алгебры формул Φ = Φ(𝑋), где 𝑋 – конечное множество переменных. В дей-
ствительности, Φ(𝑋) – это некоторое множество формул первого порядка некоторого сор-
та𝑋, свертывающееся определенным образом в алгебру формул. Точное определение алгебры
Φ = Φ(𝑋) дано в п. 5.5 (см. также [4]–[6]).

Пусть 𝑊 = 𝑊 (𝑋) – свободная алгебра в Θ над 𝑋. Равенство 𝑤 ≡ 𝑤′, являющееся эле-
ментом алгебры Φ(𝑋), соответствует равенству 𝑤 = 𝑤′ в 𝑊 (𝑋). Таким образом, равенства
рассматриваются как нульместные операции (константы) в Φ(𝑋). Булевы алгебры с равен-
ствами вида 𝑤 ≡ 𝑤′ и кванторами ∃𝑥, действующими по всем 𝑥 ∈ 𝑋, называются расширен-
ными булевыми алгебрами (о списке тождеств см. [3], а также пп. 2.1 и 5.2 настоящей статьи).
Алгебра Φ(𝑋) служит примером расширенной булевой алгебры. Однако в Φ(𝑋) существуют
и другие операции 𝑠* (см. ниже).

Как было сказано, универсальная алгебраическая геометрия – это алгебраическая гео-
метрия, ассоциированная с произвольным многообразием алгебр Θ. Если Θ = Com−𝐾 – это
многообразие коммутативных ассоциативных алгебр с единицей над полем 𝑃 , то мы получаем
классическую алгебраическую геометрию. Одна из основных проблем, относящихся к универ-
сальной алгебраической геометрии, – понять, какая часть богатой геометрии многообразия

c○ Плоткин Б. И., 2011
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Θ = Com −𝐾 (т.е. классической алгебраической геометрии) сохраняется в других многооб-
разиях Θ. С другой стороны, новые идеи, относящиеся к UAG и в особенности к логической
геометрии, появляются в классической ситуации Com−𝐾.

Важно отметить, что эквациональная алгебраическая геометрия (AG) связана с катего-
рией Θ0 свободных в Θ алгебр 𝑊 = 𝑊 (𝑋) с конечными множествами 𝑋. Чтобы облегчить
интуитивное понимание, нужно упомянуть, что в классическом случае Θ0 является категори-
ей всех полиномиальных алгебр над полем 𝑃 . Роль Θ0 в логической геометрии (LG) играет
специальная категория Hal0Θ, чьи объекты суть алгебры формул Φ(𝑋) (мы используем обо-
значение Hal, чтобы напомнить роль П. Халмоша в алгебраической логике). Категории Θ0 и
Hal0Θ связаны ковариантным функтором

Θ0 → Hal0Θ.

Этот функтор сопоставляет морфизм 𝑠* : Φ(𝑋) → Φ(𝑌 ) в Hal0Θ каждому гомоморфиз-
му-морфизму 𝑠 : 𝑊 (𝑋) →𝑊 (𝑌 ) в Θ0. Здесь 𝑠* является булевым гомоморфизмом, в некото-
ром смысле совместимым с кванторами и тождествами. Этот же 𝑠* можно трактовать как
операцию в специальной многосортной алгебре Халмоша (подробности см. в параграфе 5).

Сделаем теперь шаг вперед к общей теории. Обозначим через Φ0 = Φ0(𝑋) подалгебру
в Φ(𝑋), порожденную всеми тождествами в сигнатуре булевых операций и кванторов. Это
расширенная булева алгебра, являющаяся подалгеброй расширенной булевой алгебры Φ(𝑋).
Эта подалгебра обычно меньше, чем Φ(𝑋), так как операции 𝑠* не вовлечены в запись эле-
ментов из Φ0. Как мы заметим здесь, алгебра Φ0(𝑋) не может быть определена независимо
от алгебры Φ(𝑋). В свою очередь Φ(𝑋) определяется посредством алгебраической логики.

Замечание 1.1. Из аксиом алгебр Халмоша (п. 5.3) следует, что если даны 𝑠 : 𝑊 (𝑌 ) →
𝑊 (𝑋) и равенство 𝑣 в Φ0(𝑌 ), то 𝑠*(𝑣) будет равенством в Φ0(𝑋). Однако для формулы 𝑣 =
∃𝑦𝑣0 ∈ Φ0(𝑌 ) формула 𝑠*(𝑣) может не лежать в Φ0(𝑋) (см., например, предложение 4.12).

Рассмотрим теперь происхождение морфизмов и операций 𝑠*. Причины для введения 𝑠*
состоят в следующем. Как известно, стандартная алгебраическая логика первого порядка ис-
пользует бесконечное число переменных. Обозначим это бесконечное множество переменных
через 𝑋0. Предполагая нужды логической геометрии, мы будем иметь дело с системой Γ всех
конечных подмножеств 𝑋 в 𝑋0. В алгебраической логике этот подход ведет к категорям Хал-
моша и многосортным (т.е. Γ-сортным) алгебрам Халмоша. Различные Φ(𝑋), 𝑋 ∈ Γ, должны
быть как-то связаны, что требует введения операций и морфизмов типа 𝑠* (подробности см.
в параграфе 5, где речь идет об алгебре (категории) HalΘ(𝐻)).

Некоторые понятия, используемые нами, можно найти в [3]. Для полноты изложения мы
воспроизводим много определений из [3]. Знакомство с работами, посвященными универсаль-
ной алгебраической геометрии ([4]–[10] и др.), сделают материал более доступным.

Статья организована следующим образом. В параграфе 1 мы вводим понятие изотипных
алгебр и соотносим его с известными понятиями универсальной алгебраической геометрии.
Параграф 2 имеет дело с нётеровыми свойствами. В параграфе 3 мы вводим понятие логи-
чески отделимой алгебры и приводим примеры изотипных, но не изоморфных алгебр. Па-
раграф 4 посвящен логически совершенным алгебрам. Мы показываем, что всякая группа
вкладывается в логически совершенную группу. Кроме того, мы рассматриваем два примера
абелевых групп и изучаем их поведение по отношению к логическим свойствам. Параграф 5
призван сделать статью самодостаточной; здесь мы предоставляем читателю необходимые
понятия алгебраической логики, в частности, мы определяем алгебру формул Φ(𝑋), играю-
щую главную роль во всех рассмотрениях. В параграфе 5 находится также список открытых
проблем.

Настоящая статья не содержит сложных теорем. Однако она предоставляет новый взгляд
и новые проблемы в той области математики, которую можно охарактерезовать как логику
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в алгебре. Что касается предметов исследования, главную роль в статье играет алгебра𝐻 ∈ Θ,
которая рассматривается в перспективе ее логических и геометрических инвариантов.

1.2. Алгебра Bool(𝑊 (𝑋), 𝐻). Пусть 𝐻 – некоторая алгебра в многообразии Θ. Возь-
мем свободную в Θ алгебру 𝑊 = 𝑊 (𝑋) с каким-нибудь конечным 𝑋 и рассмотрим множе-
ство Hom(𝑊,𝐻) как аффинное пространство. Его точки суть гомоморфизмы 𝜇 : 𝑊 → 𝐻.
Если 𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}, то Hom(𝑊,𝐻) изоморфно 𝐻(𝑛) и точка 𝜇 соответствует 𝑛-ке 𝑎 =
(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ∈ 𝐻(𝑛).

Булеву алгебру всех подмножеств множества Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻) обозначим Bool(𝑊 (𝑋), 𝐻).
Определим действие кванторов ∃𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋. Напомним (см. [11]), что если𝐵 – булева алгебра, то
отображение ∃ : 𝐵 → 𝐵 является экзистенциальным квантором, если выполнены следующие
аксиомы:

1) ∃(0) = 0;
2) ∃(𝑎) > 𝑎;
3) ∃(𝑎 ∧ ∃𝑏) = ∃𝑎 ∧ ∃𝑏.
Универсальный квантор ∀ : 𝐵 → 𝐵 определяется двойственно как ∀(𝑎) = ¬(∃(¬𝑎)).
Пусть теперь 𝐴 ∈ Bool(𝑊 (𝑋), 𝐻) и 𝑥 ∈ 𝑋. Положим 𝜇 ∈ ∃𝑥𝐴, если найдется такое 𝜈 ∈ 𝐴,

что 𝜇(𝑥′) = 𝜈(𝑥′) для любого 𝑥′ ∈ 𝑋, 𝑥′ ̸= 𝑥. Необходимые условия 1)–3) выполнены и
определение экзистенциального квантора прекрасно согласуется с интуицией.

Пусть, далее, 𝑤 ≡ 𝑤′ – какое-то равенство в алгебре формул Φ(𝑋). Определим соответ-
ствующий элемент алгебры Bool(𝑊 (𝑋), 𝐻) как

Val𝑋𝐻(𝑤 ≡ 𝑤′) = {𝜇 : 𝑊 → 𝐻 | (𝑤,𝑤′) ∈ Ker(𝜇)}.

Эти элементы рассматриваются как равенства в Bool(𝑊 (𝑋), 𝐻).
Итак, Bool(𝑊 (𝑋), 𝐻) определено как расширенная булева алгебра.
Как мы увидим, соответствие 𝑤 ≡ 𝑤′ → Val𝑋𝐻(𝑤 ≡ 𝑤′) естественно продолжается до гомо-

морфизма расширенных булевых алгебр

Val𝑋𝐻 : Φ(𝑋) → Bool(𝑊 (𝑋), 𝐻). (*)

Мы рассматриваем также категорию HalΘ(𝐻) всех алгебр вида Bool(𝑊 (𝑋), 𝐻) с естествен-
ными морфизмами 𝑠*. Значения и морфизмым в Hal0Θ и HalΘ(𝐻) связаны следующей комму-
тативной диаграммой:

Φ(𝑋)
𝑠* //

Val𝑋𝐻
��

Φ(𝑌 )

Val𝑌𝐻𝑉

��
Bool(𝑊 (𝑋), 𝐻)

𝑠* // Bool(𝑊 (𝑌 ), 𝐻).

(**)

Замечание 1.2. Существование гомомофизмов Val𝑋𝐻 для любой алгебры 𝐻 в Θ, удовле-
творяющей вышеприведенной диаграмме, было ведущей идеей для определения алгебры фор-
мул Φ(𝑋) и категории таких алгебр формул Hal0Θ. Здесь очевидно преимущество применения
алгебраической логики.

Наша цель – определить систему алгебр формул Φ(𝑋), где 𝑋 пробегает конечные под-
множества множества 𝑋0, и определить категорию Hal0Θ этих алгебр, таким образом, что-
бы условия (*) и (**) выполнялись для всякой алгебры 𝐻 ∈ Θ и всякого гомоморфизма
𝑠 : 𝑊 (𝑋) →𝑊 (𝑌 ).

В действительности, нам нужно определить верхний уровень диаграммы (**) и ее верти-
кальные стрелки, уже имея заданным нижний уровень диаграммы (это ведет к построениям
и условиям, которые будут реализованы в параграфе 5).

Такой подход к определению алгебры Φ(𝑋) и категории Hal0Θ хорошо согласуется с подхо-
дом, основанным на применении эквивалентности Линденбаума–Тарского в логике.



Изотипные алгебры 43

1.3. Логическое ядро точки, типы, изотипные алгебры. Определим понятие логи-
ческого ядра точки как 𝜇 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻. Таким образом, наряду с (обычным) ядром Ker(𝜇)
мы будем рассматривать логическое ядро LKer(𝜇). Это логическое ядро является важным
логическим инвариантом точки.

Определение 1.3. Пусть 𝑢 ∈ Φ(𝑋) и 𝜇 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻 – некоторая точка в Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻).
Положим 𝑢 ∈ LKer(𝜇), если 𝜇 ∈ Val𝑋𝐻(𝑢).

В этом случае мы будем говорить, что Val𝑋𝐻(𝑢) – значение формулы 𝑢 в Bool(𝑊 (𝑋), 𝐻),
а точка 𝜇 – решение “уравнения” 𝑢 в Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻).

Это определение соответствует обычному индуктивному определению точки, удовлетворя-
ющей формуле (см. [2]).

Имеет место также
Ker(𝜇) = LKer(𝜇) ∩𝑀𝑋 ,

где 𝑀𝑋 – множество всех равенств 𝑤 ≡ 𝑤′, 𝑤,𝑤′ ∈𝑊 (𝑋).
Покажем, что ядро LKer(𝜇) является ультрафильтром булевой алгебры Φ(𝑋). Вначале

докажем, что оно является фильтром. Пусть 𝑢1, 𝑢2 ∈ LKer(𝜇). Имеем

𝜇 ∈ Val𝑋𝐻(𝑢1) ∩Val𝑋𝐻(𝑢2) = Val𝑋𝐻(𝑢1 ∧ 𝑢2).

Значит, 𝑢1 ∧ 𝑢2 ∈ LKer(𝜇). Пусть теперь 𝑢 ∈ LKer(𝜇), 𝑣 ∈ Φ(𝑋). Имеем

𝜇 ∈ Val𝑋𝐻(𝑢) ∪Val𝑋𝐻(𝑣) = Val𝑋𝐻(𝑢 ∨ 𝑣).

Таким образом, 𝑢 ∨ 𝑣 ∈ LKer(𝜇) и LKer(𝜇) – фильтр.
Пусть теперь 𝑢 ∈ Φ(𝑋), 𝑢 ̸∈ LKer(𝜇), т.е.

𝜇 ̸∈ Val𝑋𝐻(𝑢), 𝜇 ∈ ¬Val𝑋𝐻(𝑢) = Val𝑋𝐻(¬𝑢).

Тогда ¬𝑢 ∈ LKer(𝜇) и, значит, LKer(𝜇) – ультрафильтр.

Определение 1.4. Всякий ультрафильтр в Φ(𝑋) назовем 𝑋-типом. Тип 𝑇 назовем
𝑋-типом алгебры 𝐻 ∈ Θ, если 𝑇 = LKer(𝜇) для некоторого 𝜇 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻.

Замечание 1.5. Ср. с определением типа из [2].

Будем говорить, что тип 𝑇 реализуется в алгебре 𝐻, если 𝑇 является 𝑋-типом алгебры 𝐻.
Обозначим через 𝑆𝑋(𝐻) систему всех𝑋-типов алгебры𝐻. Это важный логический инвариант
алгебры 𝐻.

Определение 1.6. Алгебры 𝐻1 и 𝐻2 в Θ называются изотипными, если для всякого
конечного 𝑋 любой 𝑋-тип алгебры 𝐻1 является 𝑋-типом алгебры 𝐻2 и наоборот.

Таким образом, алгебры 𝐻1 и 𝐻2 изотипны, если

𝑆𝑋(𝐻1) = 𝑆𝑋(𝐻2) для всех 𝑋.

Далее, заметим, что логическое ядро LKer(𝜇) точки 𝜇 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻 содержит элементарную
𝑋-теорию алгебры 𝐻. В самом деле, если 𝑢 ∈ Th𝑋(𝐻), то Val𝑋𝐻(𝑢) = Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻). В част-
ности, 𝜇 ∈ Val𝑋𝐻(𝑢) и 𝑢 ∈ LKer(𝜇). Таким образом, Th𝑋(𝐻) ⊂ LKer(𝜇); здесь

Th𝑋(𝐻) = {𝑢 ∈ Φ(𝑋) | Val𝑋𝐻(𝑢) = Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻)}.

Теперь ясно, что если 𝐻1 и 𝐻2 изотипны, то

Th𝑋(𝐻1) = Th𝑋(𝐻2),

где Th𝑋(𝐻) – элементарная 𝑋-теория алгебры 𝐻.
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Определение 1.7. Скажем, что алгебра 𝐻 является насыщенной, если для всякого 𝑋
любой ультрафильтр 𝑇 в Φ(𝑋), содержащий Th𝑋(𝐻), реализуется в 𝐻.

Замечание 1.8. Определение насыщенной алгебры, используемое в теории моделей, опе-
рирует также с константами. В нашем определении константы уже входят в сигнатуру мно-
гообразия Θ.

Из определения следует, что если насыщенные алгебры 𝐻1 и 𝐻2 элементарно эквивалент-
ны, т.е. Th(𝐻1) = Th(𝐻2), то они изотипны. Таким образом, насыщенные алгебры элемен-
тарно эквивалентны, если и только если они изотипны. Как мы отметили выше, изотипные
алгебры всегда элементарно эквивалентны. Однако понятие изотипности сильнее понятия
элементарной эквивалентности. Фактически отношение алгебр “быть изотипными” можно
трактовать как обобщение идеи насыщенности алгебр.

В дальнейшем мы рассматриваем логически нётеровы алгебры. Утверждение для таких
алгебр также двустороннее: логически нётеровы алгебры 𝐻1 и 𝐻2 элементарно эквивалентны,
если и только если они изотипны.

Мы будем изучать определение изотипных алгебр с позиции логической геометрии, но
сначала обсудим эквациональную алгебраическую геометрию. Заметим, что в алгебраической
геометрии также бывает полезно говорить об атомарном ядре, под которым подразумеваются
все те равенства 𝑤 ≡ 𝑤′ и их отрицания 𝑤 ̸≡ 𝑤′, которые лежат в LKer(𝜇). Обозначим
атомарное ядро через 𝐴𝑡Ker(𝜇). Если 𝑤 ≡ 𝑤′ ̸∈ 𝐴𝑡Ker(𝜇), то 𝑤 ̸≡ 𝑤′ ∈ 𝐴𝑡Ker(𝜇). Фактически
𝐴𝑡Ker(𝜇) является ядром точки 𝜇, представленным в алгебре формул Φ(𝑋).

Мы рассматриваем также специальное логическое ядро LKer0(𝜇), определенное как

LKer0(𝜇) = LKer(𝜇) ∩ Φ0(𝑋).

Это ядро является ультрафильтром в алгебре Φ0(𝑋).
1.4. Основные соответствия Галуа в алгебраической геометрии и логической

геометрии. AG- и LG-эквивалентность алгебр. Рассмотрим соответствие Галуа между
подмножествами 𝐴 в Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻) и системами уравнений 𝑇 в 𝑊 = 𝑊 (𝑋). Эти 𝑇 можно
рассматривать как двуместные отношения в 𝑊 . Для каждого 𝑇 положим

𝑇 ′𝐻 = 𝐴 = {𝜇 : 𝑊 → 𝐻 | 𝑇 ⊂ Ker(𝜇)}.

Для произвольного 𝐴 положим

𝐴′𝐻 = 𝑇 =
⋂︁

𝜇∈𝐴

Ker(𝜇).

Мы имеем здесь соответствие Галуа и можем говорить о замыканиях Галуа 𝐴′′𝐻 , 𝑇 ′′𝐻 . Любое
множество 𝐴 ⊂ Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻) вида 𝐴 = 𝑇 ′𝐻 замкнуто; назовем его алгебраическим множе-
ством. Любая система уравнений 𝑇 вида 𝑇 = 𝐴′𝐻 будет 𝐻-замкнутой конгруэнцией в 𝑊 .

Сделаем то же самое для логической геометрии, подставляя LKer(𝜇) вместо Ker(𝜇). Здесь
𝑇 будет произвольным подмножеством в Φ = Φ(𝑋). Положим

𝑇𝐿
𝐻 = 𝐴 = {𝜇 : 𝑊 → 𝐻 | 𝑇 ⊂ LKer(𝜇)}, 𝐴𝐿

𝐻 = 𝑇 =
⋂︁

𝜇∈𝐴

LKer(𝜇).

Соответствующие замыкания суть 𝑇𝐿𝐿
𝐻 и 𝐴𝐿𝐿

𝐻 . Каждое 𝐴 вида 𝐴 = 𝑇𝐿
𝐻 назовем элементарным

множеством (оно определено и для бесконечного 𝑇 ). Каждое 𝑇 = 𝐴𝐿
𝐻 будет 𝐻-замкнутым

фильтром в булевой алгебре Φ = Φ(𝑋). Имеем также

𝑇𝐿
𝐻 = 𝐴 =

⋂︁
𝑢∈𝑇

Val𝑋𝐻(𝑢), 𝑇 = 𝐴𝐿
𝐻 = {𝑢 ∈ Φ(𝑋) | 𝐴 ⊂ Val𝑋𝐻(𝑢)}.
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Вспомним, что алгебры 𝐻1 и 𝐻2 в Θ называются геометрически эквивалентными
(AG-эквивалентными), если для всякого конечного 𝑋 и всякого 𝑇 в 𝑊 (𝑋) верно

𝑇 ′′𝐻1
= 𝑇 ′′𝐻2

(см. [4], [5]), и что 𝐻1 и 𝐻2 называются LG-эквивалентными, если всегда

𝑇𝐿𝐿
𝐻1

= 𝑇𝐿𝐿
𝐻2

для всех 𝑇 ⊂ Φ(𝑋) (см. [3]).
Отметим, что можно, начиная с логического ядра LKer0(𝜇), также установить соответствие

Галуа между подмножествами 𝑇 в Φ0(𝑋) и множествами точек 𝐴 в Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻).
1.5. LG-эквивалентность и изотипные алгебры. Установим соотношения между

LG-эквивалентностью и изотипностью алгебр. Пусть 𝐴 – подмножество в Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻),
состоящее из единственной точки 𝜇 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻. Имеем

𝑇 = 𝐴𝐿
𝐻 = {𝜇}𝐿

𝐻 = LKer(𝜇).

Значит, LKer(𝜇) = {𝜇}𝐿
𝐻 и LKer(𝜇) является 𝐻-замкнутым ультрафильтром. Пусть 𝑇 – уль-

трафильтр и 𝑇 = LKer(𝜇). Возьмем 𝑇𝐿
𝐻 = 𝐴0 и положим 𝜈 ∈ 𝐴0. Имеем

{𝜈}𝐿
𝐻 = LKer(𝜈) ⊃ 𝐴0

𝐿
𝐻 = 𝑇 = LKer(𝜇).

Видим, что любые две точки в 𝐴0 имеют одно и то же логическое ядро. Кроме того, можно
заметить, что если 𝑇 – ультрафильтр в Φ(𝑋), то 𝑇 будет 𝑋-типом для 𝐻, если и только если,
множество 𝐴0 = 𝑇𝐿

𝐻 непусто.

Определение 1.9. Определим эквивалентность 𝜌 = 𝜌𝑋
𝐻 на множестве Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻), по-

лагая 𝜇𝜌𝜈, если и только если LKer(𝜇) = LKer(𝜈).

Рассмотрим фактормножество Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻)/𝜌 = Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻). Имеется биекция
Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻) → 𝑆𝑋(𝐻).

Заметим, что любой класс эквивалентности 𝜌 является элементарным множеством, задан-
ным типом LKer(𝜇) = 𝑇 , где 𝜇 принадлежит этому классу эквивалентности. Согласно [5]
каждое элементарное множество инвариантно относительно действия группы автоморфиз-
мов Aut(𝐻). Следовательно, если 𝜇 и 𝜈 сопряжены некоторым автоморфизмом 𝜎 ∈ Aut(𝐻),
то 𝜇𝜌𝜈. Вспомним, что действие группы Aut(𝐻) в Hom(𝑊,𝐻) определяется сдвигами 𝜇→ 𝜇𝜎.
При определенных условиях обратное также верно. В этих случаях классы эквивалентности 𝜌
суть в точности орбиты действия группы Aut(𝐻).

Следующая теорема основная в статье.

Teopeма 1.10. Алгебры 𝐻1 и 𝐻2 являются LG-эквивалентными, если и только если они
изотипны.

Доказательство. Пусть 𝐻1 и 𝐻2 – некоторые LG-эквивалентные алгебры. Это означа-
ет, что для всякого конечного 𝑋 и всякого множества 𝑇 формул из Φ(𝑋) данное 𝑇 будет
𝐻1-замкнутым, если и только если 𝑇 является 𝐻2-замкнутым.

Возьмем теперь какой-нибудь ультрафильтр 𝑇 в Φ(𝑋), и пусть 𝑇 будет 𝑋-типом над 𝐻1.
Этот 𝑇 является 𝐻1-замкнутым и, следовательно, 𝐻2-замкнутым. Здесь 𝑇𝐿

𝐻2
непусто и, зна-

чит, 𝑇 есть 𝑋-тип над 𝐻2. Переход от 𝐻2 к 𝐻1 осуществляется подобным же образом. Сле-
довательно, 𝐻1 и 𝐻2 изотипны.

Пусть, далее, 𝐻1 и 𝐻2 изотипны. Это означает, в частности, что если 𝑇 = LKer(𝜇) для
𝜇 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻1, то также 𝑇 = LKer(𝜈) для некоторого 𝜈 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻2. То же самое верно и
при переходе от 𝐻2 к 𝐻1. Таким образом, 𝑇 одновременно 𝐻1- и 𝐻2-замкнуто.
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Пусть теперь 𝑇 – какой-нибудь 𝐻1-замкнутый фильтр в Φ(𝑋). Мы хотим проверить, что
𝑇 является 𝐻2-замкнутым. Возьмем 𝐴 = 𝑇𝐿

𝐻1
. Тогда

𝑇 = 𝐴𝐿
𝐻1

=
⋂︁

𝜇∈𝐴

LKer(𝜇).

Это значит, что 𝑢 ∈ 𝑇 равносильно 𝐴 ⊂ Val𝑋𝐻1
(𝑢).

Покажем, что пересечение 𝐻-замкнутых фильтров также 𝐻-замкнуто. Как мы знаем,
любой 𝐻1-замкнутый фильтр вида LKer(𝜇) является 𝐻2-замкнутым. Таким образом, 𝑇 =⋂︀

𝜇∈𝐴 LKer(𝜇) является 𝐻2-замкнутым фильтром. Подобным же образом 𝐻2-замкнутость
множества 𝑇 влечет его 𝐻1-замкнутость. Это верно для любого 𝑋. Значит, 𝐻1 и 𝐻2 являются
LG-эквивалентными.

Остается проверить, что пересечение 𝑇 =
⋂︀

𝛼 𝑇𝛼 по всем 𝐻-замкнутым 𝑇𝛼, 𝛼 ∈ 𝐼, где 𝐼 –
некоторое множество индексов, также 𝐻-замкнуто.

Возьмем 𝑇𝛼 = (𝐴𝛼)𝐿
𝐻 и проверим, что

⋂︀
𝛼(𝐴𝛼)𝐿

𝐻 = (
⋃︀

𝛼𝐴𝛼)𝐿
𝐻 . Пусть 𝑢 ∈

⋂︀
𝛼 𝑇𝛼 = 𝑇 . Вклю-

чения 𝑢 ∈ 𝑇𝛼 и 𝐴𝛼 ⊂ Val𝑋𝐻(𝑢) всегда выполнены. Следовательно,
⋃︀

𝛼𝐴𝛼 ⊂ Val𝑋𝐻(𝑢) и, значит,
𝑢 ∈ (

⋃︀
𝛼𝐴𝛼)𝐿

𝐻 .
Пусть 𝑢 ∈ (

⋃︀
𝛼𝐴𝛼)𝐿

𝐻 . Тогда
⋃︀

𝛼𝐴𝛼 ⊂ Val𝑋𝐻(𝑢). Включения 𝐴𝛼 ⊂ Val𝑋𝐻(𝑢) и 𝑢 ∈ (𝐴𝛼)𝐿
𝐻 = 𝑇𝛼

всегда выполнены. Следовательно, 𝑢 ∈ 𝑇 .

Из данной теоремы следует, что если алгебры 𝐻1 и 𝐻2 являются LG-эквивалентными, то
они элементарно эквивалентны (см. [3]). Кроме того, если 𝐻1 и 𝐻2 изотипны, то категории
элементарных множеств 𝐿𝐾Θ(𝐻1) и 𝐿𝐾Θ(𝐻2) (см. [3]) изоморфны (также см. параграф 5).

Замечание 1.11. Наше определение типа соответствует понятию полного типа в теории
моделей. Полный тип – это 𝐻-замкнутый ультрафильтр, заданный одной точкой. Однако,
произвольное 𝐻-замкнутое множество задается множеством точек. В этом случае также су-
ществуют связи с общей теорией типов в теории моделей. В частности, 𝐻-замыкание произ-
вольного типа всегда будет пересечением полных типов.

1.6. Инфинитарная логика. Сделаем несколько замечаний, касающихся связей с ин-
финитарной логикой. Начнем с квазитождеств. Возьмем некоторое двуместное отношение 𝑇
на 𝑊 = 𝑊 (𝑋). Рассмотрим формулу (квазитождество)(︂ ⋀︁

(𝑤,𝑤′)∈𝑇

(𝑤 ≡ 𝑤′)
)︂
→ (𝑤0 ≡ 𝑤′0). (⋆)

Если 𝑇 бесконечно, эта формула будет инфинитарным квазитождеством.
Пусть, далее, 𝐻 – какая-то алгебра в Θ; рассмотрим 𝑇 ′′𝐻 . В [12] доказано, что (𝑤0, 𝑤

′
0) ∈ 𝑇 ′′𝐻 ,

если и только если квазитождество (⋆) выполнено в 𝐻.
Исходя теперь из 𝑇 ⊂ Φ(𝑋) рассмотрим формулу(︂ ⋀︁

𝑢∈𝑇

𝑢

)︂
→ 𝑣, (⋆⋆)

где 𝑣 ∈ Φ(𝑋). Формула (⋆⋆) инфинитарна, если множество 𝑇 бесконечно. Будем писать для
краткости 𝑇 → 𝑣. Эта формула выполняется в 𝐻, если и только если 𝑣 ∈ 𝑇𝐿𝐿

𝐻 (см. [6]).
Обозначим через Im(Th)(𝐻) множество всех формул вида 𝑇 → 𝑣, выполненных в 𝐻. Оно яв-
ляется импликативной теорией алгебры 𝐻. Можно показать, что алгебры 𝐻1 и 𝐻2 являются
LG-эквивалентными (изотипными) тогда и только тогда, когда их импликативные теории
совпадают, т.е. Im(Th)(𝐻1) = Im(Th)(𝐻2) (см. [3]). Присутствие здесь инфинитарных фор-
мул обусловлено задачами универсальной алгебраической геометрии. Эти формулы, конечно,
хорошо известны и в теории моделей. В частности, они участвуют в теории абстрактных эле-
ментарных классов (AEC-классов) моделей (см. [13]).
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1.7. Соответствие Галуа и морфизмы в Hal0Θ. Установим соотношение между соот-
ветствием Галуа и морфизмами в категории Hal0Θ. Пусть даны какие-то 𝑠 : 𝑊 (𝑋) → 𝑊 (𝑌 ) и
𝑠* : Φ(𝑋) → Φ(𝑌 ). Для любого 𝑢 ∈ Φ(𝑋) имеем

Val𝑌𝐻(𝑠*𝑢) = 𝑠*Val𝑋𝐻(𝑢).

Здесь 𝜇 ∈ 𝑠*Val𝑋𝐻(𝑢), если 𝜇𝑠 ∈ Val𝑋𝐻(𝑢).
Для 𝑇 ⊂ Φ(𝑋) обозначим через 𝑠*𝑇 подмножество в Φ(𝑌 ), состоящее из 𝑠*𝑢, 𝑢 ∈ 𝑇 . Имеем

(𝑠*𝑇 )𝐿
𝐻 = 𝑠*𝑇

𝐿
𝐻

(см. [5]).
Таким образом, если 𝐴 = 𝑇𝐿

𝐻 – элементарное множество в Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻), то 𝑠*𝐴 – эле-
ментарное множество в Hom(𝑊 (𝑌 ), 𝐻). Как обычно, 𝜇 ∈ 𝑠*𝐴, если 𝜇𝑠 ∈ 𝐴.

Свяжем теперь 𝑋- и 𝑌 -типы над 𝐻 для данных 𝑠 : 𝑊 (𝑋) → 𝑊 (𝑌 ) и 𝑠* : Φ(𝑋) → Φ(𝑌 ).
Для каждой точки 𝜈 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻 обозначим через LKer𝑋(𝜈) ее логическое ядро, помня, что
это ядро вычислено в Φ(𝑋). Проверим, что

𝑠*LKer𝑋(𝜇𝑠) ⊂ LKer𝑌 (𝜇)

для 𝜇 : 𝑊 (𝑌 ) → 𝐻.
Пусть 𝑢 ∈ Φ(𝑋), и пусть 𝑢 ∈ LKer𝑋(𝜇𝑠). Это дает 𝜇𝑠 ∈ Val𝑋𝐻(𝑢). Таким образом, 𝜇 ∈

𝑠*Val𝑋𝐻(𝑢) = Val𝑌𝐻(𝑠*𝑢), т.е. 𝑠*𝑢 ∈ LKer𝑌 (𝜇). Включение проверено.
Применим снова 𝐿-переход. Имеем

(LKer𝑌 (𝜇))𝐿
𝐻 = 𝐵 ⊂ (𝑠*LKer𝑋(𝜇𝑠))𝐿

𝐻 = 𝑠*(LKer𝑋(𝜇𝑠))𝐿
𝐻 = 𝑠*𝐴.

Здесь 𝐵 – замыкание точки 𝜇, 𝐴 – замыкание точки 𝜇𝑠, а также 𝐵 ⊂ Hom(𝑊 (𝑌 ), 𝐻),
𝐴 ⊂ Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻), 𝑠*𝐴 ⊂ Hom(𝑊 (𝑌 ), 𝐻) и 𝐵 ⊂ 𝑠*𝐴; 𝐵 и 𝐴 – минимальные элементарные
множества (т.е. не содержащие других элементарных множеств), тогда как множество 𝑠*𝐴 не
обязательно минимально.

1.8. Отношения 𝜌 и 𝜏 . Наряду с отношением 𝜌 рассмотрим отношения 𝜌0 и 𝜏 на данном
множестве Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻). Отношение 𝜌0 задается разложением множества Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻)
на орбиты группы Aut(𝐻). Включение 𝜌0 ⊂ 𝜌 выполнено всегда, но нас интересует ситуация
𝜌0 = 𝜌.

Пусть 𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}, и пусть

(𝜇(𝑥1), . . . , 𝜇(𝑥𝑛)) = 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), (𝜈(𝑥1), . . . , 𝜈(𝑥𝑛)) = 𝑏 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑛)

для точек 𝜇 и 𝜈. Обозначим через 𝐴 и 𝐵 подалгебры в 𝐻, порожденные всеми 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛

и всеми 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 соответственно. Положим 𝜇𝜏𝜈, если и только если соответствия 𝑎𝑖 → 𝑏𝑖
задают изоморфизм 𝜂 : 𝐴→ 𝐵. Имеем 𝜌0 ⊂ 𝜏 . Имеет место следующая теорема.

Teopeма 20. Условие 𝜇𝜏𝜈 выполняется тогда и только тогда, когда 𝐴𝑡Ker(𝜇) = 𝐴𝑡Ker(𝜈)
в Φ(𝑋), или, что то же самое, Ker(𝜇) = Ker(𝜈) в 𝑊 (𝑋).

Доказательство. Пусть выполнено 𝜇𝜏𝜈 и задан соответствующий изоморфизм 𝜂 : 𝐴→ 𝐵.
Возьмем 𝑤 ≡ 𝑤′ ∈ 𝐴𝑡Ker(𝜇). Имеем 𝑤𝜇 = 𝑤′

𝜇 в 𝐴 и 𝑤𝜇𝜂 = 𝑤′
𝜇𝜂 в 𝐵. Равенство 𝑤𝜈 = 𝑤′

𝜈

выполнено в 𝐵 и, значит, 𝑤 ≡ 𝑤′ ∈ 𝐴𝑡Ker(𝜈). Подобным же образом, если 𝑤 ̸≡ 𝑤′ ∈ 𝐴𝑡Ker(𝜇),
то 𝑤 ̸≡ 𝑤′ ∈ 𝐴𝑡Ker(𝜈), так что 𝐴𝑡Ker(𝜇) ⊂ 𝐴𝑡Ker(𝜈). Обратное включение доказывается
аналогично.

Проверим обратное утверждение. Рассмотрим гомоморфизмы

𝛼 : 𝑊 (𝑋) → 𝐴, 𝛽 : 𝑊 (𝑋) → 𝐵,
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где 𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} и 𝛼(𝑥𝑖) = 𝑎𝑖 = 𝜇(𝑥𝑖), 𝛽(𝑥𝑖) = 𝑏𝑖 = 𝜈(𝑥𝑖). Пусть 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
𝑤′(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) лежат в ядре Ker(𝛼). Тогда 𝑤 ≡ 𝑤′ ∈ 𝐴𝑡Ker(𝜇) = 𝐴𝑡Ker(𝜈). Следовательно,
𝑤 ≡ 𝑤′ ∈ Ker(𝛽). Точнее, 𝑤 ≡ 𝑤′ ∈ Ker(𝛼) равносильно 𝑤 ≡ 𝑤′ ∈ Ker(𝛽), т.е. Ker(𝛼) = Ker(𝛽).
Получаем изоморфизм 𝐴→ 𝐵, индуцированный отображением 𝑎𝑖 → 𝑏𝑖.

Ясно, что LKer(𝜇) = LKer(𝜈) влечет 𝐴𝑡Ker(𝜇) = 𝐴𝑡Ker(𝜈); это означает, что 𝜌 ⊂ 𝜏 . Полу-
чаем 𝜌0 ⊂ 𝜌 ⊂ 𝜏 , и если 𝜏 = 𝜌0 для данных 𝑋 и 𝐻, то 𝜌 = 𝜌0.

Покажем, что всякий класс эквивалентности 𝜏 является элементарным множеством. Пусть
𝑇 – произвольная конгруэнция алгебры 𝑊 = 𝑊 (𝑋). Рассмотрим множество формул в Φ(𝑋),
заданное равенством 𝑇 ′ = 𝑇 ′1 ∪ 𝑇 ′2, где 𝑇 ′1 = {𝑤 ≡ 𝑤′ | (𝑤,𝑤′) ∈ 𝑇} и 𝑇 ′2 = {𝑤 ̸≡ 𝑤′ | (𝑤,𝑤′) ̸∈
𝑇}. Легко понять, что точка 𝜇 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻 удовлетворяет множеству формул 𝑇 ′, т.е. 𝜇 ∈
(𝑇 ′)𝐿

𝐻 , если и только если Ker(𝜇) = 𝑇 . Значит, класс эквивалентности 𝜏 , содержащий точку 𝜇,
является элементарным множеством, определенным множеством формул 𝑇 ′ c Ker(𝜇) = 𝑇 .
(Мы всегда будем использовать это замечание, имея дело с отношением 𝜏 .)

Заметим, что основной проблемой в этой статье будет нахождение условий на алгебру 𝐻,
представляющих изоморфизм 𝜂 : 𝐴 → 𝐵, реализующийся некоторым автоморфизмом алгеб-
ры 𝐻. В этом случае имеем 𝜏 = 𝜌0.

1.9. Изотипность точек. Наряду с понятием изотипных алгебр введем понятие изо-
типных точек над алгебрами. Скажем, что две 𝑋-точки 𝜇, 𝜈 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻 изотипны, если
LKer(𝜇) = LKer(𝜈) (это значит, что выполнено 𝜇𝜌𝜈).

Это понятие ведет к определению логической изотипности также для элементов алгеб-
ры 𝐻. Скажем, что элементы 𝑎1 и 𝑎2 алгебры 𝐻 изотипны, если соответствующие точки
𝜇, 𝜈 ∈ Hom(𝑊 (𝑥), 𝐻) с 𝜇(𝑥) = 𝑎1 и 𝜈(𝑥) = 𝑎2 изотипны.

В действительности, понятие изотипных элементов алгебры 𝐻 имеет следующий смысл.
Будем исходить из формулы или множества формул 𝑇 . Пусть элементы 𝑎1 и 𝑎2 из 𝐻 с со-
ответствующими точками 𝜇, 𝜈 ∈ Hom(𝑊 (𝑥), 𝐻) изотипны. Тогда точки 𝜇 и 𝜈 изотипны, и
пусть 𝑇 принадлежит LKer(𝜇). Тогда 𝑇 тоже принадлежит LKer(𝜈). Итак, обе точки удовле-
творяют 𝑇 , и пусть формулы из 𝑇 описывают некоторое алгебраическое свойство элементов
из 𝐻. Изотипность элементов 𝑎1 и 𝑎2 означает, что оба этих элемента удовлетворяют данному
алгебраическому свойству. Например, если 𝑔 и 𝑔′ изотипны и 𝑔 имеет конечный порядок 𝑛,
то 𝑔′ имеет тот же самый порядок. Здесь 𝑇 состоит из формулы 𝑥𝑛 ≡ 1.

В качестве другого примера рассмотрим энгелевские элементы и ниль-элементы групп.
Напомним, что элемент 𝑔 ∈ 𝐻 называется 𝑛-энгелевским элементом, если найдется такое
𝑛 = 𝑛(𝑔), что [𝑎, 𝑔, . . . , 𝑔] = 1 для всякого 𝑎 ∈ 𝐻. Здесь [𝑎, 𝑔, . . . , 𝑔] обозначает составной
коммутатор, в котором 𝑔 повторено 𝑛 раз. Таким образом, точка 𝜇 с 𝜇(𝑥) = 𝑎, 𝜇(𝑦) = 𝑔 удо-
влетворяет формуле ∀𝑥([𝑥, 𝑦, . . . , 𝑦] = 1) тогда и только тогда, когда 𝑔 является 𝑛-энгелевским
элементом. Эта формула есть 𝑇 .

Далее считаем 𝜇, 𝜈 : 𝑊 (𝑥, 𝑦) → 𝐻, 𝜇(𝑥) = 𝑎, 𝜇(𝑦) = 𝑔, 𝜈(𝑥) = 𝑎′, 𝜈(𝑦) = 𝑔′. Пусть 𝜇 и 𝜈
изотипны (т.е. 𝑔 и 𝑔′ изотипны), и пусть эдемент 𝑔 является 𝑛-энгелевским. Тогда 𝑔′ также
будет энгелевским. Эти наблюдения показывают, что если 𝐻 – нётерова группа, а 𝑔 принадле-
жит ее нильпотентному радикалу, то 𝑔′ тоже принадлежит ему (см. [14] и [15]). Аналогичный
факт имеет место для разрешимых радикалов нётеровой группы для соответствующего 𝑇 и
изотипных 𝑔 и 𝑔′ (см. [16]).

Перейдем к ниль-элементам. Элемент 𝑔 группы 𝐺 называется ниль-элементом, если для
всякого 𝑎 ∈ 𝐺 найдется такое 𝑛 = 𝑛(𝑎, 𝑔), что [𝑎, 𝑔, . . . , 𝑔] = 1, где 𝑔 взято 𝑛 раз. Свойство быть
ниль-элементом не выразимо формулой первого порядка, поскольку определение использует
квантор вида ∃𝑛 по натуральным 𝑛.

Можно улучшить это положение следующим образом. Фиксируем в группе 𝐺 два элемента
𝑔 и 𝑔′ и рассмотрим все возможные пары (𝑎, 𝑔) и (𝑎′, 𝑔′), где 𝑎 и 𝑎′ взаимно однозначно соот-
несены. Предположим, что соответствующие 𝜇, 𝜈 : 𝑊 (𝑥, 𝑦) → 𝐻 изотипны. Допустим теперь,
что 𝑔 – ниль-элемент. Тогда пара (𝑎, 𝑔) удовлетворяет равенству [𝑥, 𝑦, . . . , 𝑦] = 1. Изотипность
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точек 𝜇, 𝜈 влечет, что пара (𝑎′, 𝑔′) удовлетворяет этому же самому равенству. Это верно для
любых подходящих 𝑎 и 𝑎′, значит, 𝑔′ – тоже ниль-элемент.

Пусть теперь 𝐺 – разрешимая группа (или, более общим образом, радикальная группа;
см. [17]), а 𝑔 и 𝑔′ – ее изотипные элементы. Тогда если один из них принадлежит некото-
рому локально нильпотентному радикалу, то и второй тоже принадлежит ему. Это следует
из предыдущих замечаний, а также из [17]. Также можно рассматривать различные другие
радикалы в других группах. На этом пути возникает множество естественных проблем.

2. Логическая нётеровость

2.1. Определения и проблемы. Пусть 𝐻 – некоторая алгебра из многообразия Θ. Рас-
смотрим три условия нётеровости для 𝐻.

1. Алгебра𝐻 называется логически нётеровой, если для всякого конечного множества фор-
мул 𝑋 произвольное элементарное множество 𝐴 ⊂ Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻) является конечно опре-
делимым. Это означает, что если 𝐴 = 𝑇𝐿

𝐻 , то найдется такое конечное множество 𝑇0 (не
обязательно подмножество в 𝑇 ), что 𝐴 = (𝑇0)𝐿

𝐻 .

2. Алгебра 𝐻 называется строго логически нётеровой, если для всякого конечного 𝑋 и
произвольного элементарного множества 𝐴 = 𝑇𝐿

𝐻 ⊂ Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻) найдется такое конечное
множество 𝑇0 ⊂ 𝑇 , что 𝐴 = (𝑇0)𝐿

𝐻 .

3. Алгебра 𝐻 называется слабо логически нётеровой, если для всякого 𝑇 → 𝑣, выполнен-
ного в 𝐻, найдется такое конечное подмножество 𝑇0 ⊂ 𝑇 (возможно, зависящее от 𝑣), что
𝑇0 → 𝑣 выполнено в 𝐻.

Для каждого из этих условий нётеровости изотипность алгебр 𝐻1 и 𝐻2 равносильна их
элементарной эквивалентности.

Очевидно, всякая конечная алгебра логически нётерова в любом смысле. В теории моделей
приводятся примеры бесконечных логически нётеровых алгебр (см. предложение 2.4).

Нам будет полезно следующее замечание. Все элементарные множества в данном множе-
стве Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻) образуют подрешетку решетки всех подмножеств. Двойственно, имеем
подрешетку всех 𝐻-замкнутых фильтров в Φ(𝑋). Строгая нётеровость алгебры 𝐻 равносиль-
на условию нётеровости соответствующей решетки фильтров и, что то же самое, условию
артиновости решетки элементарных множеств для конечного 𝑋.

Принципиальная проблема, относящаяся к теории моделей, состоит в следующем.

Проблема 2.1. Развить общий подход построения логически нётеровых алгебр 𝐻 в раз-
личных многообразиях Θ.

Здесь Θ может быть многообразием групп, многообразием абелевых групп, многообразием
коммутативных ассоциативных алгебр. Например, имеется проблема описания логической
нётеровых абелевых групп.

Сделаем несколько замечаний об алгебрах 𝐻 с конечным множеством типов 𝑆𝑋(𝐻) для
любого 𝑋. Из определений следует, что если множество 𝑆𝑋(𝐻) конечно, то имеется и ко-
нечное число различных 𝐻-замкнутых фильтров в Φ(𝑋). Также имеется конечное число
элементарных множеств в Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻). Это дает артиновость и нётеровость соответству-
ющих решеток и строгую нётеровость алгебры 𝐻. Понятно, что если имеется конечное число
Aut(𝐻)-орбит в Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻), то и множество 𝑆𝑋(𝐻) конечно.

2.2. Автоморфная финитарность алгебр. В этом пункте мы рассматриваем пробле-
му 2.1.

Определение 2.2. Алгебра 𝐻 называется автоморфно (Aut(𝐻))-финитарной, если при
любом конечном 𝑋 существует лишь конечное число Aut(𝐻)-орбит в Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻).
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Если 𝐻 является Aut(𝐻)-финитарным, то существует лишь конечное число типов на 𝐻
и, значит, лишь конечное число элементарных классов. Поэтому алгебра 𝐻 строго логически
нётерова. Таким образом, возникает вопрос, будет ли алгебра 𝐻 автоморфно финитарной.

Поставим эту проблему в частном случае групп.

Проблема 2.3. Развить общие методы построения бесконечных автоморфно финитарных
групп.

Рассмотрим один пример.

Предложение 2.4. Пусть 𝐻 – бесконечная абелева группа, удовлетворяющая тожде-
ству 𝑥𝑝 ≡ 1 с простым 𝑝. Такая группа Aut(𝐻)-финитарна.

Замечание 2.5. Это предложение не неожиданно с точки зрения хорошо известного тео-
ретико-модельного результата, который доказал Рыль-Нарджевский (см. [18], [2]).

Доказательство. Работаем с многообразием Θ всех абелевых групп, удовлетворяющих
тождеству 𝑥𝑝 ≡ 1, где 𝑝 простое. Фиксируем 𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}, и пусть 𝑊 = 𝑊 (𝑋) – свободная
в Θ группа над 𝑋. Эта группа конечна. Пусть 𝑇 – подгруппа группы 𝑊 .

Возьмем формулу (в аддитивной записи) 𝑢 = (
⋀︀

𝑢𝑖∈𝑇 (𝑢𝑖 ≡ 0))∧ (
⋀︀

𝑣𝑖 ̸∈𝑇 (𝑣𝑖 ̸≡ 0)). Обозначим
Val𝑋𝐻(𝑢) = 𝑉 . Очевидно, точка 𝜇 : 𝑊 → 𝐻 принадлежит 𝑉 ⊂ Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻) тогда и только
тогда, когда Ker(𝜇) = 𝑇 .

Пусть теперь 𝜇 и 𝜈 – две точки в 𝑉 , а 𝐴 и 𝐵 – их образы в 𝐻. Тогда 𝐴 = ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛⟩,
𝐵 = ⟨𝑏1, . . . , 𝑏𝑛⟩. Поскольку Ker(𝜇) = Ker(𝜈), имеем следующую коммутативную диаграмму:

𝐴
𝜎 // 𝐵

𝑊 (𝑋)

𝜇

bbEEEEEEEE 𝜈

<<yyyyyyyy

Здесь 𝜎 – изоморфизм, 𝜎(𝑎𝑖) = 𝑏𝑖 и 𝜇𝜎 = 𝜈. Подгруппы 𝐴 и 𝐵 имеют дополнения в 𝐻, т.е.
𝐴⊕𝐴′ = 𝐵⊕𝐵′ = 𝐻. Поскольку𝐻 бесконечна, 𝐴′ и 𝐵′ бесконечны и изоморфны. Это означает,
что изоморфизм 𝜎 : 𝐴 → 𝐵 расширяется до автоморфизма 𝜎 ∈ Aut(𝐻). Следовательно, 𝜇 и
𝜈 сопряжены посредством этого автоморфизма. Кроме того, последовательности (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛),
(𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) тоже сопряжены посредством автоморфизма 𝜎. Это означает, что множество 𝑉
принадлежит Aut(𝐻)-орбите, заданной каждой из точек 𝜇 и 𝜈. С другой стороны, так как
𝑉 – элементарное множество, точечная орбита содержится в 𝑉 . Следовательно, 𝑉 равно
орбите, содержащей точку 𝜇.

Всякая орбита, заданная точкой 𝜇 : 𝑊 → 𝐻, имеет такой вид. В самом деле, возьмем
𝑇 = Ker(𝜇), и пусть формула 𝑢 построена посредством 𝑇 .

Тогда 𝑉 = Val𝑋𝐻(𝑢) будет Aut(𝐻)-орбитой, заданной точкой 𝜇.
Поскольку существует лишь конечное множество различных 𝑇 и 𝑢, имеем конечное мно-

жество орбит. Более того, все они суть одноопределенные (определяемые одной формулой)
элементарные множества. Группа 𝐻 является бесконечной строго логически нётеревой груп-
пой.

Заметим, что в этом доказательстве используется представление точки 𝜇 ∈ 𝐻(𝑛) как
точки-гомоморфизма 𝜇 : 𝑊 → 𝐻.

Схожая ситуация имеет место для бесконечномерных векторных пространств над произ-
вольным конечным полем. Если это поле бесконечно, то описание орбит остается тем же
самым, но число орбит становится бесконечным. Различные другие примеры бесконечных
автоморфно финитарных групп и строго логически нётеровых групп были предложены мне
А. Ольшанским (алгебраический подход) и Б. Зильбером (теоретико-модельный подход).
Группы в их конструкциях далеко не абелевы (см. также параграф 4.3).
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В этой связи возникает проблема о существовании бесконечных нётеровых групп, которые
также логически нётеровы. Нётеровы полициклические группы и их конечные расширения
не подходят. Бесконечные циклические группы также не являются логически нётеровыми.

Закончим этот параграф одним полезным замечанием.
Предположим, что 𝐻1 и 𝐻2 изотипны и 𝐻1 строго логически нётерова. Тогда 𝐻2 тоже

строго логически нётерова.
В самом деле, пусть𝐻1 и𝐻2 изотипны и𝐻1 строго логически нётерова. Тогда для 𝑇 ⊂ Φ(𝑋)

и некоторой конечной части 𝑇0 ⊂ 𝑇 имеем 𝑇𝐿𝐿
𝐻2

= 𝑇𝐿𝐿
𝐻1

= 𝑇0
𝐿𝐿
𝐻1

= 𝑇0
𝐿𝐿
𝐻2

и, значит, 𝑇𝐿𝐿
𝐻2

= 𝑇0
𝐿𝐿
𝐻2

.
Следовательно, 𝐻2 строго логически нётерова.

3. Изотипность и изоморфизм

3.1. Отделимые алгебры. Другой общей проблемой является изучение отношений меж-
ду свойством изотипности и изоморфизмом алгебр. Прежде всего заметим, что существуют
неизоморфные изотипные алгебры. Даже в случае полей существуют примеры такого рода
(мы приведем примеры изотипных, но не изоморфных алгебр в п. 3.2).

Определение 3.1. Алгебра 𝐻 ∈ Θ называется отделимой в Θ, если каждая алгебра
𝐻 ′ ∈ Θ, изотипная с 𝐻, изоморфна 𝐻.

Замечание 3.2. Иногда стоит изменить определение 3.1 и рассматривать только конечно
порожденные 𝐻 ′.

Проблема 3.3. Для каких Θ всякая свободная в Θ алгебра 𝑊 = 𝑊 (𝑋) с конечным 𝑋
отделима?

Другими словами, когда всякая свободная в Θ алгебра 𝑊 = 𝑊 (𝑋) с конечным 𝑋 может
быть различима в Θ средствами логики типов (т.е. LG-логики)?

Эта проблема поставлена для произвольного многообразия Θ, но здесь более всего мы
интересуемся многообразием групп Θ = 𝐺𝑟𝑝 и многообразием Θ = Com−𝐾 коммутативных
и ассоциативных алгебр над полем 𝑃 .

З. Села (не опубликовано) показал, что свободные некоммутативные группы 𝐹 (𝑋) и 𝐹 (𝑌 )
изотипны, если и только если они изоморфны.

3.2. Примеры неизоморфных изотипных алгебр.

Предложение 3.4. Пусть алгебры 𝐻1 и 𝐻2 – бесконечномерные векторные простран-
ства над полем 𝑃 . Тогда они изотипны.

Доказательство. Используемый нами метод приложим также к другим случаям. Исхо-
дим из многообразия Θ векторных пространств над 𝑃 . Возьмем 𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}, и пусть
𝑊 = 𝑊 (𝑋) – соответствующий свободный объект, т.е. произвольное линейное простран-
ство размерности 𝑛. Рассмотрим точки 𝜇 : 𝑊 → 𝐻1 и 𝜈 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻2. Последовательность
𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), 𝑎𝑖 = 𝜇(𝑥𝑖), соответствует точке 𝜇. Аналогично, имеем 𝑏 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) для 𝜈.
Обозначим 𝐴 = ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛⟩ и 𝐵 = ⟨𝑏1, . . . , 𝑏𝑛⟩. Точки 𝜇 и 𝜈 назовем изоморфными, если най-
дется такой изоморфизм 𝛼 : 𝐴 → 𝐵, что 𝛼(𝑎𝑖) = 𝑏𝑖. Пишем 𝛼𝜇 = 𝜈. Имеем также 𝜇 = 𝛼−1𝜈.
Если 𝐻1 = 𝐻2, то изоморфизм точек 𝜇 и 𝜈 означает, что 𝜇 и 𝜈 удовлетворяют отношению 𝜏 .

Наряду со свободной алгеброй𝑊 = 𝑊 (𝑋) рассмотрим алгебру формул Φ = Φ(𝑋). Формулу
𝑢 ∈ Φ назовем правильной, если для любых изоморфных 𝜇 и 𝜈 включение 𝜇 ∈ Val𝐻1(𝑢), т.е.
𝑢 ∈ LKer(𝜇), выполнено тогда и только тогда, когда 𝑢 ∈ LKer(𝜈), т.е. 𝜈 ∈ Val𝐻2(𝑢).

Мы намерены проверить, что в нашем случае любая формула 𝑢 правильна. Легко видеть,
что: для произвольного Θ все равенства 𝑤 ≡ 𝑤′ правильны; если формула 𝑢 правильна, то
ее отрицание ¬𝑢 правильно; если обе формулы 𝑢1 и 𝑢2 правильны, то 𝑢1 ∨ 𝑢2 и 𝑢1 ∧ 𝑢2 тоже
правильны.
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Между тем, импликация “если формула 𝑢 правильна, то такова и формула ∃𝑥𝑖𝑢 при вся-
ком 𝑥𝑖”, видимо, не справедлива для произвольного Θ. Здесь возникает задача найти пример,
когда условие правильности не выполняется. Проверим, что в рассматриваемом случае дан-
ная импликация справедлива.

Без ограничения общности положим 𝑥𝑖 = 𝑥1. Итак, пусть 𝜇 и 𝜈 изоморфны, 𝜈 = 𝛼𝜇,
𝜇 ∈ Val𝐻1(∃𝑥1𝑢) = ∃𝑥1Val𝐻1(𝑢). Существует такой 𝜇1 ∈ Val𝐻1(𝑢), что 𝜇(𝑦) = 𝜇1(𝑦) при всяком
𝑦 ̸= 𝑥1, 𝑦 ∈ 𝑋.

Возьмем 𝑎 = 𝜇1(𝑥1). Для 𝜇1 имеем последовательность (𝑎, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛). Напомним, что
𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) и 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛), 𝑏𝑖 = 𝛼′(𝑎𝑖), для 𝜇 и 𝜈 соответственно. Возьмем
𝐴1 = ⟨𝑎, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛⟩ = ⟨𝑎, ⟨𝑎2, . . . , 𝑎𝑛⟩⟩. Мы хотим исследовать изоморфизм 𝛼1 : 𝐴1 → 𝐵1

с 𝐵1 = ⟨𝑏, ⟨𝑏2, . . . , 𝑏𝑛⟩⟩, где 𝑏1 = 𝛼1(𝑎), 𝑏𝑖 = 𝛼1(𝑎𝑖) = 𝛼(𝑎𝑖), 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. Изоморфизм
𝛼 : 𝐴 → 𝐵 индуцирует изоморфизм 𝛼′ : ⟨𝑎2, . . . , 𝑎𝑛⟩ → ⟨𝑏2, . . . , 𝑏𝑛⟩. Предположим вначале,
что 𝑎 ∈ ⟨𝑎2, . . . , 𝑎𝑛⟩. В этом случае имеем изоморфизм 𝛼1 : 𝐴1 → 𝐵1, удовлетворяющий
𝛼1(𝑎) = 𝛼′(𝑎) = 𝑏. Пусть 𝑎 /∈ ⟨𝑎2, . . . , 𝑎𝑛⟩. Тогда 𝐴1 – векторное пространство размерности на
единицу большей, чем размерности пространства ⟨𝑎2, . . . , 𝑎𝑛⟩. Возьмем произвольный элемент
𝑏 ∈ 𝐻2, не лежащий в ⟨𝑏2, . . . , 𝑏𝑛⟩. Имеем векторное пространство 𝐵1 = ⟨𝑏, ⟨𝑏2, . . . , 𝑏𝑛⟩⟩ той же
самой размерности, что и 𝐴1. Допустив 𝛼1(𝑎) = 𝑏, определим изоморфизм 𝛼1 : 𝐴1 → 𝐵1,
расширяющий изоморфизм 𝛼′.

Далее, возьмем точку 𝜈1 : 𝑊 → 𝐻2, заданную правилом 𝜈1(𝑥𝑖) = 𝛼1𝜇1(𝑥𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
Здесь 𝜇1 и 𝜈1 изоморфны. Поскольку 𝜇1 ∈ Val𝐻1(𝑢), имеем 𝜈1 ∈ Val𝐻1(𝑢) в силу правильности
формулы 𝑢. Точки 𝜈 и 𝜈1 совпадают на переменных 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 по построению. Значит, 𝜈 ∈
Val𝐻2(∃𝑥1𝑢) = ∃𝑥1Val𝐻2(𝑢). Аналогично, если 𝜈 ∈ ∃𝑥1Val𝐻2(𝑢), то 𝜇 = 𝛼−1𝜈 ∈ Val𝐻1(∃𝑥1𝑢).

Покажем, что если 𝑢 ∈ Φ(𝑌 ) правильна, то и формула 𝑠*𝑢 ∈ Φ(𝑋), где 𝑠 : 𝑊 (𝑌 ) → 𝑊 (𝑋)
и 𝑠* : Φ(𝑌 ) → Φ(𝑋) (определение отображения 𝑠* см. в параграфе 5), тоже правильна. Пусть
𝜇 и 𝜈 изоморфны, 𝛼 – соответствующий изоморфизм и 𝜇 ∈ Val𝐻1(𝑠*𝑢) = 𝑠*Val𝐻1(𝑢). Здесь
𝜇𝑠 ∈ Val𝐻1(𝑢). Применим изоморфизм 𝛼 с 𝜈 = 𝛼𝜇. Этот даст изоморфизм (𝛼𝜇)𝑠 = 𝜈𝑠 = 𝛼(𝜇𝑠),
и 𝜈𝑠 и 𝜇𝑠 изоморфны.

Предположим, что формула 𝑢 правильна. Тогда 𝜈𝑠 ∈ Val𝐻2(𝑢) и 𝜈 ∈ 𝑠*Val𝐻2(𝑢) =
Val𝐻2(𝑠*𝑢). Формула 𝑠*𝑢 тоже правильна. Используя определение алгебры Φ(𝑋) и тот факт,
что все равенства правильны, можно заключить, что все 𝑢 ∈ Φ(𝑋) правильны. Если 𝜇 и 𝜈
изоморфны, то 𝜇 ∈ Val𝐻1(𝑢) равносильно 𝜈 ∈ Val𝐻2(𝑢) для всякой 𝑢 ∈ Φ(𝑋).

Пусть теперь 𝜇 и 𝜈 изоморфны. Поскольку 𝑢 правильна, 𝑢 ∈ LKer(𝜇) равносильно 𝑢 ∈
LKer(𝜈). Таким образом, LKer(𝜇) = LKer(𝜈). Если размерность алгебр 𝐻1 и 𝐻2 бесконечна,
для любой точки 𝜇 можно построить точку 𝜈, изоморфную ей. Значит, для всякой точки
𝜇 ∈ Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻1) найдется такая точка 𝜈 ∈ Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻2), что LKer(𝜇) = LKer(𝜈).

Обратное также верно. Это означает, что 𝐻1 и 𝐻2 изотипны. Ясно, что они не обязательно
изоморфны.

Метод, использованный нами в доказательстве вышеприведенного предложения, можно
использовать также в случае, когда 𝐻1 и 𝐻2 – бесконечные абелевы группы конечной экспо-
ненты 𝑝. С другой стороны, что можно сказать, когда 𝐻1 и 𝐻2 – свободные абелевы группы
бесконечного ранга, или свободные некоммутативные группы бесконечного ранга? Используя
рассмотрения, подобные сделанным в предложении 3.4 можно, в частности, изучать локаль-
но циклические группы без кручения, чтобы понять, будут ли они изотипными. Также это
должно дать примеры изотипных, но не изоморфных алгебр.

Замечание 3.5. Доказательство предложения 3.4 следует уже из того, что векторные
пространства свободны. Мы привели подробное доказательство, имея в виду применимость
к другим ситуациям.
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4. Логически совершенные алгебры

4.1. Вложения алгебр. Напомним, что на множестве (на аффинном пространстве)
Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻) была определена эквивалентность 𝜌. Если 𝜇 и 𝜈 – две точки 𝑊 (𝑋) → 𝐻, то
𝜇𝜌𝜈 равносильно LKer(𝜇) = LKer(𝜈) (см. п. 1.5). Эти логические ядра вычисляются в алгебре
формул Φ(𝑋). Группа Aut(𝐻) действует на множестве Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻) по правилу 𝜇 → 𝜇𝜎,
𝜎 ∈ Aut(𝐻). Здесь каждое элементарное множество в Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻) инвариантно относи-
тельно действия группы Aut(𝐻). Отсюда вытекает, что отношение 𝜇𝜌(𝜇𝜎) всегда имеет место.

Определение 4.1. Алгебра 𝐻 ∈ Θ называется логически совершенной, если для всяко-
го𝑋 отношение 𝜇𝜌𝜈 выполнено тогда и только тогда, когда точки 𝜇 и 𝜈 сопряжены некоторым
автоморфизмом данной алгебры 𝐻.

Это условие означает, что для всякого 𝑋 любой класс эквивалентности отношения 𝜌 яв-
ляется орбитой действия группы Aut(𝐻). Поэтому для логически совершенных групп всякая
орбита является элементарным множеством.

Сформулируем следующую проблему.

Проблема 4.2. Найти условия, при которых данную алгебру 𝐻 ∈ Θ можно вложить
в некоторую логически совершенную 𝐻 ′ ∈ Θ.

Эта проблема тесно связана со следующими хорошо известными результатами в теории
моделей (см. [2]).

1. Для любых конечного множества 𝑋 , алгебры 𝐻 ∈ Θ и точек 𝜇, 𝜈 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻 условие
LKer(𝜇) = LKer(𝜈) равносильно следующему условию: для некоторого элементарного вложе-
ния 𝐻 → 𝐺 ∈ Θ найдется такой автоморфизм 𝜎 ∈ Aut(𝐺), что 𝜇𝜎 = 𝜈 .

2. Существует настолько большая алгебра 𝐻 ∈ Θ, что для всяких множеств 𝑋 и точек
𝜇, 𝜈 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻 условие LKer(𝜇) = LKer(𝜈) равносильно 𝜇𝜎 = 𝜈 для некоторого 𝜎 ∈ Aut(𝐻).

Обе эти теоремы являются теоремами существования и основываются на теореме компакт-
ности. Поэтому они в высокой степени неконструктивны. Мы интересуемся несколько другой
задачей. Мы рассматриваем специальные многообразия Θ и задаемся вопросом, как осуще-
ствить переход от 𝐻 к 𝐻 ′ посредством построений в Θ (см., например, проблему 4.2, где Θ –
это многообразие групп).

Итак, мы хотим понять, как выглядят логически совершенные алгебры. Первый вопрос
здесь следующий.

Проблема 4.3. Для каких алгебр 𝐻 ∈ Θ всякая Aut(𝐻)-орбита в Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻) будет
элементарным множеством для любого конечного 𝑋?

Выше было отмечено, что если алгебра 𝐻 логически совершенна, то Aut(𝐻)-орбиты суть
элементарные множества. На самом деле обратное утверждение также верно (предложе-
ние 4.4). Этот факт объясняет важность проблемы 4.3.

Предложение 4.4. Алгебра 𝐻 логически совершенна тогда и только тогда, когда всякая
Aut(𝐻)-орбита в Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻) является элеметарным множеством для любого конечно-
го 𝑋 .

Доказательство. Фиксируем конечное𝑋 и выберем произвольную точку 𝜇 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻.
Пусть 𝐴 будет Aut(𝐻)-орбитой, заданной точкой 𝜇, 𝜇 ∈ 𝐴. Предположим, что множество 𝐴
элементарно. Тогда 𝐴𝐿𝐿

𝐻 = 𝐴. Имеем 𝐴𝐿
𝐻 ⊂ {𝜇}𝐿

𝐻 = LKer(𝜇). Тогда {𝜇}𝐿𝐿
𝐻 = LKer(𝜇)𝐿

𝐻 ⊂
𝐴𝐿𝐿

𝐻 = 𝐴. Точка 𝜇 принадлежит элементарному множеству {𝜇}𝐿𝐿
𝐻 и, таким образом, вся

орбита 𝐴 лежит в {𝜇}𝐿𝐿
𝐻 . Получаем равенство {𝜇}𝐿𝐿

𝐻 = 𝐴. Имеем также

{𝜇}𝐿𝐿𝐿
𝐻 = 𝐴𝐿

𝐻 = {𝜇}𝐿
𝐻 = LKer(𝜇).
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Итак, для всякой орбиты 𝐴 имеет место 𝐴𝐿
𝐻 = LKer(𝜇), где 𝜇 – некоторая точка из 𝐴. Мы

использовали то, что все орбиты 𝐴 суть элементарные множества. Различные типы соответ-
ствуют различным орбитам над 𝐻, и такие соответствия исчерпывают все типы, относящиеся
к 𝐻.

Пусть теперь 𝜇𝜌𝜈, и пусть 𝐴 – какая-то Aut(𝐻)-орбита над 𝜇, а 𝐵 – какая-то Aut(𝐻)-орбита
над 𝜈. Имеем LKer(𝜇) = LKer(𝜈), т.е. 𝐴𝐿

𝐻 = 𝐵𝐿
𝐻 , и, таким образом, 𝐴 = 𝐵, поскольку мно-

жества 𝐴 и 𝐵 элементарны. Итак, точки 𝜇 и 𝜈 принадлежат общей орбите. Это дает 𝜇𝜌0𝜈.
Значит, 𝜌 = 𝜌0, так что алгебра 𝐻 логически совершенна.

Определим понятие строго логически совершенных алгебр.

Определение 4.5. Алгебру 𝐻 ∈ Θ назовем строго логически совершенной, если для вся-
ких множества 𝑋 и точек 𝜇 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻 и 𝜈 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻 условие LKer0(𝜇) = LKer0(𝜈) влечет
𝜇 = 𝜈𝜎 для некоторого 𝜎 ∈ Aut(𝐻).

Это понятие действительно строже, чем понятие логической совершенности в использован-
ном выше смысле. Можно, как это было сделано прежде, доказать, что алгебра𝐻 строго логи-
чески совершенна, если для всякого конечного 𝑋 любая Aut(𝐻)-орбита в Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻) яв-
ляется элементарным множеством, задаваемым некоторым множеством формул 𝑇 ⊂ Φ0(𝑋).
В этом случае скажем, что любая орбита есть строго элементарное множество.

4.2. Метод HNN-расширений. В этом пункте опишем случай Θ = 𝐺𝑟𝑝. Мы использу-
ем здесь метод HNN-расширений (см. [19]).

Пусть 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, – два множества элементов в группе 𝐻, и пусть 𝐴 и 𝐵 – подгруппы
в 𝐻, порожденные всеми 𝑎𝑖 и 𝑏𝑖 соответственно. Рассмотрим систему равенств 𝑡𝑎𝑖𝑡

−1 = 𝑏𝑖,
𝑖 ∈ 𝐼. Доказано (теорема 1 из [19]), что такая система имеет решение для некоторого 𝑡,
принадлежащего некоторой содержащей 𝐻 группе 𝐺 тогда и только тогда, когда переход
𝑎𝑖 → 𝑏𝑖 задает изоморфизм между подгруппами 𝐴 и 𝐵.

Эта теорема имеет многочисленные приложения. В частности, она влечет, что для лю-
бой группы без кручения 𝐻 найдется группа без кручения 𝐺, содержащая 𝐻 и такая, что
есть только один нетривиальный класс сопряженных элементов в 𝐺. Это означает следующее.
Пусть 𝐺 – такая группа и 𝑊 = 𝑊 (𝑥) – свободная циклическая группа. Рассмотрим аффинное
пространство Hom(𝑊,𝐺) и какое-нибудь элементарное множество 𝐴, заданное одним “уравне-
нием” 𝑥 ̸= 1. Как обычно, оно инвариантно относительно действия группы Aut(𝐺). С другой
стороны, любые два элемента 𝜇 и 𝜈 в данном элементарном множестве сопряжены некото-
рым элементом в Aut(𝐺). Значит, 𝐴 – единственная нетривиальная орбита группы Aut(𝐺).
Мы хотели бы построить такую группу 𝐺, в которой нечто подобное имело бы место в аф-
финном пространстве Hom(𝑊 (𝑋), 𝐺) для каждого конечного 𝑋. А именно, мы хотели бы
построить по данной группе 𝐻 такую группу 𝐺, что для любого 𝑋 в аффинном пространстве
Hom(𝑊 (𝑋), 𝐺) было бы лишь конечное число Aut(𝐺)-орбит, причем каждая орбита была бы
элементарным множеством.

Начнем с ситуации, когда 𝐻 – множество без операций.
Будем использовать схему из доказательства предложения 2.4. Дана эквивалентность 𝜏

на множестве 𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}, рассмотрим формулы 𝑥𝑖 ≡ 𝑥𝑗 , если 𝑥𝑖𝜏𝑥𝑗 , и 𝑥𝑖 ̸≡ 𝑥𝑗 иначе.
Пусть 𝑢 = 𝑢𝜏 – конъюнкция всех таких равенств и неравенств. Перейдем к 𝑉 = Val𝑋𝐻(𝑢).
Точка 𝜇 : 𝑋 → 𝐻 принадлежит множеству 𝑉 , если и только если Ker(𝜇) = 𝜏 . Если 𝐴 – образ
точки 𝜇, то получаем биекцию 𝑋/𝜏 → 𝐴. Если 𝜇 и 𝜈 – две точки в 𝑉 , то Ker(𝜇) = Ker(𝜈) = 𝜏 ,
что дает следующую коммутативную диаграмму:

𝐴
𝜎 // 𝐵

𝑋

𝜇
``@@@@@@@

𝜈

>>~~~~~~~
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Здесь 𝜎 – биекция, а 𝐵 – образ точки 𝜈. Множества 𝐴 и 𝐵 конечны, тогда как множество 𝐻
рассматривается как бесконечное. Имеем 𝐴 ∪ 𝐴′ = 𝐻 = 𝐵 ∪ 𝐵′, где 𝐴′ и 𝐵′ имеют одну
и ту же мощность. Это ведет к расширению биекции 𝜎 до перестановки 𝜎 ∈ 𝑆𝐻 . Согласно
диаграмме 𝜈 = 𝜇𝜎 и 𝜎(𝑎𝑖) = 𝑏𝑖, где 𝑎𝑖 = 𝜇(𝑥𝑖) и 𝑏𝑖 = 𝜈(𝑥𝑖). Значит, всякое 𝑉𝜏𝜏 = Val𝑋𝐻(𝑢𝜏 )
является орбитой группы перестановок 𝑆𝐻 и все орбиты таковы. Таким образом, мы получили
конечное число конечно определенных орбит.

4.3. Теорема вложения. В доказательстве теоремы вложения будем использовать сле-
дующую теорему 2 из [19].

Пусть 𝜂𝑖 : 𝐴𝑖 → 𝐵𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼 , – изоморфизмы подгрупп группы 𝐻 . Существует группа 𝐺 =
⟨𝐻,𝐹 ⟩, где 𝐹 свободно порождается элементами 𝑡𝑖 , так что 𝜂𝑖(𝑎) = 𝑡𝑖𝑎𝑡𝑖

−1 для каждого
𝑎 ∈ 𝐴𝑖 .

Нашей ближайшей целью является следующая теорема.

Teopeма 4.6. Каждую группу можно вложить в логически совершенную группу.

Эта теорема кажется частным случаем аналогичного теоретико-модельного результата.
Мы предоставляем здесь независимое теоретико-групповое доказательство, использующее
HNN-теорию.

Доказательство. Пусть 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) и 𝑏 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) – две последовательности эле-
ментов в 𝐻, и пусть 𝐴 и 𝐵 – подгруппы, порожденные элементами 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 и 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 соот-
ветственно. Согласно теореме 1 из [19] существует группа 𝐺 = 𝐺(𝑎,𝑏), содержащая 𝐻 и такая,
что некоторый автоморфизм группы 𝐺 переводит 𝑎 в 𝑏 тогда и только тогда, когда он опреде-
ляет изоморфизм 𝜂 : 𝐴→ 𝐵. Имея это в виду, рассмотрим эквивалентность 𝜏 , определенную
в 𝐻(𝑛), где 𝑛 фиксировано. Определим 𝑎𝜏𝑏, если найдется изоморфизм 𝜂 = 𝜂(𝑎,𝑏) : 𝐴 → 𝐵,
расширяющий соответствие 𝑎𝑖 → 𝑏𝑖. Если 𝑎𝜏𝑏 верно, имеем такую группу 𝐺 = 𝐺(𝑎,𝑏) с элемен-
том 𝑡 = 𝑡(𝑎,𝑏), что 𝑡 задает внутренний автоморфизм группы 𝐺, переводящий 𝑎 в 𝑏. Группу 𝐺
можно представить как 𝐺 = ⟨𝐻, 𝑡⟩. Эквивалентность 𝜏 автоматически продолжается на про-
странство Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻), 𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}.

Далее, рассмотрим отношения 𝜏𝑛 для каждого натурального 𝑛. Отношения 𝜏𝑛 определе-
ны на всех последовательностях 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) длины 𝑛. Любой такой последовательности
соответствует подгруппа 𝐴 в 𝐻, порожденная элементами 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛; пишем 𝐴 = 𝐴(𝑎). Как
и выше, 𝑎𝜏𝑛𝑏, если переходы 𝑎𝑖 → 𝑏𝑖 задают изоморфизм 𝜂(𝑎,𝑏) : 𝐴(𝑎) → 𝐵(𝑏). Рассмотрим
элементы 𝑡(𝑎,𝑏), свободно порождающие группу 𝐹𝑛. Согласно [19] имеем 𝐺𝑛 = ⟨𝐻,𝐹𝑛⟩, так
что всякий элемент 𝑡(𝑎,𝑏) задает некоторый внутренний автоморфизм группы 𝐺𝑛, который
подобно 𝜂(𝑎,𝑏) переводит 𝑎𝑖 в 𝑏𝑖.

На следующем шаге варьируем 𝑛 и рассматриваем отношения 𝜏𝑛 для разных 𝑛. Возьмем
различные 𝑡(𝑎,𝑏), удовлетворяющие 𝑎𝜏𝑛𝑏 для всех 𝑛. Рассмотрим порожденную этими 𝑡(𝑎,𝑏)

свободную группу 𝐹 . Тогда мы имеем группу 𝐺 = ⟨𝐻,𝐹 ⟩. Если 𝑎𝜏𝑛𝑏, то 𝑡(𝑎,𝑏) индуцирует
изоморфизм 𝜂(𝑎,𝑏) : 𝐴(𝑎) → 𝐵(𝑏). Все это выполняется в силу теоремы 2 из [19].

Обозначит группу𝐺 = ⟨𝐻,𝐹 ⟩ через𝐻 ′. Итерируя переход𝐻 → 𝐻 ′, получим возрастающую
последовательность групп 𝐻,𝐻 ′, 𝐻 ′′, . . . . Обозначим через 𝐻0 объединение всех этих групп.
Рассмотрим последовательности 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), где 𝑎𝑖 ∈ 𝐻0. Для всякого 𝑛, если 𝑎(𝜏𝑛)𝑏, то
существует такой элемент 𝑡 ∈ 𝐻0, что внутренний автоморфизм ̂︀𝑡 преобразует 𝑎 в 𝑏.

Покажем теперь, что для всякого𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} в Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻0) равенство 𝜏 = 𝜏𝑛 = 𝜌0

выполнено и любой класс эквивалентности 𝜏 является Aut(𝐻0)-орбитой.
Рассмотрим Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻0). Возьмем две точки 𝜇, 𝜈 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻0. Условие 𝜇𝜏𝜈 означает,

что 𝜇𝜏𝑛𝜈 для некоторого 𝑛, и если (𝜇(𝑥1), . . . , 𝜇(𝑥𝑛)) = 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) и (𝜈(𝑥1), . . . , 𝜈(𝑥𝑛)) =
𝑏 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑛), то 𝑎𝜏𝑛𝑏. Мы имеем внутренний автоморфизм 𝜎 = ̂︀𝑡, преобразующий 𝑎 в 𝑏 и
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одновременно 𝜇 в 𝜈. Итак, 𝜇𝜏𝜈 влечет 𝜇𝜎 = 𝜈 для некоторого 𝜎 ∈ Aut(𝐻0), 𝜏 ⊂ 𝜌0. Кроме
того, 𝜌0 ⊂ 𝜏 , откуда 𝜏 = 𝜌0. Имеем также 𝜏 = 𝜌. Наконец, 𝜌 = 𝜌0 и группа 𝐻0 логически
совершенна.

Замечание 4.7. Все Aut𝐻0-орбиты в Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻0) суть элементарные множества при
всяком конечном 𝑋. Однако число орбит бесконечно и равно числу различных ядер Ker(𝛼)
для точек 𝛼 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻0. Эта группа не столь хороша для обобщений примера группы
с единственным нетривиальным класс сопряженности (см. [19], [20]).

С другой стороны, в предложении 2.4 мы построили группу 𝐻 с конечным числом
Aut𝐻-орбит, каждая из которых является элементарным множеством. Группа 𝐻 является
логически совершенной группой.

Напомним, что группа 𝐺 называется однородной, если всякий изоморфизм 𝜂 : 𝐴→ 𝐵 ее ко-
нечно порожденных подгрупп осуществляется некоторым внутренним автоморфизмом груп-
пы 𝐺. Такие группы были построены Холлом, Кегелем, Нейманном (см. [21]–[23]). Легко ви-
деть, что всякая группа такого рода логически совершенна, ибо здесь имеют место равенства
𝜏 = 𝜌0 и 𝜌 = 𝜌0. Свойство однородности рассматривается в теории моделей по отношению
к произвольным алгебраическим системам. В этом случае автоморфизм системы не предпо-
лагается внутренним. Понятие логически совершенной алгебры близко к понятию однородной
алгебры.

Легко видеть, что алгебра 𝐻 однородна тогда и только тогда, когда при всяком 𝑋 имеет
место 𝜏 = 𝜌0.

Мы сохраняем термин “совершенность”, имея в виду, что в группах совершенность реали-
зуется, как правило, посредством внутренних автоморфизмов (подобно тому, как это было
в теореме 4.6).

Замечание 4.8. Если в многообразии Θ все алгебры 𝑊 (𝑋) конечны, а 𝐻 ∈ Θ однородна,
то 𝐻 автоморфно финитарна (ср. предложение 2.4).

В общем, логически совершенная алгебра не обязательно однородна: может случится, что
𝜌 = 𝜌0, но 𝜏 ̸= 𝜌. Тем не менее, справедлива следующая теорема.

Teopeма 4.9 (Г.И. Житомирский). Алгебра 𝐻 в Θ однородна, если и только если 𝐻 стро-
го логически совершенна.

Доказательство. Мы используем понятие правильной формулы (см. предложение 3.4).
Напомним это понятие применительно к алгебре Φ0. Формула 𝑢 ∈ Φ0 называется правиль-
ной, если для всяких изоморфных точек 𝜇 и 𝜈 включение 𝜇 ∈ Val𝐻1(𝑢), т.е. 𝑢 ∈ LKer0(𝜇),
выполнено тогда и только тогда, когда 𝑢 ∈ LKer0(𝜈), т.е. 𝜈 ∈ Val𝐻2(𝑢).

Если любая формула 𝑢 ∈ Φ0(𝑋) правильна, то LKer0(𝜇) = LKer0(𝜈), как только 𝜇 и 𝜈
изоморфны.

Пусть теперь 𝐻 строго логически совершенна. Используя индукцию по мощности множе-
ства 𝑋, докажем, что любая формула 𝑢 ∈ Φ0(𝑋) правильна. Пусть 𝑋 = {𝑥}. Тогда всякая
булева формула над равенствами правильна. Формула ∃𝑥𝑢 имеет своими значениями 0 и 1.
Поэтому для одноэлементного 𝑋 правильность имеет место. Пусть 𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}, и пусть
для любого 𝑋 мощности |𝑋| < 𝑛 требуемое свойство доказано. Прежде всего заметим, что
свойство правильности сохраняется при булевых операциях. Пусть формула 𝑢 ∈ Φ0(𝑋) пра-
вильна. Покажем, что ∃𝑥𝑛𝑢 правильна. Пусть даны точки 𝜇, 𝜈 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻, и пусть 𝜇0, 𝜈0 –
их ограничения на 𝑋0 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1}. Пусть 𝐴, 𝐵 – образы в 𝐻 точек 𝜇, 𝜈 соответственно,
а 𝐴0, 𝐵0 – соответствующие образы их ограничений 𝜇0, 𝜈0. Пусть 𝛼 – некоторый изоморфизм
𝐴 → 𝐵. Обозначим через 𝛼0 изоморфизм 𝐴0 → 𝐵0, индуцированный 𝛼. Возьмем 𝛼𝜇 = 𝜈 и
𝛼0𝜇0 = 𝜈0. Поскольку всякая формула в Φ0(𝑋0) правильна, имеем LKer0(𝜇0) = LKer0(𝜈0)
для изоморфных 𝜇0, 𝜈0. Теперь, поскольку 𝐻 строго логически совершенно, имеем такой
автоморфизм 𝜎 ∈ Aut𝐻, что 𝜇0𝜎 = 𝜈0. Возьмем 𝜇𝜎 и 𝜈. Их ограничения на 𝑋0 совпадают.
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Пусть теперь 𝜇 ∈ Val𝑋𝐻(∃𝑥𝑛𝑢) = ∃𝑥𝑛Val𝑋𝐻(𝑢). Тогда найдется такая точка 𝜇′ ∈ Val𝑋𝐻(𝑢), что
𝜇 и 𝜇′ совпадают на 𝑋0. Тогда 𝜇𝜎 и 𝜇′𝜎 совпадают на 𝑋0. Однако 𝜇𝜎 и 𝜈 совпадают на 𝑋0.
Тогда 𝜇′𝜎 = 𝜈′ и 𝜈 совпадают на 𝑋0. Кроме того, наряду с 𝜇′ точка 𝜇′𝜎 = 𝜈′ принадлежит
множеству Val𝑋𝐻(𝑢). Поэтому 𝜈 ∈ Val𝑋𝐻(∃𝑥𝑛𝑢). Значит, 𝜇 ∈ Val𝑋𝐻(∃𝑥𝑛𝑢) влечет 𝜈 ∈ Val𝑋𝐻(∃𝑥𝑛𝑢).
Подобным же образом можно убедиться, что 𝜈 ∈ Val𝑋𝐻(∃𝑥𝑛𝑢) влечет 𝜇 ∈ Val𝑋𝐻(∃𝑥𝑛𝑢). Таким
образом, формула ∃𝑥𝑛𝑢 также правильна. Следовательно, все формулы из Φ0(𝑋) правильны.
Итак, если 𝜇 и 𝜈 изоморфны, то LKer0(𝜇) = LKer0(𝜈). Воспользовавшись еще раз условием
строгой логической совершенности, получим 𝜇𝜎 = 𝜈 для некоторого 𝜎 ∈ Aut𝐻, расширяю-
щего 𝛼 : 𝐴→ 𝐵. Следовательно, алгебра 𝐴 однородна.

Докажем импликацию в другую сторону. Пусть 𝐻 однородна. Тогда 𝜇𝜏𝜈 означает, что
𝜇𝜎 = 𝜈 для некоторого 𝜎 ∈ Aut𝐻. Поэтому класс эквивалентности 𝜏 будет некоторой орби-
той. Однако, каждый класс эквивалентности 𝜏 задается каким-то множеством 𝑇 ⊂ Φ0(𝑋).
Следовательно, алгебра 𝐻 строго логически совершенна.

Замечание 4.10. Теорему 4.9 можно вывести из критерия 𝜏 = 𝜌0. Тем не менее, мы
представили здесь исходное доказательство.

Замечание 4.11. Из доказательства теоремы 4.6 можно усмотреть, что всякая группа
вкладывается в однородную группу. Этот факт можно также вывести из метода HNN-расши-
рений.

Теперь приведем пример логически совершенной, но не однородной группы. Этот пример
также принадлежит Житомирскому.

Предложение 4.12. Бесконечная циклическая группа Z логически совершенна.

Доказательство. Рассмотрим бесконечную циклическую группу, представленную как
аддитивная группа целых чисел Z. Эта группа является также Z-модулем. Каждая подгруп-
па группы Z является ее подмодулем. Возьмем в качестве Θ многообразие всех абелевых
групп либо многообразие всех Z-модулей. Ясно, что группа Z не однородна. Проверим, что
Z логически совершенна.

Возьмем какое-нибудь множество 𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}. Выберем переменную 𝑦 и положим
𝑌 = {𝑦,𝑋}. Зададим отображение 𝑠 : 𝑌 → 𝑋 правилом 𝑠(𝑥𝑖) = 𝑥𝑖, 𝑠(𝑦) = 0. Таким образом,
имеем морфизмы 𝑠 : 𝑊 (𝑌 ) → 𝑊 (𝑋) и 𝑠* : Φ(𝑌 ) → Φ(𝑋). Для каждой формулы 𝑣 ∈ Φ(𝑌 )
найдется формула 𝑢 = 𝑠*𝑣, 𝑢 ∈ Φ(𝑋), не обязательна принадлежащая Φ0(𝑋).

Пусть 𝜇 : 𝑊 (𝑋) → Z – некоторая точка. Имеем 𝜇 ∈ Val𝑋Z (𝑢) = 𝑠*Val𝑌Z (𝑣), если и только
если 𝜇𝑠 ∈ Val𝑌Z (𝑣).

Возьмем две точки 𝜇, 𝜈 : 𝑊 (𝑋) → Z, и пусть LKer(𝜇) = LKer(𝜈). Покажем, что 𝜇 и 𝜈 сопря-
жены посредством некоторого автоморфизма группы Z. Эта группа помимо тождественного
автоморфизма имеет только автоморфизм, переводящий данный элемент в обратный ему.
Проверим, что либо 𝜇 = 𝜈, либо 𝜇 = −𝜈.

Пусть 𝜇(𝑥𝑖) = 𝑎𝑖, 𝜈(𝑥𝑖) = 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Если все 𝑎𝑖 равны нулю, то 𝜇 = 𝜈. Поэтому можно
предполагать, что 𝑎1 ̸= 0.

Для точки 𝜇 мы намереваемся построить специальную проверяющую формулу 𝑣 ∈ Φ(𝑌 ),
удовлетворяющую 𝜇 ∈ Val𝑋Z (𝑢), 𝑢 = 𝑠*𝑣. Отсюда будет следовать 𝜈 ∈ Val𝑋Z (𝑢). Вначале
определим 𝑣0 ∈ Φ(𝑌 ). Затем 𝑣 строится как 𝑣 = ∃𝑦𝑣0.

Пусть 𝑣0 – формула

(𝑥1 ≡ |𝑎1|𝑦) ∧ (𝑥2 ≡ sgn(𝑎2𝑎1)|𝑎2|𝑦) ∧ · · · ∧ (𝑥𝑛 ≡ sgn(𝑎𝑛𝑎1)|𝑎𝑛|𝑦).

Здесь |𝑎| обозначает абсолютное значение 𝑎, тогда как sgn(𝑎) есть знак 𝑎.
Зададим точку 𝛾 : 𝑊 (𝑌 ) → Z следующим образом: 𝛾(𝑥𝑖) = 𝜇(𝑥𝑖) = 𝑎𝑖 и 𝛾(𝑦) = sgn(𝑎1)1.

Точка 𝛾 удовлетворяет 𝑣0. Поскольку 𝜇𝑠 и 𝛾 совпадают на𝑋, точка 𝜇𝑠 удовлетворяет формуле
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∃𝑦𝑣0 ≡ 𝑣. Другими словами, 𝜇 ∈ Val𝑋Z (𝑢), где 𝑢 = 𝑠*𝑣. Имеем также 𝜈𝑠 ∈ Val𝑌Z (𝑣). Отсюда
вытекает, что для некоторых значений 𝑐 переменной 𝑦 и значений 𝑏𝑖 переменных 𝑥𝑖 верно

𝑏1 = |𝑎1|𝑐, . . . , 𝑏𝑛 = sgn(𝑎𝑛𝑎1)|𝑎𝑛|𝑐.

Это показывает, что 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖𝑐, если 𝑎1 > 0, и 𝑏𝑖 = −𝑎𝑖𝑐, если 𝑎1 < 0. Меняя местами 𝜇 и 𝜈,
получаем такое 𝑑, что 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖𝑑, если 𝑏1 > 0, и 𝑎𝑖 = −𝑏𝑖𝑑, если 𝑏1 < 0. Отсюда приходим
к равенству 𝑐 = 1 или 𝑐 = −1. В первом случае имеем 𝜇 = 𝜈, а во втором – 𝜇 = −𝜈.
Доказательство предложения закончено.

Группа Z не является строго логически совершенной, так как Z не однородна. Было бы
интересно привести другие примеры, работая с другими многообразиями Θ.

Замечание 4.13. Соображения, аналогичные используемым в предложении 4.12, позво-
ляют доказать, что свободная абелева группа конечного ранга логически совершенна.

Сделаем еще одно замечание. Возьмем 𝜇 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻 и рассмотрим его замыкание
𝐴 = {𝜇}𝐿𝐿

𝐻 = (LKer(𝜇))𝐿
𝐻 . Это 𝐴 является минимальным элементарным множеством, а вся-

кое элементарное множество в Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻) является объединением таких попарно непе-
ресекающихся 𝐴. Если 𝐻 логически совершенна, то эти минимальные множества совпадают
с орбитами группы Aut(𝐻) (это свойство решетки элементарных множеств в Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻)).
Понятно, что минимальные элементарные множества находятся во взаимно однозначном со-
ответствии с типами.

Теперь приведем два примера строго логически совершенных абелевых групп.

4.4. Пример. Исследуем один конкретный пример. Пусть группа 𝐻 является дискрет-
ным прямым произведением все простых циклических групп различных простых порядков.
Покажем, что для данной 𝐻 все Aut(𝐻)-орбиты в Hom(𝑊,𝐻) будут элементарными множе-
ствами.

Исходя из переменной 𝑥 ∈𝑊 = 𝑊 (𝑋) выпишем формулу 𝑢 = 𝑢(𝑥) вида 𝑥 ̸= 1∧𝑥𝑚 = 1∧𝑢0,
где 𝑢0 – конъюнкция всех 𝑥𝑚𝑖 ̸= 1 по всем делителям 𝑚𝑖 числа 𝑚.

Только элементы 𝑔 порядка𝑚 удовлетворяют формуле 𝑢 = 𝑢(𝑥). Есть лишь конечное число
таких элементов, а именно (𝑝1 − 1), . . . , (𝑝𝑘 − 1), если 𝑚 = 𝑝1 · · · 𝑝𝑘.

Возьмем конечное 𝑋 и рассмотрим Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻). Пусть (𝜇(𝑥1), . . . , 𝜇(𝑥𝑛)) = 𝑔 =
(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) для некоторой точки 𝜇 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻. Представим каждый элемент 𝑔𝑖 как 𝑔𝑖 =
𝑔𝑖
1 · · · 𝑔𝑖

𝑘𝑖
. Множители упорядочены по возрастанию их простых порядков. Порядок элемен-

та 𝑔𝑖 есть некоторое число 𝑚𝑖.
Далее работаем с множеством формул 𝑢(𝑥1), . . . , 𝑢(𝑥𝑛) порядков 𝑚1, . . . ,𝑚𝑛; пусть 𝑢 – их

конъюнкция. Перейдем к элементарному множеству Val𝑋𝐻(𝑢) = 𝐴. Все точки 𝜇 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻
вышеописанного вида включаются в данное множество.

Предложение 4.14. Всякое 𝐴 = Val𝑋𝐻(𝑢) является орбитой группы Aut(𝐻) и всякая ее
орбита имеют такой вид.

Доказательство. Пусть 𝜇 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻 – какая-нибудь точка в 𝐴. Для всякого автомор-
физма 𝜎 ∈ Aut(𝐻) выполнено включение 𝜇𝜎 ∈ 𝐴. Нужно проверить, верно ли 𝜈 = 𝜇𝜎 для
любой точки 𝜈 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻 из 𝐴 и некоторого автоморфизма 𝜎.

По определению имеем 𝜇𝜎(𝑥) = 𝜇(𝑥) ∘ 𝜎 = 𝑔 ∘ 𝜎 для всякого 𝑥 ∈ 𝑋. Пусть 𝑔 = 𝑔1 · · · 𝑔𝑘, где
порядок элемента 𝑔𝑖 есть 𝑝𝑖. Пусть, кроме того, 𝜈(𝑥) = 𝑔′ = 𝑔′1 · · · 𝑔′𝑘, где порядок элемента 𝑔′𝑖
также есть 𝑝𝑖, и элементы 𝑔𝑖 и 𝑔′𝑖 является образующими циклической группы порядка 𝑝𝑖.
Следовательно, переход 𝑔𝑖 → 𝑔′𝑖 задает автоморфизм этих циклических подгрупп. Это верно
для каждого 𝑥 ∈ 𝑋, значит, мы получаем автоморфизм 𝜎, переводящий 𝑔 в 𝑔′. Имеем также
𝜇𝜎 = 𝜈.
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Докажем теперь, что всякая орбита является некоторым множеством 𝐴 такого вида. Возь-
мем произвольные 𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} и точку 𝜇 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻. Этой точке соответствует после-
довательность 𝑔 = (𝑔1, . . . , 𝑔𝑛). Множество 𝐴, содержащее точку 𝜇, соответствует самой 𝜇, и
это верно для всякого 𝐴. Применяя к 𝑔 произвольные автоморфизмы 𝜎 ∈ Aut(𝐻), получим
всю орбиту 𝐴.

Существует бесконечно много различных орбит и, значит, бесконечно много элементар-
ных множеств и типов. Интересно то, что всякая орбита конечно определена. Легко понять,
что группа 𝐻 не удовлетворяет никакому из условий нётеровости; значит, если некая груп-
па 𝐻 ′ изотипна с 𝐻, то 𝐻 и 𝐻 ′ изоморфны. На самом деле, для этого результата достаточно
уже элементарной эквивалентности 𝐻 и 𝐻 ′. Докажем этот факт и сделаем затем несколько
замечаний, касающихся нётеровости.

Пусть 𝐻 – группа из предложения 4.14, а 𝐻 ′ – группа, изотипная с 𝐻. Тогда они элементар-
но эквивалентны и, значит, удовлетворяют одним и тем же тождествам. Поэтому 𝐻 ′ абелева.
Формула ∃𝑥(𝑥𝑝 ≡ 1) в 𝐻 показывает, что также и в 𝐻 ′ существуют элементы порядка 𝑝.
Формула

𝑥𝑝
1 ≡ 𝑥𝑝

2 ≡ 1 → 𝑥1 ≡ 𝑥𝑚1
2 ∨ · · · ∨ 𝑥1 ≡ 𝑥𝑚𝑘

2 ,

где 𝑚𝑖 < 𝑝, влечет, что 𝐻 ′ содержит лишь одну циклическую подгруппу порядка 𝑝. Формула
𝑥𝑝𝑛 ≡ 1 → 𝑥𝑝 ≡ 1 означает, что все 𝑝-элементы имеют порядок 𝑝.

Все это верно в 𝐻 ′. Следовательно, 𝐻 ′ является прямым произведением всех циклических
подгрупп всех простых порядков, что дает искомый изоморфизм.

Покажем, что 𝐻 не является логически нётеровой. Возьмем бесконечное подмножество 𝑀
множества простых, имеющее бесконечное дополнение 𝑀 ′. Рассмотрим формулу ¬(𝑥𝑝 ≡ 1 →
𝑥 ≡ 1) по всем 𝑝 ∈𝑀 . Это множество не сводится к конечному, ибо 𝑀 ′ бесконечно.

4.5. Аддитивная группа рациональных чисел. Будем работать теперь с аддитивной
группой 𝐻 рациональных чисел.

Прежде всего покажем, что эта группа однородна. Фиксируем множество 𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}.
Пусть 𝑊 (𝑋) – свободная абелева группа над 𝑋. Возьмем точки 𝜇, 𝜈 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻. Пусть
𝐴 и 𝐵 – образы точек 𝜇 𝜈 соответственно, и пусть 𝛼 : 𝐴 → 𝐵 – некоторый изоморфизм.
Группы 𝐴 и 𝐵 циклические и, таким образом, 𝐴 = {𝑎}, 𝐵 = {𝑏}. Предположим, что 𝛼(𝑎) = 𝑏.
Пусть последовательность 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, где 𝑎𝑖 = 𝑚𝑖𝑎 ∈ 𝐴, соответствует точке 𝜇. Поэтому имеем
(𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) для 𝜈. Здесь 𝛼(𝑎𝑖) = 𝑏𝑖 = 𝑚𝑖𝑏, где все 𝑚𝑖 целые. Возьмем 𝑠 = 𝑏/𝑎, 𝑠𝑎 = 𝑏.
Умножение элемента ℎ ∈ 𝐻 на 𝑠 является автоморфизмом группы 𝐻. Этот автоморфизм
продолжает исходный изоморфизм 𝛼.

Далее, если 𝐴 – орбита точки 𝜇, то эта орбита определяется множеством 𝑇 формул, задан-
ных ядром точки 𝜇.

Ту же самую орбиту можно описать, используя иной подход. Пусть 𝑥 – некоторая вспомо-
гательная переменная; рассмотрим формулу

𝑢 = 𝑢(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛) = ∃𝑥(𝑥𝑚1 = 𝑥1 ∧ . . . ∧ 𝑥𝑚𝑛 = 𝑥𝑛).

Если ограничиться значением этой формулы на исходном множестве 𝑋, получится искомая
орбита.

Далее в определении 4.15 и теореме 4.16 возможное использование вспомогательной пере-
менной 𝑥 принято во внимание.

Определение 4.15. Алгебра 𝐻 называется логически локально нётеровой, если для каж-
дого конечного множества 𝑋 замыкание конечного множества точек 𝜇𝑖 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻 конечно
определено.

Teopeма 4.16. Локально циклическая группа 𝐻 логически локально нётерова.
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Доказательство. Прежде всего покажем, что для всякой точки 𝜇 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻 имеет
место LKer(𝜇) = {𝑢}𝐿𝐿

𝐻 с некоторой формулой 𝑢 вида 𝑢 = 𝑢(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛). Кроме того, {𝜇}𝐿𝐿
𝐻

является конечно определимым замыканием точки 𝜇.
Пусть 𝑢 = 𝑢(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛). Тогда Val𝑋𝐻(𝑢) = {𝑢}𝐿

𝐻 и (Val𝑋𝐻(𝑢))𝐿
𝐻 = {𝑢}𝐿𝐿

𝐻 . Пусть теперь 𝜇 ∈
𝐴0 = Val𝑋𝐻(𝑢). Тогда {𝜇}𝐿

𝐻 ⊃ 𝐴0
𝐿
𝐻 = {𝑢}𝐿𝐿

𝐻 и LKer(𝜇) ⊃ {𝑢}𝐿𝐿
𝐻 . По определению оператора 𝐿

имеем 𝐴0
𝐿
𝐻 =

⋂︀
𝜈∈𝐴0

LKer(𝜈). Из предыдущих рассмотрений следует, что 𝜇 и 𝜈 изотипны.
Значит, 𝐴0

𝐿
𝐻 = LKer(𝜇) = {𝑢}𝐿𝐿

𝐻 . Имеем также (LKer(𝜇))𝐿
𝐻 = 𝐴0 для произвольной точки

𝜇 ∈ 𝐴0.
Нам нужно еще одно замечание, касающееся решетки всех элементарных множеств в дан-

ном Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻). Пусть 𝐴 и 𝐵 – два такие множества, 𝐴𝐿
𝐻 = 𝑇1, 𝐵𝐿

𝐻 = 𝑇2. Пусть 𝑇 0
1 –

некоторое подмножество множества 𝑇1, удовлетворяющее (𝑇 0
1 )𝐿𝐿

𝐻 = 𝑇1. Возьмем подмноже-
ство 𝑇 0

2 множества 𝑇2, удовлетворяющее (𝑇 0
2 )𝐿𝐿

𝐻 = 𝑇2. Обозначим через 𝑇 0
1 ∨ 𝑇 2

0 множество
всех 𝑢 ∨ 𝑣, 𝑢 ∈ 𝑇 0

1 , 𝑣 ∈ 𝑇 0
2 . Проверим, что (𝑇 0

1 ∨ 𝑇 2
0 )𝐿

𝐻 = 𝐴 ∪𝐵. В самом деле,

(𝑇 0
1 ∨ 𝑇 2

0 )𝐿
𝐻 =

⋂︁
𝑢∨𝑣

Val𝑋𝐻(𝑢 ∨ 𝑣) =
⋂︁
𝑢∨𝑣

(Val𝑋𝐻(𝑢) ∪Val𝑋𝐻(𝑣))

=
(︂ ⋂︁

𝑢∈𝑇 0
1

Val𝑋𝐻(𝑢)
)︂
∪

(︂ ⋂︁
𝑣∈𝑇 0

2

Val𝑋𝐻(𝑣)
)︂

= 𝐴 ∪𝐵.

Применим это к группе 𝐻. Пусть 𝑢1 = 𝑢(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛), 𝑢2 = 𝑢(𝑚′1, . . . ,𝑚′𝑛), 𝐴 = Val𝑋𝐻(𝑢1),
𝐵 = Val𝑋𝐻(𝑢2). Тогда 𝐴∪𝐵 = Val𝑋𝐻(𝑢1 ∨𝑢2). Это показывает, что объединение в любом конеч-
ном числе множеств вида 𝐴 является элементарным конечно определенным множеством.

Далее, пусть 𝐴0 – конечное множество точек 𝜇 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻. Всякая точка 𝜇 ∈ 𝐴0 принадле-
жит некоторому Val𝑋𝐻(𝑢), 𝑢 = 𝑢(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛). Значит, 𝐴0 содержится в конечном объединении
множеств вида Val𝑋𝐻(𝑢).

Пусть 𝐴0 – подмножество некоторого 𝐴 = (LKer(𝜇))𝐿
𝐻 . Тогда 𝐴𝐿

0 𝐻 =
⋂︀

𝜈∈𝐴0
LKer(𝜈) =

LKer(𝜇) для некоторой точки 𝜇 ∈ 𝐴0. Замыканием будет 𝐴𝐿𝐿
0 𝐻 = 𝐴.

Возьмем теперь конечное множество точек 𝐴0 = {𝜇1, . . . , 𝜇𝑘}, 𝜇𝑖 ∈ LKer(𝜇𝑖)𝐿
𝐻 , и покажем,

что его замыкание конечно определено. Имеем 𝐴0
𝐿
𝐻 =

⋂︀
𝜇𝑖∈𝐴0

LKer(𝜇𝑖).
Из сделанных замечаний об элементарных множествах вытекает, что

𝐴𝐿𝐿
0 𝐻 =

⋃︁
𝜇𝑖

LKer(𝜇𝑖)𝐿
𝐻 =

⋃︁
𝜇𝑖

𝐴𝑖, 𝐴𝑖 = LKer(𝜇𝑖)𝐿
𝐻 .

Для группы 𝐻 рациональных чисел все 𝐴𝑖 конечно определены. Поэтому
⋃︀

𝜇𝑖
𝐴𝑖 тоже конечно

определено. Следовательно, замыкание 𝐴𝐿𝐿
0 𝐻 конечно определено.

Теперь можно сравнить логически локальную нётеровость с другими условиями нётерово-
сти. Мы не будем изучать этот вопрос здесь. Заметим лишь, что всякая логически нётерова
алгебра 𝐻 является логически локально нётеровой. Однако, то, что всякая конечно порож-
денная подгруппа группы 𝐻 логически нётерова, еще не означает, что 𝐻 логически локально
нётерова.

5. Некоторые факты из алгебраической логики. Appendix

5.1. Введение. Для всякого многообразия алгебр Θ мы различаем обычную чистую ло-
гику в Θ и алгебраическую логику в Θ. Формулы алгебраической логики суть формулы
чистой логики, сжатые по семантическому отношения в данном Θ. Полиадические алгебры
Халмоша и цилиндрические алгебры Тарского суть основные общие структуры алгебраи-
ческой логики. Существенным характеристическим свойством этих структур является то,
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что они допускают бесконечное множество переменных. Обозначим это множество через 𝑋0

(см. [11], [24]).
В нашем случае мы вынуждены рассматривать систему всех конечных подмножеств 𝑋

множества 𝑋0 вместо столь большого 𝑋0. Обозначим эту систему через Γ. Тогда мы перехо-
дим к многосортной алгебре с системой сортов Γ. Мы приходим, в частности, к многосортным
алгебрам Халмоша и к категориям Халмоша.

5.2. Категория – алгебра HalΘ(𝐻). Начнем с одного важного примера, а имен-
но с категории Халмоша HalΘ(𝐻). Здесь 𝐻 – некоторая алгебра в Θ. Объектами этой
категории служат расширенные булевы алгебры Bool(𝑊 (𝑋), 𝐻). Определим морфизмы
𝑠* : Bool(𝑊 (𝑋), 𝐻) → Bool(𝑊 (𝑌 ), 𝐻). Обозначим через Θ0 категорию свободных в Θ ал-
гебр 𝑊 = 𝑊 (𝑋), 𝑋 ∈ Γ. Имеем также категорию 𝐾0

Θ(𝐻) всех аффинных пространств
над 𝐻. Ее морфизмами служат отображения ̃︀𝑠 : Hom(𝑊 (𝑌 ), 𝐻) → Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻), где
𝑠 : 𝑊 (𝑋) →𝑊 (𝑌 ) – морфизм в Θ0 и ̃︀𝑠(𝜈) = 𝜈𝑠 : 𝑊 (𝑌 ) → 𝐻 для 𝜈 : 𝑊 (𝑋) → 𝐻. Для каждого
𝐴 ⊂ Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻) положим 𝑠*𝐴 = ̃︀𝑠−1𝐴. Это описывает морфизм в HalΘ(𝐻). Всякий 𝑠*
является также гомоморфизмом булевой алгебры и согласован с кванторами и равенствами
(см. п. 5.4).

Переходя к общим определениям, уточним понятие расширенных булевых алгебр.
Напомним, что в алгебраической логике (AL) кванторы трактуются как операции на бу-

левых алгебрах. Пусть 𝐵 – булева алгебра. Ее экзистенциальный квантор (или квантор
существования) – это отображение ∃ : 𝐵 → 𝐵, удовлетворяющее следующим условиям:

1) ∃0 = 0;
2) ∃𝑎 > 𝑎;
3) ∃(𝑎 ∧ ∃𝑏) = ∃𝑎 ∧ ∃𝑏;
4) пусть 𝑠 : 𝑊 (𝑋) → 𝑊 (𝑌 ), 𝑠′ : 𝑊 (𝑌 ) → 𝑊 (𝑍), и пусть 𝑠 ∈ Φ(𝑋); тогда 𝑠′*(𝑠*(𝑢)) =

(𝑠′𝑠)*(𝑢).
Унивесальный квантор (или квантор всеобщности) определяется двойственно:
1) ∀1 = 1;
2) ∀𝑎 < 𝑎;
3) ∀(𝑎 ∨ ∀𝑏) = ∀𝑎 ∨ ∀𝑏.

Здесь 0 и 1 суть нуль и единица алгебры 𝐵, а 𝑎, 𝑏 – произвольные элементы 𝐵. Кванторы ∃
и ∀ согласованы обычным образом: ∃𝑎 = ∀𝑎, ∀𝑎 = ∃𝑎.

Пусть Θ и 𝑊 = 𝑊 (𝑋) ∈ Θ фиксированы и 𝐵 – булева алгебра. Назовем 𝐵 расширенной
булевой алгеброй в Θ над 𝑊 (𝑋), если выполнены следующие условия:

1) существуют определенные выше кванторы ∃𝑥 для всех 𝑥 ∈ 𝑋 в 𝐵, удовлетворяющие
дополнительно условию ∃𝑥∃𝑦 = ∃𝑦∃𝑥 для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋;

2) любой формуле 𝑤 ≡ 𝑤′, 𝑤,𝑤′ ∈ 𝑊 соответствует константа в 𝐵, обозначаемая тоже
через 𝑤 ≡ 𝑤′; здесь:
2.1) 𝑤 ≡ 𝑤 является единицей алгебры 𝐵;
2.2) для всякой 𝑛-местной операции 𝜔 ∈ Ω, где Ω – сигнатура многообразия Θ, выпол-

нено
𝑤1 ≡ 𝑤′1 ∧ · · · ∧ 𝑤𝑛 ≡ 𝑤′𝑛 < 𝑤1 . . . 𝑤𝑛𝜔 ≡ 𝑤′1 . . . 𝑤

′
𝑛𝜔.

Можно рассматривать многообразие таких алгебр при любых заданных Θ и 𝑊 = 𝑊 (𝑋).
5.3. Категории Халмоша. Общее определение.

Определение 5.1. Категория Υ называется категорией Халмоша, если выполнены сле-
дующие условия:

1) все ее объекты имеют вид Υ(𝑋) и являются расширенными булевыми алгебрами в Θ
над 𝑊 (𝑋);

2) морфизмы имеют вид 𝑠* : Υ(𝑋) → Υ(𝑌 ), где 𝑠 : 𝑊 (𝑋) → 𝑊 (𝑌 ) – морфизмы в Θ0, 𝑠* –
гомоморфизмы булевых алгебр, а переход 𝑠 → 𝑠* задается ковариантным функтором
Θ0 → Υ;
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3) имеют место тождества, контролирующие взаимодейтсвие морфизмов с кванторами и
равенствами; согласованность с кванторами следующая:
3.1) 𝑠1*∃𝑥𝑎 = 𝑠2*∃𝑥𝑎, 𝑎 ∈ Υ(𝑋), если 𝑠1𝑦 = 𝑠2𝑦 для любого 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑦 ̸= 𝑥;
3.2) 𝑠*∃𝑥𝑎 = ∃(𝑠𝑥)(𝑠*𝑎), если 𝑠𝑥 = 𝑦 ∈ 𝑌 и 𝑦 = 𝑠𝑥 не лежит в носителе 𝑠𝑥′, 𝑥′ ∈ 𝑋,

𝑥′ ̸= 𝑥;
4) следующие условия описывают согласованность с равенствами:

4.1) 𝑠*(𝑤 ≡ 𝑤′) = (𝑠𝑤 ≡ 𝑠𝑤′) для 𝑠 : 𝑊 (𝑋) →𝑊 (𝑌 ), 𝑤,𝑤′ ∈𝑊 (𝑋);
4.2) 𝑠𝑥

𝑤𝑎 ∧ (𝑤 ≡ 𝑤′) < 𝑠𝑥
𝑤′𝑎 для произвольного 𝑎 ∈ Υ(𝑋), 𝑥 ∈ 𝑋, где 𝑤,𝑤′ ∈ 𝑊 (𝑋),

а 𝑠𝑥
𝑤 : 𝑊 (𝑋) →𝑊 (𝑋) задано правилом 𝑠𝑥

𝑤(𝑥) = 𝑤, 𝑠𝑥
𝑤(𝑦) = 𝑦, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑦 ̸= 𝑥.

Категория HalΘ(𝐻) служит примером категории Халмоша. Другой важный пример – ка-
тегория формул Hal0Θ алгебры формул Hal0Θ(𝑋) = Φ(𝑋). Эта категория играет в логической
геометрии ту же роль, что категория Θ0 играет в AG.

5.4. Алгебры Халмоша. Мы работаем с многосортными алгебрами Халмоша, ассоции-
рованными с категориями Халмоша. Опишем вначале сигнатуру 𝐿𝑋 . Для всякого 𝑋 положим
𝐿𝑋 = {∨,∧,− ,∃𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋,𝑀𝑋}. Здесь𝑀𝑋 – множество всех равенств над алгеброй𝑊 = 𝑊 (𝑋).
Добавим все 𝑠 : 𝑊 (𝑋) →𝑊 (𝑌 ) ко всем 𝐿𝑋 , трактуя их как символы унарных операций. Обо-
значим эту новую сигнатуру через 𝐿Θ.

Далее, рассмотрим алгебры Υ = (Υ𝑋 , 𝑋 ∈ Γ). Всякая Υ𝑋 – это алгебра в сигнатуре 𝐿𝑋 ,
причем всякому символу 𝑠 : 𝑊 (𝑋) → 𝑊 (𝑌 ) соответствует унарная операция (отображение)
𝑠* : Υ𝑋 → Υ𝑌 .

Определение 5.2. Назовем алгебру Υ в сигнатуре 𝐿Θ алгеброй Халмоша, если выполне-
ны следующие условия:

1) всякая Υ𝑋 является расширенной булевой алгеброй в сигнатуре 𝐿𝑋 ;
2) всякое отображение 𝑠* : Υ𝑋 → Υ𝑌 является гомоморфизмом булевых алгебр;
3) тождества, контролирующие взаимодействие операций 𝑠* с кванторами и равенствами,

те же, что в определении категорий Халмоша.

Теперь ясно, что каждую категорию Халмоша Υ можно рассматривать как алгебру Халмо-
ша и наоборот. В частности, это относится к HalΘ(𝐻). Напомним также, что гомоморфизмы
многосортных алгебр действуют покомпонентно.

5.5. Категории и алгебры формул. Обозначим через 𝑀 = (𝑀𝑋 , 𝑋 ∈ Γ) многосортное
множество с компонентами 𝑀𝑋 .

Возьмем абсолютно свободную алгебру Υ0 = (Υ0
𝑋 , 𝑋 ∈ Γ) над 𝑀 в сигнатуре 𝐿Θ. Элемен-

ты каждой Υ0
𝑋 суть формулы логики первого порядка (FOL), которые индуктивно построе-

ны из равенств, с использованием сигнатуры 𝐿Θ. Итак, Υ0 – многосортная алгебра чистых
FOL формул над равенствами.

Обозначим через HalΘ многообразие Γ-сортных алгебр Халмоша в сигнатуре 𝐿Θ. Обозна-
чим через Hal0Θ свободную алгебру этого мнообразия над многосортным множеством равенств
𝑀 = (𝑀𝑋 , 𝑋 ∈ Γ).

То же самое 𝑀 задает гомоморфизм 𝜋 = (𝜋𝑋 , 𝑋 ∈ Γ): Υ0 → Hal0Θ. Если 𝑢 ∈ Υ0
𝑋 , то образ

𝑢𝜋𝑋 = 𝑢 в Hal0Θ(𝑋) рассматривается как сжатая формула.
Полагая Hal0Θ(𝑋) = Φ(𝑋) = (Υ0

𝑋)𝜋𝑋 , получаем искомую алгебру сжатых формул, (систе-
матически) используемую нами во всей статье. Это расширенная булева алгебра с дополни-
тельными операцями вида 𝑠*.

Напомним, что алгебра Халмоша формул Hal0Θ является также категорией Халмоша. Име-
ем ковариантный функтор Θ0 → Hal0Θ.
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5.6. Значение формулы. Значение Val𝑋𝐻(𝑤 ≡ 𝑤′) соответствует каждому равенству
𝑤 ≡ 𝑤′, 𝑤,𝑤′ ∈𝑊 (𝑋). Это задает отображение Val𝐻 : 𝑀 → HalΘ(𝐻), расширяемое по индук-
ции единственным образом с атомных формул до гомоморфизмов

Val0𝐻 : Υ0 → HalΘ(𝐻), Val𝐻 : Hal0Θ → HalΘ(𝐻).

Для всякого 𝑋 ∈ Γ имеет место следующая коммутативная диаграмма:

Υ0
𝑋

Val0𝑋
𝐻 //

𝜋𝑋 ""EE
EE

EE
EE

Bool(𝑊 (𝑋), 𝐻)

Φ(𝑋)
Val𝑋𝐻

77ppppppppppp

Таким образом, для всякой формулы 𝑢 ∈ Υ0
𝑋 и соответствующего 𝑢 ∈ Φ(𝑋) имеются значения

Val0𝑋
𝐻 (𝑢) = Val𝑋𝐻(𝑢).
Сделаем одно замечание о ядре гомоморфизма Val𝐻 . Имеет место

Ker(Val𝐻) = Th(𝐻) = (Th𝑋(𝐻), 𝑋 ∈ Γ).

Здесь 𝑇ℎ(𝐻) = (Th𝑋(𝐻), 𝑋 ∈ Γ) есть элементарная теория алгебры 𝐻, т.е. множество таких
формул 𝑢 ∈ Th𝑋(𝐻), что Val𝑋𝐻(𝑢) = Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻). Понятно также, что образ Im Val𝐻
является подалгеброй в HalΘ(𝐻), состоящей из одноопределенных множеств.

5.7. Основная теорема.

Teopeма 5.3 [5]. Многообразие HalΘ порождено всеми алгебрами HalΘ(𝐻), 𝐻 ∈ Θ.

Это означает, что тождества всех HalΘ(𝐻) задают многообразие алгебр Халмоша HalΘ.
Если Θ1 – подалгебра в Θ, то многообразие HalΘ1 в HalΘ, порожденное всеми HalΘ1(𝐻),

𝐻 ∈ Θ1, соответствует подалгебре Θ1. Следовательно, если 𝐻1 и 𝐻2 – алгебры из Θ1, то они
изотипны в Θ1 тогда и только тогда, когда они изотипны в Θ.

Сделаем также следующее общее наблюдение. Ясно, что найдется канонический гомомор-
физм многосортных алгебр

𝜋𝐻 : Υ0 → HalΘ(𝐻),

где 𝜋𝐻 = (𝜋𝑋
𝐻 , 𝑋 ∈ Γ) и 𝜋𝑋

𝐻 – гомоморфизмы 𝜋𝑋
𝐻 : Υ0

𝑋 → Bool(𝑊 (𝑋), 𝐻)). Этот гомомор-
физм единственен, поскольку он переводит равенства в соответствующие равенства. Значит,
ядро Ker(𝜋𝐻) является также конгруэнцией тождеств алгебры HalΘ(𝐻). Рассмотрим ̃︀𝜋 =⋂︀

𝐻 Ker(𝜋𝐻). Это конгруэнция всех тождеств многообразия, порожденного всеми HalΘ(𝐻).
Теперь видно, что теорема 5.3 означает, что найдется равенство

Hal0Θ = Υ0/̃︀𝜋, Φ(𝑋) = Υ0
𝑋/̃︀𝜋𝑋 ,

где ̃︀𝜋 = (̃︀𝜋𝑋 , 𝑋 ∈ Γ0) и ̃︀𝜋𝑋 = Ker(𝜋𝑋). Конгруэнция ̃︀𝜋 соответствует конгруэнции Линден-
баума–Тарского.

В самом деле, пара формул (𝑢1, 𝑢2) принадлежит конгруэнции ̃︀𝜋𝑋 тогда и только тогда,
когда 𝑢

𝜋𝑋
𝐻

1 = 𝑢
𝜋𝑋

𝐻
2 выполнено для любой алгебры 𝐻 ∈ Θ. Это означает также, что если 𝑣 –

формула (𝑢1 → 𝑢2) ∧ (𝑢2 → 𝑢2), то 𝑣𝜋𝑋
𝐻 = 1 = Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻). Это справедливо для всякого

𝑋 ∈ Γ0 и любой 𝐻 ∈ Θ, что дает искомое соответствие.
Мы привели необходимые сведения из алгебраической логики. Условия из п. 1.2 теперь

реализованы.
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5.8. Категория элементарных множеств. Рассмотрим вначале категорию SetΘ(𝐻)
аффинных множеств над некоторой алгеброй 𝐻. Ее объекты имеют вид (𝑋,𝐴), где 𝐴 – про-
извольное подмножество аффинного пространства Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻), а морфизмы имеют вид

[𝑠] : (𝑋,𝐴) → (𝑌,𝐵),

где 𝑠 : 𝑊 (𝑌 ) →𝑊 (𝑋) – морфизм в Θ0; соответствующее ̃︀𝑠 : Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻) → Hom(𝑊 (𝑌 ), 𝐻)
должно быть согласовано с 𝐴 и 𝐵 следующим условием: если 𝜈 ∈ 𝐴 ⊂ Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻), то̃︀𝑠(𝜈) ∈ 𝐵 ⊂ Hom(𝑊 (𝑌 ), 𝐻). Тогда мы рассматриваем индуцированное отображение [𝑠] : 𝐴→ 𝐵
как морфизм (𝑋,𝐴) → (𝑌,𝐵).

Определим теперь категорию алгебраических множеств 𝐾Θ(𝐻) и категорию элементарных
множеств 𝐿𝐾Θ(𝐻). Обе эти категории – полные подкатегории в SetΘ(𝐻) и понимаются как
важные инварианты алгебры 𝐻. Назовем их AG- и LG-инвариантами алгебры 𝐻.

Объекты категории 𝐾Θ(𝐻) имеют вид (𝑋,𝐴), где 𝐴 – алгебраическое множество в
Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻). Если взять для 𝐴 элементарные множества, получится категория 𝐿𝐾Θ(𝐻)
элементарных множеств. Категория 𝐾Θ(𝐻) является полной подкатегорией в 𝐿𝐾Θ(𝐻).

Как было упомянуто, если алгебры 𝐻1 и 𝐻2 изотипны, то категории 𝐿𝐾Θ(𝐻1) и 𝐿𝐾Θ(𝐻2)
изоморфны.

5.9. Теория моделей и многосортная алгебраическая логика. Вспомним некото-
рые известные факты.

Начнем со следующего важного наблюдения. Наряду с алгеброй формул Φ = Φ(𝑋) рас-
смотрим алгебру чистых формул Υ0

𝑋 . Здесь формулы отождествляются с их записями. Слож-
ность, возникающая в многосортном случае, состоит в следующем. В записи таких формул
присутствуют не только переменные из множества (сорта) 𝑋. Это не позволяет использовать
в категории Υ0 некоторые стандартные понятия теории моделей.

Следующие замечания показывают путь преодоления этого затруднения. Пусть 𝑋 – под-
множество в 𝑌 , и пусть 𝑠 : 𝑋 → 𝑌 – тождественное отображение. Оно соответствует вложе-
нию 𝑠* : Φ(𝑋) → Φ(𝑌 ). Далее, пусть 𝑢1 ∈ Φ(𝑋1) и 𝑢2 ∈ Φ(𝑋2) – две формулы. Подмножества
𝑋1, 𝑋2 множества 𝑌 вложены посредством 𝑠1 : 𝑋1 → 𝑌 и 𝑠2 : 𝑋2 → 𝑌 . Формулы 𝑢1 ∈ Φ(𝑋1) и
𝑢2 ∈ Φ(𝑋2) назовем эквивалентными, если для некоторого 𝑌 ∈ Γ имеет место 𝑠1*(𝑢1) = 𝑠2*(𝑢2).
Формулу 𝑢 ∈ Φ(𝑋) назовем элементарной, если она принадлежит Φ0(𝑋). Доказано (см. [5]),
что всякая формула в некотором Φ(𝑋) эквивалентна некоторой элементарной формуле.

Для элементарных формул стандартные понятия теории моделей определяются естествен-
ным образом. В действительности, в теории моделей все формулы элементарны. Теорема из [5]
позволяет рассматривать соответствующие стандартные понятия, используя эквивалентности
формул.

В теории моделей переменная может быть либо связанной каким-то квантором, либо сво-
бодной. Это приводит к понятию замкнутой формулы. В многосортном случае также можно
рассматривать замкнутые формулы.

Формула 𝑢 ∈ Φ(𝑋) называется замкнутой или предложением, если для всех 𝐻 ∈ Θ
значение Val𝐻𝑋(𝑢) равно либо 0, либо 1 в Bool(𝑊 (𝑋), 𝐻) (т.е. либо всему пространству
Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻), либо его пустому подмножеству). В односортном случае это определение
совпадает с обычным.

Множество 𝑇 замкнутых формул в Υ0 или в Hal0Θ называется теорией. Теория называется
выполнимой, если она имеет модель. Теория 𝑇 называется полной, если для всякой замкнутой
формулы 𝑢 либо 𝑢 принадлежит 𝑇 , либо ¬𝑢 принадлежит 𝑇 . Теория Th(𝐻) алгебры 𝐻 всегда
полна. Теория 𝑇 называется категоричной в данной мощности 𝛼, если любые две ее модели
мощности 𝛼 изоморфны.

Настоящая статья принадлежит к целому ряду статей об универсальной алгебраической
геометрии (см. [4], [6]–[9], [15], [25] и др.). Как мы упомянули, в построениях рассматриваемой
теории возникают различные вопросы, близкие к алгебре и теории моделей. Они кажутся
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новыми, хотя иные из них могут выглядеть простыми для специалистов в области теории
моделей.

Следующие замечания касаются чистой логики и алгебраической логики в теории моделей.
Теория моделей представляет собой комбинацию синтаксиса и семантики. Синтаксис (языки)
играет в ней существенную роль, сравнимую с ролью семантики (моделей). Можно говорить
о синтаксической структуре, относящейся к языкам, и о теориях в языках. Все это применимо
к конкретным математическим задачам (см. [26]).

Алгебраическая логика это не влолне синтаксис. Она работает в теории моделей. Полез-
но использовать гомоморфизмы Val𝑋𝐻 : Φ(𝑋) → Bool(𝑊 (𝑋), 𝐻), соотносящие формулу и ее
значение. Элементарную теорию можно представить как ядро такого гомоморфизма. Приме-
нительно к типам можно говорить о логическом ядре точки (т.е. гомоморфизма). Это ядро
LKer(𝜇) автоматически оказывается ультрафильтром в алгебре формул Φ = Φ(𝑋). Существу-
ет множество иных причин применять алгебраическую логику в теории моделей.

Еще раз перечислим открытые вопросы.

Проблема 5.4. Рассмотреть бесконечные логически нётеровы алгебры в различных мно-
гообразиях Θ.

Проблема 5.5. Рассмотреть отделимые алгебры в различных многообразиях

Проблема 5.6. Для каких многообразий Θ алгебры, свободные в Θ, будут логически от-
делимыми?

Проблема 5.7. Построить автоморфно финитарные алгебры 𝐻 в различных многообра-
зиях Θ. Другими словами, получить такие алгебры 𝐻 в Θ, что для любого конечного 𝑋
в пространстве Hom(𝑊 (𝑋), 𝐻) существует лишь конечное число Aut(𝐻)-орбит.

Проблема 5.8. Общая проблема: типы и изотипность в многосортных алгебрах. Рассмот-
реть эту проблему для многообразия представлений групп.

Отметим, что в [3] была поставлена проблема 1.23, касающаяся неизоморфных изотипных
абелевых групп. Теперь мы видим, что эта проблема легко решается (предложение 3.4). На
самом деле, для абелевых групп актуальна следующая проблема.

Проблема 5.9. Найти условия, при которых две абелевы группы элементарно эквива-
лентны, но не изотипны.

Наконец,

Проблема 5.10. Какие нётеровы группы не являются логически нётеровыми?

Во всех этих случаях мы подразумеваем специфические Θ и 𝐻 ∈ Θ. Например, Θ могут
состоять из модулей, векторных пространств, линейных алгебр, алгебр Ли, ассоциативных
алгебр (конечной или бесконечной размерности) и т.д. Конкретное всегда иллюстрирует об-
щее.

Автору приятно выразить благодарность Цлилю Села отметившему, что логическое ядро
точки является типом, и Алексею Мясникову, обратившему внимание автора на тот факт, что
логико-геометрическая эквивалентность алгебр есть не что иное, как изотипность алгебр. Ав-
тор признателен также своим коллегам Ю. Ершову, Е. Кацову, В. Ремесленникову, Э. Рипсу,
А. Ольшанскому, Г. Житомирскому, Б. Зильберу и др. за постоянную поддержку.

Настоящая статья была написана в Юрмале, Латвия, где у автора были совершенные
рабочие условия благодаря молодым друзьям Анне Ефименко и Диме Ковалю, а также Алле
и Игорю Думанам. Рукопись была напечатана и подготовлена Е. и Т. Плоткиными. Автор
выражает глубокую благодарность Д. И. Савельеву за перевод статьи на русский язык.
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Вложение решеток в производные решетки

М.В. Семёнова
Институт математики им. С.Л. Соболева СО РАН, г. Новосибирск

Настоящая работа является расширенной версией доклада автора на Международной
конференции “Мальцевские чтения”, посвященной 100-летию со дня рождния академика
А. И. Мальцева, которая прошла в г. Новосибирске 24–28 августа 2009 г. Речь здесь пойдет
о недавних результатах, связанных с описанием классов решеток, вложимых в различные
производные решетки, а также о некоторых нерешенных проблемах в этой области. В рамках
статьи было бы довольно сложно дать обзор всего спектра проблем и результатов, касаю-
щихся рассматриваемых вопросов. Поэтому ограничимся упоминанием недавних результатов,
полученных автором лично либо в соавторстве, а также результатов других авторов, тесно
примыкающих к нашим.

1. Введение

Проблема вложения алгебраических систем в другие алгебраические системы, обладаю-
щие теми или иными свойствами, является классической в алгебре и теории моделей. Ис-
следования в этой области были начаты А.И. Мальцевым в 30-е годы прошлого столетия
в его пионерских работах [1], [2]. B этих работах Анатолий Иванович, в частности, показал,
что класс полугрупп, вложимых в группы, является квазимногообразием (другими словами,
может быть задан некоторым множеством квазитождеств в классе всех полугрупп). Кроме
этого, он указал конкретный бесконечный базис квазитождеств для этого квазимногообра-
зия, а также показал, что оно не может быть определено никаким конечным множеством
квазитождеств (т.е. не является конечно базируемым).

В своей более поздней работе 1966 г. [3] Анатолий Иванович показал, что этот результат
о вложимости полугрупп в группы является частью более общей картины. А именно, из ха-
рактеризационной теоремы для квазимногообразий, доказанной в [3] (см. также [4]), вытекает,
что если некоторый класс алгебраических систем (далее – просто систем) K замкнут относи-
тельно фильтрованных произведений, то класс систем, вложимых в системы из K , является
квазимногообразием. Для более точной формулировки этих результатов дадим необходимые
определения.

Всюду далее, когда мы говорим о классе алгебраических систем, мы подразумеваем аб-
страктный (т.е. замкнутый относительно изоморфных копий) класс систем произвольной
фиксированной сигнатуры. Класс алгебраических систем называется многообразием, если он
определяется в классе всех систем того же типа тождествами, т.е. предложениями вида

∀𝑥 𝐴0(𝑥)& · · ·&𝐴𝑛(𝑥),

где 𝐴0(𝑥), . . . , 𝐴𝑛(𝑥) – атомарные формулы.
Класс систем называется квазимногообразием, если он определяется в классе всех систем

того же типа квазитождествами, т.е. предложениями вида

∀𝑥 𝐴0(𝑥)& · · ·&𝐴𝑛(𝑥) → 𝐴(𝑥),

где 𝐴0(𝑥), . . . , 𝐴𝑛(𝑥), 𝐴(𝑥) – атомарные формулы.

Работа выполнена при поддержке программы “Ведущие научные школы” (грант № НШ-3669.2010.1) и
программы поддержки молодых ученых (грант № МД-2587.2010.1).
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Далее, для произвольного класса K пусть V(K ) обозначает наименьшее многообразие,
содержащее K (другими словами, многообразие, порожденное K ), а Q(K ) – квазимного-
образие, порожденное K . Кроме того, пусть P(K ) обозначает класс систем, изоморфных
декартовым произведениям систем из K ; P𝑟(K ) – класс систем, изоморфных фильтрован-
ным произведениям систем из K ; P𝑢(K ) – класс систем, изоморфных ультрапроизведениям
систем из K ; S(K ) – класс систем, изоморфных подсистемам систем из K (другими сло-
вами, класс систем, изоморфно вложимых или просто вложимых в системы из K ); H(K ) –
класс гомоморфных образов систем из K , а Kfin обозначает класс конечных систем из K .
В терминах операторов над классами упомянутая выше характеризационная теорема Маль-
цева выглядит следующим образом.

Teopeма 1.1 (Мальцев [3]). Для произвольного класса систем K имеют место равен-
ства Q(K ) = SP𝑟(K ) = SPP𝑢(K ).

Для многообразий характеризационная теорема была доказана Биркгофом в 1935 г.

Teopeма 1.2 (Биркгоф [5]). Для произвольного класса систем K имеют место равен-
ства V(K ) = HSP(K ).

Удобные термины для формулировки различных проблем вложения в классе решеток дают
понятия пространства замыкания и решетки замыканий.

Пространством замыкания называется пара (𝑋,𝜙), где 𝑋 – множество с определенным
на нем оператором замыкания 𝜙, который удовлетворяет следующим условиям:

(1) 𝐴 ⊆ 𝜙(𝐴) ⊆ 𝑋 для любого 𝐴 ⊆ 𝑋;
(2) 𝜙2(𝐴) = 𝜙(𝐴) для любого 𝐴 ⊆ 𝑋;
(3) 𝜙(𝐴) ⊆ 𝜙(𝐵) для любых 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝑋.
Если 𝜙(𝐴) = 𝐴, то множество 𝐴 ⊆ 𝑋 называется замкнутым. Множество

Cl(𝑋,𝜙) = {𝐴 ⊆ 𝑋 | 𝐴 = 𝜙(𝐴)}

всех замкнутых подмножеств в (𝑋,𝜙) образует полную решетку относительно включения,
в которой для любого семейства 𝐴𝑖 ∈ Cl(𝑋,𝜙), 𝑖 ∈ 𝐼,⋀︁

𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 =
⋂︁
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖,
⋁︁
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 = 𝜙

(︂ ⋃︁
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

)︂
.

Решетку Cl(𝑋,𝜙) мы называем также решеткой замыканий.
Пусть 𝐴 – алгебраическая система. Для любого 𝐵 ⊆ 𝐴 пусть Sub(𝐵) обозначает подсистему

в 𝐴, порожденную множеством 𝐵. Тогда (𝐴,Sub) является пространством замыкания, для
которого решетка замыканий совпадает с решеткой подсистем Sub(𝐴). Другим примером
решеток замыканий являются решетки квазимногообразий. Пусть Q – квазимногообразие.
Напомним, что для любого подкласса A в Q наименьшее квазимногообразие, содержащее A ,
мы обозначаем через Q(A ). Тогда решетка подквазимногообразий в Q является решеткой
замыканий для (Q,Q).

Конечно, два приведенных примера не исчерпывают весь список решеток замыканий, ко-
торые служат объектом широкого круга исследований во многих областях универсальной
алгебры, теории моделей, теории решеток (см. [6], [7]), связанных с изучением свойств ре-
шеток замкнутых подмножеств как конкретных пространств замыканий, так и абстрактных
пространств замыканий в целом. В этих исследованиях естественным образом возникают сле-
дующие проблемы.

∙ Для заданного класса C пространств замыкания описать класс SCl(C ) решеток, вложи-
мых в решетки замыканий пространств из C .

∙ Является ли класс SCl(C ) аксиоматизируемым на языке первого порядка?
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∙ Является ли класс SCl(C ) (квази)многообразием?

∙ Описать класс SCl(C )fin конечных решеток, вложимых в решетки замыкания прост-
ранств из C .

К настоящему времени наиболее изучены два типа пространств замыкания: комбинатор-
ные геометрии (Корте, Ловас, Шрадер [8]) и выпуклые геометрии (Адаричева, Горбунов,
Туманов [9]).

2. Выпуклые геометрии

Пространство замыкания (𝑋,𝜙) называется выпуклой геометрией, если оно обладает сле-
дующим свойством антизамены:

𝑎 ∈ 𝜙(𝑌 ∪ {𝑏}), 𝑎 /∈ 𝜙(𝑌 ) влечет 𝑏 /∈ 𝜙(𝑌 ∪ {𝑎})

для любых 𝑎 ̸= 𝑏 из 𝑋 и любого 𝑌 ⊆ 𝑋. Свойство антизамены является обобщением есте-
ственного понятия выпуклости в афинных пространствах (см. рис. 1).

✉ ✉
𝑌

✉𝑏

✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂✂

❇
❇

❇
❇

❇
❇

❇
❇

❇
❇❇

✉𝑎
�

�
��

❅
❅

❅❅

Рис. 1. Иллюстрация свойства антизамены

Решетка замыкания любой конечной выпуклой геометрии полудистрибутивна вверх, т.е.
удовлетворяет квазитождеству

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑥 ∨ 𝑧 → 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑥 ∨ (𝑦 ∧ 𝑧).

Пусть SD∨ обозначает класс полудистрибутивных вверх решеток. Очевидно, свойство полу-
дистрибутивности вверх устойчиво при переходе к подрешеткам, поэтому любая подрешетка
решетки замыканий конечной выпуклой геометрии полудистрибутивна вверх. Оказывается,
что класс конечных выпуклых геометрий универсален для класса конечных полудистрибу-
тивных вверх решеток в следующем смысле.

Teopeма 2.1 (Адаричева, Горбунов, Туманов [9]). Конечная решетка полудистрибутив-
на вверх тогда и только тогда, когда она вложима в решетку замыканий некоторой ко-
нечной выпуклой геометрии. Другими словами, SD∨fin = SCl(C ), где C обозначает класс
конечных выпуклых геометрий.

В связи с этим результатом была поставлена

Проблема 1 (Адаричева, Горбунов, Туманов [9]). Существует ли класс U конечных вы-
пуклых геометрий конкретного вида, универсальный для класса всех конечных полудистри-
бутивных вверх решеток (другими словами, класс U , для которого справедливо равенство
SCl(U ) = SD∨fin)?
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Далее мы рассмотрим проблему 1 в контексте некоторых конкретных пространств замы-
кания.

2.1. Выпуклые геометрии в векторных пространствах. Для произвольного тела D
и натурального 𝑛 > 0 пусть D𝑛

D обозначает 𝑛-мерное векторное пространство над D. Если
D – линейно упорядоченное тело, а ⟨𝑉D,+,−,D⟩ – векторное пространство над D, то мно-
жество 𝑈 ⊆ 𝑉D называется выпуклым, если 𝜆𝑥+ (1− 𝜆)𝑦 ∈ 𝑈 для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 и любого
𝜆 ∈ [0, 1] ⊆ D. Для 𝑋 ⊆ 𝑉D пусть Co(𝑋) обозначает наименьшее выпуклое подмножество
в 𝑉D, содержащее 𝑋 (или выпуклую оболочку множества 𝑋). Соответствующую решетку
замкнутых (выпуклых в данном контексте) подмножеств мы обозначаем через Co(𝑉D).

Если 𝑋 ⊆ 𝑉D, то полагаем

Co𝑋(𝑉D) = {𝑋 ∩ 𝑌 | 𝑌 ∈ Co(𝑉D)}

и любое множество 𝑈 ∈ Co𝑋(𝑉D) называем относительно выпуклым в 𝑉D. Нетрудно видеть,
что для любого 𝑋 ⊆ 𝑉D пространство замыкания (𝑋,Co𝑋) является выпуклой геометрией,
а Co𝑋(𝑉D) – ее решеткой замкнутых (выпуклых) подмножеств.

В связи с проблемой 1 ee авторы поставили также следующий вопрос.

Проблема 2 (Адаричева, Горбунов, Туманов [9]). Является ли класс конечных решеток
относительно выпуклых подмножеств векторных пространств универсальным для класса
SD∨fin?

Частично (положительный) ответ на этот вопрос дают теоремы 2.2 и 2.3, но по сути про-
блема 2 до сих пор остается открытой.

Teopeма 2.2 (Верунг, Семенова [10]). Пусть D – линейно упорядоченное тело. Для лю-
бой решетки 𝐿 существует вектороное пространство 𝑉D над D, такое что 𝐿 вложима
в Co(𝑉D).

Для формулировки следующей теоремы дадим необходимые определения. Решеточный го-
моморфизм ℎ : 𝐾 → 𝐿 ограничен снизу, если для любого 𝑎 ∈ 𝐿 множество {𝑥 ∈ 𝐾 | ℎ(𝑥) > 𝑎}
либо пусто, либо содержит наименьший элемент. Решетка 𝐿 называется ограниченной сни-
зу, если для любой конечно порожденной решетки 𝐾 любой гомоморфизм ℎ : 𝐾 → 𝐿 огра-
ничен снизу. Понятие ограниченного (снизу) гомоморфизма служит обобщением понятия
(∧)-полного гомоморфизма и впервые появилось в работе Маккензи [11] в связи с изучением
немодулярных многообразий решеток. Это понятие нашло естественные приложения и в тео-
рии свободных решеток, где был получен ряд замечательных результатов (см. монографию
Фриза, Ежека, Нейшна [12]).

Пусть 𝐿𝐵 обозначает класс ограниченных снизу решеток. Отметим, что класс 𝐿𝐵fin ко-
нечных ограниченных снизу решеток образует собственный подкласс в классе конечных по-
лудистрибутивных вверх решеток и порождает многообразие всех решеток. Для класса 𝐿𝐵fin

ответ на вопрос, поставленный в проблеме 2, положителен.

Teopeма 2.3 (Верунг, Семенова [10]). Пусть D – линейно упорядоченное тело. Любая
конечная ограниченная снизу решетка 𝐿 вложима в решетку Co𝑋(D𝑛

D) для подходящих на-
турального 𝑛 > 0 и конечного 𝑋 ⊆ D𝑛

D .

2.2. Выпуклые геометрии в упорядоченных множествах. Пусть ⟨𝑃,6⟩ – частично
упорядоченное множество. Подмножество 𝑋 ⊆ 𝑃 называется выпуклым, если 𝑥 6 𝑧 6 𝑦 вле-
чет 𝑧 ∈ 𝑋 для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 и любого 𝑧 ∈ 𝑃 . Для 𝑋 ⊆ 𝑃 пусть Co(𝑋) обозначает выпуклую
оболочку множества 𝑋. Соответствующую решетку замкнутых (выпуклых) подмножеств мы
обозначаем, как и для векторных пространств, через Co(𝑃 ).

И вновь нетрудно видеть, что для любого частично упорядоченного множества ⟨𝑃,6⟩ про-
странство замыкания (𝑃,Co) является выпуклой геометрией. Для произвольного класса K
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упорядоченных множеств пусть Co(K ) обозначает соответствующий класс решеток выпук-
лых подмножеств. Пусть также P обозначает класс всех частично упорядоченных множеств.

В связи с постановкой проблемы 1 авторы работы [9] сочли интересным также выяснить, не
будет ли класс конечных выпуклых геометрий вида (𝑃,Co) искомым универсальным классом
для SD∨fin. Поскольку квазимногообразие SD∨ порождается своими конечными решетками
(см. [9, теорема 4.1.7]), отрицательный ответ на поставленный вопрос дает следующая

Teopeма 2.4 (Верунг, Семенова [13]). Класс SCo(P) является конечно базируемым мно-
гообразием, поэтому SCo(P) ⊂ SD∨ .

Отметим, что согласно характеризационной теореме 1.1 Мальцева класс SCo(P) является
квазимногообразием. Отметим также, что в работе [13] был найден конкретный конечный
базис тождеств для многообразия SCo(P).

В связи с теоремой 2.4 естественной представляется проблема описания решеток, принад-
лежащих классу Co(K ) для различных конкретных классов упорядоченных множеств K .
Для произвольного натурального числа 𝑛 и для произвольного класса упорядоченных мно-
жеств K пусть K𝑛 обозначает класс упорядоченных множеств из K высоты, не превосхо-
дящей 𝑛. Используя характеризационную теорему Мальцева, вновь нетрудно проверить, что
класс SCo(P𝑛) является квазимногообразием для любого натурального 𝑛. Теорема 2.5 дает
более детальную информацию об этом классе.

Teopeма 2.5 (Верунг, Семенова [14]). (1) Класс SCo(P𝑛) является конечно базируемым
многообразием для любого натурального 𝑛.

(2) Многообразие SCo(P𝑛) локально конечно тогда и только тогда, когда 𝑛 < 3.

Отметим, что в работе [14] был найден конкретный конечный базис тождеств для много-
образия SCo(P𝑛) для любого натурального 𝑛.

Пусть LO обозначает класс линейно упорядоченных множеств (цепей). Вновь согласно ха-
рактеризационной теореме Мальцева класс SPCo(LO) является квазимногообразием. Тео-
рема 2.6 позволяет полностью описать решетку подквазимногообразий в SPCo(LO).

Teopeма 2.6 (Верунг, Семенова [15]). (1) Класс SPCo(LO) является конечно базируе-
мым локально конечным многообразием.

(2) Любое подквазимногообразие в SPCo(LO) является многообразием.

Решетка под(квази)многообразий в SPCo(LO). изображена на рис. 2; здесь Co(n) для
всякого натурального 𝑛 > 0 обозначает решетку выпуклых подмножеств 𝑛-элементной це-
пи, а B𝑛 обозначает интервал, изоморфный решетке подмножеств 𝑛-элементного множества.
Конкретный конечный базис тождеств для многообразия SPCo(LO) был найден в рабо-
те [15].

Лесом мы называем частично упорядоченное множество, в котором нижний конус, порож-
денный любым элементом, является цепью. Это условие равносильно также следующему:
любые два несравнимых элемента не имеют верхней границы. Деревом мы называем лес,
который является связным. Пусть F обозначает класс частично упорядоченных множеств,
являющихся лесами, а T обозначает класс деревьев. И вновь характеризационная теорема
Мальцева показывает, что класс SCo(F ) является квазимногообразием.

Teopeма 2.7 (Замойска-Дженио, Семенова [16]). (1) Классы SCo(F ) и SCo(T ) совпа-
дают и образуют конечно базируемое многообразие.

(2) Класс SCo(F𝑛) является конечно базируемым многообразием для любого натураль-
ного 𝑛.

В связи с тем, что многообразие SCo(LO) локально конечно согласно теореме 2.6, (1) и,
очевидно, имеет место включение LO ⊂ T , интерес представляет следующая проблема.
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Рис. 2. Решетка под(квази)многообразий в SCo(LO)

Проблема 3 (Замойска-Дженио, Семенова [16]). Является ли многообразие SCo(T ) ло-
кально конечным?

В теореме 2.8 и следствии 2.9 пусть K обозначает один из классов P, LO, T или P𝑛,
F𝑛 для натурального 𝑛.

Teopeма 2.8 (Верунг, Семенова [13]; Замойска-Дженио, Семенова [16]). Многообразие
SCo(K ) порождается своими конечными решетками.

Таким образом, согласно теореме Маккинси (см. [17]) справедливо

Cледствие 2.9. Эквациональная теория SCo(K ) разрешима.

Согласно характеризационной теореме Мальцева класс SP(Co(𝑃 )) является квазимного-
образием для любого конечного частично упорядоченного множества ⟨𝑃,6⟩. Из результатов
работы [15] вытекает, что если ⟨𝑃,6⟩ – конечная цепь, то класс SP(Co(𝑃 )) является мно-
гообразием (см. рис. 2). Однако нам не известно, справедливо ли это утверждение в общем
случае.

Проблема 4 (Верунг, Семенова [15]). Пусть ⟨𝑃,6⟩ – конечное частично упорядоченное
множество. Является ли класс SP(Co(𝑃 )) многообразием?
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Методы, развитые в работах [13]–[16], позволяют не только дать синтаксическую харак-
теризацию классов решеток, вложимых в решетки выпуклых подмножеств упорядоченных
множеств, принадлежащих различным классам, но также и охарактеризовать решетки, изо-
морфные таким решеткам. Ранее решетки, принадлежащие классу Co(P), были описаны в
работе Биркгофа и Беннет [18]. Из описания этого класса, в частности, вытекает следующая

Teopeма 2.10 (Биркгоф, Беннет [18]). Класс решеток Co(P) аксиоматизируем на язы-
ке первого порядка в классе всех непрерывных вверх решеток. Однако Co(P) не является
конечно аксиоматизируемым в этом классе.

Тем не менее для решеток, изоморфных решеткам выпуклых подмножеств деревьев, спра-
ведлива

Teopeма 2.11 (Замойска-Дженио, Семенова [19]). Классы Co(F ), Co(F𝑛), 𝑛 < 𝜔 , и
Co(LO) конечно аксиоматизируемы в классе всех непрерывных вверх решеток.

С упорядоченными множествами связан еще один класс выпуклых геометрий. Для частич-
но упорядоченного множества ⟨𝑃,6⟩ и для любого множества 𝑋 такого, что

{(𝑎, 𝑎) | 𝑎 ∈ 𝑃} ⊆ 𝑋 ⊆ 6 ⊆ 𝑃 2,

пусть 𝑋tr обозначает транзитивное замыкание множества 𝑋; т.е. если (𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑐) ∈ 𝑋, то
(𝑎, 𝑐) ∈ 𝑋 для всех 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑃 и, таким образом, ⟨𝑃,𝑋tr⟩ является частично упорядоченным
множеством. Нетрудно видеть, что пространство замыкания (𝑃 2, 𝑋tr) является выпуклой
геометрией. Соответствующую решетку замкнутых подмножеств (которая называется также
решеткой подпорядков) мы обозначаем через O(𝑃,6). Кроме того, для произвольного клас-
са K упорядоченных множеств пусть O(K ) обозначает соответствующий класс решеток
подпорядков.

Следующая теорема, доказанная Бредихиным и Шайном в [20] (другое доказательство
в этого результата содержится в [21]), показывает, что класс решеток подпорядков универса-
лен для класса всех решеток.

Teopeма 2.12 (Бредихин, Шайн [20]). Любая решетка вложима в некоторую решетку
подпорядков.

Что касается класса конечных решеток подпорядков, то согласно следующей теореме этот
класс универсален для класса конечных ограниченных снизу решеток и поэтому не может
служить кандидатом на роль класса, универсального для SD∨fin (см. проблему 1).

Teopeма 2.13 (Сивак [22]). Решетка вложима в некоторую конечную решетку подпо-
рядков тогда и только тогда, когда она конечна и органичена снизу.

Теорема 2.13 была передоказана в работе [21] и является следствием более общего резуль-
тата, представленного в теореме 2.14.

Teopeма 2.14 (Семенова [21]). Класс SO(P𝑛) является конечно базируемым многообра-
зием для любого натурального 𝑛.

В работе [21] был найден конкретный конечный базис тождеств для многообразия SO(P𝑛).
Из доказательства теоремы 2.14 среди прочего вытекает такое

Cледствие 2.15. Решетка O(𝑃,6) ограничена снизу тогда и только тогда, когда мно-
жество ⟨𝑃,6⟩ имеет конечную высоту.

Согласно [12, теорема 2.84] многообразие всех решеток порождается конечными ограничн-
ными снизу решетками. Поэтому в силу теоремы 2.13 справедливо такое

Cледствие 2.16. Эквациональная теория класса конечных решеток подпорядков совпа-
дает с эквациональной теорией класса всех решеток.
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Из характеризационной теоремы Мальцева следует, что класс SP(O(𝑃,6)) является ква-
зимногообразием для любого конечного частично упорядоченного множества ⟨𝑃,6⟩. Однако
нам не известно решение следующей проблемы.

Проблема 5 (Семенова [21]). Пусть ⟨𝑃,6⟩ – конечное частично упорядоченное множество.
Является ли класс SP(O(𝑃,6)) многообразием?

2.3. Выпуклые геометрии в теории квазимногообразий. Последний пример выпук-
лых геометрий, который будет нами рассмотрен, дают так называемые алгебраические под-
множества полных решеток. Итак, пусть 𝐿 – полная решетка. Подмножество в 𝐿 называется
алгебраическим, если оно замкнуто в 𝐿 относительно произвольных пересечений и объеди-
нений по непустным направленным вверх подмножествам. Замкнутость относительно произ-
вольных пересечений означает, в частности, что каждое алгебраическое подмножество в 𝐿
содержит наибольший элемент решетки 𝐿 и поэтому непусто. Для любого множества 𝑋 ⊆ 𝐿
пусть Sp(𝑋) обозначает наименьшее алгебраическое подмножество в 𝐿, содержащее 𝑋.

Полная решетка 𝐿 называется непрерывной вверх, если в 𝐿 имеет место равенство

𝑎 ∧
⋁︁
𝐷 =

⋁︁
𝑑∈𝐷

𝑎 ∧ 𝑑

для любого направленного вверх множества 𝐷 ⊆ 𝐿 и любого 𝑎 ∈ 𝐿. Двойственным образом
определяются непрерывные вниз решетки. Если решетка 𝐿 непрерывна вверх, то решетка
Sp(𝐿) является непрерывной вниз и полудистрибутивной вверх (см., например, [9, теорема
4.1.1]). Кроме того, в этом случае для произвольных 𝐴,𝐵 ∈ Sp(𝐿) выполняется равенство

𝐴 ∨𝐵 = {𝑎 ∧ 𝑏 | 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}.

Отсюда непосредственно следует, что пространство замыкания (𝐿,Sp) является выпуклой
геометрией для любой непрерывной вверх решетки 𝐿. Соответствующую решетку замкну-
тых подмножеств (которая называется также решеткой алгебраических подмножеств) мы
обозначаем через Sp(𝐿). Кроме того, для произвольного подкласса L класса U C всех пол-
ных непрерывных вверх решеток пусть Sp(L ) обозначает соответствующий класс решеток
алгебраических подмножеств.

Хорошо известно, что любая алгебраическая решетка непрерывна вверх. Кроме того, со-
гласно работе Горбунова и Туманова [23] (см. также [9, теорема 5.6.7]) для любой алгебраиче-
ской решетки 𝐿 решека Sp(𝐿) является коалгебраической и изоморфна решетке подквазимно-
гообразий некоторого квазимногообразия чисто предикатной сигнатуры. Пусть A обозначает
класс алгебраических решеток. В работе [23] была сформулирована следующая проблема.

Проблема 6 (Горбунов, Туманов [23]). Охарактеризовать решетки, принадлежащие клас-
су SSp(A ). В частности, выяснить, верно ли, что SSp(A ) = SSp(U C ).

Хотя проблема 6 остается нерешенной, следует упомянуть один результат, к ней относя-
щийся. Решетка 𝐿 называется непрерывной по Скотту (см. [24]), если 𝑎 =

⋁︀
{𝑥 ∈ 𝐿 | 𝑥≪ 𝑎}

для любого 𝑎 ∈ 𝐿. Здесь запись 𝑥≪ 𝑎 означает, что для произвольного направленного вверх
множества 𝐷 ⊆ 𝐿, если 𝑎 6

⋁︀
𝐷, то 𝑥 6 𝑑 для некоторого 𝑑 ∈ 𝐷. Хорошо известно (см.,

например, [24]), что любая алгебраическая решетка непрерывна по Скотту, а любая непре-
рывная по Скотту решетка непрерывна вверх. Пусть S C обозначает класс непрерывных по
Скотту решеток.

Teopeма 2.17 (Семенова [25]). Имеет место равенство SSp(A ) = SSp(S C ).

Близкие вопросы изучались в работе Верунга [26]. B частности, в этой работе было полу-
чено описание решеток, вложимых в непрерывные вниз полудистрибутивные вверх полные
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решетки. Отметим также, что для произвольной конечной решетки 𝐿 решетка Sp(𝐿) изоморф-
на решетке нижних подполурешеток полурешетки, полученной из 𝐿 удалением наибольшего
элемента. Несмотря на то, что решетки подполурешеток являются решетками замыканий
выпуклых геометрий, нам будет более удобно рассмотреть их в контексте параграфа 4.

3. Комбинаторные геометрии

Пространство замыкания (𝑋,𝜙) называется комбинаторной геометрией, если оно обладает
следующим свойством замены:

𝑎 ∈ 𝜙(𝑌 ∪ {𝑏}) влечет 𝑏 ∈ 𝜙(𝑌 ∪ {𝑎})

для любых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 и любого 𝑌 ⊆ 𝑋. Понятие комбинаторной геометрии служит обобщением
понятия линейной зависимости векторов в векторных пространствах и является в некото-
ром смысле антиподом понятия выпуклой геометрии. Таким образом, естественно ожидать,
что и решетки замыканий комбинаторных геометрий будут отличаться по своим свойствам от
решеток замыканий выпуклых геометрий. И это действительно так: решетки замыканий ком-
бинаторных геометрий часто являются модулярными. Как было упомянуто выше, типичным
примером решеток замыканий комбинаторных геометрий служат решетки подпространств
векторных пространств.

Пусть 𝑉D – векторное пространство над телом D, и пусть Sub(𝑉D) обозначает решетку под-
пространств в 𝑉D. Очевидно, Sub(𝑉D) является решеткой замыканий комбинаторной геомет-
рии (𝑉D,Sub), где Sub обозначает оператор взятия линейной оболочки множества векторов.
В общем случае решетка подпространств Sub(𝑉D) является подпрямо неразложимой решеткой
с относительными дополнениями и, кроме того, арговой, т.е. удовлетворяет аргову тождеству

∀𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑦0, 𝑦1, 𝑦2
⋀︁
𝑖<3

(𝑥𝑖 ∨ 𝑦𝑖) 6 (𝑥0 ∧ (𝑥1 ∨ 𝑐)) ∨ (𝑦0 ∧ (𝑦1 ∨ 𝑐)),

где
𝑐𝑖 = (𝑥𝑗 ∨ 𝑥𝑘) ∧ (𝑦𝑗 ∨ 𝑦𝑘), {𝑖, 𝑗, 𝑘} = {0, 1, 2}, 𝑐 = (𝑐0 ∨ 𝑐1) ∧ 𝑐2.

Отметим, что любая аргова решетка модулярна. Пусть Sub(V ) обозначает класс решеток,
изоморфных решеткам подпространств векторных пространств.

Если размерность пространства 𝑉D конечна, то решетка Sub(𝑉D) простая и имеет конечную
высоту (см., например, книгу Биркгофа [6]). Согласно следующей координатизационной тео-
реме фон Ноймана–Йонссона справедливо и частичное обращение последнего утверждения.

Teopeма 3.1 (фон Нойман [27]; Йонссон [28]). Пусть 𝐿 – простая аргова решетка с до-
полнениями конечной высоты 𝑛 > 3. Тогда 𝐿 ∼= Sub(D𝑛

D) для некоторого тела D.

Известной нерешенной проблемой является следующая

Проблема 7 (Дилуорс [6]). Является ли класс решеток, вложимых в модулярные решетки
с относительными дополнениями, многообразием?

Согласно характеризационной теореме Мальцева класс решеток, о котором идет речь в про-
блеме 7, является квазимногообразием. Следующий результат Йонссона связывает проблему 7
c решетками подпространств, характеризуя решетки, вложимые в арговы решетки с (относи-
тельными) дополнениями.

Teopeма 3.2 (Йонссон [28]). Для модулярной решетки 𝐿 с относительными дополнени-
ями равносильны следующие условия:

(1) 𝐿 ∈ S(Cl(𝑋,𝜙)) для некоторой проективной геометрии (𝑋,𝜙);
(2) 𝐿 ∈ S(Sub(𝐴)) для некоторой абелевой группы 𝐴;
(3) 𝐿 ∈ SP(Sub(V )).
(4) 𝐿 аргова.
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3.1. ∃-многообразия. Всюду далее до конца параграфа 3 нам будет удобно рассматри-
вать решетки в сигнатуре {∨,∧, 0}, где 0 будет интерпретироваться как наименьший элемент
решетки. Кроме того, если Λ – коммутативное кольцо с единицей, то Λ-алгебры будут рас-
сматриваться нами в сигнатуре {Λ,+,−, ·, 0}. При этом кольца будут рассматриваться нами
как Z-алгебры. Рассмотрим следующие предложения:

𝜙𝑙 : ∀𝑥𝑦 ∃ 𝑧 [𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑧 = 0] & [(𝑥 ∧ 𝑦) ∨ 𝑧 = 𝑥];
𝜙𝑎 : ∀𝑥 ∃ 𝑦 [𝑥𝑦𝑥 = 𝑥].

Решетка 𝐿 называется решеткой с относительными дополнениями, если 𝐿 |= 𝜙𝑙. Пусть M
обозначает класс модулярных решеток с относительными дополнениями. Хорошо известно,
что модулярная решетка с наибольшим элементом имеет дополнения тогда и только тогда,
когда она имеет относительные дополнения (см., например, [6]).

Λ-алгебра 𝑅 называется регулярной, если 𝑅 |= 𝜙𝑎. Далее RΛ обозначает класс регулярных
Λ-алгебр, а R – класс регулярных колец. Хорошо известно, что в регулярных кольцах лю-
бой конечно порожденный односторонний идеал порождается идемпотентом (см., например,
Скорняков [29]). Таким образом, если рассматривать регулярные кольца как Z-алгебры, то
конечно порожденные односторонние идеалы колец – это в точности подалгебры. Пусть L(𝑅)
обозначает решетку конечно порожденных (правых) идеалов регулярного кольца 𝑅. Решетка
L(𝑅) является модулярной решеткой с относительными дополнениями. Если же кольцо 𝑅
артиново, то L(𝑅) является модулярной решеткой с дополнениями конечной высоты.

Для произвольного кольца 𝑅 и 𝑛 > 0 через 𝑅𝑛×𝑛 мы обозначаем кольцо матриц поряд-
ка 𝑛 × 𝑛 над 𝑅. Если кольцо 𝑅 коммутативно и содержит единицу, то кольцо 𝑅𝑛×𝑛 можно
рассматривать как 𝑅-алгебру. Хорошо известно, что если кольцо 𝑅 регулярно, то и кольцо
матриц 𝑅𝑛×𝑛 регулярно. Кроме того, кольцо эндоморфизмов End(𝑉D) векторного простран-
ства 𝑉D над телом D всегда регулярно и Sub(𝑉D) ∼= L(End(𝑉D)).

Пусть далее K = M либо K = RΛ для некоторого коммутативного кольца Λ с единицей.
Определим оператор S∃, полагая для K ′ ⊆ K

S∃(K ′) = S(K ′) ∩K .

Класс K ′ ⊆ K называется ∃-многообразием, если K ′ = X(K ′) для любого X ∈ {H,S∃,P}.

Teopeма 3.3 (Херрман, Семенова [30]). Для любого класса K ′ ⊆ K выполняются следу-
ющие утверждения:

(1) V∃(K ) = HS∃P(K ) есть наименьшее ∃-многообразие, содержащее K ;
(2) класс подпрямо неразложимых алгебр из V∃(K ) содержится в классе HS∃P𝑢(K );
(3) любое ∃-многообразие порождается своими конечно порожденными подпрямо неразло-

жимыми алгебрами.

Из теоремы 3.3 вытекает, что в ∃-многообразиях существуют свободные алгебры. Кроме
того, в силу замкнутости относительно гомоморфных образов ∃-многообрзия аксиоматизи-
руются позитивными предложениями. С другой стороны, они, очевидно, аксиоматизируются
хорновыми предложениями. Не известно решение следующей проблемы.

Проблема 8 (Херрман, Семенова [30]). Может ли каждое ∃-многообразие быть аксиома-
тизировано позитивными хорновыми предложениями (иными словами, тождествами)?

3.2. Регулярные кольца. Согласно теореме 3.3, (3) всякое ∃-многообразие Λ-алгебр по-
рождается своими конечно порожденными подпрямо неразложимыми алгебрами. Теорема 3.4
и следствие 3.5 конкретизируют это утверждение.

Teopeма 3.4 (Херрман, Семенова [30]). ∃-многообразие регулярных Λ-алгебр RΛ порож-
дается алгебрами вида F𝑛×𝑛 , где 𝑛 > 1 и F – факторполе кольца Λ.
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Cледствие 3.5. Любое ∃-многообразие регулярных Λ-алгебр порождается своими про-
стыми артиновыми алгебрами.

Cледствие 3.6. Свободные регулярные Λ-алгебры резидуально артиновы.

Отметим что утверждение следствия 3.6 было доказано для алгебр с единицей в работе
Гудерла, Менала и Монкаси [31]. Для произвольного простого числа 𝑝 пусть F𝑝 обозначает
поле из 𝑝 элементов. Теорема 3.4 в случае регулярных колец выглядит так.

Cледствие 3.7 (Херрман, Семенова [30]). Имеем:
(1) R = V∃(F𝑛×𝑛

𝑝 | 𝑚 < 𝑛 < 𝜔, 𝑝 простое) для произвольного натурального 𝑚;
(2) свободные регулярные кольца резидуально конечны;
(3) эквациональная теория класса R с операцией квазиобращения разрешима.

3.3. Модулярные решетки с дополнениями. Согласно теореме 3.3, (3) всякое ∃-мно-
гообразие модулярных решеток с относительными дополнениями порождается своими конеч-
но порожденными подпрямо неразложимыми решетками. Теорема 3.4 и следствие 3.5 позво-
ляют утверждать большее.

Teopeма 3.8 (Херрман, Семенова [30]). Любое ∃-многообразие модулярных решеток с от-
носительными дополнениями порождается своими простыми решетками конечной высо-
ты.

Cледствие 3.9 (Херрман, Семенова [30]). Имеем:
(1) для произвольного натурального 𝑚 многообразие арговых решеток с относительными

дополнениями порождается решетками L(F𝑛×𝑛
𝑝 ), где 𝑛 > 𝑚 и 𝑝 простое;

(2) свободные арговы решетки с относительными дополнениями резидуально конечны;
(3) эквациональная теория класса арговых (модулярных) решеток с операцией относи-

тельного дополнения разрешима.

Хорошо известно (см. [6], [7]), что решетка 𝐿 и ее решетка идеалов Id(𝐿) порождают одно
и то же многообразие, т.е. V(𝐿) = V(Id(𝐿)). Возвращаясь к открытой проблеме 7, отметим
такое следствие теоремы 3.3.

Cледствие 3.10 (Херрман, Семенова [30]). Если решетка 𝐿 вложима в некоторую моду-
лярную решетку с относительными дополнениями, то то же самое верно и для ее решетки
идеалов Id(𝐿).

4. Другие пространства замыкания

Напомним, что для произвольной алгебры 𝐴 решетка подалгебр Sub(𝐴) алгебры 𝐴 есть
решетка замыканий пространства замыкания (𝐴,Sub). Для произвольного класса алгебр K
пусть Sub(K ) обозначает класс решеток подалгебр алгебр из K .

4.1. Решетки под(полу)групп. Классический результат Уитмена 1946 г. утверждает,
что класс решеток подгрупп универсален для класса всех решеток.

Teopeма 4.1 (Уитмен [32]). Любая решетка вложима в решетку подгрупп некоторой
группы.

Что касается конечной версии теоремы 4.1, то вопрос о том, вложима ли любая конечная
решетка в решетку подгрупп некоторой конечной группы, долго оставался открытым. Он был
положительно решен в известной работе Пудлака и Тумы 1980 г. [33].

Teopeма 4.2 (Пудлак, Тума [33]). Любая конечная решетка вложима в решетку под-
групп некоторой конечной группы.

В работе [34] Тума получил следующее уточнение теоремы Уитмена.
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Teopeма 4.3 (Тума [34]). Решетка является алгебраической тогда и только тогда, когда
она изоморфна интервалу в решетке подгрупп некоторой группы.

Другое доказательство теоремы 4.3 можно найти в работе Репницкого [35]. Заметим, что
утверждение о том, что любая конечная решетка изоморфна интервалу в решетке подгрупп
некоторой конечной группы, согласно работе Палфи и Пудлака [36] эквивалентно тому, что
любая конечная решетка изоморфна решетке конгруэнций некоторой конечной алгебры ко-
нечной сигнатуры. Вопрос об истинности последнего утверждения является известной откры-
той проблемой. Отметим также, что недавно Репницкий и Тума доказали в [37], что любая
алгебраическая решетка с не более чем счетным числом компактных элементов вложима как
интервал в решетку подгрупп некоторой локально конечной группы.

Из теоремы 4.1, в частности, следует, что и класс решеток подполугрупп универсален, т.е.
любая решетка вложима также в решетку подполугрупп некоторой полугруппы. Репницкий
доказал более сильные утверждения. Пусть S L обозначает класс всех полурешеток (т.е.
класс всех коммутативных идемпотентных полугрупп), пусть S ′ обозначает класс всех ком-
мутативных полугрупп без идемпотентов с сокращением и однозначным извлечением корня,
пусть C N 2 обозначает класс всех коммутативных 2-нильполугрупп, т.е. полугрупп с нулем,
удовлетворяющих тождеству

∀𝑥 𝑥2 = 0.

Teopeма 4.4 (Репницкий [38]). Пусть S ∈ {S L ,S ′,C N 2}. Для любой решетки 𝐿 су-
ществует полугруппа 𝑆 ∈ S такая, что 𝐿 вложима в Sub(𝑆).

При доказательстве этой теоремы в [38] Репницкий существенным образом использовал
теорему Бредихина–Шайна об универсальности решеток подпорядков (теорема 2.12). Более
точно, он показал, что любая решетка подпорядков вложима в решетку подполугрупп для
подходящей полугруппы, принадлежащей соответствующему классу. В связи с этим Шев-
риным и Овсянниковым был поставлен вопрос (см. [39, вопрос VIII.7]) o существовании до-
казательства теоремы 4.4, которое не использовало бы решетки подпорядков. Такое дока-
зательство было найдено в работах автора [40]–[42]. Это доказательство использует технику
раскрашенных деревьев, развитую в работах Верунга и автора [10], [13]–[15], a также в работе
автора [21].

4.2. Свободные полугруппы. Универсальность класса конечных решеток подполу-
групп для класса конечных ограниченных снизу решеток вытекает из следующего результата
Репницкого, который дополняет теорему 2.13.

Teopeма 4.5 (Репницкий [43]). Для конечной решетки 𝐿 равносильны следующие усло-
вия:

(1) 𝐿 вложима в решетку подполугрупп (конечно порожденной) свободной (коммутатив-
ной) полугруппы;

(2) 𝐿 вложима в решетку подполугрупп (конечно порожденной) свободной (коммутатив-
ной) 2-нильполугруппы;

(3) 𝐿 вложима в решетку подполугрупп (конечно порожденной) свободной полурешетки;
(4) 𝐿 вложима в решетку подполугрупп конечной нильпотентной полугруппы;
(5) 𝐿 ограничена снизу.

Пусть S𝐹 обозначает класс всех свободных полугрупп; S𝐹𝐶 – класс всех свободных ком-
мутативных полугрупп; S𝐹𝑁2 – класс всех свободных 2-нильполугрупп; S𝐹𝐶𝑁2 – класс всех
свободных коммутативных 2-нильполугрупп; S𝐹𝑆𝐿 – класс всех свободных полурешеток. На
языке операторов теорема 4.5 выглядит следующим образом.
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Cледствие 4.6 (Репницкий [43]). Справедлива цепочка равенств

SSub(S𝐹 )fin = SSub(S𝐹𝐶)fin = SSub(S𝐹𝑁2)fin = SSub(S𝐹𝐶𝑁2)fin

= SSub(S𝐹𝑆𝐿)fin = 𝐿𝐵fin.

Из этого результата, в частности, вытекает аналог следствия 2.16 для различных классов
конечных полугрупп.

Cледствие 4.7. Эквациональная теория класса решеток подполугрупп конечно порож-
денных свободных коммутативных 2-нильполугрупп, конечно порожденных свободных полу-
решеток, а также конечных нильпотентных полугрупп совпадает с эквациональной тео-
рией класса всех решеток.

В связи с результатом, установленным в следствии 4.6, в монографии Шеврина и Овсян-
никова была поставлена проблема (см. [39, проблема 28.14.1]) o совпадении классов произ-
вольных решеток, вложимых в решетки подполугрупп свободных полугрупп, принадлежащих
одному из упомянутых выше классов. Положительное решение этой проблемы вытекает из
следующей теоремы, которая обобщает теорему 4.5.

Teopeма 4.8 (Семенова [44]). Для решетки 𝐿 и для бесконечного кардинала 𝜅 равносиль-
ны следующие условия:

(1) 𝐿 вложима в решетку подполугрупп свободной полугруппы ранга 𝜅;
(2) 𝐿 вложима в решетку подполугрупп свободной коммутативной полугруппы ранга 𝜅;
(3) 𝐿 вложима в решетку подполугрупп свободной 2-нильполугруппы ранга 𝜅;
(4) 𝐿 вложима в решетку подполугрупп свободной коммутативной 2-нильполугруппы ран-

га 𝜅;
(5) 𝐿 вложима в решетку подполугрупп свободной полурешетки ранга 𝜅;
(5) 𝐿 ∈ SP𝜅(𝐿𝐵fin).

На языке операторов теорема 4.8 выглядит следующим образом.

Cледствие 4.9 (Семенова [44]). Справедлива цепочка равенств

SSub(S𝐹 ) = SSub(S𝐹𝐶) = SSub(S𝐹𝑁2) = SSub(S𝐹𝐶𝑁2) = SSub(S𝐹𝑆𝐿) = SP(𝐿𝐵fin),

и этот класс не аксиоматизируем на языке первого порядка.

Теорема 4.8 описывает решетки, вложимые в решетки подполугрупп свободных полугрупп
бесконечного ранга. Что можно сказать о свободных полугруппах конечного ранга? Посколь-
ку любая конечно порожденная полурешетка и любая конечно порожденная коммутатив-
ная 2-нильполугруппа конечны, класс решеток, вложимых в них подполугрупп, совпадает
с классом всех конечных ограниченных снизу решеток в силу следствия 4.6. Для свободных
полугрупп справедлив такой результат.

Cледствие 4.10 (Семенова [44]). Для решетки 𝐿 и для натурального 𝑛 > 1 равносильны
следующие условия:

(1) 𝐿 вложима в решетку подполугрупп свободной полугруппы ранга 𝑛;
(2) 𝐿 вложима в решетку подполугрупп свободной полугруппы счетного ранга;
(3) 𝐿 ∈ SP𝜔(𝐿𝐵fin).

Однако ничего не известно для свободных коммутативных полугрупп и свободных 2-ниль-
полугрупп конечного ранга. Для натурального 𝑛 > 1 пусть 𝐹𝐶(𝑛) обозначает свободную
коммутативную полугруппу ранга 𝑛, а 𝐹𝑁(𝑛) – свободную 2-нильполугруппу ранга 𝑛.

Проблема 9 (Семенова [44]). Пусть 𝑚,𝑛 > 1 – различные натуральные числа.
(1) Описать классы решеток, вложимых в решетку Sub(𝐹𝐶(𝑛)) и в решетку Sub(𝐹𝑁(𝑛)).
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Совпадают ли эти классы? Являются ли они аксиоматизируемыми? Являются ли они (ква-
зи)многообразиями?

(2) Совпадают ли классы решеток, вложимых в решетки Sub(𝐹𝐶(𝑚)) и Sub(𝐹𝐶(𝑛))?
(3) Совпадают ли классы решеток, вложимых в решетки Sub(𝐹𝑁(𝑚)) и Sub(𝐹𝑁(𝑛))?

4.3. Нильпотентные полугруппы. Пусть 𝑚 > 0. Полугруппа с нулем называется
𝑚-нильпотентной, если она удовлетворяет тождеству

∀𝑥0, . . . , 𝑥𝑚−1 𝑥0 · · ·𝑥𝑚−1 = 0.

В проблеме 28.14.2 из монографии Шеврина и Овсянникова [39] ставился вопрос об описа-
нии класса решеток, вложимых в решетки подполугрупп (конечных) 𝑚-нильпотентных полу-
групп. Следующий результат дает синтаксическое описание этого класса решеток, одновре-
менно уточняя теорему 2.14.

Teopeма 4.11 (Семенова [42]). Для решетки 𝐿 и для натурального 𝑚 равносильны сле-
дующие условия:

(1) 𝐿 вложима в решетку подполугрупп некоторой (коммутативной) (𝑚 + 1)-нильпо-
тентной полугруппы;

(2) 𝐿 вложима в решетку подполугрупп некоторой (коммутативной) (𝑚 + 1)-нильпо-
тентной 2-нильполугруппы;

(3) 𝐿 вложима в решетку подпорядков некоторого частично упорядоченного множества
высоты, не превосходящей 𝑚.

В частности, справедливы такие утверждения.

Cледствие 4.12 (Семенова [42]). Для всякого положительного натурального 𝑚 класс
решеток, вложимых в решетки подполугрупп 𝑚-нильпотентных полугрупп, содержится
в классе ограниченных снизу решеток и образует конечно базируемое многообразие.

Cледствие 4.13 (Семенова [42]). Для конечной решетки 𝐿 и для натурального 𝑚 равно-
сильны следующие условия:

(1) 𝐿 вложима в решетку подполугрупп некоторой (коммутативной) (𝑚 + 1)-нильпо-
тентной полугруппы;

(2) 𝐿 вложима в решетку подполугрупп некоторой конечной (коммутативной) (𝑚 + 1)-
нильпотентной полугруппы;

(3) 𝐿 вложима в решетку подпорядков некоторого частично упорядоченного множества
высоты, не превосходящей 𝑚;

(4) 𝐿 вложима в решетку подпорядков некоторого конечного частично упорядоченного
множества высоты, не превосходящей 𝑚.

Таким образом, класс решеток, вложимых в решетки подполугрупп конечных 𝑚-нильпо-
тентных полугрупп, аксиоматизируется конечным числом тождеств в классе всех конечных
решеток и поэтому образует псевдомногообразие.

4.4. Полурешетки. В связи с тем, что класс решеток, вложимых в решетки подполуре-
шеток конечных полурешеток, совпадает с классом конечных ограниченных снизу решеток
согласно следствию 4.6, естественным является вопрос о том, нельзя ли сузить класс конеч-
ных полурешеток, налагая на полурешетки те или иные требования так, чтобы класс реше-
ток их подполурешуток оставался универсальным для класса конечных ограниченных снизу
решеток. Следующий результат показывает, что требование на полурешетку быть деревом,
является слишком сильным для этой цели.

Teopeма 4.14 (Семенова [45]). Для конечной решетки 𝐿 равносильны следующие условия:
(1) 𝐿 вложима в решетку подполурешеток некоторой полурешетки, чья диаграмма Хассе

является деревом;
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(2) 𝐿 вложима в решетку подполурешеток некоторой конечной полурешетки, чья диа-
грамма Хассе является деревом.

Более того, класс решеток, вложимых в решетки подполурешеток конечных деревьев,
аксиоматизируется тождествами в классе всех конечных решеток и поэтому образует
псевдомногообразие.

Автор благодарит программный комитет Международной конференции “Мальцевские чте-
ния 2009” за предоставленную возможность выступить с докладом на конференции.
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[10] Ф. Верунг, М.В. Семëнова, “Подрешетки решеток выпуклых подмножеств векторных про-
странств”, Алгебра и логика, 43:3 (2004), 261–290.

[11] R. N. McKenzie, “Equational bases and nonmodular lattice varieties”, Trans. Amer. Math. Soc., 174
(1972), 1–43.
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