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1. Введение

Исследование нелинейных экстремальных задач с ограничениями (задач на
условный экстремум) основано на принципе Лагранжа, предложенном Ж. Лаг-
ранжем в конце XVIII века. Строгое обоснование принципа Лагранжа для ши-
рокого класса задач потребовало серьезных усилий многих математиков и бы-
ло в основном закончено во второй половине XX века (см. [1] и библиографию
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там же), что в принципе ознаменовало окончание классического этапа развития
теории. Однако, как мы поясним ниже, необходимые условия первого порядка
в форме принципа Лагранжа содержательны лишь в предположении выполне-
ния условий невырожденности (нормальности) ограничений, а в анормальном
случае принцип Лагранжа не информативен.

Родственной тематикой являются теоремы об обратной или, более общо,
о неявной функции. Они дают важнейший инструмент исследования нели-
нейных отображений и имеют огромное значение для теории и приложений.
Первые теоремы об обратной функции появились во второй половине XIX ве-
ка, а к концу XX века их обобщили на максимально общую ситуацию, включая
негладкие отображения. Однако эти результаты были получены в предполо-
жении невырожденности (нормальности) рассматриваемого отображения, что
в гладком случае означает сюръективность линейного оператора, определяе-
мого его производной в рассматриваемой точке. Итак, к концу прошлого века
в основном был завершен классический этап развития этой теории (см., напри-
мер, [2]). На примере двух описанных задач поясним подробнее, что же такое
анормальность.

Теория экстремальных задач. Пусть X – векторное пространство. Рас-
смотрим задачу минимизации с ограничениями:

f0(x) → min, F (x) = 0. (1.1)

Здесь F : X → Y = Rk – заданное отображение, а минимум заданной функции
f0 : X → R ищется на допустимом множестве M = {x ∈ X : F (x) = 0}. Для
простоты вначале предположим, что X – банахово пространство (можно даже
считать, что X = Rn), а f0 и F дважды непрерывно дифференцируемы в неко-
торой окрестности точки x0,1 являющейся локальным минимумом задачи (1.1).
Тогда в точке x0 выполнен принцип Лагранжа. Для его формулировки введем
в рассмотрение функцию Лагранжа

L(x, λ) = λ0f0(x) +
〈
y∗, F (x)

〉
; λ = (λ0, y∗), λ0 ∈ R, y∗ ∈ Y ∗, (1.2)

где (k+ 1)-мерный вектор λ = (λ0, y∗) и его компоненты называются множите-
лями Лагранжа, а угловые скобки, как обычно, означают скалярное умноже-
ние2.

Теорема 1.1 (принцип Лагранжа). Пусть x0 является точкой локального
минимума задачи (1.1). Тогда существует такой множитель Лагранжа λ,
что

∂L

∂x
(x0, λ) = 0, λ0 > 0, λ ̸= 0. (1.3)

Принцип Лагранжа дает необходимые условия экстремума первого порядка
и хорошо известен (см. [1], [3] и т. д.).

1Во введении для простоты накладываются избыточные предположения гладкости
2Множитель Лагранжа y∗ берут из пространства Y ∗, топологически сопряженного к Y .

Однако там, где Y предполагается конечномерным арифметическим пространством, мы бу-
дем отождествлять Y с его сопряженным и считать множитель Лагранжа y∗ элементом
пространства Y .
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Рассмотрим два случая. Пусть вначале точка x0 является нормальной, т. е.
imF ′(x0) = Y . (В отечественной литературе в этом случае часто говорят, что
в точке x0 выполнено условие Люстерника. Кроме того, наряду с термином
“нормальная” точка, часто употребляют также термины “невырожденная” или
“регулярная” точка.) Итак, если точка минимума x0 нормальна, то в силу (1.3)
λ0 > 0 и, следовательно, учитывая положительную однородность соотноше-
ний (1.3) по переменной λ, можно считать, что λ0 = 1. При этом существует
единственный множитель Лагранжа, имеющий вид λ = (1, y∗), причем для него
выполняются классические необходимые условия второго порядка

∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x] > 0 ∀x ∈ X : F ′(x0)x = 0 (1.4)

(см. [3; § 3.4, с. 287]). Здесь квадратные скобки обозначают действие билиней-
ной формы.

Рассмотрим второй случай: точка x0 анормальна, т. е. imF ′(x0) ̸= Y . Тог-
да в ней принцип Лагранжа (1.3) выполняется при λ0 = 0 и произвольном
y∗ ̸= 0, принадлежащем ядру сопряженного оператора kerF ′(x0)∗, которое яв-
ляется ненулевым, поскольку imF ′(x0) ̸= Y . Таким образом, в любой анор-
мальной точке принцип Лагранжа автоматически выполняется независимо от
минимизируемого функционала f0 и является лишь прямым следствием опре-
деления анормальности. Поэтому принцип Лагранжа бесполезен при исследо-
вании анормальной точки на экстремум. Что же касается классических необ-
ходимых условий второго порядка (1.4), то в анормальной точке минимума они
могут нарушаться. Вот простой двумерный пример, подтверждающий это:

X = R2, f0(x) = −|x|2 → min,

F1(x) = x2
1 − x2

2 = 0, F2(x) = x1x2 = 0,
(1.5)

где x = (x1, x2) ∈ R2. В этой задаче ограничениям удовлетворяет единствен-
ная точка x0 = 0, естественно являющаяся точкой минимума. Однако в ней
условия (1.4) не выполняются ни при каком удовлетворяющем (1.3) множителе
Лагранжа λ. Итак, в анормальной точке принцип Лагранжа неинформативен,
а классические необходимые условия второго порядка могут нарушаться. Та-
ким образом, возникает проблема нахождения содержательных необходимых
условий минимума в задаче (1.1) без априорных предположений нормальности
исследуемой точки.

Теорема об обратной функции. Пусть отображение F : X → Y непре-
рывно дифференцируемо в окрестности точки x0 ∈ X и y0 = F (x0). Спра-
шивается, существует ли такая окрестность V точки y0, что для всех y ∈ V

уравнение
F (x) = y (1.6)

имеет такое решение x(y), что x(y0) = x0 и отображение x(·) непрерывно в точ-
ке y0, или даже более того, непрерывно на всей окрестности V . Если точка x0

нормальна, то классическая теорема об обратной функции дает на этот вопрос
положительный ответ, причем отображение x(·) можно выбрать непрерывно



6 А.В. АРУТЮНОВ

дифференцируемым. Если же точка x0 анормальна, то это уже не так. Напри-
мер, скалярное уравнение x2

1 + x2
2 = y, рассматриваемое в окрестности нуля,

для y < 0 не имеет решений, а уравнение x2
1 − x2

2 = y имеет бесконечно много
непрерывных решений, для которых x(0) = 0, но все они в нуле не диффе-
ренцируемы и даже, более того, не удовлетворяют условию Липшица. Итак,
возникает проблема нахождения условий, более слабых, чем нормальность, ко-
торые гарантируют существование решения x(·) уравнения (1.6) с нужными
свойствами.

Обсуждению этих двух, а также других, близких к ним, задач и посвящен
настоящий обзор. При этом основное внимание акцентируется на последних
достижениях, а история вопроса и ранние работы, усиленные впоследствие,
как правило, оставлены в стороне. Следующие разделы 2 и 3 содержат необхо-
димые условия экстремума первого и второго порядка для задач с различными
типами ограничений. Отличительной чертой этих результатов является то, что
они получены и содержательны без априорных предположений нормальности,
а в нормальном случае превращаются в классические условия. Эти два разде-
ла отличаются тем, что они содержат два различных подхода: в первом из них
результаты получены в терминах индексов вторых производных классической
функции Лагранжа L, а в разделе 3 исследования основаны на обобщенной
функции Лагранжа LA . Раздел 4 содержит достаточные условия второго по-
рядка. В нем наряду с классическими приведены достаточные условия для
задач с незамкнутым образом и достаточные условия в терминах функции LA

для тех классов анормальных задач, в которых классические достаточные усло-
вия автоматически вырождаются. В разделе 5 изучаются квадратичные зада-
чи, дающие типичный пример класса анормальных задач, а также получены
некоторые результаты по теории квадратичных отображений. Раздел 6 содер-
жит различные варианты теорем об обратной и неявной функции. Так же как
и указанные выше результаты, они получены и содержательны без априорных
предположений нормальности, а в нормальном случае превращаются в клас-
сические теоремы. В разделе 7 в качестве приложения абстрактной теории,
изложенной в разделах 2 и 3, получены необходимые условия оптимальности
второго порядка для различных задач оптимального управления. Раздел 8
посвящен приложению изложенных абстрактных результатов к теории бифур-
каций, теории чувствительности, управляемости управляемых динамических
систем и теории квадратичных отображений.

2. Необходимые условия экстремума
второго порядка. Индексный подход

Экстремальная задача с ограничениями типа равенств и нера-
венств. Пусть по-прежнему X – векторное пространство и Y = Rk. Зада-
ны функции fi : X → R, i = 0, l, и отображение f : X → Y . Рассмотрим
экстремальную задачу с ограничениями типа равенств и неравенств

f0(x) → min, fj(x) 6 0, j = 1, l, f(x) = 0. (2.1)
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Пусть точка x0 ∈ X удовлетворяет ограничениям задачи (2.1). В дальнейшем
для простоты будем считать, что все индексы, отвечающие ограничениям типа
неравенств, активны, т. е. fj(x0) = 0, j = 1, l. Это не нарушает общности,
так как при локальных рассмотрениях, которыми мы занимаемся, ограничения
fj : fj(x0) < 0 можно опустить.

Заданные функции fj и отображение f : X → Y будем предполагать гладки-
ми в следующем смысле. Обозначим через M множество всевозможных конеч-
номерных подпространств M ⊆ X, каждое из которых наделим единственной
отделимой векторной топологией. Через ∥ · ∥M будем обозначать какую-нибудь
из (эквивалентных) норм, порождающих в M эту топологию. В векторном про-
странстве X введем так называемую конечную топологию. В ней открытыми
считаются те и только те множества, пересечение которых с любым M ∈ M
открыто. Если пространство X бесконечномерно, то оно, будучи наделенным
конечной топологией, вообще говоря, не является векторным топологическим
пространством, так как в нем сложение, как правило, разрывно. С другой
стороны, конечная топология сильнее всех топологий, превращающих X в век-
торное топологическое пространство. При этом локальный относительно ко-
нечной топологии минимум является слабейшим среди всех рассматриваемых
типов минимума.

Относительно отображения f будем предполагать, что оно дважды непре-
рывно дифференцируемо в окрестности точки x0 относительно конечной топо-
логии τ . Последнее означает, что для произвольного конечномерного линейно-
го подпространства M сужение f на M дважды непрерывно дифференцируемо
в некоторой (зависящей от M) окрестности x0. Следовательно, существуют ли-
нейный оператор A : X → Y и билинейное отображение Q : X×X → Y , а также
отображение α : X →Y такие, что

f(x) = f(x0) +A(x− x0) +
1
2
Q[x− x0, x− x0] + α(x− x0) ∀x ∈ X

и для произвольного конечномерного подпространства M имеет место∥∥α(x− x0)
∥∥

∥x− x0∥2M
→ 0, x→ x0, x ∈M.

Отображения A и Q обозначаются через f ′(x0) (или
∂f

∂x
(x0)) и f ′′(x0) (или

∂2f

∂x2
(x0)) и называются первой и второй производными f . Аналогичные пред-

положения считаются выполненными относительно всех функций fj . Пред-
положение гладкости относительно конечной топологии является слабейшим
среди обычно рассматриваемых.

Важно отметить, что последующие результаты остаются содержательными
и в случае, когда X = Rn, а f , fj дважды непрерывно дифференцируемы в
обычном смысле. Поэтому если не интересоваться бесконечномерной специфи-
кой, то можно без ущерба для понимания общего замысла предполагать, что
X = Rn.
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Определим функцию Лагранжа для задачи (2.1):

L(x, λ) =
l∑

j=0

λjfj(x) +
〈
y∗, f(x)

〉
; λ = (λ0, . . . , λl, y∗), λj ∈ R, y∗ ∈ Y ∗.

Рассмотрим множество нормированных множителей Лагранжа задачи (2.1),
отвечающих точке x0 в силу принципа Лагранжа:

Λ(x0) =
{
λ :

∂L

∂x
(x0, λ) = 0, λj > 0 ∀j,

l∑
j=0

λj + |y∗| = 1
}
. (2.2)

(Отметим, что условия дополняющей нежесткости λjfj(x0) = 0, j = 1, l, здесь
опущены, так как в силу сделанного предположения fj(x0) = 0, j = 1, l.)

Для целых неотрицательных s введем в рассмотрение множества (возмож-
но, некоторые из них пусты) Λs(x0), состоящие из тех множителей Лагранжа
λ ∈ Λ(x0), для которых существует такое (зависящее от λ) линейное подпро-
странство Π ⊆ X, что

codimΠ 6 s; Π ⊆ kerF ′(x0);
∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x] > 0 ∀x ∈ Π. (2.3)

Здесь и ниже отображение F = (f1, . . . , fl, f) действует из X в Rm и

m = k + l.

Введем в рассмотрение конус

K (x0) =
{
h ∈ X :

〈
f ′j(x0), h

〉
6 0, j = 0, l; f ′(x0)h = 0

}
,

называемый критическим. Он, очевидно, выпуклый и непустой (0 ∈ K (x0)).

Теорема 2.1 (необходимые условия второго порядка). Пусть в задаче (2.1)
точка x0 является локальным минимумом относительно конечной тополо-
гии. Тогда множество Λm(x0) непусто и, более того,

max
λ∈Λ

∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x] > 0 ∀x ∈ K (x0), Λ = Λm(x0). (2.4)

Доказательство теоремы использует следующую конструкцию.

Оценка снизу верхнего топологического предела последовательно-
сти подпространств. Если {Πi} – последовательность подмножеств метри-
ческого пространства, то Ls{Πi} обозначает ее верхний топологический пре-
дел, который состоит из всевозможных предельных точек последовательностей
{xi} : xi ∈ Πi ∀i.

Пусть X – банахово пространство и {Ai}∞i=1 – последовательность линейных
непрерывных операторов, действующих из X в Y = Rk. Будем предпола-
гать, что последовательность {Ai} сходится по норме к линейному оператору
A : X → Y . Положим M = Ls{kerAi}. Очевидно, что M замкнуто, непусто
(0 ∈M) и M ⊆ kerA. Если оператор A сюръективен, то M = kerA. Если же A
сюръективным не является, то, вообще говоря, M ̸= kerA и множество M

может даже не быть выпуклым.
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Теорема 2.2. В X существует такое замкнутое подпространство Π, что

codimΠ 6 k; Π ⊆ Ls{kerAi}; Π ⊆ kerA.

Справедливость этой теоремы непосредственно вытекает из следующего ут-
верждения, имеющего и самостоятельное значение.

Теорема 2.3. Пусть {Πi} – последовательность замкнутых подпрост-
ранств из X и codim Πi 6 k ∀i. Тогда существует такое замкнутое под-
пространство Π ⊆ X , что

codimΠ 6 k; Π ⊆ Ls{Πi}. (2.5)

Из теоремы 2.3 вытекает замкнутость, а значит, и компактность множеств
Λs(x0) при любом s в случае, когда X – банахово пространство, а отображе-
ния fi, f гладкие. Это важное свойство используется ниже. Отложим доказа-
тельство теоремы 2.3 до конца раздела.

Доказательство теоремы 2.1. Следуя [4]–[6], доказательство теоремы 2.1
проведем в три этапа. Вначале (этап I) в предположении конечномерности X

докажем непустоту Λm(x0). На этапе II докажем теорему для конечномер-
ных X. Наконец, на этапе III докажем теорему в полной общности (т. е. изба-
вимся от предположения dimX <∞).

Этап I. Будем предполагать, что пространство X конечномерно. Тогда, не
теряя общности, можно считать, что X = Rn. Выберем δ > 0 так, чтобы
в задаче

f0(x) → min, fj(x) 6 0, j = 1, l, f(x) = 0, |x− x0| 6 δ

точка x0 являлась минимумом. Снимем в этой задаче ограничения (все, кроме
последнего) с помощью метода штрафов. Для каждого натурального i поло-
жим

ϕi(x) = f0(x) + i

( l∑
j=1

(
fj(x)+

)4 +
∣∣f(x)

∣∣4) + |x− x0|4,

где a+ = max(a, 0). Рассмотрим последовательность задач минимизации

ϕi(x) → min, |x− x0| 6 δ,

называемых i-задачами. Решение в i-задаче существует в силу непрерывности
ϕi и компактности замкнутого шара в конечномерном пространстве X. Пусть
xi – какое-нибудь из решений i-задачи.

Докажем, что xi → x0. Действительно, учитывая конечномерность X и
переходя к подпоследовательности, добьемся того, что xi → x̄. Покажем, что
x̄ = x0. Имеем

ϕi(xi) 6 ϕi(x0) = f0(x0) ∀i
⇒ lim

i→∞
fj(xi) 6 0, j = 1, l, f(xi) → 0

⇒ fj(x̄) 6 0, j = 1, l, f(x̄) = 0

⇒ f0(x̄) > f0(x0).
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Кроме того, из первого неравенства имеем

f0(xi) + |xi − x0|4 6 f0(x0) ∀i
⇒ f0(x̄) + |x̄− x0|4 6 f0(x0) 6 f0(x̄) ⇒ x̄ = x0.

Таким образом, доказано, что xi → x0. Поэтому при всех больших i, которые
мы только и будем рассматривать, имеет место неравенство |xi − x0| < δ и,
значит, i-задача локально эквивалентна задаче минимизации гладкой функции
без ограничений, и, значит, необходимые условия первого и второго порядка
для нее заключаются в том, что

ϕ′i(xi) = 0, ϕ′′i (xi)[x, x] > 0 ∀x.

Расшифровывая их, получаем

∂L

∂x
(xi, λi) + κi · 4(xi − x0)|xi − x0|2 = 0, (2.6)

∂2L

∂x2
(xi, λi)[x, x] + 12κi

(
i

m∑
j=1

(
fj(xi)+

)2∣∣〈f ′j(xi), x
〉∣∣2

+ i
∣∣f(xi)

∣∣2∣∣f ′(xi)x
∣∣2 + 1(i)|x|2

)
> 0 ∀x,

(2.7)

где 1(i) → 0, i→∞, а также λi = κi(1, λ̄1
i , . . . , λ̄

l
i, ȳ

∗
i ),

λ̄j
i = 4i(fj(xi)+)3, j = 1, l, ȳ∗i = 4i

∣∣f(xi)
∣∣2f(xi),

κi =
(

1 +
l∑

j=1

(λ̄j
i )

2 + |ȳ∗i |2
)−1/2

.

По построению |λi| = 1, λ̄j
i > 0 ∀i, ∀j 6 l. Поэтому после перехода к под-

последовательности и последующего предельного перехода в (2.6) имеем λi →
λ ∈ Λ(x0).

Докажем существование подпространства Π, удовлетворяющего (2.3) при
s = m. Для этого рассмотрим линейные операторы Ai = F ′(xi). По теореме 2.2
существует подпространство Π, для которого Π ⊆ kerF ′(x0), Π ⊆ Ls{kerAi},
codimΠ 6 m. Возьмем произвольный вектор h ∈ Π. В силу определения
верхнего топологического предела существуют hi ∈ kerF ′(xi) такие, что после
перехода к подпоследовательности hi → h. Подставляя в (2.7) x = hi и переходя

к пределу при i → ∞, получаем, что
∂2L

∂x2
(x0, λ)[h, h] > 0. Отсюда, в силу

произвольности h ∈ Π, имеем
∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x] > 0 ∀x ∈ Π. Таким образом,

доказано, что λ ∈ Λm(x0).
Этап II. Пусть по-прежнему X = Rn. Докажем (2.4). Для удобства будем

считать, что x0 = 0, f0(x0) = 0. Введем в рассмотрение функцию γ:

γ(χ) = 0 ∀χ 6 1, γ(χ) = (χ− 1)4 ∀χ > 1.
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Зафиксируем произвольный единичный вектор h ∈ K (x0), для которого |h| = 1
(если, конечно, K (x0) ̸= {0}). Для ε = i−1, i = 1, 2, . . . , рассмотрим задачу
минимизации по переменной (x, χ) ∈ X × R:

fε(x, χ) → min, fj(x)− χfj(εh) 6 0, j = 1, l,

f(x)− χf(εh) = 0, χ > 0, |x| 6 δ,

называемую ε-задачей. Здесь δ определено выше и

fε(x, χ) = f̃0(x)− χf̃0(εh) + γ(χ), f̃0(x) = f0(x) + |x|4.

При ε < δ, которые только и будем рассматривать, решение ε-задачи суще-
ствует, поскольку точка x = εh, χ = 1 удовлетворяет всем ее ограничениям,
шар {x : |x| 6 δ} компактен и γ(χ)/χ→∞ при χ→∞.

Покажем, что среди решений (xε, χε) ε-задачи существует такое, что χε > 0.
Действительно, пусть (xε, 0) является ее решением. Покажем, что тогда xε = 0.
Действительно, xε удовлетворяет всем ограничениям задачи (2.1) и если xε ̸= 0,
то

fε(xε, 0) = f0(xε) + |xε|4 > f0(0) + |xε|4 > 0 и fε(εh, 1) = 0 ⇒ fε(xε, 0) 6 0.

Полученное противоречие показывает, что xε = 0 и, значит, минимум в ε-задаче
равен нулю. Поэтому точка (εh, 1) также является ее решением, что доказывает
требуемое.

Рассмотрим семейство решений {xε, χε} ε-задач. Из γ(χ)/χ→∞ при χ→∞
вытекает ограниченность последовательности {χε}. Используя это и нера-
венство fε(xε, χε) 6 0, имеем f̃0(xε) 6 const

∣∣f̃0(εh)∣∣ → 0, ε → 0. Поэтому
f0(x̃) + |x̃|4 6 0 для любой предельной точки x̃ последовательности {xε}. В то
же время f0(x̃) > 0, так как x̃ удовлетворяет всем ограничениям задачи (2.1).
Значит, x̃ = 0 и, следовательно, доказано, что xε → 0 при ε→ 0. Поэтому при
всех малых ε > 0, которые только и будут рассматриваться, |xε| < δ.

Применим к решению {xε, χε} ε-задачи, для которого χε > 0, необходимые
условия, полученные на этапе I. Найдутся такие множитель Лагранжа λε =
(λ0

ε, . . . , λ
l
ε, y

∗
ε ) и линейное подпространство Πε, что |λε| = 1, λj

ε > 0 ∀j,

L(εh, λε) + λ0
εε

4 = λ0
εγ
′(χε) > 0,

∂L

∂x
(xε, λε) + 4λ0

εxε|xε|2 = 0,

Πε ⊆ kerF ′(xε), codimΠε 6 m,

∂2L

∂x2
(xε, λε)[x, x] + 12λ0

ε|xε|2|x|2 > 0 ∀x ∈ Πε.

(2.8)

При этом мы воспользовались тем, что ограничение χ > 0 в функции Лагранжа
для ε-задачи можно опустить, так как для рассматриваемого ее решения χε > 0
и, значит, множитель Лагранжа, отвечающий этому ограничению, равен нулю
(в силу условий дополняющей нежесткости).

Переходя к подпоследовательности, добьемся того, что {λε} сходится к неко-
торому единичному вектору λ. Переходя к пределу в полученных соотношени-
ях, имеем λ ∈ Λ(x0). По теореме 2.3 существует такое подпространство Π, что
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codimΠ 6 m, Π ⊆ Ls{Πε}. Переходя к пределу при ε → 0, как и на этапе I,
получаем

Π ⊆ kerF ′(x0),
∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x] > 0 ∀x ∈ Π.

Значит, λ ∈ Λm(x0). Наконец, раскладывая функцию L(·, λε) до членов второ-
го порядка и учитывая, что h ∈ K (x0), из неравенства в (2.8) получаем, что
∂2L

∂x2
(x0, λ)[h, h] > 0. Последнее в силу произвольности h завершает рассмотре-

ния этапа II.
Этап III. Докажем теорему в полной общности. Возьмем произвольное h ∈

K (x0). Обозначим через M̃ множество таких подпространств M ∈ M , что
h ∈ M , F ′(x0)(M) = imF ′(x0). Возьмем произвольное M ∈ M̃ и рассмотрим
задачу, полученную из (2.1) заменой X на M . Как доказано на этапе II, для
этой конечномерной задачи существуют такие множители Лагранжа λM , что

|λM | = 1, λj
M > 0 ∀j, ∂L

∂x
(x0, λM ) ∈M⊥,

∂2L

∂x2
(x0, λM )[h, h] > 0,

и существует подпространство ΠM ⊆ kerF ′(x0), коразмерность которого отно-

сительно M не превышает m и для которого
∂2L

∂x2
(x0, λM )[x, x] > 0 ∀x ∈ ΠM .3

Множество таких λM обозначим через Λm(M). В силу теоремы 2.3 оно, оче-
видно, замкнуто.

Для произвольных M1, . . . ,Ms ∈ M̃ , очевидно,
s⋂

i=1

Λm(Mi) ⊇ Λm(M1 + · · ·+

Ms) ̸= ∅. Следовательно, система непустых замкнутых множеств Λm(M),
M ∈ M̃ , является центрированной. Поэтому в силу компактности единичной
сферы в Rm+1 пересечение

⋂
M∈M̃

Λm(M) непусто. Очевидно, для произвольного

вектора λ из этого пересечения имеет место λ ∈ Λm(x0) и
∂2L

∂x2
(x0, λ)[h, h] > 0.

Теорема доказана.

Обсуждение теоремы 2.1. Если в задаче (2.1) ограничения типа нера-
венств отсутствуют (т. е. l = 0), то в формулировке теоремы можно критиче-
ский конус K (x0) заменить подпространством ker f ′(x0) (так как в этом случае,
если h ∈ ker f ′(x0), то либо h ∈ K (x0), либо (−h) ∈ K (x0)). Если при этом
точка x0 нормальна, то теорема 2.1 превращается в классические необходимые
условия второго порядка (1.4), так как в нормальной точке множество Λ(x0) со-
стоит из единственной точки и, значит, Λ(x0) = Λk(x0) (при этом (2.4) является
следствием последнего равенства, так как в нормальной точке Π = ker f ′(x0)).

Наиболее сильными из известных ранее необходимых условий второго по-
рядка для задачи (2.1) являются условия, полученные А.А. Милютиным
(см. [7], [8]). Сформулируем их. Для этого обозначим через Λ+(x0) множество

тех λ ∈ Λ(x0), для которых индекс квадратичной формы
∂2L

∂x2
(x0, λ) конечен.

Напомним, что индекс квадратичной формы q, обозначаемый через ind q, – это
3M⊥ означает аннулятор подпространства M .
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максимум из размерностей всех тех подпространств, на которых она отрица-
тельно определена или, что то же самое, – это минимальная из коразмерностей
подпространств, на которых q неотрицательно определена. Теорема Милютина
заключается в том, что если x0 – точка локального минимума, то выполняется
условие, полученное из (2.4) заменой множества Λm(x0) на Λ+(x0). Однако
если пространство X конечномерно, то, очевидно, Λ+(x0) = Λ(x0) и, значит,
если точка x0 анормальна для отображения f , т. е. im f ′(x0) ̸= Y , то условия
Милютина выполняются автоматически (так как в этом случае Λ(x0) содер-
жит две точки: λ1 = (0, . . . , 0, y∗) и λ2 = −λ1) и содержательной информации
не несут. Но в любом случае необходимые условия Милютина [7], [8] слабее
содержащихся в теореме 2.1, так как всегда Λm(x0) ⊆ Λ+(x0).

Впервые необходимые условия второго порядка, заключающиеся в том, что
Λm(x0) ̸= ∅, без априорного предположения нормальности были получены для
задачи оптимального быстродействия в [9], а для общей задачи оптимального
управления и для задачи математического программирования в [10]. Усло-
вия (2.4) получены в [4].

Отметим важную особенность, которую вносят ограничения типа неравенств.
Пусть в точке x0 выполнено условие регулярности Мангасариана–Фромовица:

im f ′(x0) = Y, ∃d ∈ ker f ′(x0) :
〈
f ′j(x0), d

〉
< 0, j = 1, l,

являющееся естественным обобщением условия Люстерника на задачи с нера-
венствами. Тогда λ0 > 0 ∀λ ∈ Λ(x0), однако может не существовать “уни-

версального” множителя Лагранжа λ, для которого
∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x] > 0 ∀x ∈

K (x0). Соответствующий пример при X = R3, l = 4 приведен в [11; § 2, п. 2.4,
с. 159].

Условие (2.4) теоремы можно представить в следующем эквивалентном виде.
Для каждого y ∈ Rl × Rk положим

ω(y) = inf
{
f ′′0 (x0)[x, x], x ∈ Ω(y)

}
∀y : Ω(y) =

{
x ∈ K (x0) : y = F ′′(x0)[x, x]

}
̸= ∅,

причем этот инфимум может принимать и значение −∞. Как легко видеть,
(2.4) равносильно тому, что

∀y : Ω(y) ̸= ∅ ∃λ = (λ0, λ1, . . . , λl, y∗) ∈ Λm(x0) : λ0ω(y) + ⟨λ̄, y⟩ > 0, (2.9)

где λ̄ = (λ1, . . . , λl, y∗). При этом, если ω(y) = −∞, то последнее неравенство
в (2.9) означает, что λ0 = 0 и ⟨λ̄, y⟩ > 0.

Некоторые обобщения. При исследовании задач оптимального управле-
ния с геометрическими ограничениями (см. раздел 7 ниже) удобно использо-
вать следующий вариант теоремы 2.1. Пусть X – нормированное пространство,
а C ⊆ X – выпуклый замкнутый конус. Рассмотрим задачу

f0(x) → min, fj(x) 6 0, j = 1, l, f(x) = 0, x ∈ C, (2.10)

которая отличается от (2.1) дополнительным ограничением x ∈ C.
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Приведем необходимые условия минимума для задачи (2.10) в точке x0. Обо-
значим через Λ̃(x0) множество нормированных множителей Лагранжа λ, отве-
чающих точке x0 в силу принципа Лагранжа в задаче (2.10):

〈
∂L

∂x
(x0, λ), x0

〉
= 0,

∂L

∂x
(x0, λ) ∈ C∗, λj > 0 ∀j,

l∑
j=0

λj + |y∗| = 1.

Здесь C∗ =
{
ξ ∈ X∗ : ⟨ξ, x⟩ > 0 ∀x ∈ C

}
– конус, сопряженный к конусу C.

Положим

K̃ (x0) =
{
x ∈ C + span{x0} :

〈
f ′j(x0), x

〉
6 0 ∀j, f ′(x0)x = 0

}
.

Положим N = C ∩ (−C) (и, значит, N – максимальное линейное подпро-
странство, лежащее в C). Обозначим через Λ̃m(x0) множество тех множи-
телей Лагранжа λ ∈ Λ̃(x0), для которых существует линейное подпространство
Π ⊆ N , удовлетворяющее (2.3), где s = m = k + l и codim означает коразмер-
ность относительно подпространства N .

Теорема 2.4. Пусть в задаче (2.10) точка x0 является локальным мини-
мумом. Тогда

Λ = Λ̃m(x0) ̸= ∅, max
λ∈Λ

∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x] > 0 ∀x ∈ K̃ (x0). (2.11)

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 2.1 и при-
ведено в [6]. В условии (2.11) важную роль играет структура конуса K̃ (x0).
Дело в том, что он может оказаться незамкнутым. Это является следстви-
ем того, что если конус C не является конечногранным (т. е. не представим
в виде пересечения конечного числа полупространств), а точка x0 принадле-
жит границе C и x0 ̸= 0, то конус C + span{x0}, участвующий в определении
K̃ (x0), не обязан быть замкнутым. В то же время, в силу компактности множе-
ства Λ̃m(x0) и непрерывности функции максимума по компактному множеству,
неравенство (2.11) справедливо для всех x ∈ cl K̃ (x0). Здесь и ниже cl означает
замыкание множества.

В связи с этим возникает естественный вопрос: останется ли справедливым
условие (2.11), если в нем конус K̃ (x0) заменить на конус{

x ∈ cl
(
C + span{x0}

)
:
〈
f ′j(x0), x

〉
6 0 ∀j, f ′(x0)x = 0

}
? (2.12)

(Заметим, что cl(C + span{x0}) совпадает с касательным конусом TC(x0) к вы-
пуклому конусу C в точке x0.) Пример задачи

f0(x) = x2 − x2
1 → min, x ∈ C, x3 − 1 = 0, x = (x1, x2, x3) ∈ R3,

где C – замкнутая коническая оболочка множества {x : x2 > x2
1, x3 = 1} и

x0 = (0, 0, 1), дает на этот вопрос отрицательный ответ (подробнее см. [12]).
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В то же время в условиях второго порядка (2.11) можно вместо конуса K̃ (x0)
рассматривать конус (2.12), но для этого нужно в (2.11) к квадратичной форме
∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x] добавить некоторое слагаемое. Поясним сказанное на примере

следующей более общей задачи (см. [13]):

f0(x) → min, F (x) ∈ C, (2.13)

где F : X → Y = Rk. Здесь C – произвольное замкнутое подмножество Y (мно-
жество C не обязательно выпуклое). Отметим, что в [13] рассмотрена даже
более общая, чем (2.13), задача, а именно задача с дополнительным ограниче-
нием x ∈ C̃, где C̃ – замкнутое в конечной топологии (не обязательно выпуклое)
подмножество X.

Для формулировки теоремы введем нужные понятия. Пусть y0 = F (x0) ∈ C.
Напомним, что вектор d называется касательным к множеству C в точке y0,
если существует такая последовательность {εn} ↓ 0, что

dist(y0 + εnd,C) = o(εn).

Здесь dist(y, C) = inf
ξ∈C

{
∥ξ− y∥

}
– расстояние от точки y до множества C. Мно-

жество касательных векторов к множеству C в точке y0 образует конус (конус
Булигана), который обозначается через TC(y0).

Через N(C; y0) обозначим нормальный конус Мордуховича к множеству C

в точке y0 (см. [13]). Определим внешнее тангенциальное множество второго
порядка к множеству C в точке y0 ∈ C по направлению d ∈ TC(y0) по формуле

O2
C(y0, d) =

{
w ∈ Y : ∃{εn} ↓ 0, dist

(
y0 + εnd+

1
2
ε2nw,C

)
= o(ε2n)

}
.

Линейное подпространство P ⊆ Y будем называть локально инвариантным
подпространством относительно C в точке y0 ∈ C (ИП), если ∃δ > 0: (C ∩
B(y0, δ)) + (P ∩ B(0, δ)) ⊆ C, где B(y, δ) – шар радиуса δ с центром в точке y.
Очевидно, нулевое подпространство является ИП. В силу конечномерности Y

существует максимальное по включению ИП, которое обозначим через IC . По-
ложим

K C(x0) =
{
x : F ′(x0)x ∈ TC(y0),

〈
f ′0(x0), x

〉
6 0

}
,

λ = (λ0, y∗), λ0 ∈ R, y∗ ∈ Y ∗,

Λ(C;x0) =
{
λ : λ0 > 0, y∗ ∈ N(C; y0),

∂L

∂x
(x0, λ) = 0, |λ| = 1

}
.

(Здесь функция Лагранжа L, естественно, определяется по формуле (1.2)).
Рассмотрим множество тех множителей Лагранжа λ ∈ Λ(C;x0), для которых

существует такое (зависящее от λ) подпространство Π ⊆ X, что

codimΠ 6 k, F ′(x0)(Π) ⊆ IC ,
∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x] > 0 ∀x ∈ Π. (2.14)

Множество таких множителей Лагранжа обозначим через Λk(C;x0).
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Теорема 2.5. Пусть в задаче (2.13) точка x0 является локальным мини-
мумом относительно конечной топологии. Тогда множество Λk(C;x0) непу-
сто и, более того, для любых x ∈ K C(x0) и w ∈ O2

C

(
F (x0), F ′(x0)x

)
имеет

место неравенство

max
λ∈Λ

(
∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x]− ⟨y∗, w⟩

)
> 0, где λ = (λ0, y∗), Λ = Λk(C;x0).

(2.15)

Доказательство этой теоремы приведено в [13]. В силу теоремы о мини-
максе (см. [13; приложение A]) из (2.15) вытекает справедливость следующего
утверждения.

В предположениях теоремы 2.5 для любого выпуклого подмножества T (x) ⊆
O2

C

(
F (x0), F ′(x0)x

)
имеет место неравенство

max
λ∈Λ

(
∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x]− σ(y∗,T (x))

)
> 0, где Λ = conv Λk(C;x0). (2.16)

Здесь σ(·, T ) – опорная функция множества T ⊆ X, т. е. σ(y∗, T ) = sup
y∈T

⟨y∗, y⟩

для y∗ ∈ Y , а conv – выпуклая оболочка множества.
Обсудим теорему 2.5. Она естественным образом обобщает результаты [14],

[15], где дополнительно предполагалось, что либо выполнено условие регуляр-
ности Робинсона 0 ∈ int

(
F (x0) + imF ′(x0) − C

)
, либо intC ̸= ∅ (подробнее

см. [13], [16]).
Пусть F ′(x0)x ∈ IC . Тогда 0 ∈ O2

C

(
F (x0), F ′(x0)x

)
и при w = 0 из (2.15)

имеем

max
λ∈Λ

∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x] > 0.

Если множество C выпукло, то σ
(
y∗,T (x)

)
6 0 для всех y∗ таких, что (λ0, y∗) ∈

Λ(C;x0) для некоторого λ0 > 0 (см. [14; с. 178] или [13; с. 4]). Если же C –
выпуклый конечногранный конус (например, при C = Rl

−×Rk, где Rl
− – непо-

ложительный ортант, мы приходим к задаче (2.1)), то σ(y∗,T (x)) = 0 для всех
указанных y∗.

В то же время, если множество C выпуклым не является, то член σ(y∗,T (h))
может оказаться строго положительным. Действительно, пусть C =

{
y =

(y1, y2) ∈ R2 : yl
1 > ym

2

}
, где l, m – натуральные числа, причем m < l 6 2m.

Возьмем h = (1, 0) ∈ TC(0). Тогда множество O2
C(0, h) содержит некоторый

шар B с центром в нуле и, значит, σ(ζ,B) > 0 ∀ζ ̸= 0. Пусть l = 2, m = 1,
f0(x) = x2

1 − x2, Y = R2, F (x) ≡ x. Тогда x0 = 0 является решением зада-
чи (2.13), h ∈ K C(0), y∗ = −f ′0(0), но σ(−f ′0(0), B) > 0.

Анормальные задачи. Вернемся к задаче (2.1). Если для отображения F
точка x0 нормальна, то множество Λ(x0) состоит из единственной точки и, зна-
чит, теорема 2.1 дает классические необходимые условия второго порядка (при
l = 0 превращающиеся в (1.4)). Поэтому в нормальном случае их усилить нель-
зя. Если же для отображения F точка x0 анормальна, т. е. оператор F ′(x0) не
является сюръективным, то теорему 2.1 усилить можно, заменив в ней множе-
ство Λm(x0) на меньшее. Сформулируем соответствующее утверждение.
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Пусть множество C ⊆ Y выпукло и замкнуто. Определим внутреннее тан-
генциальное множество второго порядка к множеству C в точке y ∈ C по на-
правлению d ∈ TC(y):

T 2
C(y, d) =

{
w ∈ Y : dist

(
y + εd+

1
2
ε2w,C

)
= o(ε2), ε > 0

}
.

Оно выпукло, замкнуто и T 2
C(y, d) ⊆ O2

C(y, d), хотя в последнем включении
равенства может и не быть (см. [14]).

Теорема 2.6. Пусть в задаче (2.13) точка x0 является локальным ми-
нимумом относительно конечной топологии и imF ′(x0) + IC ̸= Y (в этом
случае будем называть точку x0 анормальной). Тогда множество Λk−1(C;x0)
непусто и для любого x ∈ K C(x0) имеет место неравенство

max
λ∈Λ

(
∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x]− σ

(
y∗, T 2

C

(
F (x0), F ′(x0)x

)))
> 0,

где Λ = conv Λk−1(C;x0).
(2.17)

Отметим, что в теореме 2.6 (так же как и в теореме 2.5) вместо максималь-
ного по включению ИП IC можно брать любое ИП, например, нулевое под-
пространство.

Доказательство теоремы 2.6, использующее результаты вещественной алгеб-
раической геометрии, приведено в [17], а при C = {0} – в [18]. При C =
Rl
− × {0} ⊂ Rl × Rk получаем задачу (2.1) и, значит, из теоремы 2.6 вытекает

следующая теорема.

Теорема 2.7. Пусть в задаче (2.1) точка x0 является локальным мини-
мумом относительно конечной топологии и точка x0 анормальна для отоб-
ражения F (т.е. imF ′(x0) ̸= Y ). Тогда множество Λm−1(x0) непусто и

max
λ∈Λ

∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x] > 0 ∀x ∈ K (x0), где Λ = Λm−1(x0). (2.18)

Заметим, что пример задачи (1.5) показывает, что в теореме 2.6 даже при
k > 2 заменить (k − 1) на (k − 2), вообще говоря, нельзя.

“Зазор” между необходимыми и достаточными условиями второго
порядка. Важнейшей характеристикой любых необходимых условий второго
порядка является величина “зазора” между ними и достаточными условиями
второго порядка. Представляется естественным считать этот “зазор” мини-
мально возможным (по отношению к необходимым условиям второго порядка),
если необходимые условия превращаются в достаточные после сколь угодно
малых в метрике C2 возмущений минимизируемой функции и отображения,
задающего ограничения, но не изменяющих их значений и значений их первых
производных в исследуемой точке. Выясним, когда для задачи (2.1) указанный
“зазор” является минимально возможным применительно к полученным выше
необходимым условиям второго порядка.
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Пусть X – гильбертово пространство. Предположим вначале, что для отоб-
ражения F точка x0 нормальна и в ней выполнены необходимые условия второ-
го порядка (2.4). Тогда в силу достаточных условий второго порядка (см. [7], [5]
или теорему 4.1 из раздела 4 ниже) для произвольного ε > 0 для функции
f0,ε(x) = f0(x) + ε|x − x0|2 при ограничениях задачи (2.1) точка x0 является
строгим локальным минимумом (правда, размер окрестности, определяющей
локальный минимум, может стремиться к нулю при ε→ 0).

Предположим теперь, что для отображения F точка x0 анормальна. Ока-
зывается, что тогда все зависит от того, содержит ли выпуклая оболочка
conv Λm−1(x0) нуль или нет. Дело в том, что в (2.18) максимум по множеству
Λ = Λm−1(x0) совпадает с максимумом по его выпуклой оболочке. Поэтому,
если 0 ∈ conv Λ, то (2.18) выполняется автоматически. В этом случае усло-
вие (2.18) выполняется при любой минимизируемой функции f0 и, значит, для
задачи минимизации (2.1) содержательной информации не несет. Здесь повто-
ряется та же ситуация, что и c правилом множителей Лагранжа в анормальной
точке. Поэтому, если 0 ∈ conv Λ, то, вообще говоря, не следует ожидать, что
при малых в C2 возмущениях f , fj , не изменяющих их значений и значений
их первых производных в точке x0, она станет локальным минимумом в воз-
мущенной задаче. Сказанное подтверждает пример задачи

f0(x) = x1 → min;

x1x2 = 0, x1x3 = 0, l = 0, m = k = 2, x = (x1, x2, x3) ∈ R3.

В ней 0 ∈ conv Λ1(0), и ни при каких указанных выше возмущениях точка
x0 = 0 локальным минимумом не станет (это вытекает из доказываемой ниже
теоремы 3.1). Совершенно по-иному обстоит дело, когда 0 ̸∈ conv Λ.

Для целых s > 0 через F 2
s (x) обозначим множество таких y∗ ∈ Y ∗, |y∗| = 1,

что f ′(x)∗y∗ = 0 и в X существует подпространство Π, для которого

Π ⊆ ker f ′(x), codimΠ 6 s;〈
∂2f

∂x2
(x)[ξ, ξ], y∗

〉
> 0 ∀ξ ∈ Π.

(2.19)

Очевидно, если точка x нормальна для отображения f , то F 2
s (x) = ∅ ∀s.

Определение. Отображение f называется 2-нормальным в точке x, если
0 ̸∈ conv F 2

k−1(x) (в частности, если F 2
k−1(x) = ∅). Отображение f называется

2-нормальным, если оно 2-нормально в каждой точке.

Очевидно, y∗ ∈ F 2
k−1(x) ⇔ (0, y∗) ∈ Λk−1(x) (здесь l = 0, m = k). Дан-

ное определение является геометрическим и малопригодно для проверки 2-нор-
мальности. В [5; гл. 1, § 1.9], приведены достаточные условия 2-нормальности,
сформулированные в терминах отображения f . Там же доказано, что если
X = Rn и n ≫ k (например, n > 2(k − 2), (n − k − 1)(n − k) > 2(k − 1)),
то условие 2-нормальности является условием общего положения, а именно, в
пространстве C3

s (Rn,Rk), наделенном топологией Уитни (см. [19; гл. 2, § 1]),
множество 2-нормальных отображений массивно (т. е. содержит пересечение
счетного числа всюду плотных открытых множеств) и, следовательно, само
всюду плотно.
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Теорема 2.8. Пусть X – гильбертово пространство. Предположим, что
отображение f является 2-нормальным в точке x0 и в ней выполняются
необходимые условия второго порядка (2.18). Тогда существует такой вектор
ȳ ∈ Y , что для любого ε > 0 в возмущенной задаче

f0,ε(x) = f0(x) + ε|x− x0|2 → min,

fj,ε(x) = fj(x) + ε|x− x0|2 6 0, j = 1, l, fε(x) = f(x) + ε|x− x0|2ȳ = 0

точка x0 доставляет строгий локальный минимум.

Доказательство этой теоремы основано на достаточных условиях второго
порядка и приведено в [5; гл. 1, § 1.8].

Доказательство теоремы 2.3. Для произвольного банахова пространства
оно приведено в [5], а здесь мы ограничимся доказательством для частного
случая, предполагая, что X – гильбертово пространство, что существенно об-
легчает рассмотрения. Впервые теорема 2.3 была приведена в [9] именно для
гильбертова случая.

Не теряя общности, будем считать, что codimΠi = k ∀i. В каждом ортого-
нальном дополнении Π⊥i выберем свой ортонормированный базис ei,1, . . . , ei,k.
Переходя к подпоследовательностям, будем считать, что для каждого нату-
рального j ∈ {1, . . . , k} последовательность {ei,j} при i → ∞ слабо сходится
к вектору ej . Покажем, что подпространство Π =

{
x ∈ X : ⟨ej , x⟩ = 0∀j ∈

{1, . . . , k}
}

является искомым. Для этого достаточно, взяв произвольную точ-
ку x0 ∈ Π, построить сходящуюся к ней последовательность {xi} : xi ∈ Πi ∀i.
Сделаем это. Для этого при каждом i рассмотрим задачу минимизации

|x− x0|2 → min, ⟨ei,j , x⟩ = 0, j = 1, . . . , k.

Как несложно видеть, каждая из этих задач имеет решение, которое обозначим
через xi. В силу принципа Лагранжа

∃λi,j : xi − x0 =
k∑

j=1

λi,jei,j ⇒ |xi − x0|2 =
k∑

j=1

λ2
i,j ⇒ |λi,j | 6 |xi − x0| ∀i, j.

Поэтому, умножая первое равенство скалярно на xi − x0, имеем

|xi − x0|2 = −
k∑

j=1

λi,j⟨ei,j , x0⟩ 6
k∑

j=1

|λi,j |
∣∣⟨ei,j , x0⟩

∣∣ 6 |xi − x0|
k∑

j=1

∣∣⟨ei,j , x0⟩
∣∣

⇒ |xi − x0| 6
k∑

j=1

∣∣⟨ei,j , x0⟩
∣∣ → k∑

j=1

∣∣⟨ej , x0⟩
∣∣ = 0.

Теорема доказана.
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3. Необходимые условия экстремума
первого и второго порядка. 2-регулярность

Обобщенная функция Лагранжа LA . В этом разделе рассмотрим дру-
гой подход к исследованию необходимых условий в экстремальных задачах,
основанный на обобщенной функции Лагранжа LA и понятии 2-регулярности.
Чтобы прояснить суть дела, ограничимся рассмотрением задачи лишь с огра-
ничениями типа равенств

f0(x) → min, F (x) = 0. (3.1)

Здесь f0 – заданная минимизируемая функция, F : X → Y – заданное отобра-
жение, а пространства X и Y те же, что и в предыдущем разделе. Пусть x0 –
точка локального (относительно конечной топологии) минимума в рассматри-
ваемой задаче. В дальнейшем будем предполагать, что в окрестности точки x0

функция f0 непрерывно дифференцируема, а отображение F трижды непре-
рывно дифференцируемо относительно конечной топологии (см. раздел 2), при-
чем его третья производная удовлетворяет условию Липшица.

Введем необходимые понятия. Обозначим через π оператор ортогонального
проектирования Y на

(
imF ′(x0)

)⊥. Рассмотрим непустой (0 ∈ H) конус

H = H(x0) =
{
h ∈ X : F ′(x0)h = 0, F ′′(x0)[h, h] ∈ imF ′(x0)

}
. (3.2)

Этот конус чрезвычайно важен для исследования допустимого множества M ={
x ∈ X : F (x) = 0

}
. Действительно, как несложно видеть, если вектор h яв-

ляется касательным к множеству M в точке x0, то h ∈ H(x0). Однако суще-
ственно важнее, что при дополнительных, но естественных предположениях
справедливо обратное. Чтобы пояснить сказанное, введем важное понятие.

Для произвольного фиксированного h ∈ H(x0) определим линейный опера-
тор G(x0, h) : X × kerF ′(x0) → Y формулой

G(x0, h)(x1, x2) = F ′(x0)x1 + F ′′(x0)[h, x2], x1 ∈ X, x2 ∈ kerF ′(x0).

Определение. Отображение F называется 2-регулярным в точке x0 по на-
правлению h ∈ H(x0), если оператор G(x0, h) сюръективен.4 Отображение F
называется 2-регулярным в точке x0, если оно 2-регулярно в ней по любому
ненулевому направлению h ∈ H(x0).

Понятие 2-регулярного направления было введено в другой (но эквивалент-
ной) форме в [20]. Отметим, что если отображение нормально в некоторой
точке, то оно в ней, очевидно, 2-регулярно, но, вообще говоря, не наоборот.

Итак, как было доказано в [20], если отображение F является 2-регулярным
в точке x0 по направлению h ∈ H(x0), то вектор h является касательным к
множеству M в точке x0. (Это утверждение вытекает также из доказываемой
ниже теоремы 3.3.) Таким образом, в частности, если отображение F является
2-регулярным в точке x0, то конус H(x0) совпадает с касательным конусом

4Термин “направление” введен для образности, и мы считаем его синонимом понятия
“вектор”.
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к множеству M в точке x0. А описание касательного конуса к допустимому
множеству в точке минимума дает возможность вывода необходимых условий
минимума в экстремальной задаче.

Рассмотрим введенную в [20] функцию LA : X ×R× Y ∗ × Y ∗ ×H(x0) → R:

LA (x, λA, h) = λ0f0(x) +
〈
y∗1 , F (x)

〉
+

〈
y∗2 , F

′(x)h
〉
,

λA = (λ0, y∗1 , y
∗
2), λ0 ∈ R, y∗1 , y

∗
2 ∈ Y ∗, h ∈ H(x0).

Вектор λA и его компоненты также называются множителями Лагранжа. От-
метим, что набор множителей Лагранжа λA по сравнению с рассматривав-
шимся ранее классическим набором множителей Лагранжа λ имеет дополни-
тельную компоненту y∗2 , а функция LA отличается от функции Лагранжа L
наличием последнего слагаемого, содержащего y∗2 . Вектор h в функции LA

играет роль параметра.

Теорема 3.1. Пусть x0 – точка локального относительно конечной то-
пологии минимума в задаче (3.1). Тогда для любого h ∈ H(x0) существует λA

такое, что

∂LA

∂x
(x0, λA, h) = 0, (3.3)

y∗1 ∈ imF ′(x0); y∗2 ∈
(
imF ′(x0)

)⊥
, λ0 > 0, λ0 + |y∗2 | ≠ 0. (3.4)

Теорема 3.2. Пусть x0 – точка локального относительно конечной топо-
логии минимума в задаче (3.1) и в окрестности точки x0 функция f0 дважды
непрерывно дифференцируема относительно конечной топологии.

Тогда для любого вектора h ∈ H(x0) существует множитель Лагранжа λA ,
для которого выполняются соотношения (3.3), (3.4) и

∂2LA

∂x2

(
x0, λ

0, y∗1 ,
1
3
y∗2 , h

)
[h, h] > 0. (3.5)

Теоремы 3.1 и 3.2 дают необходимые условия первого и второго порядков.
Они были получены в [20] для случая, когда X и Y – банаховы пространства,
отображения f0, F достаточное число раз дифференцируемы и подпростран-
ство imF ′(x0) замкнуто.

2-регулярность. Перед тем как доказывать эти теоремы, обсудим их. Ес-
ли точка x0 нормальна, то в силу (3.4) y∗2 = 0, и функция LA превращается
в обычную функцию Лагранжа L, множитель Лагранжа λA = (λ0, y∗1 , 0), после
отбрасывания последней нулевой компоненты, превращается в обычный мно-
житель Лагранжа λ = (λ0, y∗), а сама теорема 3.1 – в принцип Лагранжа (1.3).
(Чтобы увидеть последнее, надо в теореме 3.1 взять h = 0.) Теорема 3.2 при
этом превращается в (1.4). Таким образом, в предположении нормальности
приведенные теоремы эквивалентны классическим необходимым условиям вто-
рого порядка.

Если точка x0 анормальна и, более того, отображение F не является 2-ре-
гулярным по направлению h ∈ H(x0), то теореме 3.1 удовлетворяет множи-
тель Лагранжа λA = (0, y∗1 , y

∗
2), где y∗1 – произвольный ненулевой вектор из
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(
imG(x0, h)

)⊥ и y∗2 = πy∗1 . Значит, в этом случае теорема 3.1 содержательной
информации не несет (ведь λ0 = 0 и минимизируемый функционал никак не
участвует в условиях (3.3), (3.4)) и она является лишь расшифровкой нару-
шения условия 2-регулярности по направлению h. Теорема 3.2 в этом случае
также содержательной информации не несет, так как наряду с множителем
Лагранжа λA условиям (3.3), (3.4) удовлетворяет также и (−λA) и, значит,
условие (3.5) выполняется автоматически.

Наиболее интересен третий случай, когда точка x0 анормальна, но F яв-
ляется 2-регулярным по направлению h. Тогда, как легко видеть, λ0 > 0 и
теорема 3.1 дает содержательную информацию относительно градиента мини-
мизируемой функции, а теорема 3.2 – относительно ее второй производной.
При этом из сюръективности линейного оператора G(x0, h) вытекает, что мно-
жители Лагранжа λA определяются из условий (3.3), (3.4) с точностью до нор-
мировки единственным образом.

Доказательство теорем 3.1, 3.2. Оно основано на следующем утверж-
дении.

Теорема 3.3. Пусть h ∈ H(x0) и F является 2-регулярным в точке x0 по
направлению h. Тогда существуют h2 ∈ X и конечномерное подпространство
X̃ ⊆ X такие, что

F ′(x0)h2 +
1
2
F ′′(x0)[h, h] = 0, F ′′(x0)[h, h2] +

1
6
F ′′′(x0)[h, h, h] ∈ imF ′(x0),

(3.6)

F
(
h(ε)

)
= 0 ∀ε, h(ε) ∈ X̃ ∀ε, где h(ε) = x0 + εh+ ε2h2 +O(ε3).

(3.7)

Доказательство. Для удобства здесь и ниже будем считать, что x0 = 0,
а в обозначении производных в точке x0 зависимость от нее будем опускать (т. е.
f ′0 = f ′0(x0), F ′′ = F ′′(x0) и т. д.). В силу конечномерности Y , в X существует
такое конечномерное подпространство X̃, что сужение линейного оператора
G(x0, h) на X̃ × (kerF ′ ∩ X̃) по-прежнему сюръективно. Поэтому, заменяя X

на X̃, будем считать само X конечномерным.
В силу условия 2-регулярности по направлению h существуют h2, h3 ∈ X

такие, что

F ′h2 +
1
2
F ′′[h, h] = 0, F ′h3 + F ′′[h, h2] +

1
6
F ′′′[h, h, h] = 0 (3.8)

(подробнее см. [5; § 5, с. 72, 73]). Будем искать h(ε) при фиксированных ε

в виде
h(ε) = εh+ ε2h2 + ε3h3 + ε2r2 + ε3r1,

где неизвестные r1 = r1(ε) ∈ X и r2 = r2(ε) ∈ kerF ′ подлежат нахождению.
В окрестности нуля отображение F представимо в виде

F (x) = F ′x+
1
2
F ′′[x, x] +

1
6
F ′′′[x, x, x] +R(x)[x, x, x],
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где R(x) при каждом x – полилинейное отображение, R(0) = 0 и R(·) локаль-
но липшицево. При фиксированных ε ̸= 0 рассмотрим уравнение F

(
h(ε)

)
= 0

относительно неизвестных r1 ∈ X, r2 ∈ kerF ′. В силу выписанного представ-
ления и (3.8), после деления на ε3 это уравнение принимает вид

G(x0, h)(r1, r2) = ∆(ε, r1, r2), (3.9)

где ∆ – непрерывное отображение, для которого ∆(0, r1, r2) ≡ 0 и отображе-
ние ∆(ε, ·, ·) на единичном шаре удовлетворяет условию Липшица с констан-
той Липшица k(ε) такой, что k(ε) → 0 при ε → 0. В силу сюръективности
(накрываемости) оператора G(x0, h) к уравнению (3.9) применима теорема о
существовании точек совпадения (теорема 1 из [21]). Из нее получаем, что для
любого достаточно малого по модулю ε существует такое решение r1(ε), r2(ε)
уравнения (3.9), что

∣∣r1(ε)∣∣ +
∣∣r2(ε)∣∣ 6 const |ε|. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 3.1. В силу сказанного выше нам достаточ-
но рассмотреть случай, когда F является 2-регулярным в точке x0 = 0 по
направлению h. Сделаем это. По теореме 3.3 векторы h и (−h) являются ка-
сательными к множеству M =

{
x : F (x) = 0

}
в точке x0 = 0. Следовательно,

⟨f ′0, h⟩ = 0.
Обозначим через TH(h) касательный конус к множеству H = H(x0) в точ-

ке h. Определим линейный оператор G̃(h) : X → Y формулой G̃(h)x = F ′x +
πF ′′[h, x]. Из сюръективности оператора G(x0, h) вытекает сюръективность
оператора G̃(h). Определим отображение g : X → Y по формуле g(x) = G̃(x)x.
Очевидно, что H =

{
x : g(x) = 0

}
и для отображения g точка h является

нормальной. Поэтому по теореме Люстерника (о касательном конусе, см. [1])
ker G̃(h) ⊆ TH(h). Следовательно, для произвольного x ∈ ker G̃(h) существу-
ют такие сходящаяся к нулю последовательность положительных чисел {αi}
и сходящаяся к нулю последовательность векторов {ai} из X, что hi = h +
αix + αiai ∈ H при всех больших i. Но в силу теоремы 3.3 все векторы, кото-
рые принадлежат H и достаточно близки к h, также являются касательными
к множеству M . Сказанное относится к векторам hi при больших i, и, следо-
вательно, ⟨f ′0, hi⟩ 6 0 ⇒ ⟨f ′0, x⟩ 6 0 ∀x ∈ ker G̃(h). Следовательно, ⟨f ′0, x⟩ = 0
∀x ∈ ker G̃(h), так как если x принадлежит ker G̃(h), то и (−x) также принад-
лежит ker G̃(h).

Итак, доказано, что

⟨f ′0, x⟩ = 0 ∀x ∈ X : F ′x = 0, πF ′′[h, x] = 0.

Отсюда в силу леммы об аннуляторе (см. [1; с. 26]) вытекает существование
таких y∗1 , y

∗
2 , что для λA = (1, y∗1 , y

∗
2) выполняются условия (3.3) и (3.4). Теорема

доказана.

Замечание. Из доказательства теоремы 3.1, приведенного в [20], вытекает,
что если X – банахово пространство, то в теореме 3.1 достаточно предполагать
лишь, что отображение F дважды дифференцируемо по Фреше в точке x0.
Отметим, что в [5; § 1.13] получены необходимые условия экстремума высших
порядков.
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Доказательство теоремы 3.2. Возьмем h2, для которого имеют мес-
то (3.6) и (3.7). Тогда в силу (3.7)

⟨f ′0, h2⟩+
1
2
f ′′0 [h, h] > 0. (3.10)

Возьмем множитель Лагранжа λA = (1, y∗1 , y
∗
2), удовлетворяющий соотноше-

ниям (3.3) и (3.4). Из них в силу (3.6) имеем ⟨f ′0, h2⟩ =
(〈
y∗1 , F

′′[h, h]
〉

+〈
y∗2 , F

′′′[h, h, h]
〉
/3

)
/2. Подставляя это выражение в (3.10), получаем (3.5). Тео-

рема доказана.

Классический принцип Лагранжа в анормальных задачах. Следую-
щее утверждение дает усиление теоремы 3.1.

Теорема 3.4. Пусть x0 – точка локального относительно конечной то-
пологии минимума в задаче (3.1). Тогда, если отображение F является 2-ре-
гулярным по направлению h ∈ H(x0), то для него существует такой множи-
тель Лагранжа λA , что выполняются условия (3.3), (3.4), а также〈

y∗2 , F
′′(x0)[x, x]

〉
= 0 ∀x : F ′(x0)x = 0, F ′′(x0)[h, x] ∈ imF ′(x0). (3.11)

Доказательство. В силу теоремы 3.1 вектору h соответствует единствен-
ный множитель Лагранжа с единичной первой координатой λA = (1, y∗1 , y

∗
2).

Как было показано при доказательстве теоремы 3.1, для произвольного x ∈
ker G̃(h) существуют сходящаяся к нулю последовательность положительных
чисел {αi} и последовательность векторов {ai} ⊂ X, лежащая в некотором
конечномерном подпространстве и сходящаяся к нулю, для которых hi = h +
αix+αiai ∈ H(x0) ∀i и отображение F является 2-регулярным по направлени-
ям hi. Поэтому по теореме 3.1 для любых i существуют множители Лагранжа
λi

A = (1, y∗1,i, y
∗
2,i), для которых имеет место (3.4) и

∂LA

∂x
(x0, λ

i
A, hi) = 0. (3.12)

Из сюръективности оператора G̃(h) следует, что последовательности {y∗1,i}
и {y∗2,i} ограничены. Поэтому, переходя к подпоследовательности, будем счи-
тать, что {y∗s,i} → ỹ∗s , i → ∞, s = 1, 2. Очевидно, что λ̃A = (1, ỹ∗1 , ỹ

∗
2) соответ-

ствует вектору h в силу теоремы 3.1. Следовательно, λ̃A = λA ⇒ λi
A → λA.

Поэтому, применяя левую часть (3.12) к вектору x ∈ ker G̃(h), учитывая, что
f ′0 ∈

(
ker G̃(h)

)⊥, y∗2,i ∈
(
imF ′(x0)

)⊥, и осуществляя предельный переход при
i→∞, получаем (3.11). Теорема доказана.

Следующий простой пример показывает, что в теореме 3.4 предположение о
2-регулярности отображения F по направлению h существенно.

Пример 3.1. При натуральных 1 6 m < n и a ∈ Rn, a ̸= 0 рассмотрим
задачу

f0 = ⟨a, x⟩ → min, F (x) =
m∑

i=1

x2
i +

n∑
i=m+1

x4
i = 0.
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Точка x0 = 0 является ее решением, H(0) = {h : hi = 0, i = 1,m} ⇒
F ′′(0)h = 0 ∀h ∈ H(0). Возьмем произвольное h ∈ H(0), h ̸= 0. Для лю-
бых множителей Лагранжа λA, отвечающих выбранному h в силу (3.3), (3.4),
выполняется λ0 = 0 ⇒ y∗2 ̸= 0. В то же время F ′′(0) ̸= 0 и, значит, при y∗2 ̸= 0
условие (3.11) нарушается. Здесь все дело в том, что отображение F не явля-
ется 2-регулярным ни по одному направлению h ∈ H(0).

Пусть в задаче (3.1) минимум достигается в анормальной точке x0. Тогда
в силу принципа Лагранжа (1.3) ей отвечает множитель Лагранжа λ̄ = (0, ȳ∗).
В то же время теорема 3.4 дает достаточные условия существования в этой
задаче наряду с указанным множителем Лагранжа λ̄ и так называемого нор-
мального множителя Лагранжа λ = (1, y∗). Последнее означает, что справед-
лив классический принцип Лагранжа

∃y∗ : f ′0(x0) + F ′(x0)∗y∗ = 0, (3.13)

т. е. именно в том виде, в котором его сформулировал сам Лагранж.

Лемма 3.1. Пусть в задаче (3.1) x0 является точкой локального относи-
тельно конечной топологии минимума и множество направлений h ∈ H(x0),
по которым отображение F в точке x0 2-регулярно, непусто. Предположим,
что выполняется хотя бы одно из следующих предположений:

a) для любого ненулевого y∗2 ∈
(
imF ′(x0)

)⊥ конус нулей квадратичной
формы

〈
y∗2 , F

′′(x0)[x, x]
〉
, рассматриваемой на подпространстве kerF ′(x0), не

содержит никакого подпространства, коразмерность которого равна
codim

(
imF ′(x0)

)
;

b) отображение F является 2-нормальным в точке x0 .
Тогда в точке x0 выполняется классический принцип Лагранжа (3.13).

Доказательство. Пусть выполняется a). Возьмем вектор h ∈ H(x0), вдоль
которого отображение F является 2-регулярным, и пусть множитель Лагранжа
λA = (λ0, y∗1 , y

∗
2) отвечает ему в силу теоремы 3.4. Докажем, что y∗2 = 0.

Действительно, в силу (3.11) квадратичная форма
〈
y∗2 , F

′′(x0)[x, x]
〉

обраща-
ется в нуль на подпространстве ker G̃(h), коразмерность которого относительно
содержащего его подпространства kerF ′(x0) равна codim

(
imF ′(x0)

)
. Отсюда

в силу а) следует, что y∗2 = 0, откуда в силу (3.4) λ0 > 0. Поэтому из (3.3)
вытекает (3.13).

Пусть имеет место b). Предположим, что (3.13) не выполняется. Тогда
λ0 = 0 ∀λ ∈ Λk−1(x0). Поэтому в силу теоремы 2.7 ∀x ∈ kerF ′(x0) ∃y∗ ∈
F 2

k−1(x0):
〈
y∗, F ′′(x0)[x, x]

〉
> 0. В силу 2-нормальности отображения F и

теоремы отделимости для выпуклых множеств ∃ȳ ∈
(
imF ′(x0)

)⊥ : ⟨y∗, ȳ⟩ > 0
∀y∗ ∈ conv F 2

k−1(x0). В силу условия 2-регулярности отображения F по направ-
лению h существует такое конечномерное подпространство X̃, что G̃(h)X̃ = Y .
Для малых по модулю ε рассмотрим систему уравнений

F ′(x0)x = 0, πF ′′(x0)[x, x] + εȳ|x|2 = 0 (3.14)

относительно неизвестного x ∈ X̃. При ε = 0 точка x = h является ее реше-
нием. Применяя к этой системе уравнений в нормальной точке x = h клас-
сическую теорему о неявной функции, получаем, что при малых по модулю
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ε уравнение (3.14) имеет решение h(ε), для которого h(ε) → h, ε → 0. Для
каждого ε в силу сказанного выше существует y∗(ε) ∈ F 2

k−1(x0) такое, что〈
y∗(ε), F ′′(x0)

[
h(ε), h(ε)

]〉
> 0. Умножая второе уравнение в (3.14) при x = h(ε),

ε > 0, скалярно на y∗(ε) и учитывая, что
〈
y∗(ε), ȳ

〉
> 0, получаем противоречие

с предыдущим неравенством. Лемма доказана.

Лемма 3.2. Пусть точка x0 анормальна для отображения F и являет-
ся точкой локального относительно конечной топологии минимума в зада-
че (3.1). Предположим, что выполняется хотя бы одно из следующих пред-
положений:

c) для любого ненулевого y∗ ∈
(
imF ′(x0)

)⊥ индекс квадратичной формы〈
y∗, F ′′(x0)[x, x]

〉
, рассматриваемой на подпространстве kerF ′(x0), больше

чем codim
(
imF ′(x0)

)
− 1, или, что то же самое, множество F 2

k−1(x0)
пусто;

d) существует такой вектор x̄ ∈ kerF ′(x0), что
〈
y∗, F ′′(x0)[x̄, x̄]

〉
< 0 для

всех y∗ ∈ F 2
k−1(x0).

Тогда в точке x0 выполняется классический принцип Лагранжа (3.13).

Доказательство. Предположим, что (3.13) не выполняется. Тогда λ0 = 0
∀λ ∈ Λk−1(x0). Поскольку точка x0 анормальна, то в силу теоремы 2.7 мно-
жество Λk−1(x0) непусто. Следовательно, множество F 2

k−1(x0) также непусто
и, значит, предположение c) нарушается. Кроме того, в силу теоремы 2.7 су-
ществует y∗ ∈ F 2

k−1(x0) такое, что
〈
y∗, F ′′(x0)[x̄, x̄]

〉
> 0. Значит, предположе-

ние d) также нарушается. Полученное противоречие завершает рассуждения.
Лемма доказана.

Задачи с незамкнутым образом. Изначально теоремы 3.1 и 3.2 были
доказаны в [20], когда X и Y – банаховы пространства, в предположении, что
подпространство imF ′(x0) замкнуто. Позднее в [22] эти теоремы были обобще-
ны на случай, когда подпространство imF ′(x0) априори замкнутым не является
(при этом, естественно, банахово пространство Y бесконечномерно). Приведем
некоторые из этих результатов.

Будем предполагать, что отображения f0 и F дважды непрерывно диффе-
ренцируемы по Фреше в окрестности x0, причем вторая производная F удовле-
творяет условию Липшица. Как показывают простые примеры (см. [22; приме-
ры 3, 4]), если в точке локального минимума x0 задачи (3.1) подпространство
imF ′(x0) не замкнуто, то в ней принцип Лагранжа (1.3) может нарушаться
и, более того, может нарушаться даже необходимое условие первого порядка
f ′0(x0) ∈

(
kerF ′(x0)

)⊥. Тем не менее справедлива следующая теорема.

Теорема 3.5. Пусть x0 – локальный минимум задачи (3.1). Тогда для лю-
бого

h ∈ X : F ′(x0)h = 0, F ′′(x0)[h, h] ∈ cl
(
imF ′(x0)

)
, (3.15)

для которого подпространство imG(x0, h) замкнуто, существуют не равные
одновременно нулю (зависящие от h) λ0 > 0, y∗ ∈ Y ∗ , удовлетворяющие усло-
виям

∂Lh

∂x
(x0, λ

0, y∗) ∈
(
kerF ′(x0)

)⊥
, F ′(x0)∗y∗ = 0.
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Если же, кроме того, imG(x0, h) = Y (т.е. отображение F является 2-регу-
лярным в точке x0 по направлению h), то λ0 > 0.

Здесь Lh – семейство функций, зависящих от параметра h ∈ X и перемен-
ных (x, λ0, y∗) ∈ X × R× Y ∗ , определенных по формуле

Lh(x, λ0, y∗) = λ0f0(x) +
〈
y∗, F ′(x)h

〉
.

Теорема 3.6. Пусть x0 – локальный минимум задачи (3.1), образ imF ′(x0)
всюду плотен в Y и для некоторого h∈kerF ′(x0) имеет место imG(x0, h)=Y .

Тогда существует нормальный множитель Лагранжа λ = (1, y∗), y∗ ∈ Y ∗ ,
для которого выполняется классический принцип Лагранжа (3.13) и, кроме
того,

∂2L

∂x2
(x0, λ)[h, h] > 0.

Доказательства обеих теорем приведены в [22]. Эти результаты обобщены
в [23] на задачу (2.13), где C – произвольное выпуклое замкнутое подмножество
банахова пространства Y . При этом в необходимых условиях второго порядка
для задачи (2.13), так же как и в (2.16), появляется “сигма-член”.

В настоящее время взаимосвязь двух изложенных подходов к исследованию
необходимых условий экстремума для анормальных задач: индексного и осно-
ванного на обобщенной функции Лагранжа LA и понятии 2-регулярности –
изучена слабо. По существу, лишь в силу недавних результатов, полученных
в [24], если в точке x0 отображение F не имеет 2-регулярных направлений, то
для задачи (3.1) выполняются условия

max
λ∈Λ

∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x] > 0 ∀x ∈ kerF ′(x0),

где Λ =
{
λ ∈ Λk−1(x0) : λ0 = 0

}
,

даже более сильные, чем необходимые условия (2.4).

4. Достаточные условия экстремума второго порядка

Достаточные условия в терминах функции Лагранжа. Будем рас-
сматривать задачу (2.1). Два предыдущих раздела посвящены необходимым
условиям второго порядка. Займемся достаточными условиями второго по-
рядка, предполагая, что X, Y – нормированные пространства. Многое зави-
сит от того, являются пространства X и Y конечномерными или нет. Будем
предполагать, что все функции fj и отображение f дважды непрерывно диф-
ференцируемы по Фреше в окрестности точки x0. Если оба пространства X

и Y конечномерны, то для задачи (2.1) достаточные условия второго порядка
в точке x0 известны и заключаются в том, что

Λ = Λ(x0) ̸= ∅, max
λ∈Λ

∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x] > 0 ∀x ∈ K (x0) : x ̸= 0. (4.1)

Пусть пространство X бесконечномерно, а Y конечномерно. Тогда (4.1) дает
лишь достаточные условия локального минимума относительно конечной топо-
логии, однако не является достаточным условием локального минимума отно-
сительно истинной топологии пространства X, даже в отсутствие ограничений
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(пример: X = l2, f0(x) =
∞∑

i=1

(i−1x2
i − x4

i ), x0 = 0). Далее будем рассматривать

лишь локальный минимум относительно истинной топологии пространства X.

Теорема 4.1. Пусть пространство Y конечномерно, множество Λ = Λ(x0)
непусто и существует ε > 0 такое, что

sup
λ∈Λ

∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x] > ε∥x∥2 ∀x ∈ K (x0). (4.2)

Тогда точка x0 является строгим локальным минимумом в задаче (2.1).

Эта теорема доказана в [5] (см. § 1.7, теорема 7.1).
Условие (4.2) приводит к следующей проблеме, а именно, пусть простран-

ство X полно и, для простоты, ограничения типа неравенств отсутствуют,

а точка x0 нормальна. Тогда (4.2) принимает вид
∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x] > ε∥x∥2

∀x ∈ ker f ′(x0), откуда вытекает (см. [1; п. 7.2.2, с. 307, 308]), что подпростран-
ство ker f ′(x0) гомеоморфно гильбертову пространству. А это существенный
недостаток достаточного условия (4.2), которое по существу применимо лишь
в гильбертовых пространствах, тогда как в приложениях к бесконечномерным
задачам чаще всего ни X, ни ker f ′(x0) гильбертовым не является. Например,
в нелинейной задаче оптимального управления минимизация осуществляется
на банаховом пространстве измеримых существенно ограниченных функций
L∞[t1, t2].

Если пространство Y бесконечномерно, то, как доказано ниже, теорема 4.1
справедлива в предположении, что пространства X, Y полны, а подпростран-
ство im f ′(x0) замкнуто. Следующий пример показывает, что при этом пред-
положение замкнутости im f ′(x0) опустить нельзя.

Пример 4.1. Пусть X = Y = l2 – гильбертовы пространства. Определим
линейный компактный оператор A : l2 → l2 и квадратичное отображение Q :
l2 → l2 по формулам: Ax = (x1, x2/2, . . . , xj/j, . . . ) и Q(x) = (x2

1, x
2
2, . . . , x

2
j , . . . ).

Рассмотрим задачу

f0(x) = −|x|2 → min, f(x) = Ax−Q(x) = 0.

В этой задаче при x0 = 0 условие (4.2) выполнено, так как (1, 0) ∈ Λ(0), и по
построению ker f ′(x0) = kerA = {0}, однако x0 = 0 локальным минимумом не
является.

Действительно, обозначив через xi ∈ l2 последовательность, у которой на i-м
месте стоит i−1, а на остальных нули, имеем f(xi) = 0, f0(xi) < 0 ∀i, xi → 0,
i → ∞. Здесь дело в том, что в этом примере подпространство im f ′(x0) не
замкнуто.

Задачи с бесконечномерным образом. Для бесконечномерных Y пред-
положение замкнутости im f ′(x0) весьма обременительно. Наша первая цель –
привести достаточные условия второго порядка, свободные от этого предполо-
жения и от предположения о том, что подпространство ker f ′(x0) гомеоморфно
гильбертову пространству.
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Воспользуемся конструкцией, предложенной в [25]. Зафиксируем точку
x0 ∈ X. Пусть дана последовательность подмножеств {Di} из X такая, что
x0 ∈ Di ∀i и {Di} сходится к x0 в том смысле, что любая последовательность
точек {xi}, лежащих в Di, сходится к x0. В качестве Di можно, например,
взять шары

{
x : ∥x−x0∥1 6 ρi

}
, где ρi → 0+, а ∥ ·∥1 – какая-нибудь норма в X,

которой подчинена исходная норма.
Будем предполагать, что отображение f является тейлоровским второго по-

рядка в точке x0 относительно {Di}, т. е. существуют непрерывный линей-
ный оператор A : X → Y , непрерывное билинейное симметричное отображе-
ние B : X ×X → Y и числовая последовательность {αi} → 0+ такие, что для
каждого i справедливо представление

f(x) = f(x0) +A(x− x0) +
1
2
B[x− x0, x− x0] + ∆(x− x0),∥∥∆(x− x0)

∥∥ 6 αi∥x− x0∥2 ∀x ∈ Di.

При этом нормы в пространствах X и Y для удобства обозначаются одинако-
во: через ∥ · ∥. Линейный оператор A, называемый относительным первым

дифференциалом, будем обозначать через
∂f

∂x
(x0), а билинейную форму B,

называемую относительным вторым дифференциалом, – через
∂2f

∂x2
(x0). От-

метим, что так введенные относительные дифференциалы A, B, вообще гово-
ря, определены неоднозначно (все зависит от выбора последовательности мно-
жеств {Di}).

Функции fj также будем предполагать тейлоровскими второго порядка
в точке x0 относительно {Di} и их относительные дифференциалы будем обо-
значать аналогично. Эти же обозначения используются для частных производ-
ных функции Лагранжа по переменной x. Отметим, что даже в конечномерном
случае и при Di =

{
x : ∥x − x0∥ 6 i−1

}
функция, являющаяся тейлоровской

второго порядка в заданной точке, не обязана быть даже непрерывной в ее
окрестности.

Далее для удобства снова будем считать, что fj(x0) = 0 ∀j > 1. Положим

K1(x0) =
{
x ∈ X :

〈
∂fj

∂x
(x0), x

〉
6 0, j = 0, l

}
.

Теорема 4.2. Пусть множество Λ = Λ(x0) непусто и существуют γ ,
ε > 0 такие, что

sup
λ∈Λ

∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x] + γ

∥∥∥∥∂f∂x (x0)x
∥∥∥∥2

> ε∥x∥2 ∀x ∈ K1(x0). (4.3)

Тогда для некоторого i0 точка x0 является строгим минимумом в задаче (2.1)
на множестве Di0 , т.е.

f0(x) > f0(x0) ∀x ̸= x0 : x ∈ Di0 , fj(x) 6 0, j = 1, l, f(x) = 0.
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Доказательство. Пусть, для удобства, x0 = 0, f0(x0) = 0. По лемме
Хоффмана [3]5

∃c1 > 0: dist
(
x,K1(x0)

)
6 c1

l∑
j=0

max
(〈

∂fj

∂x
(x0), x

〉
, 0

)
∀x. (4.4)

Доказательство теоремы проведем от противного, т. е. предположим, что суще-
ствует последовательность {xi}, для которой

f(xi) = 0, fj(xi) 6 0, j = 0, l, xi ∈ Di, xi ̸= 0 ∀i. (4.5)

Поскольку {xi} сходится к нулю, то из представления для f и fj имеем:∥∥∥∥∂f∂x (x0)xi

∥∥∥∥ = o
(
∥xi∥

)
,

〈
∂fj

∂x
(x0), xi

〉
6 o

(
∥xi∥

)
, j = 0, l. (4.6)

Следовательно, в силу (4.4) существует такая последовательность {x̃i}, что
xi = x̃i + o

(
∥x̃i∥

)
, x̃i ̸= 0, x̃i ∈ K1(x0) ∀i, где o

(
∥x̃i∥

)
/∥x̃i∥ → 0, i → ∞. В си-

лу (4.3) ∀i ∃λi = (λ0
i , . . . , λ

l
i, y

∗
i ) ∈ Λ:

∂2L

∂x2
(x0, λi)[x̃i, x̃i] + γ

∥∥∥∥∂f∂x (x0)x̃i

∥∥∥∥2

>
ε

2
∥x̃i∥2. (4.7)

Имеем

0
(1)

> λ0
i f0(xi)

(2)

> L(xi, λi)
(3)
= L(x0, λi) +

∂L

∂x
(x0, λi)xi

+
1
2
∂2L

∂x2
(x0, λi)[xi, xi] + o

(
∥xi∥2

) (4)
=

1
2
∂2L

∂x2
(x0, λi)[x̃i, x̃i] + o

(
∥x̃i∥2

)
(5)
=

1
2

(
∂2L

∂x2
(x0, λi)[x̃i, x̃i] + γ

∥∥∥∥∂f∂x (x0)x̃i

∥∥∥∥2)
+ o

(
∥x̃i∥2

) (6)

>
ε

4
∥x̃i∥2 + o

(
∥x̃i∥2

)
.

Здесь неравенства
(1)

> и
(2)

> вытекают из предположения (4.5) и неотрицатель-

ности всех λj
i , равенство

(3)
= вытекает из представления для f , fj и ограничен-

ности множества Λ,
(4)
= следует из того, что λi ∈ Λ, и построения последова-

тельности {x̃i},
(5)
= вытекает из того, что в силу (4.6)

∥∥∥∥∂f∂x (x0)xi

∥∥∥∥2

= o
(
∥xi∥2

)
,

а неравенство
(6)

> – из (4.7). Таким образом, имеем 0 > ε∥xi∥2/4 + o
(
∥xi∥2

)
.

Полученное противоречие доказывает теорему.

Замечание. На самом деле, доказано большее. А именно, f0(x) > f0(x0) +
ε∥x − x0∥2/4 для всех x, лежащих в Di0 и удовлетворяющих ограничениям
задачи (2.1).

5Хотя лемма Хоффмана обычно формулируется в предположении, что X полно, тем не
менее из доказательства, приведенного в [3], непосредственно вытекает, что для рассматри-
ваемого конечногранного конуса K1(x0) она справедлива и в произвольном нормированном
пространстве X.
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Обсудим доказанную теорему. Случай Di =
{
x : ∥x − x0∥ 6 i−1

}
соответ-

ствует локальному минимуму задачи (2.1). Сравним достаточные условия (4.2)
и (4.3). Очевидно, из (4.3) всегда вытекает (4.2). Оказывается, что при допол-
нительном предположении, что пространства X, Y банаховы, а подпростран-
ство im f ′(x0) замкнуто, из (4.2) следует (4.3). Это вытекает из следующего
обобщения теоремы Финслера [26].

Пусть задан линейный непрерывный оператор A : X → Y и выполняется
хотя бы одно из двух предположений: либо Y конечномерно, либо простран-
ства X, Y полны и imA замкнут. Пусть дано семейство билинейных симмет-
ричных отображений Bσ(·, ·) : X × X → R, зависящее от параметра σ, прини-
мающего значения в заданном множестве Σ. Будем предполагать, что семей-
ство Bσ ограничено равномерно по σ, т. е. ∃c2 > 0:

∣∣Bσ(x1, x2)
∣∣ 6 c2∥x1∥ ∥x2∥

∀σ ∈ Σ. Положим Bσ(x) = Bσ(x, x). Рассмотрим также конечногранный конус
K =

{
x ∈ X : ⟨aj , x⟩ 6 0, j = 1, k

}
, где aj ∈ X∗ заданы.

Лемма 4.1. Предположим, что для некоторого ε > 0 имеет место

sup
σ∈Σ

Bσ(x) > ε∥x∥2 ∀x ∈ kerA ∩K.

Тогда
∃γ > 0: sup

σ∈Σ
Bσ(x) + γ∥Ax∥2 >

ε

4
∥x∥2 ∀x ∈ K.

Доказательство. Рассмотрим конус K̃ = {x ∈ K : Ax = 0}. Оценивая
расстояние от точки x ∈ K до конуса K̃, в силу леммы Хоффмана получаем
существование такого c3 > 0, что произвольный вектор x ∈ K можно предста-
вить в виде x = a+ b, где a ∈ K, Aa = 0, c3∥b∥ 6 ∥Ab∥.

Возьмем произвольный x ∈ K. Используя это представление, при γ > 0
имеем

sup
σ∈Σ

Bσ(x) + γ∥Ax∥2 = sup
σ∈Σ

Bσ(a+ b, a+ b) + γ∥Ab∥2

> sup
σ∈Σ

Bσ(a)− 2c2∥a∥ ∥b∥ − c2∥b∥2 + γc23∥b∥2

> ε∥a∥2 − 2c2∥a∥ ∥b∥+ (γc23 − c2)∥b∥2.

Выберем γ > 0 так, чтобы выражение, стоящее в правой части полученного
неравенства, оценивалось снизу величиной ε

(
∥a∥2 + ∥b∥2

)
/2. Учитывая, что

∥a∥2 + ∥b∥2 > ∥x∥2/2, завершаем доказательство леммы.

Из этой леммы вытекает, что если либо пространство Y конечномерно, либо
пространства X, Y банаховы и подпространство im f ′(x0) замкнуто, то доста-
точные условия (4.2) и (4.3) эквивалентны. В то же время, как показывает
приведенный выше пример, без предположения замкнутости im f ′(x0) соотно-
шение (4.2) достаточным условием локального минимума не является. Приве-
дем пример, в котором подпространство im f ′(x0) замкнутым не является, но
предположения теоремы 4.2 выполняются. Рассмотрим задачу

f0(x) = |x|2 − |αAx|2 + r(x) → min, f(x) = Ax−Q(x) +R(x) = 0.
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Здесь X = Y = l2, линейный оператор A и квадратичное отображение Q опре-
делены в примере 4.1, α – произвольная константа, а r, R – произвольные
гладкие отображения, у которых первые две производные в нуле равны ну-
лю. Очевидно, что в точке x0 = 0 выполнены все предположения теоремы 4.2
и, значит, x0 = 0 является локальным минимумом, хотя im f ′(x0) = imA не
замкнуто.

Нелинейные задачи оптимального управления естественно ставить как за-
дачи минимизации в пространстве X = L∞ = L∞[t1, t2]. А в нем (4.2) не
выполняется. Если же L∞ наделить нормой из L2, то оно перестанет быть
полным и теорему 4.1 снова применять нельзя. Теорема же 4.2 не предполага-
ет полноты X и поэтому применима.

Поясним сказанное, рассмотрев задачу Лагранжа

ẋ = f(x, u, t), t ∈ [t1, t2],
∫ t2

t1

f0(x, u, t) dt→ min (4.8)

с фиксированным левым концом x(t1) и ограничениями типа равенств и нера-
венств для правого конца x(t2). В качестве X возьмем евклидово пространство
измеримых ограниченных функций u(·), определенных на заданном отрезке
[t1, t2], наделив X скалярным произведением из L2[t1, t2], порождающим нор-
му ∥ · ∥, а в качестве Y – конечномерное пространство, размерность которого
определяется количеством концевых ограничений. В качестве Di возьмем ша-
ры Di =

{
u : ∥u− u∗∥L∞ 6 i−1

}
, где u∗ – исследуемое на минимум допустимое

управление. Непосредственно проверяется, что если вектор-функция f и функ-
ция f0 дважды непрерывно дифференцируемы по конечномерным переменным
(x, u), то теорема 4.2 применима и дает достаточные условия слабого локаль-
ного минимума в задаче (4.8).

Достаточные условия для анормальных задач. Достаточные усло-
вия из теорем 4.1, 4.2, сформулированные в терминах классической функции
Лагранжа L, справедливы без априорных предположений регулярности. Од-
нако, если точка x0 анормальна, то эти достаточные условия не могут выпол-
няться для целых классов задач. Поясним сказанное, при этом для просто-
ты ограничившись рассмотрением исследованной в предыдущем разделе зада-
чи (3.1) и предполагая, что пространство X является банаховым, пространство
Y – конечномерным, функция f0 дважды, а отображение F трижды непрерыв-
но дифференцируемы в окрестности точки x0, причем третья производная F

удовлетворяет в этой окрестности условию Липшица.
Предположим, что в анормальной точке x0, являющейся решением зада-

чи (3.1), классическое правило множителей Лагранжа (3.13) не выполняется,
т. е. @y∗ ∈ Y ∗ f ′0(x0) + F ′(x0)∗y∗ = 0, а также конус H(x0) является ненуле-
вым. (ЕслиX конечномерно и x0 не является изолированной точкой множества{
x : F (x) = 0

}
, то этот конус ненулевой.) Тогда предположения теорем 4.1, 4.2

выполняться не могут. Это вытекает из того, что в описанном случае

∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x] = 0 ∀λ ∈ Λ(x0), ∀x ∈ H(x0) ⊆ KerF ′(x0), H(x0) ̸= {0}.
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Приведем в терминах обобщенной функции Лагранжа LA достаточные ус-
ловия экстремума второго порядка, которые остаются содержательными и в
описанной выше ситуации, но выполняются лишь при следующих условиях
сильной 2-регулярности.

Определение. Отображение F называется сильно 2-регулярным в точке x0,
если существует такое ε > 0, что

G̃(h)(BX) ⊇ εBY ∀h ∈ X : ∥h∥ = 1,
∥∥G̃(h)h

∥∥ 6 ε.

Здесь BX и BY – единичные шары в пространствах X и Y соответственно,
G̃(h)x = F ′(x0)x + πF ′′(x0)[h, x], а π – оператор ортогонального проектирова-
ния Y на

(
imF ′(x0)

)⊥.

Отметим, что если X конечномерно, то сильная 2-регулярность эквивалент-
на 2-регулярности. В бесконечномерных пространствах это уже не так, а крите-
рии сильной 2-регулярности в гильбертовом пространстве приведены в [27], [28].

Теорема 4.3. Предположим, что отображение F является сильно 2-регу-
лярным в точке x0 . Пусть существует такое δ > 0, что для любого h ∈
H(x0) \ {0} найдутся множители Лагранжа λA = (λ0, y∗1 , y

∗
2): |λA| = 1, удо-

влетворяющие (3.3), (3.4), для которых

∂2LA

∂x2

(
x0, λ

0, y∗1 ,
1
3
y∗2 , h

)
[h, h] > δ∥h∥2. (4.9)

Тогда точка x0 является строгим локальным минимумом в задаче (3.1).

Эта теорема доказана в [5; гл. 1, § 1.14].
Из теоремы 4.3 вытекает, что если отображение F сильно 2-регулярно в точ-

ке x0 и H(x0) = {0}, то x0 является строгим локальным минимумом в зада-
че (3.1). Кроме того, если пространство X конечномерно, то в (4.9) достаточно
взять δ = 0. Приведем пример, в котором предположения теоремы 4.3 выпол-
няются, а предположения теорем 4.1 и 4.2 – нет.

Пример 4.2. Пусть k = 2, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn = X,

f0(x) = x1 +
n∑

i=2

x2
i → min;

F1(x) = x1(x1 − 2xn) = 0, F2(x) =
1
2
x2

1 +
n−1∑
i=2

x2
i − x2

n = 0.

Здесь x0 = 0 удовлетворяет правилу множителей Лагранжа, однако любой мно-

житель Лагранжа λ ∈ Λ(0) имеет вид λ = (0, y∗). Поэтому
∂2L

∂x2
(x0, λ)[h, h]= 0

∀h ∈ H(x0) =
{
x : F (x) = 0

}
, ∀λ ∈ Λ(0) и, значит, (4.2) нарушается.

С другой стороны, h1 = 0 для любого h ∈ H(0) и отображение F является
2-регулярным в нуле. Поэтому для любого λA, удовлетворяющего (3.3), (3.4),

2 УМН, т. 67, вып. 3
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имеем:

λ0 > 0, y∗1 = 0 ⇒ ∀h ∈ H(0) \ {0} ∃λA = (λ0, 0, y∗2) :

∂2LA

∂x2

(
0, λ0, 0,

1
3
y∗2 , h

)
[h, h] = λ0

n∑
i=2

h2
i > 0.

В отличие от теорем 4.1, 4.2, в теореме 4.3 предполагается сильная 2-ре-
гулярность отображения F . Следующий пример показывает существенность
этого предположения.

Пример 4.3. Пусть k = 1, x = (x1, x2) ∈ R2 = X. В задаче

f0(x) = −|x|2 → min, F (x) = x2
1 + x3

2 = 0

точка x0 = 0, очевидно, минимумом не является. В то же время H(x0) =
{
h =

(h1, h2) : h1 = 0
}

и, значит, (4.9) выполняется при λA = (0, 0, 1), δ = 1. Здесь
все дело в том, что отображение F не является 2-регулярным в нуле.

Достаточные условия высших порядков для задачи (2.1) получены в [5;
гл. 1, § 1.14], а достаточные условия второго порядка для задачи (2.13), где
C – выпуклое замкнутое множество, получены в [15].

5. Квадратичные отображения и квадратичные задачи

Знакоопределенность квадратичной формы на пересечении квад-
рик. Типичный пример экстремальной задачи, в которой экстремум всегда
достигается в анормальной точке, дает следующая классическая алгебраиче-
ская проблема. Даны (k + 1) квадратных симметричных (n × n)-матриц Qi,
i = 0, k, определяющих на X = Rn квадратичные формы qi : qi(x) = ⟨Qix, x⟩.
Требуется получить условия, при которых

q0(x) > 0 ∀x : q1(x) = q2(x) = · · · = qk(x) = 0. (5.1)

Здесь n, k – заданные натуральные числа. Эта задача представляет интерес
как сама по себе, так и в применении к прикладным проблемам (см. [29]–[31]
и т. д.) Очевидно, что (5.1) равносильно тому, что в задаче минимизации

q0(x) → min, qi(x) = 0, i = 1, k, (5.2)

точка x0 = 0 является минимумом. Однако эта точка автоматически анор-
мальна.

Применяя к задаче (5.2) необходимые условия второго порядка (2.18) из
теоремы 2.7, получаем, что если выполняется (5.1), то

Λk−1 ̸= {∅}, max
λ∈Λk−1

(
λ0q0(x) +

k∑
j=1

y∗j qj(x)
)

> 0 ∀x ∈ X. (5.3)

Здесь

Λs =
{
λ = (λ0, y∗) : λ0 > 0, ind

(
λ0q0 +

k∑
j=1

y∗j qj

)
6 s, |λ| = 1

}
.
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Однако среди векторов λ ∈ Λk−1 могут оказаться и те, для которых λ0 = 0.
А это приводит к тому, что условия (5.3) перестают зависеть от формы q0,
что может сделать их неинформативными. Так обязательно произойдет, если
0 ∈ conv Λk−1, так как в этом случае, очевидно, (5.3) выполняется автоматиче-
ски. Вот соответствующий пример: k = 2, q1(x) = x1x2, а формы q0 и q2 произ-
вольны. Очевидно, conv Λ1 содержит отрезок (0, λ1, 0), |λ1| 6 1 и, значит, (5.3)
выполняется для любых q0, q2 и, в частности, для тех, для которых (5.1) нару-
шается (например, для q0(x) = −|x|2, q2 = 0).

Наша ближайшая цель – найти условия, гарантирующие, что если выпол-
няется (5.1), то в (5.3) можно ограничиться лишь теми λ, для которых λ0 > 0.
Следующий очевидный пример показывает, что без дополнительных условий
это не так и, более того, может оказаться, что λ0 = 0 ∀λ ∈ Λk−1. Действи-
тельно, пусть k = 1, n = 2, q0(x) = x1x2, q1(x) = x2

1. Очевидно, q0(x) = 0
∀x : q1(x) = 0, однако λ0 = 0 ∀λ ∈ Λ0.

Введем нужные в дальнейшем обозначения. Определим билинейное отобра-
жение Q̃ : X × X → Y = Rk, которое произвольным x1, x2 ∈ X ставит в соот-
ветствие вектор y = Q̃[x1, x2], i-я координата которого равна yi = ⟨Qix1, x2⟩.
В силу симметричности матриц Qi так определенное билинейное отображе-
ние Q̃ также симметрично. Положим Q(x) = Q̃[x, x]. Отображение Q : X → Y

называется квадратичным. Для фиксированного h ∈ X обозначим через Qh
линейный оператор, действующий из X в Y по формуле Qh(x) = Q̃[h, x]. Для
y∗ ∈ Y ∗ положим

y∗Q =
k∑

i=1

y∗iQi, y∗Q(x) =
k∑

i=1

y∗i qi(x).

Пусть в Y задан выпуклый замкнутый конус C. Рассмотрим конус

K =
{
x ∈ X : Q(x) ∈ C, x ̸= 0

}
.

Определение. Квадратичное отображение Q называется регулярным от-
носительно конуса C в точке h ∈ K, если

imQh− C = Y.

Квадратичное отображение Q называется регулярным относительно кону-
са C, если оно регулярно в каждой точке h ∈ K. Для C = {0} точки конуса K
называются нетривиальными нулями квадратичного отображения Q. При этом
регулярность Q в точке h : Q(h) = 0 означает линейную независимость векто-
ров Q1h, . . . , Qkh, и эту точку h называют регулярным нулем, а регулярность Q
означает регулярность всех его нетривиальных нулей (если они существуют).

Квадратичное отображение Q называется сюръективным, если Q(X) = Y .
Если у Q существует регулярный нуль h, то Q сюръективно. Действительно,
Q(h) = 0 и векторы Q1h, . . . , Qkh линейно независимы. Поэтому из класси-
ческой теоремы об обратной функции, примененной к уравнению Q(x) = y в
точке x = h, вытекает, что при отображении Q образ единичной окрестности

2*
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точки h содержит некоторую окрестность нуля, откуда в силу положительной
однородности отображения Q следует его сюръективность.

Для y ∈ (Q(X)− C) через ω(y) обозначим инфимум в задаче

q0(x) → inf, Q(x)− y ∈ C, (5.4)

и положим ω(y) = +∞ ∀y ̸∈
(
Q(X) − C

)
. Так определенная функция ω поло-

жительно однородна и если

q0(x) > 0 ∀x : Q(x) ∈ C, (5.5)

то ω(0) = 0. Обозначим через S =
{
y ∈ Y : |y| = 1

}
единичную сферу.

Лемма 5.1. Пусть выполняется (5.5) и, кроме того, если h ∈ K , q0(h) = 0,
то Q регулярно относительно конуса C в точке h. Тогда функция ω ограни-
чена снизу на S , т.е. существует d > 0 такое, что ω(y) > −d ∀y ∈ S .

Доказательство. Предположим противное. Тогда существуют такие по-
следовательности {xi} ⊂ X, {η̃i} ⊂ C, что Q(xi) − η̃i = yi ∈ S ∀i, q0(xi) →
−∞ ⇒ |xi| → ∞. Положим hi = xi|xi|−1, ηi = η̃i|xi|−2. Поскольку |hi| = 1,
то, переходя к подпоследовательности, будем считать, что hi → h, откуда
ηi → η ∈ C так как

∣∣Q(hi) − ηi

∣∣ = |xi|−2 → 0. Очевидно, q0(h) 6 0, а так-
же Q(h) = η ⇒ h ∈ K. Следовательно, q0(h) = 0 и поэтому квадратичное
отображение Q регулярно относительно конуса C в точке h и, значит, оно удо-
влетворяет условию Робинсона. Поэтому по теореме Робинсона [16] в окрест-
ности точки h справедлива следующая оценка расстояния до множества K:
dist(hi,K) 6 const× dist(Q(hi), C) 6 const |yi| |xi|−2 = const |xi|−2, поскольку
Q(hi) − yi|xi|−2 = ηi ∈ C. Напомним, что dist – расстояние от точки до мно-
жества, а const здесь и далее означает некоторые константы, конкретный вид
которых нам не важен. Значит, для больших номеров i существуют такие
h̃i ∈ K, ξi, что hi = h̃i + ξi, |ξi| 6 const |xi|−2. Тогда

q0(hi) = q0(h̃i) + q0(ξi) + 2⟨Q0h̃i, ξi⟩ > − const |ξi| > − const |xi|−2

(так как в силу (5.5) q0(h̃i) > 0), откуда имеем q0(xi)= |xi|2q0(hi) > − const ∀i.
Полученное противоречие завершает доказательство леммы.

Следствие. Пусть выполняются все предположения леммы 5.1. Тогда

q0(x) + d
∣∣Q(x)− η

∣∣ > 0 ∀x ∈ X, η ∈ C, (5.6)

где константа d > 0 взята из леммы.

Действительно, в силу положительной однородности функции ω имеем
ω(y) + d|y| > 0 ∀y. Пусть η ∈ C, x ∈ X. Подставляя в это неравенство
y = Q(x)− η и учитывая, что q0(x) > ω(y), получаем (5.6).

Для ε > 0 и целых s > 0 положим

Λs(C) =
{
λ = (λ0, y∗) ∈ Λs : y∗ ∈ C0

}
, Λε

s(C) =
{
λ ∈ Λs(C) : λ0 > ε

}
,

где C0 =
{
y∗ : ⟨y∗, y⟩ 6 0 ∀y ∈ C

}
– полярный конус к конусу C.

Далее будем предполагать, что конус C является конечногранным, т. е. за-
дается конечным числом линейных однородных неравенств.
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Теорема 5.1. Пусть выполняется (5.5) и, кроме того, если h∈K , q0(h)=0,
то Q регулярно относительно конуса C в точке h. Тогда существует ε > 0
такое, что

Λ = Λε
k−1(C) ̸= ∅, max

λ∈Λ

(
λ0ω(y) + ⟨y∗, y⟩

)
> 0 ∀y. (5.7)

Отметим, что случай K = ∅ не исключается. При этом для y ̸∈
(
Q(X)−C

)
неравенство в (5.7) выполняется автоматически, так как для указанных y имеем
ω(y) = +∞.

Для доказательства теоремы нам потребуется следующая лемма.

Лемма 5.2. Пусть заданы гладкие отображения ϕ : X → R, Φ: X → Y и
константа d > 0. Предположим, что функция f(x, η) = ϕ(x) + d|Φ(x) + η|
достигает минимума по x ∈ X, η ∈ C в точке (x0, η0), для которой

Φ(x0) + η0 = 0, im Φ′(x0) + span Γ = Y, η0 ∈ ri Γ,

где Γ – некоторая грань конуса C , а ri – относительная внутренность выпук-
лого множества. Тогда существует y∗ ∈ C0 такое, что |y∗| 6 d,

ϕ′(x0) + Φ′(x0)∗y∗ = 0 (5.8)

и для q0 = ϕ′′(x0), Q = Φ′′(x0) выполняется

q0(x) + y∗Q(x) > 0 ∀x : Φ′(x0)x ∈ span Γ. (5.9)

Доказательство леммы аналогично доказательству предложения 2 из [32],
в котором был рассмотрен случай Γ = {0}.

Докажем теорему 5.1. В силу положительной однородности функции ω до-
статочно доказать существование ε > 0 такого, что множество Λ = Λε

k−1(C)
непусто и неравенство в (5.7) выполняется для любых y ∈ S. Сделаем это.

По условию количество граней конуса C конечно. Для каждой грани рас-
смотрим оператор ортогонального проектирования Y на ортогональное до-
полнение к линейной оболочке этой грани. Отбросив нулевой оператор (ес-
ли он есть) и перенумеровав оставшиеся операторы, будем считать, что это
P1, . . . , Pr0 .

Зафиксируем произвольную точку y ∈ S. По теореме Сарда для каждого
из гладких отображений PrQ : X → imPr мера Лебега множества его крити-
ческих значений равна нулю. Поэтому множество точек, которые являются
регулярными значениями для каждого из отображений PrQ, r = 1, r0, всюду
плотно в Y . Кроме того, каждое из этих отображений положительно однород-
но. Поэтому существует такая сходящаяся к y последовательность {ys}, что
ys ∈ S ∀s и каждое Prys является регулярным значением всех отображений
PrQ, r = 1, r0.

По лемме 5.1 существует d > 0, для которого выполняется (5.6). Для нату-
ральных i положим q0,i(x) = q0(x)+ i−1|x|2, Q0,i = Q0 + i−1I, где I – единичная
матрица. Зафиксируем произвольный номер s и рассмотрим семейство задач

fi(x, η) = q0,i(x) + d
∣∣Q(x)− η − ys

∣∣ → inf, x ∈ X, η ∈ C,
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зависящих от натурального параметра i. Они называются i-задачами. В силу
леммы 5.1 инфимум в каждой из i-задач конечен. Докажем, что он дости-
гается. Действительно, пусть {xj , ηj} – минимизирующая последовательность
в i-задаче. Тогда в силу (5.6) выполнено неравенство fi(xj , ηj) > i−1|xj |2−d|ys|
и, значит, если |xj | → ∞, то fi(xj , ηj) →∞, j →∞, что невозможно. Поэтому
последовательность {xj} ограничена, и, следовательно, {ηj} также ограничена.
Переходя к подпоследовательностям, добьемся того, что обе последовательно-
сти сходятся и, следовательно, их пределы дают решение i-задачи.

Через xi,s, ηi,s обозначим какое-нибудь решение i-задачи. Зафиксируем i

и рассмотрим два случая.
Первый случай: Q(xi,s) − ηi,s ̸= ys. Тогда в i-задаче в окрестности реше-

ния (xi,s, ηi,s) минимизируемая функция fi является гладкой. Поэтому в силу
классических необходимых условий первого и второго порядка имеем

∂fi

∂x
(xi,s, ηi,s) = 2(Q0,i + y∗i,sQ)xi,s = 0,

∂fi

∂η
(xi,s, ηi,s) = −y∗i,s ∈ −C0, (5.10)

q0,i(x) + y∗i,sQ(x) > 0 ∀x ∈ kerQxi,s, (5.11)

где y∗i,s = d
(
Q(xi,s) − ηi,s − ys

)
/
∣∣Q(xi,s) − ηi,s − ys

∣∣. Проанализируем эти соот-
ношения.

Пусть вначале Q(xi,s) ̸= 0. Тогда положим Πi = kerQxi,s + span{xi,s}. В си-
лу (5.10), (5.11) выполнено неравенство q0,i(x)+y∗i,sQ(x) > 0 ∀x ∈ Πi. Кроме то-
го, codimΠi 6 k−1, так как xi,s ̸∈ kerQxi,s, поскольку (Qxi,s)xi,s = Q(xi,s) ̸= 0.
Следовательно, учитывая (5.10), имеем

y∗i,s ∈ C0, |y∗i,s| 6 d,

λ0
i,s(1, y

∗
i,s) ∈ Λk−1 при λ0

i,s =
(
1 + |y∗i,s|2

)−1/2
.

(5.12)

Умножая первую формулу в (5.10) скалярно на xi,s и используя определе-
ние y∗i,s, получаем

q0,i(xi,s) + d
∣∣Q(xi,s)− ηi,s − ys

∣∣ + ⟨y∗i,s, ys⟩ = −⟨y∗i,s, ηi,s⟩ > 0.

С другой стороны,

q0,i(x) + d
∣∣Q(x)− η− ys

∣∣ > q0,i(xi,s) + d
∣∣Q(xi,s)− ηi,s − ys

∣∣ ∀x ∈ X, ∀η ∈ C,
(5.13)

так как (xi,s, ηi,s) является решением i-задачи. Отсюда в силу предыдущего
неравенства

min
{
q0,i(x) + d

∣∣Q(x)− η − ys

∣∣, x ∈ X, η ∈ C}
+ ⟨y∗i,s, ys⟩ > 0. (5.14)

Пусть Q(xi,s) = 0. Умножая (5.10) скалярно на xi,s, получаем q0,i(xi,s) = 0.
Поэтому (0, ηi,s) – также решение i-задачи. Подставляя в (5.11) вместо xi,s

точку x = 0, имеем q0,i(x) + y∗i,sQ(x) > 0 ∀x, откуда вытекает (5.12). Доказа-
тельство (5.14) аналогично.

Второй случай: Q(xi,s) − ηi,s = ys. Любая точка, принадлежащая конечно-
гранному конусу, принадлежит относительной внутренности какой-нибудь из
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его граней. Поэтому у C существует грань Γ, для которой ηi,s ∈ ri Γ. Пусть
вначале span Γ ̸= Y . Тогда, взяв соответствующий оператор проектирования
Pr ̸= 0 на (span Γ)⊥, имеем Prηi,s = 0 ⇒ PrQ(xi,s) = Prys. Следователь-
но, по построению imQxi,s + span Γ = Y и, значит, для i-задачи выполнены
предположения леммы 5.2. Из нее получаем существование y∗i,s, удовлетворя-
ющих (5.10), (5.12). При этом мы использовали (5.9) и то, что коразмерность
подпространства Πi =

{
x : Q[xi,s, x] ∈ span Γ

}
не превышает числа (k−1). Если

же span Γ = Y , то ηi,s ∈ intC, откуда легко вытекает, что условия (5.10), (5.12)
выполняются при y∗i,s = 0.

Умножая первое равенство в (5.10) скалярно на xi,s, имеем q0,i(xi,s) +〈
y∗i,s, Q(xi,s)

〉
= 0. Отсюда, используя (5.13) и учитывая, что имеют место

соотношения Q(xi,s)− ηi,s − ys = 0, ⟨y∗i,s, ηi,s⟩ 6 0, получаем (5.14).
Таким образом, в результате рассмотрения двух указанных случаев доказа-

но существование y∗i,s, для которых имеют место (5.12), (5.14). Выделяя при
каждом фиксированном s из ограниченной последовательности {y∗i,s} сходя-
щуюся подпоследовательность, добьемся того, что y∗i,s → y∗s при i → ∞ для
некоторого y∗s : |y∗s | 6 d. Аналогично, переходя от {y∗s} к подпоследовательно-
сти, добьемся того, что y∗s → ŷ∗, s → ∞, для некоторого ŷ∗. Зафиксировав
x ∈ X, η ∈ C и переходя в (5.12) и (5.14) к пределу, вначале при фиксирован-
ном s и i→∞, а затем при s→∞, в силу замкнутости множества Λk−1 имеем:
|ŷ∗| 6 d, ŷ∗ ∈ C0,

λ = (λ0, y∗) ∈ Λk−1(C) при λ0 =
(
1 + |ŷ∗|2

)−1/2
, y∗ = λ0ŷ∗,

λ0 inf
{
q0(x) + d

∣∣Q(x)− η − y
∣∣, x ∈ X, η ∈ C}

+ ⟨y∗, y⟩ > 0.

Из последнего неравенства имеем λ0q0(x) + ⟨y∗, y⟩ > 0 ∀x : Q(x) − y ∈ C ⇒
λ0ω(y) + ⟨y∗, y⟩ > 0. Положим ε = (1 + d2)−1/2. Тогда λ0 > ε, так как |ŷ∗| 6 d.
Теорема доказана.

Приведенное доказательство теоремы 5.1 основывается на исследовании за-
дачи

f(x, η) = q0(x) + d
∣∣Q(x)− η − y

∣∣ → inf, x ∈ X, η ∈ C, (5.15)

в которой инфимум в силу леммы 5.1 конечен для любого y. Если бы при
каждом y инфимум в (5.15) достигался, то в доказательстве теоремы не возни-
кало бы необходимости рассмотрения семейства i-задач и было бы достаточно
проанализировать точки минимума функции f . Если форма q0 положитель-
на на K, то, увеличив, если надо, d, из леммы 5.1 несложно получить, что
любая минимизирующая последовательность задачи (5.15) ограничена и, зна-
чит, инфимум в ней достигается. Однако даже при k = 1 без дополнительного
предположения положительности q0 наK это уже не так. Действительно, пусть
C = {0}, q0(x) = x2

1, Q(x) = q1(x) = x1x2. Тогда для любых d > 0 и y ∈ Y \ {0}
инфимум в (5.15) равен нулю, однако он не достигается.

Примеры, приведенные в [32], показывают, что даже при C = {0} возмож-
ны следующие ситуации: выполнены все предположения теоремы 5.1, однако
инфимум в задаче (5.4) не достигается ни при каком y ̸= 0; для любого α ∈ R
существует такое y = y(α), что в (5.4) инфимум равен α, но не достигается;
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квадратичное отображение Q сюръективно, и каждое y ̸= 0 является для него
регулярным значением, но все нетривиальные нули Q нерегулярны и q0 обра-
щается на K в нуль, в то же время ω(y) = −∞ ∀y ̸= 0.

Из теоремы 5.1 вытекает следующая теорема.

Теорема 5.2. Пусть q0(x) > 0 ∀x ∈ K . Тогда существует ε > 0 такое,
что

Λ = Λεε
k−1(C) ̸= ∅, max

λ∈Λ

(
λ0q0(x) + y∗Q(x)

)
> ε|x|2 ∀x ∈ X.

Здесь множество Λεε
s (C) состоит из λ = (λ0, y∗) таких, что |λ| = 1, λ0 > ε,

y∗ ∈ C0 и существует линейное подпространство

Π ⊂ X : codimΠ 6 s, λ0q0(x) + y∗Q(x) > ε|x|2 ∀x ∈ Π.

Теоремы 5.1 и 5.2 дают необходимые условия неотрицательной и положи-
тельной определенности соответственно формы q0 на конусе K. Достаточность
их очевидна.

К сожалению, теоремы 5.1 и 5.2 существенно конечномерны и при dimX = ∞
их утверждения могут не выполняться. Вот соответствующий пример.

Пример 5.1. ПустьX – бесконечномерное гильбертово пространство, Y = R,
C={0}, A : X→X – линейный, симметричный, компактный, положительно опре-
деленный оператор, q0(x) = −|x|2, q1(x) = ⟨Ax, x⟩. ТогдаK = ∅, но в то же вре-
мя Λε

0 = ∅ ∀ε > 0, так как индекс лежандровой квадратичной формы (−q0/2 +
λ1q1) конечен для любого λ1 (см. [1; § 6.2]) и, значит, ind(q0 + λ1q1) = ∞ ∀λ1.

Пример 5.2 (см. [32; пример 3]). Пусть n = 4, k = 2, C = {0}, q0(x) =
x2x4, q1(x) = x1x2, q2(x) = −x2

1 + x2
2 + x2

3. Непосредственно проверяется, что
нерегулярные нули имеют вид x = (0, 0, 0, x4), а все остальные нетривиальные
нули регулярны. Кроме того, если Q(x) = 0, то x2 = 0 ⇒ q0(x) = 0. В то же
время ω

(
(0, 1)

)
= −∞, и, значит, не выполняется ни утверждение леммы 5.1,

ни неравенство (5.7) теоремы 5.1.

Рассмотренный пример показывает, что даже при C = {0}, если выполня-
ется (5.1), но квадратичное отображение Q имеет хотя бы один нерегулярный
нетривиальный нуль h, для которого q0(h) = 0, то утверждение теоремы 5.1 мо-
жет нарушаться. Тем не менее из теоремы 5.2 вытекает следующее следствие.

Для ε > 0 через Λ̃(ε) обозначим множество тех λ = (λ0, y∗), для которых
|λ| = 1, λ0 > 0, y∗ ∈ C0 и существует линейное подпространство

Π ⊂ X : codimΠ 6 k − 1, λ0q0(x) + y∗Q(x) + ελ0|x|2 > 0 ∀x ∈ Π \ {0}.

Следствие. Пусть выполняется (5.5). Тогда для любого x ∈ X \ {0} вы-
полняется

∀ε > 0 ∃λ = λ(ε) = (λ0, y∗) ∈ Λ̃(ε) : λ0q0(x) + y∗Q(x) + ελ0|x|2 > 0. (5.16)

Справедливость этого утверждения вытекает из теоремы 5.2, примененной
к квадратичной форме q0,ε = q0(x) + ε|x|2.
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Обозначим через Λ̃k−1(C) = Ls
{
Λ̃(1/i)

}
верхний топологический предел по-

следовательности множеств
{
Λ̃(1/i)

}
. Тогда, если выполняется (5.5), то

Λ̃ = Λ̃k−1(C) ̸= ∅, max
λ∈Λ̃

(
λ0ω(y) + ⟨y∗, y⟩

)
> 0 ∀y. (5.17)

Справедливость этого утверждения вытекает из семейства условий (5.16), так
как любая предельная точка последовательности {λi} : λi ∈ Λ̃(1/i) ∀i принад-
лежит Λ̃k−1(C).

В свою очередь из (5.17) вытекает условие (5.3) (в котором при ненулевом
конусе C множество Λk−1 следует заменить на Λk−1(C)), поскольку, очевид-
но, Λ̃k−1(C) ⊆ Λk−1(C). Обратное, вообще говоря, неверно. Это показывает
пример: n = 2, k = 1, C = {0}, q0(x) = −|x|2, q1(x) = x2

1. Для него (5.3) вы-
полняется, а (5.17) – нет, так как, очевидно, Λ̃(ε) = ∅ ∀ε > 0 ⇒ Λ̃k−1(C) = ∅.
Таким образом, условие (5.3), необходимое для неотрицательности квадратич-
ной формы на конусе K, вообще говоря, слабее условия (5.17) и, тем более,
семейства условий (5.16).

Приложение к теории экстремальных задач. Вернемся к задаче (3.1),
предполагая, что X = Rn. Приведем условия, при которых в (2.18) можно
обойтись только множителями Лагранжа, для которых λ0 > 0.

Лемма 5.3. Пусть точка x0 анормальна и отображение F является 2-ре-
гулярным в ней, выполняется классический принцип Лагранжа (3.13) и усло-
вие квадратичного роста:

∃δ1, δ2 > 0: f0(x)− f0(x0) > δ1|x− x0|2 ∀x : F (x) = 0, |x− x0| 6 δ2.

Тогда существует ε > 0 такое, что

Λ =
{
λ ∈ Λk−1(x0) : λ0 > ε

}
̸= ∅,

max
λ∈Λ

∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x] > 0 ∀x ∈ kerF ′(x0).

Доказательство. В силу (3.13) будем, не теряя общности, считать, что
f ′0(x0) = 0. По теореме 1 из [28] в силу 2-регулярности отображения F в точ-
ке x0 в ее окрестности множество

{
x : F (x) = 0

}
локально диффеоморфно

конусу H(x0) в окрестности нуля. Отсюда, используя последнее предположе-
ние леммы, имеем f ′′0 (x0)[x, x] > 0 ∀x ∈ H(x0) : x ̸= 0. Применяя теорему 5.2,
завершаем доказательство леммы.

Вернемся к достаточным условиям экстремума (4.1). Сравнивая их с необ-
ходимыми условиями (2.18), видим, что в них присутствуют различные множе-
ства множителей Лагранжа: Λ(x0) и Λk−1(x0). Это несоответствие представ-
ляется неестественным. Однако заменять в необходимых условиях множество
Λk−1(x0) на большее – Λ(x0) нецелесообразно, так как это ослабление необ-
ходимых условий приводит к тому, что для анормальных задач они просто
автоматически выполняются.
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В связи с этим зададимся вопросом: если заменить в (4.1) множество Λ(x0)
на меньшее множество Λk−1(x0), то станут ли достаточные условия (4.1) сла-
бее? Формально это так, но, как показывает следующая лемма, при указанной
замене множеств достаточные условия (4.1) слабее не становятся.

Лемма 5.4. Пусть точка x0 анормальна и имеет место (4.1). Тогда

max
λ∈Λ

∂2L

∂x2
(x0, λ)[x, x] > 0 ∀x ∈ kerF ′(x0), x ̸= 0, Λ = Λk−1(x0).

Справедливость леммы вытекает из теоремы 5.2 (подробности см. в [33;
с. 35, 36]).

Сюръективность и нетривиальные нули квадратичных отображе-
ний. Зададимся вопросом: как связано наличие нетривиальных нулей у квад-
ратичного отображения c его сюръективностью? Как отмечалось, если у квад-
ратичного отображения Q имеется регулярный нуль, то оно сюръективно. В то
же время (см. [30]), все находящиеся в общем положении квадратичные отоб-
ражения регулярны. Поэтому для квадратичных отображений, находящихся
в общем положении, из существования нетривиального нуля вытекает сюръек-
тивность. Обратное неверно. Простейшим примером сюръективного квадра-
тичного отображения, у которого нет нетривиальных нулей, является отобра-
жение

Q : R2 → R2, Q(x) = (x1x2, x
2
1 − x2

2). (5.18)

Однако при n ≫ k подобных примеров уже не существует, а именно, справед-
ливо следующее утверждение.

Лемма 5.5. Пусть квадратичное отображение Q сюръективно и

n > k2 − 1. (5.19)

Тогда множество его нетривиальных нулей непусто (т.е. K ̸= ∅).

Доказательство леммы, основанное на теореме 5.1, приведено в [32]. Она
усиливает предложение 1 из [30], в котором доказано, что если квадратичное
отображениеQ существенно сюръективно (существенная сюръективность озна-
чает, что любое близкое к Q квадратичное отображение также сюръективно)
и имеет место (5.19), то множество нетривиальных нулей у Q непусто. В то же
время до сих пор не ясно: существует ли сюръективное квадратичное отобра-
жение, не являющееся существенно сюръективным?

В лемме 5.5 оценку (5.19) можно улучшить. Например, для k = 2 утвержде-
ние леммы остается в силе уже при n > 3. Обсудим еще вопрос: когда образ
квадратичного отображения Q(X) является выпуклым или почти выпуклым
множеством? При этом множество M называется почти выпуклым [31], если
существует такое выпуклое множество C, что C ⊂ M ⊂ clC. Этот вопрос
интересен как сам по себе, так и важен для приложений (подробнее см. [31]
и библиографию там). Отметим только, что при k = 2 множество Q(X) выпук-
ло [29], а уже при k > 3 оно может не быть даже почти выпуклым множеством.
Примером служит отображение

Q : R3 → R3, Q(x) = (x1x2, x1x3, x2x3).
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Для него y1y2y3 > 0 ∀y = (y1, y2, y3) ∈ Q(R3), и в то же время Q(R3) содержит
три прямые: y1 = y2 = 0, y2 = y3 = 0 и y1 = y3 = 0.

В наиболее распространенной ситуации выпуклость Q(X) гарантируется на-
личием регулярного нуля, так как в этом случае Q(X) = Y . Приведем более
слабые условия, гарантирующие почти выпуклость Q(X). Для целых s > 0
положим

Ys = {y∗ : y∗ ̸= 0, ind(y∗Q) 6 s}. (5.20)

Лемма 5.6. Пусть

∃h ∈ X :
〈
y∗, Q(h)

〉
< 0 ∀y∗ ∈ Yk−1 \ Y0. (5.21)

Тогда
int(Y ∗

0 ) ⊆ Q(X) ⊆ Y ∗
0 .

Здесь, как и выше, Y ∗
0 – сопряженный конус к конусу Y0.

Следствие. Если выполняется (5.21), то множество Q(X) почти выпук-
ло, т.е. существует такое выпуклое множество D , что D ⊂ Q(X) ⊂ clD .

Доказательства этих утверждений приведены в [32].

Квадратичные формы, аннулирующие пересечение квадрик. Пусть
заданы линейные функционалы ai, i = 1, k. Если линейный функционал a0 ан-
нулирует подпространство

{
x : ⟨ai, x⟩ = 0, i = 1, k

}
, то по лемме об аннуляторе

(см. [1]) ∃αi : a0 =
k∑

i=1

αiai. Исследуем аналогичный вопрос для квадратичных

отображений.
Будем говорить, что форма q0 аннулирует конус

{
x : Q(x)=0

}
, если q0(x)=0

∀x : Q(x) = 0. Спрашивается, верно ли, что тогда

∃y∗ ∈ Y ∗ : Q0 = y∗Q? (5.22)

Уже при k = 1 пример, когда Q1 – единичная матрица, показывает, что без
дополнительных предположений на Q ответ на этот вопрос является отрица-
тельным (так как в этом случае конус

{
x : Q(x) = 0

}
= {0} аннулирует любая

форма q0).
Приведем условия на Q, при которых для любой квадратичной формы q0,

аннулирующей
{
x : Q(x) = 0

}
, выполняется (5.22). (В [34] рассмотрен конус

более общего вида
{
x : Q(x) ∈ C

}
.)

Теорема 5.3. Пусть конус conv Y2(k−1) является острым (т.е. не содер-
жит ненулевых подпространств) и

∃h ∈ X :
〈
Q(h), y∗

〉
< 0 ∀y∗ ∈ Yk−1. (5.23)

Тогда для любой квадратичной формы q0 , аннулирующей
{
x : Q(x) = 0

}
,

выполняется (5.22).
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Доказательство. В силу доказанной ниже леммы 6.1 (см. также лемму 2
из [35]) и (5.23) отображение Q сюръективно. Из остроты конуса conv Y2(k−1)

вытекает, что внутренность его поляры непуста. Поэтому

∃ĥ ∈ X :
〈
y∗, Q(ĥ)

〉
< 0 ∀y∗ ∈ Y2(k−1). (5.24)

В задаче минимизации (5.2) минимум достигается в анормальной точке x0 = 0.
Поэтому в силу (2.18) (см. теорему 2.7) существует λ = (λ0, y∗) ∈ Λk−1 такое,
что λ0q0(ĥ) +

〈
y∗, Q(ĥ)

〉
> 0. Тогда λ0 > 0 (так как если λ0 = 0, то y∗ ̸= 0,

ind(y∗Q) 6 (k − 1), ⟨y∗, Q(ĥ)⟩ > 0, что противоречит (5.24)). Поэтому

∃y∗1 : ind(Q0 + y∗1Q) 6 k − 1, q0(ĥ) +
〈
y∗1 , Q(ĥ)

〉
> 0.

Аналогично, заменяя в рассмотренной выше задаче (5.2) форму q0 на (−q0),
имеем:

∃y∗2 : ind(−Q0 + y∗2Q) 6 k − 1, −q0(ĥ) +
〈
y∗2 , Q(ĥ)

〉
> 0.

Покажем, что y∗2 = −y∗1 . Предположим противное: y∗1 + y∗2 ̸= 0. Тогда, учиты-
вая, что индекс суммы квадратичных форм не превосходит суммы их индек-
сов, имеем (y∗1 + y∗2) ∈ Y2(k−1),

〈
(y∗1 + y∗2), Q(ĥ)

〉
> 0. Получили противоречие

с (5.24). Таким образом, y∗2 = −y∗1 . Поэтому, положив y∗ = y∗1 , Q̃0 = Q0 + y∗Q,
q̃0(x) = ⟨Q̃0x, x⟩, имеем:

ind Q̃0 6 k − 1, ind(−Q̃0) 6 k − 1, q̃0(ĥ) = 0. (5.25)

Докажем, что Q̃0 = 0. Предположим противное. Тогда q̃0 ̸= 0. Поэтому в
силу (5.24) существует h̃ достаточно близкое к ĥ, для которого〈

µ∗, Q(h̃)
〉
< 0 ∀µ∗ ∈ Y2(k−1), q̃0(h̃) ̸= 0. (5.26)

Построенная квадратичная форма q̃0 также аннулирует
{
x : Q(x) = 0

}
. Поэто-

му, проводя для нее и для вектора h̃ рассуждения, аналогичные приведенным
выше, имеем

∃ỹ∗ : ind(Q̃0 + ỹ∗Q) 6 k − 1, ind
(
−(Q̃0 + ỹ∗Q)

)
6 k − 1,

q̃0(h̃) +
〈
ỹ∗, Q(h̃)

〉
= 0.

(5.27)

Из первого неравенства (5.25) и второго неравенства (5.27) имеем

2(k − 1) > ind
(
Q̃0 − (Q̃0 + ỹ∗Q)

)
= ind(−ỹ∗Q)

⇒ ind(−ỹ∗Q) 6 2(k − 1).

Аналогично из второго неравенства (5.25) и первого неравенства (5.27) получа-
ем ind(ỹ∗Q) 6 2(k − 1). Таким образом, ±ỹ∗ ∈ Y2(k−1) ⇒ ỹ∗ = 0, так как конус
conv Y2(k−1) острый. Но из равенства в (5.27), в силу ỹ∗ = 0, имеем q̃0(h̃) = 0.
Полученное противоречие с (5.26) доказывает, что Q̃0 = 0 ⇒ Q0 + y∗Q = 0.
Теорема доказана.
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Теория квадратичных отображений находится только в самом начале сво-
его развития. Поэтому мы приведем несколько пока нерешенных задач этой
теории.

Задача 1. Пусть заданное квадратичное отображение Q : Rn → Rk сюръ-
ективно. Спрашивается, будет ли любое достаточно близкое к нему квадратич-
ное отображение также сюръективно? (Близость квадратичных отображений
понимается в том очевидном смысле, что определяющие их матрицы попар-
но близки.) При дополнительном предположении, что конус conv Yk является
острым, положительный ответ на этот вопрос дан в [35]. В общем случае ответ
пока не известен.

Задача 2. Пусть квадратичное отображениеQ : Rn→Rk сюръективно. Спра-
шивается, верно ли, что 0 ∈ intQ(B)? Здесь B – единичный шар в Rn.

Задача 3. Пусть у заданного квадратичного отображения Q : Rn → Rk нет
нетривиальных нулей. Тогда для него множество Yk−1 непусто. Это вытекает
из теоремы 2.7, примененной к задаче (5.2) при q0(x) ≡ −|x|2.

При k = 2, 3, 5, 9 в [36] приведены примеры квадратичных отображений, у
которых нет нетривиальных нулей, для которых, однако, Yk−2 = ∅. Спра-
шивается, существуют ли примеры таких квадратичных отображений при k ̸=
2, 3, 5, 9?

6. Теоремы об обратной функции

Индексный подход. Пусть задано отображение F : X → Y , где X – ли-
нейное пространство и Y = Rk. Дана точка x0 ∈ X и y0 = F (x0). Приведем
условия, при которых существует такая окрестность V точки y0, что для любо-
го y ∈ V уравнение (1.6) имеет такое решение x(y), что x(y0) = x0, отображение
x(·) непрерывно в точке y0 относительно конечной топологии и удовлетворяет
априорным оценкам.

Теорема 6.1. Предположим, что отображение F дважды непрерывно
дифференцируемо в окрестности точки x0 относительно конечной тополо-
гии τ . Пусть

∃h ∈ X : F ′(x0)h = 0,
〈
y∗, F ′′(x0)[h, h]

〉
< 0 ∀y∗ ∈ F 2

k (x0). (6.1)

Тогда существуют такие константа const, окрестность V точки y0 и ли-
нейное конечномерное подпространство Π̃ ⊆ X , что

∀y ∈ V ∃x(y) ∈ Π̃ : F
(
x(y)

)
= y,∥∥x(y)− x0

∥∥
Π̃

6 const
(
|y − y0|+

∣∣π(y − y0)
∣∣1/2)

.
(6.2)

Здесь, как и выше, π – оператор ортогонального проектирования Y на(
imF ′(x0)

)⊥, а F 2
s (x) – множество таких y∗ ∈ Y ∗, что |y∗| = 1, F ′(x)∗y∗ = 0

и в X существует подпространство Π, для которого выполняется (2.19).
Кроме того, если 0 ̸∈ conv F 2

k (x0) и выполняется (6.2), то имеет место (6.1).
Но, как отмечалось в разделе 2 (см. также [5; гл. 1, § 1.9]), при n ≫ k для
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отображений общего положения 0 ̸∈ conv F 2
k (x) ∀x и, значит, для них теоре-

ма 6.1 дает не только достаточные, но и необходимые условия существования
обратной функции x(·).

Если точка x0 нормальна, то F 2
k (x0) = ∅, π = 0 и теорема 6.1 по существу

превращается в классическую теорему об обратной функции (при этом возмож-
ность выбора гладкого отображения x(·) доказывается отдельно и несложно).
Если же точка x0 анормальна, то π ̸= 0 и оценка на решение (6.2) является все-
го лишь “линейно-корневой”, в отличие от линейной оценки, как в классическом
случае.

Доказательство приведенных утверждений в общем случае, основанное на
необходимых условиях второго порядка из раздела 2, приведено в [35]. Чтобы
продемонстрировать основную идею доказательства теоремы, докажем следу-
ющую лемму, из которой теорема 6.1 вытекает в частном случае, когда x0 = 0,
а F – квадратичное отображение.

Лемма 6.1. Пусть задано квадратичное отображение Q : Rn → Y = Rk ,
k > 2, и

∃h ∈ Rn :
〈
Q(h), y∗

〉
< 0 ∀y∗ ∈ Yk−2 (6.3)

(см. (5.20)). Тогда существует константа const такая, что

∀y ∈ Y ∃x(y) ∈ Rn : Q
(
x(y)

)
= y,

∣∣x(y)∣∣ 6 const |y|1/2.

Доказательство. Предположим противное. Тогда, как несложно видеть,
для любого i существует yi ∈ Y такое, что |yi| = 1 и в задаче минимизации

|x|2 − iχ→ min, Q(x)− χyi = 0, (x, χ) ∈ Rn × R

точка x = 0, χ = 0 является решением. В силу необходимых условий второго
порядка (2.18) для этой задачи существуют λ0

i > 0, y∗i ∈ Y : λ0
i + |y∗i | = 1

и линейное подпространство Π̃i ⊆ Rn × R такие, что

codim Π̃i 6 k − 1, χ = 0 ∀(x, χ) ∈ Π̃i, iλ0
i + ⟨y∗i , yi⟩ = 0,〈

y∗i , Q(x)
〉

+ λ0
i |x|2 > 0 ∀x ∈ Πi =

{
x ∈ Rn : (x, χ) ∈ Π̃i

}
,〈

y∗i , Q(h)
〉

+ λ0
i |h|2 > 0.

Тогда codim Πi 6 k−2 ⇒ ind(y∗iQ+λ0
i I) 6 k−2 (I – единичная матрица). Кроме

того, λ0
i → 0 ⇒ |y∗i | → 1. Переходя к подпоследовательности, будем считать,

что y∗i → y∗, |y∗| = 1. Переходя к пределу при i→∞, имеем
〈
y∗, Q(h)

〉
> 0, и в

силу теоремы 2.3 y∗ ∈ Yk−2. Получили противоречие с (6.3). Лемма доказана.

При k = 1 (6.3) надо заменить на (5.23) или на Y0 = ∅, что при k = 1
эквивалентно.

Лемма 6.1 дает достаточные условия сюръективности квадратичных отоб-
ражений. Важно отметить, что с учетом примера 4 из [37] пример отображе-
ния (5.18) показывает, что в утверждении леммы 6.1 непрерывного отображе-
ния x(·) может не быть.
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2-регулярность. В приложениях нередко бывает недостаточно просто ре-
шить уравнение (1.6), а нужно найти такие его решения x, что x ∈ K, где K –
заданное подмножество Y . Естественно, наряду с анормальностью, ограниче-
ние x ∈ K привносит в эту задачу дополнительные сложности.

Будем рассматривать следующую, более общую, чем (1.6), задачу нахожде-
ния решения уравнения

F (x, σ) = 0, x ∈ K. (6.4)

Здесь X, Y – банаховы пространства, Σ – топологическое пространство, K ⊆
X – выпуклый замкнутый конус, а F : X × Σ → Y – заданное отображение.
Пусть имеются x0 ∈ K, σ0 ∈ Σ, для которых F (x0, σ0) = 0.

В предположении гладкости F из теоремы об устойчивости Робинсона [16],
[14] вытекает, что если выполнено условие регулярности Робинсона

∂F

∂x
(x0, σ0)

(
K + span{x0}

)
= Y (6.5)

(при K = X условие Робинсона – это условие нормальности), то существует
такая окрестность O точки σ0, что ∀σ ∈ O ∃x(σ) ∈ K:

F
(
x(σ), σ

)
≡ 0,

∥∥x(σ)− x0

∥∥ 6 const
∥∥F (x0, σ)

∥∥ ∀σ ∈ O. (6.6)

Правда, вопрос о возможности выбора отображения x(·) непрерывным в ци-
тированных работах не обсуждался. Тем не менее справедлива следующая
теорема.

Теорема 6.2 (классическая теорема о неявной функции). Предположим,
что отображение F : X × Σ → Y непрерывно в окрестности точки (x0, σ0),
строго дифференцируемо по x в этой точке равномерно по σ , а также что вы-
полнено условие Робинсона (6.5). Тогда существуют окрестность O точки σ0

и непрерывное отображение x(·) : O → K такие, что имеет место (6.6).

Перейдем к теоремам о неявной функции без априорных предположений
условия Робинсона. Относительно F будем предполагать, что в окрестности
точки (x0, σ0) оно дважды непрерывно дифференцируемо по x равномерно по σ

и при каждом фиксированном σ его вторая частная производная
∂2F

∂x2
(·, σ), рас-

сматриваемая как симметричное билинейное отображение, удовлетворяет усло-
вию Липшица по переменной x с одной и той же константой Липшица, не за-

висящей от σ. (Подробнее см. [38].) Отображения F (x0, ·),
∂F

∂x
(x0, ·),

∂2F

∂x2
(x0, ·)

предполагаются непрерывными в окрестности точки σ0.
Положим

K = K + span{x0}, C =
∂F

∂x
(x0, σ0)(K ).

Будем предполагать, что линейная оболочка spanC конуса C замкнута и это
подпространство топологически дополняемо. Через π обозначим линейный
непрерывный оператор, проектирующий Y на какое-нибудь подпространство,
дополняющее spanC.



48 А.В. АРУТЮНОВ

Определение. Пусть

h ∈ K ,
∂F

∂x
(x0, σ0)h = 0, −∂

2F

∂x2
(x0, σ0)[h, h] ∈ C. (6.7)

Тогда отображение F называется 2-регулярным в точке (x0, σ0) относительноK
по направлению h, если имеет место равенство

∂F

∂x
(x0, σ0)(K ) +

∂2F

∂x2
(x0, σ0)

[
h,K ∩ ker

∂F

∂x
(x0, σ0)

]
= Y. (6.8)

В предположении riC ̸= ∅ другое, но эквивалентное введенному определе-
ние 2-регулярности приведено в [39], и оба они при K = X превращаются в
условие 2-регулярности, рассматривавшееся в предыдущих разделах.

Теорема 6.3. Пусть riC ̸= ∅ и существует такое h ∈ X , что отображе-
ние F является 2-регулярным в точке (x0, σ0) относительно K по направле-
нию h (т.е. выполняется (6.7), (6.8)). Тогда для любого l ∈ riC существуют
окрестность O точки σ0 , δ > 0 и непрерывное отображение x(·) : O → K

такие, что

F
(
x(σ), σ

)
= 0 ∀σ ∈ O, (6.9)∥∥x(σ)− x0

∥∥ 6 const
(
∆1(σ) + ∆2(σ) +

∥∥F (x0, σ)
∥∥

+ ρ
(
−F (x0, σ), Cδ

)1/2) ∀σ ∈ O. (6.10)

Здесь

∆1(σ) = sup
{∥∥∥∥π∂F∂x (x0, σ)x

∥∥∥∥, x ∈ spanK, ∥x∥ 6 1
}
,

∆2(σ) = sup
{∥∥∥∥∂F∂x (x0, σ)x

∥∥∥∥, x ∈ ker
∂F

∂x
(x0, σ0) ∩K , ∥x∥ 6 1

}
,

Cδ = cone
(
Bδ(l)

)
∩ spanC, а cone обозначает коническую оболочку множества.

При дополнительном предположении:

конус
∂F

∂x
(x0, σ0)(K) является подпространством (6.11)

оценку (6.10) в теореме 6.3 можно усилить, опустив в ней слагаемое ∆2(σ).
А именно, справедлива следующая теорема.

Теорема 6.4. Пусть выполнены все предположения теоремы 6.3, а также
условие (6.11). Тогда существуют окрестность O точки σ0 и непрерывное
отображение x(·) : O → K такие, что выполняются (6.9) и оценка∥∥x(σ)− x0

∥∥ 6 const
(
∆1(σ) +

∥∥F (x0, σ)
∥∥ +

∥∥πF (x0, σ)
∥∥1/2) ∀σ ∈ O. (6.12)

Классическая теорема о неявной функции является следствием теоремы 6.4
(так как если выполняется условие Робинсона, то π = 0). Из теоремы 6.4
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получается также обобщенная теорема о неявной функции, обусловленная ре-
шением уравнения F (x, σ) = y относительно неизвестного x ∈ K (подробнее
см. теорему 5 из [38]).

Из теоремы 6.4 и результатов работы [24] можно вывести теорему 6.1, даже
усилив ее в анормальном случае. А именно, пусть точка x0 анормальна и

∃h ∈ X : F ′(x0)h = 0,
〈
y∗, F ′′(x0)[h, h]

〉
< 0 ∀y∗ ∈ F 2

k−1(x0). (6.13)

Тогда существуют окрестность V точки y0, линейное конечномерное подпро-
странство Π̃ ⊆ X и непрерывное отображение x(·) : V → Π̃, для которых имеет
место (6.2).

Действительно, в силу (6.13) и [23; теорема 2] существует направление h ∈ X,
вдоль которого отображение F является 2-регулярным в точке x0. Поэтому
искомое утверждение вытекает из теоремы 6.4 при K = X, так как в пред-
положениях теоремы 6.1 отображение F линейно по переменной σ и, значит,
при K = X в (6.12) слагаемое ∆1 равно нулю.

Теоремы 6.3 и 6.4 справедливы лишь в предположении непустоты конуса
riC. Однако, если пространство Y бесконечномерно, то относительная внут-
ренность лежащего в нем выпуклого конуса C может быть пуста. Поэтому
приведем теорему о неявной функции, справедливую без априорного предпо-
ложения непустоты riC.

Теорема 6.5. Пусть отображение F является 2-регулярным в точке
(x0, σ0) относительно K по некоторому направлению h ∈ X (т.е. имеет мес-
то (6.7), (6.8)). Тогда существует окрестность O точки σ0 и непрерывное
отображение x(·) : O → K такие, что выполняются (6.9) и оценка∥∥x(σ)− x0

∥∥ 6 const
(
∆1(σ) + ∆2(σ) +

∥∥F (x0, σ)
∥∥1/2) ∀σ ∈ O.

Эти теоремы получены в [38], [40] и там же приведены иллюстрирующие
их примеры. Отметим, что в этих теоремах оценки на

∥∥x(σ) − x0

∥∥ лишь
линейно-корневые, а не линейные, как в классической теореме о неявной функ-
ции.

Теорема о неявной функции в анормальной точке приK = X получена в [41],
где в предположении 2-регулярности F по некоторому направлению доказано
существование отображения x(·), удовлетворяющего (6.9) и оценке (6.12) при
∆1 = 0. Вопрос непрерывности отображения x(·) в [41] не рассматривался.

Уравнения с незамкнутым образом. Вернемся к уравнению (1.6), пред-
полагая, что X и Y – банаховы пространства. Теоремы 6.3–6.5 применимы и
к уравнению (1.6), но в предположении, что образ imF ′(x0) замкнут. Однако,
если точка x0 анормальна, а пространство Y бесконечномерно, то это предпо-
ложение может оказаться обременительным. Приведем теорему об обратной
функции, в которой предположение замкнутости imF ′(x0) отсутствует. Бу-
дем считать, что отображение F дважды непрерывно дифференцируемо и его
вторая производная липшицева в окрестности x0.
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Теорема 6.6. Пусть отображение F является 2-регулярным по некото-
рому направлению h, удовлетворяющему условиям (3.15). Тогда найдутся та-
кие r, c, c1 > 0, что для любого l ∈ imF ′(x0) и любого y ∈ BY

(
y0, r(l)

)
суще-

ствует x(y) ∈ BX(x0, r) такое, что

F
(
x(y)

)
= y,

∥∥x(y)−x0

∥∥ 6 c1
(
b(l)∥y−y0∥+∥y−y0∥1/2

∥∥θ(y−y0)− θ(l)∥∥1/2)
.

Здесь y0 = F (x0), BX(x, ρ) – шар в X радиуса ρ с центром в точке x

и использованы обозначения: θ(y) = y/∥y∥ при y ̸= 0 и θ(0) = 0, b(y) =
inf

{
∥x∥ : F ′(x0)x = θ(y)

}
для y ∈ imF ′(x0), r(l) = min

{
cr/b(l), cr2

}
. Из этой

теоремы при l = 0 вытекает важное следствие.

Следствие. В предположениях теоремы 6.6 существуют такие r, c > 0,
что

∀y ∈ BY (y0, r) ∃x(y) : F (x(y)) = y,
∥∥x(y)− x0

∥∥ 6 c∥y − y0∥1/2.

Теорема 6.7. Пусть отображение F является 2-регулярным по некото-
рому направлению h ∈ H(x0) (см. (3.2)). Тогда существуют такие константы
r, c, c1, c2 > 0, что для любого l ∈ imF ′(x0) и любого y ∈ BY

(
y0, r(l)

)
выполня-

ется

∃x(y) ∈ BX(x0, r) : F
(
x(y)

)
= y, x(y) = x0 + t(y)(h+ ξ + χ1) +O

(
t2(y)

)
.

Здесь r(l) определено выше и

t(y) = max
{
c1∥y − y0∥b(l)r−1, c2∥y − y0∥1/2

∥∥θ(y − y0)− θ(l)
∥∥1/2

r−1/2
}
,

а ξ , χ1 – произвольные решения некоторой линейно-квадратичной системы
уравнений (ее явный вид приведен в теореме 2 из [22]).

Теорема включает в себя утверждение о существовании указанных ξ и χ1.
Доказательства обеих теорем и иллюстрирующие их примеры приведены в [22].

7. Необходимые условия второго порядка
в задачах оптимального управления

Задача Лагранжа. В качестве одного из приложений результатов разде-
ла 2 получим для задач оптимального управления необходимые условия сла-
бого минимума. Вначале рассмотрим задачу Лагранжа, т. е. задачу без огра-
ничений на управления:

ẋ = f(x, u, t), t ∈ [t1, t2], (7.1)

K1(p) 6 0, K2(p) = 0, где p = (x1, x2), x1 = x(t1), x2 = x(t2), (7.2)

J = J(p, u) = K0(p) +
∫ t2

t1

f0(x, u, t) dt→ min . (7.3)

Здесь t ∈ [t1, t2] – время, причем моменты t1 < t2 фиксированы, x ∈ Rn – фа-
зовая переменная, а u ∈ Rm – управляющий параметр; f – заданная n-мерная
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вектор-функция, а K0 и f0 – скалярные функции. Вектор-функции K1 и K2

принимают значения в арифметических пространствах размерностей d(K1)
и d(K2) соответственно. Здесь и ниже d(z) – размерность вектора z.

Относительно функций K0, K1 и K2 предполагается, что они дважды непре-
рывно дифференцируемы. Функции f0, f предполагаются дважды непрерыв-
но дифференцируемыми по (x, u) для почти всех t. Кроме того, эти функции
вместе со всеми своими частными производными по (x, u) до второго порядка
включительно измеримы по t при любых фиксированных (x, u), и на любом
ограниченном множестве они ограничены и непрерывны по (x, u) равномерно
по x, u, t. В качестве класса допустимых управлений рассматривается про-
странство функций u = u(·) ∈ Lm

∞[t1, t2].
Относительно ограничений (7.2), называемых концевыми, предполагается

выполненным следующее условие регулярности: для любого p, удовлетворяю-
щего (7.2), имеет место

rank
∂K2

∂p
(p) = d(K2);

∃p̃ = (x̃1, x̃2) ∈ R2n : p̃
∂K2

∂p
(p) = 0,

〈
∂K1,j

∂p
(p), p̃

〉
< 0

∀j : K1,j(p) = 0, j = 1, d(K1).

Пара вектор-функций (x(t), u(t)), t ∈ [t1, t2], называется допустимым процес-
сом, если u(·) – допустимое управление, а x(·) – соответствующее ему решение
уравнения (7.1), которое удовлетворяет концевым ограничениям (7.2). Исход-
ная задача заключается в нахождении минимума функционала J на множестве
допустимых процессов.

Положим K = (K1,K2). Определим функцию Понтрягина H : Rn × Rm ×
R× (Rn)∗ × R → R и малый лагранжиан l : R2n × R1+d(K) → R по формулам

H(x, u, t, ψ, λ0) =
〈
f(x, u, t), ψ

〉
− λ0f0(x, u, t),

l(p, λ) = λ0K0(p) +
〈
λ1,K1(p)

〉
+

〈
λ2,K2(p)

〉
; λ = (λ0, λ1, λ2) ∈ R1+d(K).

Здесь λ0 ∈ R, λs ∈ Rd(Ks), s = 1, 2, а ψ – это n-мерный вектор-столбец.
Будем говорить, что допустимый процесс (x0(·), u0(·)) удовлетворяет урав-

нению Эйлера–Лагранжа, если существует такой вектор λ, удовлетворяющий
условиям

|λ| = 1, λ0 > 0, λ1 > 0,
〈
λ1,K1(p0)

〉
= 0, (7.4)

что для вектор-функции ψ, являющейся решением задачи Коши

ψ̇ = −∂H
∂x

(
x0(t), u0(t), t, ψ, λ0

)
, ψ(t1) =

∂l

∂x1
(p0, λ), (7.5)

имеет место

ψ(t2) = − ∂l

∂x2
(p0, λ), где p0 =

(
x0(t1), x0(t2)

)
, (7.6)

∂H

∂u

(
x0(t), u0(t), t, ψ(t), λ0

)
= 0 ∀̇t. (7.7)
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Здесь ∀̇t означает “для почти всех t”. Отметим, что в силу регулярности кон-
цевых ограничений λ0 +

∣∣ψ(t)
∣∣ > 0 ∀t.

Обозначим через Λ(x0(·), u0(·)) множество векторов λ, отвечающих допусти-
мому процессу

(
x0(·), u0(·)

)
в силу уравнения Эйлера–Лагранжа, дающее необ-

ходимые условия экстремума первого порядка, вообще говоря, более слабые,
чем принцип максимума Понтрягина и эквивалентные ему для задач, линей-
ных по управлению. Процесс, удовлетворяющий уравнению Эйлера–Лагранжа,
называется экстремалью.

Будем рассматривать экстремаль
(
x0(·), u0(·)

)
. В дальнейшем, снова для

удобства удаляя из концевых ограничений (7.2) все ограничения типа нера-
венств, отвечающие неактивным индексам, будем считать, что K1(p0) = 0.
Система уравнений в вариациях, отвечающая этой экстремали, имеет вид

d

dt
δx = δx

∂f

∂x

(
x0(t), u0(t), t

)
+ δu(t)

∂f

∂u

(
x0(t), u0(t), t

)
,

δu ∈ Lm
∞[t1, t2].

(7.8)

Рассмотрим пространство X = Rn × Lm
∞[t1, t2], а также лежащий в нем ко-

нус K
(
x0(·), u0(·)

)
– конус критических направлений, состоящий из таких пар

(ξ, δu), что(
δx(t1), δx(t2)

)∂K1

∂p
(p0) 6 0,

(
δx(t1), δx(t2)

)∂K2

∂p
(p0) = 0. (7.9)

Здесь и ниже δx – соответствующее δu решение системы уравнений в вариаци-
ях (7.8) с начальным условием δx(t1) = ξ. Положим

NK =
{

(ξ, δu) ∈ X :
(
δx(t1), δx(t2)

)∂K
∂p

(p0) = 0
}
.

Очевидно, что NK – это максимальное линейное подпространство, содержаще-
еся в K

(
x0(·), u0(·)

)
.

Для λ ∈ Λ
(
x0(·), u0(·)

)
на пространстве X определим квадратичную фор-

му Γ(λ):

Γ(ξ, δu;λ) =
∂2l

∂p2
(p0, λ)

[(
δx(t1), δx(t2)

)
,
(
δx(t1), δx(t2)

)]
−

∫ t2

t1

∂2H

∂(x, u)2
(
x0(t), u0(t), t, ψ(t), λ0

)[(
δx(t), δu(t)

)
,
(
δx(t), δu(t)

)]
dt.

Пусть Φ – фундаментальная матрица системы уравнений в вариациях (7.8),

т. е. Φ – решение линейной однородной системы
d

dt
Φ = Φ

∂f

∂x

(
x0(t), u0(t), t

)
,

Φ(t1) = I, где I – единичная матрица. Положим

A =
∂K

∂x1
(p0) + Φ(t2)

∂K

∂x2
(p0), B(t) =

∂f

∂u

(
x0(t), u0(t), t

)
Φ−1(t)Φ(t2)

∂K

∂x2
(p0)

и введем в рассмотрение расширенную матрицу управляемости

D = A∗A+
∫ t2

t1

B∗(t)B(t) dt (7.10)



ГЛАДКИЕ АНОРМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ЭКСТРЕМУМА И АНАЛИЗА 53

(размера d(K)×d(K)). Через d обозначим размерность ядра матрицыD. Нако-
нец через Λθ = Λθ

(
x0(·), u0(·)

)
обозначим множество тех λ ∈ Λ

(
x0(·), u0(·)

)
, для

которых индекс сужения формы Γ(λ) на подпространство NK не превышает
числа θ = min(d, 2n).

Теорема 7.1. Пусть допустимый процесс
(
x0(·), u0(·)

)
является слабым

минимумом в задаче (7.1)–(7.3). Тогда Λθ ̸= ∅ и для произвольных (ξ, δu) ∈ K ,
удовлетворяющих〈(

δx(t1), δx(t2)
)
,
∂K0

∂p
(p0)

〉
+

∫ t2

t1

〈(
δx(t), δu(t)

)
,
∂f0

∂(x, u)
(
x0(t), u0(t), t

)〉
dt 6 0,

(7.11)
имеет место неравенство

max
λ∈Λθ

Γ(ξ, δu;λ) > 0. (7.12)

Доказательство теоремы заключается в том, чтобы переформулировать за-
дачу оптимального управления (7.1)–(7.3) в абстрактном виде (2.1) и при-
менить к ней теорему 2.1 с последующей расшифровкой. А именно, в си-
лу стандартных теорем существования и единственности для произвольных(
x1, u(·)

)
∈ X, достаточно близких к

(
x0(t1), u0(·)

)
, существует и единственно

решение задачи Коши

ẋ = f
(
x, u(t), t

)
, x(t1) = x1, t ∈ [t1, t2],

которое обозначим через x(·). Для указанных
(
x1, u(·)

)
положим

Fs

(
x1, u(·)

)
= Ks

(
x1, x(t2)

)
, s = 1, 2;

f0
(
x1, u(·)

)
= K0

(
x1, x(t2)

)
+

∫ t2

t1

f0
(
x(t), u(t), t

)
dt.

Рассмотрим задачу

f0
(
x1, u(·)

)
→ min, F1

(
x1, u(·)

)
6 0, F2

(
x1, u(·)

)
= 0. (7.13)

Точка
(
x0(t1), u0(·)

)
является в ней минимумом, локальным относительно ко-

нечной топологии. Поэтому к ней применимы необходимые условия перво-
го и второго порядка теоремы 2.1. При этом принцип Лагранжа (2.2) по-
сле стандартных преобразований (подробности см. в [3; § 4.1]) дает условия
Эйлера–Лагранжа, а (2.4), после таких же преобразований, дает (7.12). При
этом используется, что коразмерность подпространства NK ⊆ X равна d(K)−d
(см. предложение 1 из [42]) и NK совпадает с ядром производной отображения
F = (F1, F2) : X → Rd(K) в точке

(
x0(t1), u0(·)

)
.

Обсудим теорему. Как известно, для экстремали
(
x0(·), u0(·)

)
условие d = 0

равносильно управляемости системы уравнений в вариациях (7.8) (условие нор-
мальности), из которой вытекает локальная управляемость системы (7.1)
в окрестности

(
x0(·), u0(·)

)
. Если хотя бы один из концов траектории x1 или x2

свободен (т. е. отображение K от соответствующей переменной x1 или x2 не за-
висит), то d = 0. Если же хотя бы один из концов траектории x1 или x2 заранее
фиксирован, то можно взять θ = min(d, n).
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Пусть концевые ограничения типа неравенств отсутствуют (т. е. d(K1) = 0).
Тогда предположение (7.11) в формулировке теоремы можно опустить. Ес-
ли при этом d = 0, то Λ

(
x0(·), u0(·)

)
состоит из единственной точки λ и тео-

рема гарантирует неотрицательность формы Γ(λ) на K , а это классические
необходимые условия второго порядка. Если же экстремаль, являющаяся сла-
бым минимумом, анормальна, (т. е. d ̸= 0), то может не существовать такого
λ ∈ Λ

(
x0(·), u0(·)

)
, что форма Γ(λ) неотрицательна на K . Соответствующий

пример был предложен Э.Дж. Макшейном еще в 1941 г. (см. [11]).

Задачи со смешанными ограничениями. Рассмотрим задачу оптималь-
ного управления со смешанными ограничениями

R1(x, u, t) 6 0, R2(x, u, t) = 0. (7.14)

Здесь Rs : Rn×Rm×R → Rd(Rs), s = 1, 2, – заданные отображения, удовлетворя-
ющие тем же предположениям гладкости, что и f . В этой задаче допустимым
процессом называется пара вектор-функций

(
x(t), u(t)

)
, t ∈ [t1, t2], в которой

u(·) – допустимое управление, а соответствующее ему решение x(·) уравне-
ния (7.1) удовлетворяет концевым ограничениям (7.2) и смешанным ограниче-
ниям R1

(
x(t), u(t), t

)
6 0, R2

(
x(t), u(t), t

)
= 0 ∀̇t.

Рассмотрим допустимый процесс
(
x0(·), u0(·)

)
. Будем предполагать, что сме-

шанные ограничения регулярны вдоль этого процесса, т. е. существует ε0 > 0

такое, что для почти всех t ∈ [t1, t2] у матрицы
∂R

∂u
(t) найдется минор порядка∣∣Iε0(t)

∣∣, стоящий в последних d(R2) столбцах, а также в столбцах с номерами
i ∈ Iε0(t), модуль которого не меньше ε0. Здесь R = (R1, R2), |I| – количество
элементов множества I и для ε > 0

Iε(t) :=
{
i : 1 6 i 6 d(R1), R1,i(t) > −ε

}
,

а также используются обозначения

R1(t) := R1

(
x0(t), u0(t), t

)
,

∂R

∂u
(t) :=

∂R

∂u

(
x0(t), u0(t), t

)
и т. д.

Будем говорить, что допустимый процесс
(
x0(·), u0(·)

)
удовлетворяет урав-

нению Эйлера–Лагранжа в задаче со смешанными ограничениями, если суще-
ствуют вектор λ, удовлетворяющий (7.4), и вектор-функция

η = (η1, η2) : ηs ∈ Ld(Rs)
∞ [t1, t2], s = 1, 2;

η1(t) > 0,
〈
η1(t), R1(t)

〉
= 0 ∀̇t

такие, что вектор-функция ψ, являющаяся решением задачи Коши

ψ̇ = −∂H
∂x

(
x0(t), u0(t), t, ψ, λ0

)
+ η(t)

∂R

∂x
(t)∗, ψ(t1) =

∂l

∂x1
(p0, λ),

удовлетворяет условиям (7.6) и

∂H

∂u

(
x0(t), u0(t), t, ψ(t), λ0

)
− η(t)

∂R

∂u
(t)∗ = 0 ∀̇t.
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Используя регулярность смешанных ограничений и неравенство Гронуолла,
получаем, что каждому вектору λ в силу условий Эйлера–Лагранжа отвечает
единственная пара

(
ψ(·), η(·)

)
. Через ΛR

(
x0(·), u0(·)

)
обозначим множество

таких λ, что пара (λ, η) для некоторой вектор-функции η отвечает процес-
су

(
x0(·), u0(·)

)
в силу уравнения Эйлера–Лагранжа в задаче со смешанными

ограничениями.
Через KR обозначим множество пар (ξ, δu) ∈ X, удовлетворяющих услови-

ям (7.9) и 〈
δx(t),

∂R1,i

∂x
(t)

〉
+

〈
δu(t),

∂R1,i

∂u
(t)

〉
6 0 ∀i ∈ I0(t),

δx(t)
∂R2

∂x
(t) + δu(t)

∂R2

∂u
(t) = 0 ∀̇t.

В X рассмотрим подпространство NR, состоящее из всех (ξ, δu), для которых〈
δx(t),

∂R1,i

∂x
(t)

〉
+

〈
δu(t),

∂R1,i

∂u
(t)

〉
= 0 ∀i ∈ I0(t),

δx(t)
∂R2

∂x
(t) + δu(t)

∂R2

∂u
(t) = 0 ∀̇t.

Для λ ∈ ΛR

(
x0(·), u0(·)

)
на X определим квадратичную форму ΓR(λ):

ΓR(ξ, δu;λ) = Γ(ξ, δu;λ)

+
∫ t2

t1

〈
η(t),

∂2R

∂(x, u)2
(
x0(t), u0(t), t

)[(
δx(t), δu(t)

)
,
(
δx(t), δu(t)

)]〉
dt.

Через ΛθR
= ΛθR

(
x0(·), u0(·)

)
обозначим множество тех λ ∈ ΛR

(
x0(·), u0(·)

)
,

для которых индекс сужения формы ΓR(λ) на подпространство NK ∩ NR не
превышает числа θR = min(dR, 2n). Здесь dR размерность ядра расширенной
матрицы управляемости DR, явный вид которой приведен в [42]. В частном
случае, когда отображение R от переменной x не зависит, DR вычисляется по
формуле (7.10), в которой матрица B(t) заменена на BR(t) = P (t)B(t). Здесь
P (t) – оператор ортогонального проектирования Rm на подпространство{

u ∈ Rm :
〈
∂R1,i

∂u
(t), u

〉
= 0 ∀i ∈ I0(t), u

∂R2

∂u
(t) = 0

}
.

Теорема 7.2. Пусть допустимый процесс
(
x0(·), u0(·)

)
является слабым

минимумом в задаче со смешанными ограничениями (7.1)–(7.3), (7.14). Тогда
ΛθR

̸= ∅ и для произвольных (ξ, δu) ∈ KR , удовлетворяющих (7.11), имеет
место неравенство

max
λ∈ΛθR

ΓR(ξ, δu;λ) > 0. (7.15)

Вот суть доказательства теоремы 7.2. Вначале, вводя дополнительное управ-
ление v ∈ Rd(R1), рассмотрим задачу (7.1)–(7.3) со смешанными ограничениями

R1(x, u, t)− v = 0, R2(x, u, t) = 0, v 6 0,
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которая, очевидно, эквивалентна исходной задаче (7.1)–(7.3), (7.14). Исполь-
зуя регулярность смешанных ограничений (7.14), разрешая локально систему
уравнений R1(x, u, t) − v = 0, R2(x, u, t) = 0 относительно части переменных,
сведем исходную задачу к задаче, в которой вместо смешанных ограничений
имеются лишь геометрические ограничения на управления v 6 0 (подробности
см. в [42]).

Переформулировав рассматриваемую задачу как задачу минимизации в ба-
наховом пространстве Rn×Lm

∞[t1, t2], получаем задачу (7.13), но с дополнитель-
ным ограничением на управление: v(·) ∈ C, где C =

{
v(·) ∈ Ld(R1)

∞ : v(t) 6 0
∀̇t

}
. Применяя к этой задаче теорему 2.4 (подробности см. в [43]), получаем,

что ΛθR
̸= ∅, и для произвольных (ξ, δu) ∈ K̃ имеет место (7.15). Здесь K̃

состоит из тех (ξ, δu) ∈ X, для которых выполняются условия (7.9), (7.11)
и δv ∈ C + span{v0}, где δv и v0 – первые d(R1) координат вектор-функций δu
и u0 соответственно. Но по теореме 2 из [12] замыкание множества K̃ совпада-
ет с множеством тех (ξ, δu) ∈ KR, для которых выполняется (7.11). Кроме того,
как отмечалось в разделе 2 (см. также лемму 1 из [12]), множество ΛθR

ком-
пактно и, значит, функция максимума γ(ξ, δu) = max

λ∈ΛθR

Γ(ξ, δu;λ) непрерывна.

Искомое утверждение вытекает из неотрицательности функции γ на K̃ .
В задачах оптимального управления с фазовыми ограничениями и с нефик-

сированным временем необходимые условия второго порядка, заключающиеся
в непустоте множества множителей Лагранжа Λs, при соответствующем вы-
боре числа s были получены в [9]–[11]. В указанных работах необходимые
условия первого порядка брались в форме принципа максимума Понтрягина,
а не уравнения Эйлера–Лагранжа.

8. Некоторые приложения

Теория бифуркаций. Пусть X, Σ, Y – банаховы пространства и зада-
но отображение F : X × Σ → Y , которое дважды непрерывно дифференци-
руемо в окрестности точки (x0, σ0). Будем предполагать, что подпространст-

во ker
∂F

∂x
(x0, σ0) топологически дополняемо, а коразмерность подпространства

im
∂F

∂x
(x0, σ0) конечна (тогда оно замкнуто). Пусть F (x0, σ) = 0 для всех σ из

некоторой окрестности точки σ0.
Напомним, что точка (x0, σ0) называется точкой бифуркации, если суще-

ствует последовательность
{
(xi, σi)

}
, xi ̸= 0 ∀i, которая сходится к (x0, σ0), и

F (xi, σi) = 0 ∀i. Если точка x0 нормальна, т. е. im
∂F

∂x
(x0, σ0) = Y , то бифур-

кации описываются с помощью ядра ker
∂F

∂x
(x0, σ0). Особый интерес представ-

ляют точки бифуркации (x0, σ0), когда x0 анормальна.
С помощью результатов раздела 2 можно получить достаточные условия

бифуркации и в анормальном случае. Рассмотрим описанную выше точку
(x0, σ0). Вначале с помощью процедуры Ляпунова–Шмидта сведем задачу
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к случаю, когда Y = Rk,
∂F

∂x
(x0, σ0) = 0. Затем рассмотрим задачу мини-

мизации
f0(x, σ) := ⟨x− x0, x

∗⟩ → min, F (x, σ) = 0,

где x∗ – произвольный ненулевой линейный непрерывный функционал на X.
Ясно, что если точка (x0, σ0) не является локальным минимумом рассматри-
ваемой задачи, то она является точкой бифуркации. Поэтому, применяя тео-
рему 2.7 (точнее, выписывая отрицание условия (2.18)), получаем достаточные
условия бифуркации (см. [44]).

Теория чувствительности. В приложениях нередко приходится исследо-
вать не одну экстремальную задачу, а целое их семейство, например,

f0(x, σ) → min, F (x, σ) = 0,

где σ ∈ Σ – параметр. Спрашивается, как зависит от σ точка минимума рас-
сматриваемой задачи, или хотя бы значение этого минимума ω(σ), и даже будет
ли непусто множество допустимых точек

{
x : F (x, σ) = 0

}
при всех σ, близких

к номинальному значению параметра σ0, при котором решение x0 известно.
Например, непрерывность функции минимума ω означает корректность зада-
чи. Если точка x0 нормальна, то эти вопросы хорошо изучены с помощью
классической теоремы о неявной функции (см. [14] и библиографию там). Од-
нако, если точка x0 анормальна, то эта техника уже неприменима. Но и в этом
случае с помощью теорем о неявной функции из раздела 6 и близких к ним
утверждений в [45] исследована полунепрерывность сверху и снизу функции ω,
для нее получены оценки сверху, снизу и асимптотические разложения. В [46]
эти результаты обобщены на задачу с ограничениями F (x, σ) ∈ C, где C –
выпуклый замкнутый конус.

Теория управляемости. Рассмотрим управляемую систему (7.1) с на-
чальным условием x(t1) = x1, где x1 задано. Пусть задан допустимый процесс(
x0(·), u0(·)

)
. Спрашивается, является ли он локально управляемым, т. е. мож-

но ли с помощью допустимых управлений, достаточно близких к u0(·), попасть
по траектории управляемой системы (7.1) в момент времени t2 в произвольную
точку, лежащую в некоторой окрестности точки x0(t2). Если для рассматри-
ваемого процесса линейная система уравнений в вариациях (7.8) управляема,
т. е. ядро расширенной матрицы управляемости (7.10) является нулевым, то
утвердительный ответ на этот вопрос дает классическая теорема об обратной
функции. Если же это ядро ненулевое, т. е. процесс

(
x0(·), u0(·)

)
является анор-

мальным, то для исследования локальной управляемости классическая теорема
об обратной функции уже неприменима. Но и в этом случае теоремы о неяв-
ной и обратной функции из раздела 6 дают достаточные условия локальной
управляемости (см. [47]).

Теория квадратичных отображений. В недавней работе [48] среди дру-
гих сформулированы две открытые проблемы теории квадратичных отобра-
жений. Первая из них: для заданного квадратичного отображения Q =
(q1, . . . , qk): X = Rn → Rk найти достаточные условия, сформулированные
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в терминах матриц Qi, при которых множество его нетривиальных нулей K ={
x : Q(x) = 0, x ̸= 0

}
пусто. Вторая проблема заключается в нахождении до-

статочных условий, при которых

max
{
q1(x), . . . , qk(x)

}
> 0 ∀x ̸= 0(

соответственно max
{
q1(x), . . . , qk(x)

}
> 0 ∀x

)
.

(8.1)

Решение этих задач основано на результатах раздела 5. Для целых s > 0
положим

Y +
s = {y∗ ̸= 0: ind+ y∗Q 6 s}, Ỹs = {y∗ ∈ Ys : y∗ > 0},

Ỹ +
s = {y∗ ∈ Y +

s : y∗ > 0}.

Здесь ind+ q – неотрицательный индекс квадратичной формы q, т. е. количество
неположительных собственных значений матрицы этой формы. Отметим, что,
в отличие от конуса Ys, пересечение конуса Y +

s с единичной сферой может
оказаться незамкнуто.

Теорема 8.1. Условие K = ∅ эквивалентно тому, что

∀x ∈ X \ {0} ∃y∗ ∈ Y +
k−1 :

〈
y∗, Q(x)

〉
> 0.

Если выполняется (5.19), то условие K = ∅ эквивалентно тому, что

∀x ∈ X \ {0} ∃y∗ ∈ Y +
k−2 :

〈
y∗, Q(x)

〉
> 0.

Теорема 8.2. Первое условие из (8.1) эквивалентно тому, что

∀x ∈ X \ {0} ∃y∗ ∈ Ỹ +
k−2 :

〈
y∗, Q(x)

〉
> 0.

Второе условие из (8.1) эквивалентно тому, что

∀x ∈ X ∃y∗ ∈ Ỹk−2 :
〈
y∗, Q(x)

〉
> 0.

Итак, теорема 8.1 дает решение первой задачи, а теорема 8.2 – второй. До-
казательство теоремы 8.1 основано на теореме 5.2, а теорема 8.2 выводится из
теоремы 8.1.
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