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À.Â. Àðóòþíîâ Àíîðìàëüíûå çàäà÷è òåîðèè ýêñòðåìóìà è àíàëèçà



Ââåäåíèå

Íà ïðèìåðå äâóõ ðîäñòâåííûõ ïðîáëåì ïîÿñíèì, ÷òî òàêîå
àíîðìàëüíîñòü. Íà÷íåì ñ òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Ïóñòü
X � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè
ñ îãðàíè÷åíèÿìè:

f0(x)→ min, F (x) = 0. (1)

Çäåñü F : X → Y = Rk � çàäàííîå îòîáðàæåíèå, à ìèíèìóì
çàäàííîé ôóíêöèè f0 : X → R èùåòñÿ íà äîïóñòèìîì
ìíîæåñòâå

M = {x ∈ X : F (x) = 0}.
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Ââåäåíèå

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
(ìîæíî äàæå ñ÷èòàòü, ÷òî X = Rn), à f0 è F äâàæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0, ÿâëÿþùåéñÿ ëîêàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1). Òîãäà â òî÷êå
x0 âûïîëíåí ïðèíöèï Ëàãðàíæà (ïðàâèëî ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà). Äëÿ åãî ôîðìóëèðîâêè ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x , λ) = λ0f0(x) + 〈y∗,F (x)〉;

λ = (λ0, y∗), λ0 ∈ R1, y∗ ∈ Y ,

ãäå (k + 1)-ìåðíûé âåêòîð λ = (λ0, y∗) è åãî êîìïîíåíòû
íàçûâàþòñÿ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà.
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Ââåäåíèå

Ïóñòü x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà çàäà÷è (1).
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà λ, ÷òî

∂L
∂x

(x0, λ) = 0, λ0 ≥ 0, |λ| = 1. (2)

Ïðèíöèï Ëàãðàíæà äàåò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà
ïåðâîãî ïîðÿäêà è õîðîøî èçâåñòåí. Ìíîæåñòâî ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà, óäîâëåòâîðÿþùèõ (2), îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Λ(x0).
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Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ïóñòü, âíà÷àëå, òî÷êà x0 íîðìàëüíà,
ò.å. imF ′(x0) = Y . Èòàê, åñëè òî÷êà ìèíèìóìà x0 íîðìàëüíà, òî
â ñèëó (2) λ0 > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ ïîëîæèòåëüíóþ
îäíîðîäíîñòü ñîîòíîøåíèé (2) ïî ïåðåìåííîé λ, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî λ0 = 1. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, èìåþùèé âèä λ = (1, y∗). Êðîìå òîãî,
åñëè òî÷êà ìèíèìóìà x0 íîðìàëüíà, òî â íåé âûïîëíÿþòñÿ
êëàññè÷åñêèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà:

∃λ ∈ Λ(x0) :
∂2L
∂x2

(x0, λ)[h, h] ≥ 0 ∀ h ∈ X : F ′(x0)h = 0. (3)
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Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé: òî÷êà x0 àíîðìàëüíà, ò.å.
imF ′(x0) 6= Y . Òîãäà â íåé ïðèíöèï Ëàãðàíæà (2) âûïîëíÿåòñÿ
ïðè λ0 = 0 è ïðîèçâîëüíîì y∗ 6= 0, ïðèíàäëåæàùåì ÿäðó
ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ker F ′(x0)∗, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
íåíóëåâûì â ñèëó òîãî, ÷òî imF ′(x0) 6= Y . Òàêèì îáðàçîì â
ëþáîé àíîðìàëüíîé òî÷êå ïðèíöèï Ëàãðàíæà àâòîìàòè÷åñêè
âûïîëíÿåòñÿ íåçàâèñèìî îò ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà f0
è ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïåðåôðàçèðîâêîé îïðåäåëåíèÿ
àíîðìàëüíîñòè. Ïîýòîìó ïðèíöèï Ëàãðàíæà áåñïîëåçåí ïðè
èññëåäîâàíèè àíîðìàëüíîé òî÷êè íà ýêñòðåìóì. ×òî æå
êàñàåòñÿ êëàññè÷åñêèõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé âòîðîãî ïîðÿäêà
(3), òî â àíîðìàëüíîé òî÷êå ìèíèìóìà îíè ìîãóò íàðóøàòüñÿ.
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Âîò ïðîñòîé äâóìåðíûé ïðèìåð ýòîãî:

X = R2, f0(x) = −|x |2 → min,

f1(x) = x21 − x22 = 0, f2(x) = x1x2 = 0,

ãäå x = (x1, x2) ∈ R2. Â ýòîé çàäà÷å îãðàíè÷åíèÿì
óäîâëåòâîðÿåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà x0 = 0, åñòåñòâåííî
ÿâëÿþùàÿñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà. Îäíàêî, êàê ëåãêî âèäåòü, â íåé
óñëîâèÿ (3) íå âûïîëíÿþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, â àíîðìàëüíîé
òî÷êå ïðèíöèï Ëàãðàíæà íåèíôîðìàòèâåí, à êëàññè÷åñêèå
íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïðèìåíÿòü íåëüçÿ, ò.ê.
îíè ìîãóò íàðóøàòüñÿ.
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Èòàê âîçíèêàåò ïðîáëåìà: êàêîâû ñîäåðæàòåëüíûå
íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â çàäà÷å (1) áåç àïðèîðíûõ
ïðåäïîëîæåíèé íîðìàëüíîñòè èññëåäóåìîé òî÷êè?

Ïåðåéäåì ê áëèçêîé çàäà÷å. Ïóñòü îòîáðàæåíèå F : X → Y

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ X è
y0 = F (x0). Ñïðàøèâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ îêðåñòíîñòü V

òî÷êè y0, ÷òî äëÿ âñåõ y ∈ V óðàâíåíèå

F (x) = y (4)

èìååò òàêîå ðåøåíèå x(y), ÷òî x(y0) = x0 è îòîáðàæåíèå x(·)
íåïðåðûâíî â òî÷êå y0, èëè äàæå áîëåå òîãî, íåïðåðûâíî íà
âñåé îêðåñòíîñòè V .
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Åñëè òî÷êà x0 íîðìàëüíà, òî êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà îá îáðàòíîé
ôóíêöèè äàåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé îòâåò, ïðè÷åì
îòîáðàæåíèå x(·) ìîæíî âûáðàòü íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûì. Åñëè æå òî÷êà x0 àíîðìàëüíà, òî ýòî óæå
íå òàê. Íàïðèìåð ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå

x21 + x22 = y ,

ðàññìàòðèâàåìîå â îêðåñòíîñòè íóëÿ, äëÿ y < 0 íå èìååò
ðåøåíèé, à óðàâíåíèå

x21 − x22 = y

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåïðåðûâíûõ ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ
x(0) = 0, íî âñå îíè â íóëå íå äèôôåðåíöèðóåìû. Òàêèì
îáðàçîì âîçíèêàåò ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ óñëîâèé, áîëåå
ñëàáûõ, ÷åì íîðìàëüíîñòü, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò
ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4) ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè.

À.Â. Àðóòþíîâ Àíîðìàëüíûå çàäà÷è òåîðèè ýêñòðåìóìà è àíàëèçà



Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà
ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ

f0(x)→ min, fi (x) ≤ 0, i = 1, l , f (x) = 0. (5)

Äëÿ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ s âåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà
(âîçìîæíî íåêîòîðûå èç íèõ ïóñòû) Λs(x0), ñîñòîÿùèå èç òåõ
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ ∈ Λ(x0), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîå
(çàâèñÿùåå îò λ) ïîäïðîñòðàíñòâî Π ⊆ X , ÷òî

codimΠ ≤ s; Π ⊆ ker F ′(x0);

∂2L
∂x2

(x0, λ)[x , x ]2 ≥ 0 ∀ x ∈ Π, f ′0(x0) ∈ Π⊥.

Çäåñü îòîáðàæåíèå F = (f1, ..., fl , f ) äåéñòâóåò èç X â Rm ïðè
m = l + k .
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Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîíóñ

K(x0) = {h ∈ X : 〈f ′i (x0), h〉 ≤ 0 ∀i , f ′(x0)h = 0},

íàçûâàåìûé êðèòè÷åñêèì.

Òåîðåìà 1 (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà) Ïóñòü
â çàäà÷å (5) òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì. Òîãäà

ïðè m = k + l ìíîæåñòâî Λm = Λm(x0) íåïóñòî è, áîëåå òîãî,

max
λ∈Λm

∂2L
∂x2

(x0, λ)[h, h] ≥ 0 ∀ h ∈ K(x0). (6)
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Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

Ðåçóëüòàòû ýòîé òåîðåìû áûëè îáîáùåíû íà çàäà÷ó

f0(x)→ min, x ∈ C , F (x) ∈ D, (7)

ãäå F : X → Y = Rm. Çäåñü C ,D çàäàííûå çàìêíóòûå
ïîäìíîæåñòâà X ,Y (íî íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûå!). Ýòè
ðåçóëüòàòû îáîáùåíû íà äðóãèå òèïû çàäà÷, â òîì ÷èñëå íà
øèðîêèé êëàññ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ êîíöåâûìè,
ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè, íà çàäà÷è ñ èìïóëüñíûìè
óïðàâëåíèÿìè, çàäà÷è ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì è ò.ä.
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Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè

Ïåðåéäåì ê òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè. Ïóñòü ñíîâà äàíî
îòîáðàæåíèå F : X → Y = Rk , è F (x0) = y0. Äëÿ âñåõ y èç
îêðåñòíîñòè òî÷êè y0 áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåëèíåéíîå
óðàâíåíèå

F (x) = y .

Ñïðàøèâàåòñÿ, êîãäà ýòî óðàâíåíèå äëÿ âñåõ y áëèçêèõ ê y0
èìååò ðåøåíèå?
Åñëè òî÷êà x0 íîðìàëüíà, òî îòâåò äàåòñÿ êëàññè÷åñêîé
òåîðåìîé îá îáðàòíîé ôóíêöèè. Ïðèâåäåì òåîðåìó îá îáðàòíîé
ôóíêöèè ñïðàâåäëèâóþ áåç àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæåíèé
íîðìàëüíîñòè.
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Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F2(x0) êîíóñ, ñîñòîÿùèé èç òàêèõ y ∈ Y ,
y 6= 0, ÷òî ∂F

∂x (x0, y0)∗y = 0 è â X ñóùåñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî

Π ⊆ ker
∂F

∂x
(x0),

äëÿ êîòîðîãî

codimΠ ≤ k ;
∂2

∂x2
〈y ,F (x0)〉[ξ, ξ] ≥ 0 ∀ ξ ∈ Π.

Îòìåòèì, ÷òî êîíóñ F2(x0) ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì. Îí,
íàïðèìåð, çàâåäîìî ïóñò, åñëè òî÷êà x0 íîðìàëüíà, ò.ê. â ýòîì
ñëó÷àå ∂F

∂x (x0)∗y 6= 0 ∀y 6= 0. Êðîìå òîãî, ïîñëå ïðèñîåäèíåíèÿ
ê ýòîìó êîíóñó íóëÿ îí ñòàíîâèòñÿ çàìêíóòûì, íî âîâñå íå
îáÿçàí ñòàòü âûïóêëûì.
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Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 1. Îòîáðàæåíèå F : X → Y íàçûâàåòñÿ

2-íîðìàëüíûì â òî÷êå x0, åñëè êîíóñ convF2(x0) ÿâëÿåòñÿ
îñòðûì, ò. å. íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (ñëó÷àé

F2(x0) = ∅ íå èñêëþ÷àåòñÿ, ò.ê. ïóñòîé êîíóñ îñòðûé ïî

îïðåäåëåíèþ).

Ïîëîæèì

Y1 = im
∂F

∂x
(x0); Y2 = (im

∂F

∂x
(x0))⊥.

×åðåç P1 : Y → Y1, P2 : Y → Y2 îáîçíà÷èì îïåðàòîðû
ïðîåêòèðîâàíèÿ Y íà ïîäïðîñòðàíñòâà Y1 è Y2 ñîîòâåòñòâåííî.
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Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå F : X → Y

â òî÷êå x0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ðàçðåøèìîñòè, åñëè

ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû κ1, κ2, ÷òî
∀ y : |y − y0| < κ1

∃ x = x(y) : F (x(y)) = y ;

‖x(y)− x0‖ ≤ κ2
(
|P1(F (x0)− y)|+ |P2(F (x0)− y)|

1
2

)
.
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Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè

Òåîðåìà 2 (òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî îòîáðàæåíèå F 2-íîðìàëüíî â òî÷êå x0. Òîãäà äëÿ òîãî,

÷òîáû F â òî÷êå x0 óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ ðàçðåøèìîñòè,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∃ h ∈ X :
∂F

∂x
(x0)h = 0;

〈
y ,
∂2F

∂x2
(x0)[h, h]

〉
< 0 ∀ y ∈ F2(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ
ýêñòðåìóìà, ïðèâåäåííûõ âûøå.
Åñëè òî÷êà x0 íîðìàëüíà, òî ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà
ïðåâðàùàåòñÿ â êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó îá îáðàòíîé ôóíêöèè.

À.Â. Àðóòþíîâ Àíîðìàëüíûå çàäà÷è òåîðèè ýêñòðåìóìà è àíàëèçà



Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè

Ïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò îáîáùåí íà òåîðåìó î íåÿâíîé
ôóíêöèè, òåîðåìó îá îáðàòíîé ôóíêöèè íà êîíóñå, íà
íåëèíåéíûå ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå íåðàâåíñòâà, è ò.ä.
Îí ïðèìåíåí ê èññëåäîâàíèþ óïðàâëÿåìîñòè äëÿ âûðîæäåííûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ òåîðåì îá îáðàòíîé è íåÿâíîé
ôóíêöèÿõ ïîëó÷åíû íîâûå òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè òî÷êè
áèôóðêàöèè äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì, ïîñòðîåíû òåîðèÿ
÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ áåç àïðèîðíûõ
ïðåäïîëîæåíèé íîðìàëüíîñòè.
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