Tomographie et analyse complexe
Roman Novikov
1. Tomographie a rayon X et transformation de Radon classique. Résultats
classiques.

Exposé 1.
Considérons ’équation de transport

OV, +a(z)y =0, xR 9eS™ (1)
f - un parametre spectral et, au début, on peut supposer que
a est une fonction lisse réelle a support compact. (2)

C’est une équation de base de la tomographie a rayon X.

Sens physique de cette équation:

On considere la propagation des rayons X dans la direction du vecteur 6 € sa-1
dans un milieu avec le coefficient d’atténuation a(z) des ces rayons dans le point 2 € R,
Supposons que l'intensité de ces rayons est de la form I(z,t,6) = ¢ (x)d(xf — ct), ou ¢ -
vitesse de lumiere, ¢ - temps. Par définition du coefficient d’atténuation

o Y+ 28) — ¥(a)

e—0 g

— —a(2)y(a). (3)

Ce signifie que 1’équation (1) est valable.

Données spectrales pour ’équation (1):
Pour chaque 6 € S*7! il existe une solution unique bornée ¥+ (z, ) de I’équation (1)
telle que
lim ot (z+s0,0) =1, zeRL (4)

S§——00

La fonction S définie par la formule

S(x,0) = lim o (x+s6,0), zecR? §eSi (5)

s——+00

est considérée comme les données spectrales pour ’equation (1).

Exercice 1.
Démontrer les formules suivantes:

S(x+1760,0)=S(x,0), xR’ st r1eR, (6a)
S(xz,0) = S(mpx,0), zeR? §es (6b)

ol
Ty est le projecteur orthogonal sur X, = {z € R? | 20 = 0}. (7)
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En vue de (6)-(7) c’est tres naturel de considerer S(x,6) sur
TS ' = {(z,0) e R" xS*" | 26 = 0}, (8)

parce que S ‘ i1 détermine uniquement S sur R? x S¥7!. De plus, nous interprétons

TSY! comme I'ensemble de tous les rayons dans R¢. Comme un rayon [ nous comprenons
une droite avec une orientation fixée. Si Il = (z,0) € TS* !, alors | = {y € Rd| Yy =
s + x, s € R} (modulo orientation) et § donne l'orientation.

Probléme direct et probléme inverse pour ’équation (1):

Probléme direct: trouver " et S & partir de a

a—PT = 8.

Probleme inverse: reconstruire a a partir de S

S — a.

Interpretation physique du probleme inverse:
reconstitution la structure d’un objet a l'aide de radiographie.

Résolution du probleéme direct:

¥ (2,0) = exp[—Da(z, —0)], (9)
+oo
Da(z,0) = / a(x 4 s0)ds, zeR? eS (10)
0
S(x,0) = exp[—Pa(x,0)], Pa(zx,0) = /a(x + s0)ds, (r,0) € TS . (11)
R
Démonstration.

On cherche ¥ comme
VH(z,0) = explpT(2,0)], zeR? 0esit, (12)

ol
OVt +a(z) =0,

SEIPOO o (xz + 56,0) = 0. (13)

On peut voir que
(13) = ™ = —Da(x, —0), (14)
(12),(13) = (1), (4). (15)
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En utilisant (12), (14), (15) on obtient (9). En utilisant (9), (10), (5) on obtient (11).

Définition.
P définie par la formule

Pf(x,0) = /f(x + s0)ds, (x,0) € TS, (16)
R

est dite la transformation de rayon X de f (ol nous interprétons TS*! comme I’ensemble
de tous les rayons dans R?).

On peut voir que Pf(l) ne dépend pas de l'orientation de [ € TS?. Alors, c’est tres
naturel de considérer Pf sur Mgy, ('ensemble de toutes les droites (non-orientées) dans
R%).

De plus, la transformation P, od P f est considérée sur My 1, est dite la transformation
de Radon de f le long des droites.



Exposé 2.

Probléeme inverse:

En vue de (1.11) pour resoudre le probléme inverse pour 1’équation (1.1) il faut donner
des méthodes d’inversion pour la transformation P de (1.16).

On peut supposer au début que

f e S(RY,R). (1)

Nous alons utiliser les notations suivantes

Pyf(x) = Pf(x,0), x € X, 6 esi (2)
7€) = (2m)-2 / ¢7 f(z)dz, €€ RY, (3)
Rd
(7o) (© = (20) 402 [ pfayde, €€ Xo, 05T ()
Xo

Proposition 1.
On a la formule suivante

(Pof)" (&) = 2m)'2f(€), €€ Xy, 08T (5)
Démonstration. On a
TPy f(x)de = [ €% | f(x + s0)dsdx $=0 eV f(y)dy. (6)
Jreomon=] =] !

Les formulles (3), (4), (6) impliquent (5).

Théoréme 1 (J.Radon 1917). En dimension d = 2 on a la formule suivante (de
I'inversion de la transformation P):

fo) = / 0V 4o (20 ), (7a)
Sl
in(s) = (Han)9) ™ 2y [ 2O, (1)
R
qo(s) = Pf(sHL, 0), (7c)

oz eR?* eSS seR, 0+ = (-0, 0,) pour § = (01,6:) € S', df est la mesure standard
sur St
Notons que TS* ' ~ R x S* pour d = 2.
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Démonstration du Théoréme 1. La formule de 'inversion de la transformation

de Fourier peut étre écrite dans la forme pour d = 2

+oo
flz) = 2i / / e~ (1ot yrdrdd.
™
S

(8)

En utilisant le changement de variables s — —s, § — —0, la formule (8) peut étre

réécrite dans la form
0
1 Cole 2 oL
flx) = — e T f(r0—)(—r)drdo.
2
St =

En additionnant les formules (8) et (9) on obtient

f(x) = %//e_"eme(TQL)(sgnT)rdrdQ.

S'R
Les formules (5), (7¢) impliquent que

(2m) /2 / e qp(s)ds = (2m) /2 f(ro™h).
R

Des formules (10), (11) il résulte que

flz) = 8—71T2///e”(s_%x)qa(s)ds(sgnr)rdrde:

SRR
1

En utilisant la formule

1 n 1
s+i0  s—1i0’

/eirs(—i sgnr)dr =
R

nous transformons (12) a la forme

flz) = #/eivx (p.v./xgi—(s_)sds>d9.

S* R

) /QLVm//e"(s_%x)qa(s)ds(—i sgnr)drdo.
! R R

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)



Théoreme 1 est démontré.

En dimension d = 2 les formules (7) ou méme (5) donnent une méthode de reconstruir
f sur R? par la transformée Pf sur My ;. De plus, en dimension d > 3 pour reconstruir f
sur R? par la transformée Pf sur Mg 1 on a la méthode suivante basée sur les méthodes
de reconstitution en dimension d = 2. Pour reconstruir f dans un point ' € R? nous
considérons dans R? un plan bidimensionnel Y qui contient z’. Nous considérons dans
Mg 1 le sous-ensemble My 1(Y') qui est I’ensemble de toutes les droites dans Y. Nous con-
sidérons Pf sur M, 1(Y) et reconstruisons f(z') par Pf| My (v) utilisant les méthodes
de reconstitution en dimension d = 2. ’

Remarque 1. Formules (5), (7) restent valables sous des conditions beaucoup plus
faibles que (1). Par example, ils restent valables sous les conditions que (en dimension
d=2)

feC"(RY),

f = 0(lal™), Ja| = oo, 1%)

oun =2 0>2 (et méme pour n =0, o > 1).



Exposé 3.
Soit D un compact convexe dans R?. Soit

QD)={leTS' |InD =0} (1)

Question: est-ce que P f }Q (D) détermine uniquement f ’Rz\ !
En supposant que 0 € D, considérons

f(a:) = (331 + i.I‘Q)_n, T = (.Tl,l‘g) c ]R2, n = 2,3,4 (2)
On a
PF(s0™,0) :/f(te+seL)dt:/z—n(el+¢92)—1dz, (3)
R !

ot s €R, 0 €S, 6+ = (—0,0,) pour § = (0;,6,) € S*,
l={2€C|z=(th) +s07) +i(thy +s03), t € R} (et orientee par 0) et s#0. (4)
En passant par I'analyse complexe on a
/2_"(91 +i63) " tdz = (6 +i63) ! /z_”dz = 0. (5)
! l
Les formules (2), (3), (5) impliquent que
Pflopy =0, P Reflg, =0, PImfl,, =0 (6)
La réponse sur la quéstion susmentionnée est donc négative en général (voir Section
I1. 3 of [Na]).

Théoréme 1 A. (Cormack 1963, 1964).
Soient f € S (]Rz), D compact convexe dans R?. Alors, Pf |Q (D) détermine uniquement

f sur R*\D.

Démonstration. La propriété que D est un compact convexe implique que pour
chaque = ¢ D il existe un disque fermé B tel que D C B mais x ¢ B. Par conséquence,
pour démontrer que P f ‘Q( D) détermine f(x) pour x € D, on se ramene donc au cas

D=B,={z ek ||z <p}. (7)

Considérons les séries de Fourier

+oo
flz) = Z fi(r)e™, x = r(cos p,sin p), (8)
l=—oc0
+oo
Pf(s6+,0) = Z q(s)et T2 9 = (cos @, sin ). 9)
l=—0c0



Au cas (7) le Théoreme A est un corollaire du Théoreme B.

Théoréme 1 B. (Cormack 1963, 1964).

On a
+oo 9
5%\ —1/2
als) =2 [ TuGs/r)(1=5) i, s> (10)
1 o
Ay == [ =) T (s () ds. > 0 (1)
T
ou T,,- polynomes de Tchebyshev,
To(z) =1, Th(z) =2z, Ti4+1(x)+Ti—1(z) =22T;(x), 1 =1,2,.. (12)
De plus
T;(z) = cos(l arccos x), |z| <1, (12a)
Ti(x) = cosh(l arccoshx), |x|> 1. (120)

Remarque 1. La formule (11) ”impose” la décroissance rapide de ¢;(s) pour grand
[. D’ou f dans la classe de Schwartz, en général.

Pour obtenir (10) on calcule (9) pour f présentée par (8).

Pour obtenir (11) on considere (10) comme une équation intégrale (éq. d’Abel générali-
sée) pour fi.

De plus, il suffit de démontrer (10), (11) pour

f(z) = fl(r)e““”, leZ. (13)

Dans cet exposé on va donner cette démonstration pour / = 0. On a

+o00 +oo
Pf(s6",6) = / fo((8 +5%)1/?)dt = 2 / fo((8 + 5)1/%)dt =
—00 0

(14
+o0 T
> [ty et =2 [ (-5 s>

Alors, (14) = (10) pour f(x) = fo(r). En considérant (10) pour [ = 0 comme une équation
pour fp, on a

—+o00 “+o00 400

[ e [ [t
15
i J] (/ ((s* = 7“2)8(2128— 32))1/2)tf0(t)dt =7 +/ tfo(t)dt,



ou on utilise que

t +1
sds 1 T r? 4+ 12 — 252
— 1_ /2_1/2d/:— /:—. 1
| Gy =2 AW =5 e
T -1
A partir de (15) on obtient
11d [ sgo(s)d 1T gh(s)d
sgo(s)ds go(s)ds
— - 2w [ J0T 17
Jolr) wrdr (s2 —r2)1/2 T / (s2 —r2)1/2 (17)

Ca nous donne (11) pour [ = 0.

Pour la démonstration des formules (10), (11) pour [ général voir par exemple Section
I1.2 de [F.Natterer, The Mathematics of Computerized Tomography, Wiley, New York
(1986)].

Théoreme 2.
Soit D un compact convexe dans R?, d > 3. Soit

QD) ={leTsS* ! |InD =0

Soit
feC*RND,R), f(x)=0(z"), |z|— oo,

ouin=20>2(outmémen=0,0>1). Alors, Pf’Q(D) détermine uniquement f‘Rd\D.

Exercice. Démontrer ce théoreme en utilisant les résultats de 'exposé 2 (et, partic-
ulierement, Remarque 1 de ’exposé 2).



Exposé 4.
On consideére
P: S(R*R) — S(TS', R).

On a déja montré que Ker P = 0. Dans cet exposé nous allons étudier I'm P.
Théoréme 1. (Gel'fand, Graev 1960, Helgason 1965).
(A) Si q(s,0) = Pf(s0+,0), ou f € S(R?, R) alors
1€ S xS, R), (1)
q(—S,—Q) = Q('S?e)v (2)

/smq(s, 0)ds = pmy(0) polynome homogene de 6 de degre m, m e NUO, (3)
R
ots €R, S, 0+ = (—0,,0,) pour = (01,6,) € S'.
(B) Si ¢ possede les propriétés (1), (2), (3), alors il existe f € S(R* R) telle que

q= Pf.
Preuve de la propriété (3):

/smq(s, 0)ds = / s f(s0F 4 t0)dt ds = /(Hlx)mf(a:)dx. (4)
R R? R?
Preuve de (B):
Soit X
Fleh) = (2m)~12q(lel, €/ 1€D), (5)
ou é-J_ = (_52751) pour £ = (51752) € RZ?
j(o,0) = (277)1/2/ei‘78q(s,9)ds, ceR, #est. (6)
R

Les formules (2), (5), (6) impliquent que

fer) = f(=¢*), (7)
f(o0%) = (27)"%G4(0,0), 0 € R, 0 € S (8)

(ou pour o > 0 (8) coincide avec (5)).
Il suffit de démontrer que

feSR?C). (9)
Parce que:
) (7),(9) = f € S(R*,R),
fl) = 207" [ e e, (10)
RQ
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f(o0%) = (2m)~? /ewSPf(SQL,H)ds, ceR, heS, (11)
R
(Proposition 1 de I'exposé 2),
(6),(8), (11) = q(s,0) = Pf(s6~,0). (12)

Preuve de (9):
Pour f définie par (5), (6), on a

F(6) = (2m) V2 / &7 g(s,—01)ds, o =|¢], 6= ¢/|¢]. (13)
R
Ona ) o 0 9 9
sin ¢ n cos (14)

G T o e 96 e T s 8y

ou o, ¢ - coordonnées polaires:

§&1 =o0cosp, & = osine. (15)
(1), (13),(14) = f € S(R*\B.,C) Ve > 0, (16)
B.={zxeR?: |z|<e}, €>0. (17)

Il reste de démontrer que
feC>®(Bs,C) Vs >0 (18)

(ou par les autres mots que f (&) est infinement lisse dans chaque voisinage de 0).
Pour obtenir (18) les propriétés (3) sont nécessaires. Si, par exemple, (3), m = 0,
n’est pas valable alors f n’est pas méme continue en 0, parce que

lim f(o0) = (27) " / 4(s, —0%)ds (19)
R

dépend de 6.

Pour la démonstration que (1), (3), (13) impliquent (18) voir, par exemple, Section
I1.4 de [Na] parce que cette démonstration est assez technique.

Considérons maintenant

P: S(RY — S(1st), d>3. (20)

Ainsi que pour d = 2, on a déja montré que Ker P = 0 et nous allons étudier Im P. On

peut voir que
dim TS =2d — 2 > dimR? pour d >3 (21a)

11



tandis que
dim TS ' = dimR? pour d = 2. (21b)

C’est pourquoi le probleme de la description d’image I'm P est essentiellement différente
pour d > 3 d’une part et pour d = 2 d’autre part.

En effet P(S(R?)) est un sous-espace des fonctions de d variables dans S(T'S%!),
d> 3.

Considérons le probleme pour d = 3. Considérons

Ms 1 \Vj,
Ms 1 — ensemble de toutes les droites non — orientees dans ]R3, (22)
Vi={l=(x,20) e M3, | 0; =0}, j=1,2,3.

Sur M3 1\ V3, par exemple, on peut utiliser les coordonnées aq, ag, 81, f2 € R telles que

M31\V3z > | =" (1,2, b1, 82)" = {(a123 + B1, 273 + P2, 73) | z3 € R}, (23)

On peut voir que
Pf(l) = g(ai, az, B1,B2) X \/of + a3 + 1, (24)

g(ar,az, B1, B2) = /f(aws + B1, o3 + B2, x3)dxs. (25)
R

Théoréme 2 (A) Si g € P(S(R?)), alors ¢ € S(M3,1) et

02 92
(3041352 B 3@2651)9(0‘17‘12751,52) =0, (26)

Q(Oél, ag, By, 52)
a?+a2+1

9(041,012,51,52) =

sur M3 1\V3 (et 'équation analogue sur M3 1\Vj, j =1,2).
(B) Si g € S(Ms,1) et g définie par (27) satisfait (26) (ou bien I’équation analogue sur
M3 1\Vj, j = 1,2) alors ¢ € P(S(R?)).
Théoreme démontré par F.John 1938, Duke Math.J. 1938 vol.4 pp.300-322).
Preuve A: On a

i > (24),(25),(27)
<3041352 - 8@2851)9(a1>0¢2,51>52) =

0? 52
(80418/32 B 80428/81) /f(a1x3 + B1, ax3 + B2, w3)drs =
R

/[xS o () — @3 fa (- -)]des = 0.
R

Pour preuve B cf John ou Gel’fand, Gindikin, Graev J.Soviet Math. 18 (1980) pp
39-167.
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Exposé 5.

Quelques résultats d’analyse complexe.
p

Notations:
z=x1 +ire, Z=u1x1— 1%, x = (T1,T2) eR?, 2eC; (1)
of 1, 0f of of 1,0f of
0z (891:1 83:2)’ 0z <ax1 t 6x2> (2)

Théoréme 1A (Green). )
Soit D un ouvert connexe borné dans R? avec le bord 9D lisse. Soient u,v € C YD, R)
(I’espace de fonctions contintiment dérivable sur D a valeurs réelles), ou D = DUJD. Alors

/(udml + vdxg) = // P 8_132 dxldxg (3)

(et ou orientation de 9D est accordée avec 'orientation de D).
Ce théoréme est un cas particulier de la formule de Stokes (voir, par example,
[W.Rudin, Principles of Mathematical Analysis, 1976])

/ w— / do, (4)
oM M

ou M est une variété avec bord, dim M = n, w est une forme différentielle d’ordre n — 1.
Théoreme 1A peut étre reécrit dans la forme suivante

Théoréme 1B.
Soit € un ouvert connexe borné dans C avec le bord 02 lisse. Soient g € C 1(Q,0C)
(I’espace de fonctions continiment dérivable sur € & valeurs complexes). Alors,

/gdg— 2@/ —dRengmc (5)

(et ou l'orientation de OS2 est accordée avec l'orientation de €2). Ensuite le résultat suivant
est valable:

Théoréme 2 (formule de Cauchy-Pompeiu (1912)). )
Soit D un ouvert connexe borné dans C avec le bord 9D lisse. Soit f € C(D,C).

Alors
1 f(©) 1//3]‘/8(— [ f(z) pourzeD
2772'/(—de_77 (—zdReCdImC_ 0 pour z € C\D (6)
oD D
(et ou l'orientation de 0D est accordée avec 'orientation de D).
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Preuve du Théoreme 2.
Pour z € C\D la formule (6) est une conséquence immédiate de la formule (5), ou

9=r(Q/(C— =)
Pour obtenir (6) pour z € D, considérons (5) pour g = f(¢)/(¢ — 2),
N=D,.=D\B,., 00 =0D,.,ouB,.CD,B,.={Ce€C: |(—z| <e}. Nous avons

/gf(To dEf/g v [ B

0B:,c

// 8f/8CdR ¢dIm gdﬁf2//af/a§d}z ¢ dIm¢ — 2// 8f/8CdR ¢cdIme,

(7)

ou nous avons utilisé aussi que _85 L — 0 pour (€ D, ..
De plus ¢ = z + €€'¥, ¢ € [0 27], donne une paramétrization de 0B, . et, par
conséquence,
z+ee’?)
/ 1< f i Zse“pdgp =
-z gely
aBz 5
(8)
/f(z + ee"?)idyp — 2mi f(2) pour € — 0.
De plus

_ e 2w _
af /8¢ 10.f/9¢]
\/B/ Yy dRe ¢dIm (]| SO/O/—T rdrdf < o)

orMe, |0f/0C| < M.

Les formules (7), (8), (9) pour ¢ -0 = (6) pour z € D.
Théoreme 2 est démontré.
En utilisant (6) on peut obtenir aussi, par example, que

.- = 0(2), (10)

ou ¢ est la fonction de Dirac.

Définition 1.

Une fonction f est dite holomorphe dans D si f € C(D,C) et 9f(¢)/9( = 0 pour
¢ € D,ou D est un ouvert dans C.

Théoreme 2 et Définition 1 impliquent que si f € C(D,C) et f holomorphe dans D,
oll D est un ouvert connexe borné dans C avec le bord 0D lisse, D = D U 9D, alors

f(z)  pour ze€D
2mi / (—=z { 0 pour z € C\D (11)
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(formule de Cauchy (1831)).

Théoréme 3 (Liouville).
Si f est holomorphe et bornée sur C, alors f = const.

Preuve du Théoréme 3.
La formule (11) =

1
Fler) = f(z2) = 5 /f e L3 (12

ouz,20€C, D, ={CeC: [(| <r}, |z1]| <7, |22| <r. En utilisant (12) on obtient

|21 — 2z9|rde

] e [ - — 0 pour r — oo. (13)

2m
£G1) = )| < 5 [ 150re
0

Alors f(z1) = f(22) pour tous 21,25 € C et f = const.

Théoréme 4 (formule de Sohotsky (1873), Plemelj).
Soient DV un ouvert simplement connexe borné dans C avec le bord 9DV =T lisse

et D= =C\(DtUT). Soient f € CYT) et

1RO .
)_%/CT’ - e D*. (14)
I

Alors

Jim fH(z)— Jim f(z) = f(x0). 20 €T, (15)

o 1 F(Q)dc

i 46+ ) = 'p'F/c—ZO’ beT, (16)
o £(Q)dc £(Q)dc

Up/C—Z():;i—% / C—ZO’ZOEF’
T I\ B.,..

B.,,.={2€C: |z— 2] <e}.

Schéma de démonstration du Théoreme 4.
Il suffit démontrer que

Z— 20 2 — Z
z€D+ O

1 f(¢
lim f*(2) =5 f(z 27 VP (17a)
o [ 10

Jim f7(2) = 3 7 (0) + 21 e

zeD— r

¢, 2z €T, (17b)
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Nous avons

1S [ - [ Vs

r T\B.,. I'NB..
1 f(Q)d¢ 1 /f(C)dC
— e —V.p. 1
5t / - — 5 Up g_zo,z—hzo,s%(), (19)
I'\B.,,-
L[ 0k L e
271 (—=z 271 (—=z
I'NB., INB., .
(20)
1 f(z0) : : n
- ‘———=d( si ¢ est suffisamment petit et z € DT,
271 (—=z
OB., ND-
1 / f(Zo)dC — 1f(zo) pour z — zg, € — 0. (21)
271 (—z 2 ’
8B.,,-ND~

En utilisant (14), (18)-(21) on obtient (17a). Démonstration de (17b) est similaire. Pour
une démonstration plus complete de (17) voir, par exemple, Lemma 7.2.1 de [Ablowitz,

Fokas, Introduction and Applications of Complex Variables, Cambridge Univ. Press
(1997)].

Probléeme de Riemann-Hilbert additif.

Soient DT un ouvert simplement connexe borné dans C avec le bord 9D = T lisse
et D~ =C\(DTUT). Soit f € C}(T"). Considérons le probleme de la détermination des
fonctions fT et f~ t.q.:

(1) f* est holomorphe dans D,
(2) f~ est holomorphe dans D~, f~(2) — 0, z — oo,
(3) fH(C) = f(O) = f(¢), C €T, on fX(¢) sont les limites sur I de f* de D*.

Ce probleme est dit le probleme de Riemann-Hilbert additif. La formule (14) donne
la solution de ce probleme.
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Exposé 6.
Considérons ’équation

OVt (,0) + a(z)y(z,0) = f(z), =R’ 98T, (1)
f- un parametre spectral et, au début, on peut supposer que
a, f sont des fonctions lisses a support compact. (2)

C’est une équation de base de la tomographie d’émission de simples photons.

Données spectrales pour ’équation (1):
Pour chaque 6 € S?71 il existe une solution unique bornée ¢+ (z,0) de I’équation (1)
telle que
lim ¢F(z+50,0) =0, zeR% (3)

S——00

La fonction S définie par la formule

S(z,0) = lim o (z+s0,0), (z,0)c TS} (4)

s—+o0

est considérée comme les données spectrales pour ’équation (1).
Probléme direct et probléme inverse pour I’équation (1):
Probléme direct: trouver ¢)* et S & partir de a et f

a, f =yt = 8.

Probléme inverse: trouver f a partir de S en supposant a connu

S,a— f.

Interprétation physique et médicale:

Les problemes posés viennent de la tomographie d’émission (utilisée en médicine
nucléaire). Dans ce cadre: f est la densité des émetteurs de photons (la densité des
isotopes radioactifs), a est le coefficient d’atténuation de photons,

YT (z,0) - intensité espérée de radiation en x dans la direction 6.

S(), v = (z0) € TS*™!, - intensité espérée de 'émission le long de y dans la direction
f au voisinage de ”"o0”.

En médicine nucléaire le probleme initial est de déterminer la distribution d’un médi-
cament dans un corps humain, ou quelques atoms de ce médicament ont été remplacés
en avance par leur isotopes radioactifs. Au niveau physique il s’agit de déterminer la
distribution f de ces isotopes a partir de la radioactivité mesurée au voisinage du corps,
c’est-a-dire (dans certaine approximation) a partir de S. De plus, on peut supposer que le
coefficient a est déja déterminé dans le cadre de la tomographie a rayons X.
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Résolution du probleme direct: On a

0

v+ (z,0) = exp(—Da(z, —0)) / exp(—Dal(z + 10, —0)) f(z + 10)dt.

. - (5)
Da(x,0) = / a(z + s0)ds, zeR? HesSth

0

Pour obtenir (5) nous utilisons que le facteur ¢ (z, ) = exp(—Da(x, —0)) de cette formule
vérifie 'éq. 00,¢ + a(x)p = 0. Ensuite, par la formule donnant ¢* on vérifie aisément
que T vérifie bien I'éq. (1) avec (3). On a

S(z,0) = / exp(—Da(z + 70,0)) f(z + 70)dr, (x,0) € TS, (6)

— o0
Pour obtenir (6) nous utilisons, en particulier, que

lim " (z + s6,0) = exp(—Pa(z,0)),

s§——+00

Pa(z,0) = Da(x,0) + Da(z, —0).

On peut reécrire (6) comme
S = Pafa (7)

ol P, est une transformation de rayons X généralisée.

Définition. La transformation P, de (6), (7) est dite la transformation d’un rayon-
nement attenuée ou bien la transformation de Radon attenuée.
Sia =0 alors P, se réduit a la transformation P de rayons X de l’exposé 1.

Résolution du probleme inverse.

Pour a # 0 aucune relation simple entre P, f et la transformation de Fourier f n’est
pas connue, en générale (c’est-a-dire aucune généralisation de la Proposition 1 de 'exposé
2 n’est pas connue, en générale). Néanmoins nous avons le résultat suivant (qui généralise
la Théoreme 1 de I'exposé 2):

Théoréme 1 (R.Novikov 2001). En dimension d = 2 on a la formule suivante (de
I'inversion de la transformation P,):

f(z) = ﬁ / 0LV, K (z,0)d0), (8a)
Sl
K (2,0) = expl—Da(z, —6))io (6", (35)

Go(s) = exp(Agy(s)) cos(Bg(s))H (exp(Ag) cos(Bag)qe)(s)+
exp(Ag(s))sin(By(s))H (exp(Ag) sin(Bg)ge)(s),
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Ag(s) = %Pa(sﬁﬂ@), By(s) = HAy(s), qo(s) = Puf(s0*,0), (8d)

Hu(s) = %p.v./ u(®) dt,
R

oz €R* eSS seR, 0+ = (—b,0,) pour = (01,6:) € S', df est la mesure standard
sur S*.

En dimension d > 2 les formules (8) donnent une méthode de reconstruction de f sur
Y, o Y - un plan bidimensionnel dans R? par P, f|T81 ¥’ ott TSY(Y) est I’ensemble de
toutes les droits orientées dans Y, sous la condition que a‘y est connue.

Théoreme 1 a été obtenu par la méthode du probleme de Riemann-Hilbert d’analyse
complexe.
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Exposé 7.

Démonstration du Théoreme 1 de I'exposé 6 par la méthode du probleme de Riemann-
Hilbert pour a = 0 (c’est-a-dire pour le cas de la transformation de Radon classique):

Considérons 1'éq.

OV 1p(z,0) = f(x), ©€R? HecX, (1)
Y={0ecC?®: 0*=0?+062=1}. (2)

(C’est-a~dire considérons 1'éq. (1) de l'exposé 5 pour a =0, d=2et 0 € X.)
Considérons sur ¥ la coordonnée

)\:‘914—202, 0 e . (3)
Si e X = \eC\{0}. (4)
Si feS'lcu= eT={NeC: |N|=1}. (5)
La formule (3) =
1 1 1 1
«91—5(/\ X)’ ‘92——5()\——) (6)
Si AeC\{0} = ex. (7)
Si AeT=60ecS" (8)

Proposition 1. (I) Pour chaque A € C\(T'U {0}) il existe une unique solution
(-, 0(N)) de ’éq. (1) telle que

P(z,0(N) — 0, |z| — . 9)

(IT) ¢ possede les propriétés suivantes:
P(z,0(N) =0 si A — oo, (10a)
P(z,0(N) =0 si A —0, (100)
%@D(az,@()\)) =0 si NET, (11)
Pz, A1 £0))) = g (z,00), AeT, (12a)

Yy — o = —idon) (0(N)T2) = —i(Hapn)) (B(N)"2), qo(s) = Pf(s67,6).  (12b)

A partir de la Proposition 1, nous obtenons l'inversion de la transformation de Radon
classique par le schéma suivant:

(12b)

¢ "B g, — g PO 0 00 Y (13)

Dans ce schéma le probleme de la détermination d’une fonction v avec les propriétés (10),
(11) & partir de son saut ¥4y — ¢_ sur T a z fixé est un probleme de Riemann-Hilbert
additif. En utilisant la formule de Cauchy

o) =5 [ ff—%dc, e D, (14)
oD
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nous obtenons que

_ L[ =)@ 0Q) o)
[P

- (15)
L ey (0 ()te) 2
QW/—C—)\ d¢, xeR*, XAeC\(T'UO0).
T
Les formules (1), (15)
_ q A()+
f(z) = 9(A>vm—1/q"“)( V70 e R Ae C\(T'U0). (16)
27 C—A
Et en particulier,
L =1 [ (0(Q) ")
o) = tim 60V G -
T
Lo -i)i/g 0(C) L z)d¢ = i/eLv Go(0+2)d0, z € R o
2 61‘1 6.%‘2 21 9(¢) 4 40 ’ ’
T St
et oul on a utilisé que
d¢ =1i¢df, (=01+1i03, Imf=0. (18)
Preuve de la Proposition 1:
Unicité:
H(A)Vx'wj = f, %’ — 0, ‘ZI3| — 00, j = 1,2, (19)
=
) 1 4y, O L 1=X2, 0
= Z = 2
O(N)Vgu(z,0(N)) 2()\+ A )(8x1 +z(1 +)\2)ax2)u(a:,9()\)) 0, (20a)
u(z,0(N)) — 0, |z| — oo, (200)

olt u =11 —1hg, A € C\(T'U{0}). De plus (A +A71) #0 car A € T et, par conséquent,

0 11—\, 9

2
. = : 1
(axl—H( )(%2) u(z,0(\) =0, z€R? XeC\(TUO) (21)
Considérons y1, y2 t.q.
1 =Y
{ Ty = ayi + bya, (22)
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ou

a:Re(zl_i__iZ), b—Im(iiliz), A e C\T. (23)
(21), (200), (22), (23) =
1,0 .0
5(3_341 + Za—yQ)u(w(y), O(\) =0, (24)
u(z(y), 0(A)) = 0, [y — oo.
Alors u = 0 par théoreme de Liouville.
Existence:
0(2,600) = [ 6o = 3,600 f(0)dy. (250)
R2
1 et e
Gla.00) = Gy / e M ECT U, (250)
RQ
Utilisant .
€% dt = §(z
o [ €de = (). (26)

RZ
on a que G est une fonction de Green pour l'opérateur §(\)V, et que ¢ vérifie (1). Ici on
peut calculer G explicitement

sgn (1 — |A])

G(z,0(\)) = m,

z€R? e C\(TU{0}). (27)

En particulier, (25),(27) = (1),(9), (10), (11) assez directement. Pour obtenir (12) nous
utilisons les formules

def +1
G (. 00) % Gl IAF0) = 5, (28)
1
Gi(z,0(\) —G_(x,0(N)) = p.v.m, (29)
by — o = / (G — G_)( — . 8(N) f(y)dy =
B (30)

o [ S (] Fde0) = § ()6 W),
R R
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Exposé 8
Schéma de démonstration du Théoreme 1 pour le cas général.
Considérons 'équation
OV (x,0) + a(x)p(z,0) = f(z), 2R, O,
Y»={0cC?: 0*=06%+62=1)}.

Considérons sur ¥ la coordonnée A (voir les formules (3)-(8) de I'exposé 7).

Proposition 1.
(I) Pour chaque A € C\(T'U{0}) il existe une unique solution #(-,#(\)) de ’équation
(1) telle que
P(z,0(N) =0, |z|] = oo. (2)

(IT) Cette 1 a les propriétés suivantes:

P(x,0(N) =0, si A — oo, (3a)
P(x,0(N) =0, si A =0, (3b)
0 .

ﬁw(xve()‘)) = 07 51 )‘ Q T7 (4)
Yz, 00\1 £0))) E vy (2,000), NeT, (5a)
Yy — o = —iK(z,0())), (5b)

ou K est définie par les formules (6.8b), (6.8¢c), (6.8d), c’est-a dire par les formules (8b),
(8¢c), (8d) de I'exposé 6.

A partir de la Propoition 1, nous obtenons I'inversion de la transformation de Radon
atténuée par le schéma suivant:

(5b),(6.8b),(6.8¢),(6.84) (3),(4),(5) (1)
q — Vi == P(w,0(0) — f. (6)

Dans ce schéma le probleme de la détermination d’une fonction ¢ avec les propriétés

(3), (4) a partir de son saut ¢y —1_ sur T a z fixé est un probléeme de Riemann-Hilbert
additif. En ulilisant la formule de Cauchy

() = L / Mdg AeD, (7)

nous obtenons que

21 - A
(8)
1 (z,60(¢)) 2
- = =) d¢, zeR? XxeC\(Tu{0})
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Les formules (1), (8) =

f(z) = (0(\) V. + a(z))

¥l L

/Mdg, z € R% Ae C\(TU{0}). (9)
T

Et en particulier,

A—00 T C—)\

1, 0 S0 1

5(8_961 _Z%>%/K(x’e(C))dC = (10)

T

1 1 2

- wK ) 9 R ’

47r/0 V. K(z,0)dd, z e

Sl
et ou on a utilisé que

d¢ =1¢df, (=61+1i03, Imf=0. (11)

La Proposition 1 et la formule (10) impliquent le Théoreme 1 de ’exposé 6 pour le cas
général.

Preuve de la Proposition 1:
Unicité:

OV +a(z)p;=f, ¥, =0, |z =00, j=1,2, (12)
-
OV, +a(x)u=0, u—0, |z]— oo, (13)

ott u =y — o, € B\Sh
On peut présenter u dans la forme

u = pv, ou

p = exp (— / Gz — y,e)a(y)dy), zeR? Hex\S, (14)
R

ou G est définie par les formules (25b), (27) de 'exposé 7. En utilisant que
O0V.G(x,0) = 6(x), G(z,0)=0(z|™"), |z| — oo, (15)
ot z € R?, 6 € £\S', on obtient
OV.o+a(z)p=0, ¢ =1, |x|]— oc. (16)

24



(13),(14),(16) =
(OV 20 + a(x)p)v + eV v = eV v = 0, (17)
OV, =0, v—=0, |z|] =00, z€R? #eX\S. (18)

(18) = v =0 (voir la preuve de I'unicité de 'exposé¢ 7) = u = 0.

Existence:
¥(@,0) = / R(z,y,0)f(y)dy, =cR> 0c¥\S, (19)
R2
R(x,y,0) = exp(—Gpa(x))G(z — y,0) exp(Gya(y)), (20)
Goa(z) = /G(w —y,0)a(y)dy, (21)
R2

ou G(z,0) est définie par les formules (25b), (27) de I'exposé 7.

En particulier, (19)-(21) et les formules (25b), (26), (27) de l'exposé 7 = (1), (2),
(3), (4) assez directement. Pour la démonstration de (5), voir [R.Novikov, Ark.Mat., 40
(2002), 145-167].
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Exposé 9.

Considérons ’équation
div(o(x) gradu) =0, x € D, (1)

ou o(z) est une fonction suffisamment réguliere dans D, o(z) > opmin > 0, D est un
domaine borné dans RY, simplement connexe avec le bord lisse.

C’est une équation de base de la tomographie d’impédance électrique pour le cas
stationnaire. Dans ce cadre u- potentiel électrique, o(x)- conductivité, I = —o(x) grad¢
-courant. Dans le cadre de la tomographie d’impédance électrique la structure d’un objet
est décrite au term de la conductivité o et D est un objet avec la structure a déterminer
au term de o.

Si au bord 9D on applique un potentiel électrique ¢ stationnaire, alors le potentiel u
dans l'intérieur du D satisfait (1) avec la condition de Dirichlet au bord u‘ ap = - Ensuite
considérons

0

I= J(x)%u‘aD,

ou v désigne la normale extérieure. Au niveau physique I est le courant transverse au 9D
produit par le potentiel électrique initial ¢.

Considérons 'application A, qui envoie les potentiels électriques initials ¢ appliquées
au bord 0D aux courants I transverses au dD, ou par les autres mots

0

Ay = U(x)gu‘aD (2)

pour chaque potentiel initial ¢, ou par les autres mots telle que

0
Ao (ul,p) = U(I)%UBD (3)

pour chaque solution u de (1), ol u est suffisamment réguliere dans D = D U 0D.

Dans le cadre de la tomographie d’impédance électrique on considere A, comme des
données tomographiques (ol on obtient A, a partir de la détection du courant I & travers
du 9D pour différents potentiels ¢ initials au bord dD).

Un probleme de base de la tomographie d’impédance électrique est de déterminer o a
partir de A, .

Au niveau mathématique on considere A, comme données spectrales pour (1).

Probléme direct et probléme inverse pour ’équation (1):

Probleme direct: o — A,.
(Ce probleme direct se réduit au probleme de Dirichlet.)

Probleme inverse (probleme de Calderon):
A, — 0.
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Pour étudier le probleme inverse de Calderon nous allons d’abord réduire (1) a
I’équation suivante:

—AyY+uv(x)yp =0, ze€D. (4)
Et nous allons alors réduire A, a I'application ®,, telle que
oY
q)v(w‘ap) - %‘ap (5)

pour chaque solution 1 de (4), ol ¥ est suffisamment réguliere dans D = DUAD. Et nous
allons réduire le probleme inverse de Calderon au probleme inverse

b, — v. (6)

Plus précisément, on a le résultat suivant. Si u satisfait (1) alors ¢ = o'/?u satisfait
(4), ot
A(o(x))'/?
v(x) = ——F. (7)
(o(x))'/?

Et de plus la formule suivante est valable

0 1/2
P, = o /2 (Aga_l/2 + gy ), (8)

N . _ 1/2 c 1. s , . 1.
ot v est donnée par (7), o 1/2, %T sont considérés comme des opérateurs de multiplica-

tion dans ’espace de fonctions sur dD. On obtient ce résultat par un calcul direct.

Ce résultat implique que le probléeme inverse de Calderon se réduit au probleme (6),
au moins sous la condition que 0" op €t %| op Sont connus.

En principe, dans la literature il y a des formules pour la détermination de a! op €t
%‘ op & partir de A, mais d’autre part on peut supposer tout simplement que o est
connu a priori au voisinage de 9D, parce que un voisinage du bord 9D est accessible aux
détections difffentes et directes.

Notons que ®, peut étre considéreé comme un opérateur intégral avec le noyau de
Schwartz ®,(z,y), x,y € dD. De plus

O*Gy(z,y)

®U(x7y) = al/ 81/ 9
Yy T

x € 0D, y€ D, 9)

ou G, est une fonction de Green pour (4) avec la condition de Dirichlet, c’est-a-dire

(A, —0)Gy(x,y) =0(x —y), x,y€ D,

10
Gy(z,y) =0, x€ 0D, yeD. (10)

Notons que @, (z, y) est une distribution (au voisinage de x = y). Notons aussi que G, (z, y)
satisfait ’équation intégrale:

Gy(z,y) = Go(z,y) + /Go(m,z)v(z)Gv(z,y)dz, x,y € 0D, (11)
D
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ou Gy(x,y) satisfait (10) pour v = 0.

Le probléme (6) est connu comme le probleme inverse de Gel’fand pour I’équation de
Schrodinger a énergie 0. Dans notre cours on va appeler ce probleme comme le probleme
inverse de Gel’fand-Calderon.

Théoréme la (R.Novikov 1987,1988, d > 3, Bukhgeim 2008, d = 2).

Supposons que v € L>®(D). Alors, ®, détermine uniquement v en dimension d > 2
(et 0 n’est pas valeur propre pour le probleme de Dirichlet pour opérateur —A + v dans
D).

Théoréme 1b (Sylvester, Uhlmann 1987, R.Novikov 1988, d > 3, Nachman 1995,
d=2).

Supposons que o € C2(D). Alors, A, détermine uniquement o en dimension d > 2.

Pour présenter des méthodes de résolution du probleme inverse de Gel’fand-Calderon
on va considérer plusieures fonctions importantes (fonctions de Faddeev):

G(x, k), ¥(x, k), o zeRY kex,

12
y={keC®: k?=0}, (12)
h(k,l), ou (k,l)€ O, (13)
O={keX leX: Imk=Iml}.
Ici ¥ = 1y, h = hy (¢ et h dépendent de v).
La fonction G est définie par la formule
G(z,k) = e*g(z,k), g(x,k)=—(2m)" / LS reR? kex (14)
) b b £2 2k€ Y Y
oll 2 4 2ké = €2 + 2Re ké +iIm k€. On peut vérifier que
(A +2ikV)g(, k) = (27) ¢ / 6o dg = 5(z),
Rd
AG(z, k) = (Ae™™)g(z, k) + 2V Vg(z, k) + e Ag(z, k) = (15)
etk (o)~ / e®rde = §(x).
Rd
En effet, G(z, k) est bien connue pour k = 0, par exemple:
11
G(z,0) = —4—— pour d = 3,
T |z (16)

G(z,0) = % In |z| pour d=2.
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De plus G(z, k) possede en particulier les propriétés suivantes:

1
9(ﬂ77k)=O(|x|(d—_l)/2), |x| = +o0, k€ X (k#0 pour d=2), (17)

IM~g(R)M || = O(k|™"), keX, [kl = o0 (18)
pour chaque s > 1/2, ot |k| = ((Re k)*+(Im k)2)1/2, g(k) désigne l'opérateur intégral avec
le noyau de Schwartz g(x — y, k), M désigne l'opérateur de multiplication par la fonction

(1+|z]), ||A| désigne la norm d’un opérateur A dans L?(R?).
La fonction v est définie comme la solution de ’équation intégrale linéaire

vlak) =+ [ G =y o). Dy, o€ R ke s (19)
Rd
ot v(z) = 0 sur R)\D et ot k est un parametre. En utilisant que v(x) = 0 sur R\ D on

peut voir que (19) se réduit a 1’équation pour ¢ (z, k) ou = € D. De plus c’est naturel de
chercher 1 comme 1) = e*%(x, k). Dans ce cas (19) se réduit & I’équation suivante pour

,u
M%m:1+/ﬁ@—%mmwm%m@,xeR%kez. (20)
Rd
En utilisant (15), (19) on peut vérifier que

—Ay +v(x)p =0. (21)
La fonction h est définie par la formule
h(k, 1) ::(2#)_dL/ae_ﬂxﬂ(a;kﬁv(m)dm::
Rd

(ZW)d/ei(kl)x,u(x, k)v(z)dz, (k1) € O.
Rd
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Exposé 10.

Proposition 1. Supposons que v € L>°(D). Alors,
o(p) = lim h(k,1),

pERd (k,1)eO, k—Il=p, |Imk|=|Iml|—oco

i(p) = h(k,1) +0(p™1), p = +oo
peRd7 |p|<2p (k,0)€O, |[Imk|=|Iml|=p, k—l=p

en dimension d > 3, ou

o(p) = 2n)~ [ eP*u(2)dz, pe R
/

Remarque 1.

En ce qui concerne (1), (2), on peut vérifier que sous la condition que d > 3

VpeR? ils existent (k(p),1(p)) € © tels que
[ Im k(p)| = [Im1(p)| = p, p=Fk(p)—1(p) pour p > |p|/2.

Démonstration de la Proposition 1.

Nous allons utiliser la propriété (9.15), I’équation (9.17), la formule (9.19) et

Remarque 1. La formule (9.19) implique que

h(k, 1) =0(k—1)+ (277)_d/ei(k_l)x(u(x, k) — 1)v(z)dz.
D

En utilisant (4), (5), pour obtenir (1), (2) il suffit de démontrer que
(-, k) — Dollpipy = Ok ™Y, k€D, |k — oo
En utilisant la présentation
(w2, k) = Do(r) = (1 + |2]) 7 (u(z, k) = (A + |z]) v(x)
et en utilisant I'inégalité
|uruz ||y (py < |lutllpz(pylluallzz(py,
pour obtenir (6) il suffit de démontrer que
I+ D7 (1l k) = D2y = O(k[7Y), ke, [kl = oo,
pour certain s > 1/2.
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Pour obtenir (9) nous allons utiliser la propriété (9.15) et I’équation (9.17). On peut
reéerire (9.17) pour p_g = (1 + |z|)*u(x, k) onx € D, s > 1/2:

M—S('a k) =m "+ Qk,s/ﬁ—s('a k)a ke 2, (10)
ou m~* désigne (1 + |x|)~*, Qk,s désigne opérateur intégral avec le noyau de Schwartz

Qrs(x,y) =m™*(z)g(x —y,k)m™*(y) (mgs(y)v(y)), x,y € D. (11)

En utilisant la propriété (9.15), on obtient

|Qk,s

=O(k[™"), keX, [k — o0 (12)

pour chaque s > 1/2, ou ||A]| désigne la norme d’un opérateur dans L?(D). En utilisant
(10), (12) on obtient

+oo
,Lb—s(’vk> = (I — Qkys)_lm_s = (I+ Z(Qk,s)n>m_s =
n=1

m~* +O(lk|™"), kX, |k| = +oo.

(13)

La formule (13) implique (9). Alors, la Proposition 1 est démontrée.

En revenant au probleme inverse de Gel’fand-Calderon considérons les opérateurs
frontieres ®, et @y ainsi que leurs noyaus de Schwartz ®,(x,y), ®o(z,y), z,y € 0D. En
considérant le probleme de Gel’fand, on va supposer aussi pour la simplicité que

0 n’est pas un valeur propre pour le probleme de Dirichlet (14)
pour opérateur — A+ v(x) dans D.

Théoréme 1 (R.Novikov, 1987).
Supposons que v € L>®(D) et que (14) est valable. Alors pour ¢ de (9.16) I’équation
suivante est valable

bla k)|, = e + / Ay, k) (69, B)|, ), (15)
yeoD
Az, y, k) = / Gz — 2,k)(®y — @o)(2,y)dz, z,y€ 0D, kX, (16)
2€0D

et pour h définie par (9.19) la formule suivante est valable

Bk, 1) = (2m) / / eI (B, — B)(z,y)ply, K)dady, (k1) €O.  (17)

0D 0D
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Remarque 2.
La Proposition 1 et le Théoreme 1 donnent la méthode suivante de la reconstitution
de v a partir de ®, pour le probleme inverse de Gel’fand-Calderon:

(15) (16)

17 (1) (2) 5
o, Wlop S : (18)

Démonstration du Théoréme 1.
Dans cette démonstration nous allons utiliser, en particulier, la formule de Green

Jtoar = 8ga0 = [ (451~ F o) (19)
D oD

ol f et g sont des fonctions suffisamment régulieres dans D = DUJD, v désigne la normale

extérieure sur 0D.
En utilisant (7.19), (19) démontrons d’abord la formule (17). On a

/e‘ilmw(:p,k)v(m)dw (9.18) /e_“wAw(x,k)dx (19

D D
. L0 o _,
J@aetuan+ [l b ) = (20)
D oD
/( —ilx ¢ w —'le) z, (k’, l) c O.
oD
Ensuite
) o .
[ (e e = vl k) e ) e =
aD | | 5 . (21)
[t @ = a0 (@lyp)de+ [ (00 (0],p) -~ vge )
oD oD
ou 9
/(e—il$q)0 (¢|8D) . 'Iﬁae_ilw)d (19) 0 (k,l) € 0. (22)
oD

Pour obtenir (22) nous utilisons aussi que par la définition de @, il existe une fonction
o(z, k) telle que
o(x, k) =1Y(z, k), xe€dD,

®o (wa[)) = %90(95’ k>’8D'



Les formules (20), (21), (22) impliquent (17). En utilisant (9.16), (19) démontrons main-
tenant (15), (16). On a

/ Gz — y, Kyo(y)(y, k)dy =
D

/ Gla — g, k) Av(y, k)dy 2 / By, K)A,Gle — y, k)dy+
D D

5 5 (24)
/(G(I —uk)g v vy, Gy, k))dy =
oD
0 0 d
Uy K)oz —y)dy + [ (Glx =y, k)¢ =1 Glz—y,k))dy, x€R"
ov 8Vy
D oD
En utilisant (9.16), (24) pour z € R\ D nous avons
wlek) = e+ [ (Gl =y )sho - w5l Gla—y.)dy =
’ ’ ov aVy ’
oD
, 0
e+ /(G(a? —y, k)0, (¥] ) — wmcxw —y,k))dy =
oD (25)
[ (6 =y k)@ = 20)(0]))
oD
0
/(Gr(:lj -V, k)(I)O (w‘ap) - w% G(:U - Y, k))dyv
oD !
ol 9
19),(23
/(G(x — Y R)0(8],p) — ¥ Gla—yR)dy V0, zeRL (26)
oD !
Pour obtenir (26) nous utilisons aussi que
AGx -y k)=0, keX, zeRA\D. (27)

Les formules (25),(26) impliquent (15), (16).
Théoreme 1 est démontré.
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Exposé 11.

Les fonctions G(z, k), 1 (x,k) sont bien définies par les mémes formules que dans
I’exposé 9 pas seulement pour k£ € ¥ mais aussi pour k € (Cd\Rd et la fonction h(k,l) est
bien définie par les mémes formules que dans I’exposé 9 pas seulement pour (k,[) € © mais
aussi pour (k,1) € Q = {(k,0): k € cl 1ec? K2 =12 Imk= Iml} (et méme pour
(k) e {(k,1): keC% 1eC? Imk=1Iml}).

Au niveau historique ces fonctions de Faddeev G, v, h ont été obtenues comme une
extension au domaine complexe des fonctions G*(z, k), v 1 (x, k), k € R? et f(k, 1),

(k,)) e M ={(k,1): k€ R? [ e R, k2 = 12} de la théorie classique de diffusion pour
I’équation de Schrodinger

—AY +o(x)p =Ey, zeRY E>0, (1)

ou
v(z) est une fonction réelle, réguliere

(2)

et qui tends vers 0 suffisamment vite & l'infini.

Dans ce cadre ¢t (z, k) & k fixé, k € R?, k? = E, est la solution bornée de 1’équation (1)
avec le développement asymptotique

etlkllz]
|| (d=1)/2
c(d, |k]) = —7Tz'(—27m')(d 1)/2|k|(d 3)/2,

WH(z, k) = % + e(d, |k|) (k,\k!%)Jro( ), |z = oo,

1
’x|(d—1)/2 (3)

La solution 1T (x, k) décrit la diffusion de 1’onde plane e?** sur le potentiel v. Le deuxieme
term de (3) décrit 'onde diffusée sphérique, ou le coefficient f dans ce term est dit
lamplitude de diffusion. L’amplitude de diffusion f(k,1), (k,l) € M est considérée comme
des données spectrales pour (1).

De plus ¥ satisfait ’équation intégrale de Lippman-Schwinger

wHa ) =+ [ G -y k)eo)o 0. D) @)
Rd
1 ig’”dﬁ
G+(ZI3,]€) —(%)d m, k€ Rd, (5@)
Rd
) ngdé
+ _ _itkx + d
G (2, k) =" gt (2, k), g (x, —(2m)~ /§2+2k—|—20%)§’ ke R% (5b)
ou
(A4 EHGT (2, k) = 6(x),
1 etlkllz]
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et pour I'amplitude de diffusion f la formule suivante est valable

f(k, 1) = (2m)~¢ / e y(z) T (z, k)dz, (k,1) € M. (6)
Rd

L’équation (19) pour ¢ de l'exposé 9 est similaire & I’équation (4) pour ¥*. La formule
(22) pour h de I'exposé 9 est similaire a la formule (6) pour f.
On a les formules

Gt (z, k) :G(ac,k+i0%), zeRY keR?,

k
V(2 k) = Y(x, k + iOm), reRY keR? (7)

Fk,1) = h(k + z'o'%,z + 2'0%), (k1) € M.

Selon (6), les fonctions Gt, ¢t f définies sur des variétés réelles sont des limites des
fonctions G, 1, h définies au domaine complexe (par rapport a k, ). Il faut préciser
que G, ¥, h ne sont pas holomorphes, en générale, au domaine complexe. Les équations
suivantes sont valables (Beals, Coifman 1985, Henkin, R.Novikov 1987):

0G(z, k) 1 a1 itx
o (32) / £, 75 (€2 4 2k€)de, (8)
¢cR?
Wl k) __gp / & H (b, —€) (i, + €)3(€2 + 2k€)de, (9)
ok,
¢eR?
OH(kp) _ o / & H (k,—€) H(k + E,p+ £)5(€2 + 2k )de, (10)
ok,
ccR?

ol
H(k,p) = h(k,l —p),

hk, 1) = H(k, k—1), (11)

zeRY peRY keCh 1eC? Iml=1Imk, 6(2+ 2kE) = 6(€2 + 2Re k€)S(2Im k€), on
d est la fonction de Dirac.

La Proposition 1 de 'exposé 10 est un analogue du résultat suivant pour 'amplitude
de diffusion f:

Théoréme 1 (Formule de Born).
Sous la condition (2) la formule suivante est valable:

fFe,)=0(k—=1)4+O(E"Y?), E— +oo, k,leR? kK =1?2=E, (12)
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o(p) = (2m)¢ / ¢Py(z)dz, p e R (13)
Rd

Théoreme 1 implique, en particuliere, que

SOy li 14
o) = pedm fRD) (14)

k2=12=E—+oo

V p € R en dimension d > 2. Les formules (12), (14) donnent une méthode de reconstruc-
tion du potentiel v a partir de 'amplitude de diffusion f pour I’équation de Schrodinger
aux grandes énergies F.

Remarque.

En ce qui concerne (14), on peut vérifier que en dimension
d>2VYpeR3 (k(E),I(E)) € M tels que k*(E) = I*(E) = E, k(E) — I(E) = p pour
VE > [p|/2.

La démonstration du Théoreme 1 de cette exposé et la démonstration de la Proposition
1 de I'exposé 10 sont similaires.
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