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Çà ïî÷òè äâà âåêà, êîòîðûå ïðîøëè ñ ïîñòàíîâêè Ê. Ãàóññîì

çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (1828 ã.), èçó÷åíèþ

ñâîéñòâ ðåøåíèÿ â ýòîì îïðåäåëåíèè, êîòîðîå ñåé÷àñ ïðèíÿòî

íàçûâàòü êëàññè÷åñêèì, è â áîëåå îáùèõ ïîñòàíîâêàõ

ïîñâÿùåíû ðàáîòû ìíîãèõ èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ. Èìè

ïîëó÷åíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî èíòåðåñíûõ è âàæíûõ, ñòàâøèõ

óæå êëàññè÷åñêèìè ðåçóëüòàòîâ.

Òåì íå ìåíåå, öåëüþ äàííîãî ñîîáùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óáåäèòü

ñëóøàòåëÿ â òîì, ÷òî â ýòîé �îñíîâíîé� ïðîáëåìå

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè äàëåêî íå âñå èçâåñòíî, â ýòîé îáëàñòè

èìååòñÿ ìíîãî èíòåðåñíûõ è âàæíûõ çàäà÷ è åé ñëåäóåò

óäåëèòü ñåðüåçíîå âíèìàíèå.



Ìû îãðàíè÷èìñÿ èçëîæåíèåì ðåçóëüòàòîâ â ïðîñòåéøåé

ñèòóàöèè: â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Q ⊂ Rn è ëèíåéíîãî

ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà áåç ìëàäøèõ

÷ëåíîâ. Óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ, ïðàâóþ ÷àñòü,

îáëàñòü è çàäàííóþ íà å¼ ãðàíèöå ôóíêöèþ çàâèñÿò îò

ðàññìàòðèâàåìîãî îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ è áóäóò îáñóæäåíû

äàëåå. Áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ ñïðàâåäëèâû è â ñëó÷àå

îáùåãî óðàâíåíèÿ, íî ðàìêè äîêëàäà âûíóæäàþò îãðàíè÷èòüñÿ

òîëüêî òåìè èç íèõ, êîòîðûå òåñíî ñâÿçàíû ñ îñíîâíîé íèòüþ

èçëîæåíèÿ.

Áîëåå ïîëíûé îáçîð ðàáîò â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæíî íàéòè,

íàïðèìåð, â ñòàòüå À.Ê. Ãóùèí, Òð. ÌÈÀÍ, 2015, 289,
145-162.
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Ã. Æèðî, Þ.Ï. Øàóäåð, Î. Ïåððîí, Í. Âèíåð,
Ì.Â. Êåëäûø, Î.À. Îëåéíèê.
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Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì

çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ

n∑
i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
= −f(x), x ∈ Q, (1)

åñëè u ∈ C2(Q), äëÿ âñåõ x ∈ Q îíà óäîâëåòâîðÿåò (1),

u ∈ C(
−
Q) è äëÿ âñåõ x ∈ ∂Q

u(x) = u0(x). (2)

Çäåñü (aij(x)) � ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
ìàòðèöà ñ íåïðåðûâíûìè ýëåìåíòàìè; f è u0 � çàäàííûå

ôóíêöèè.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè.

u0 ∈ C(∂Q), f ∈ Cα(
−
Q),aij ∈ Cα(

−
Q),α > 0,

ãðàíèöà ∂Q óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ Âèíåðà.



Îáîáùåííûå ðåøåíèÿ.
Çäåñü íàì áóäåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå â

äèâåðãåíòíîì âèäå

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
= −f(x), (1 ′)

aij ∈ L∞(Q); óðàâíåíèå ïîíèìàåòñÿ êàê ðàâåíñòâî îáîáùåííûõ

ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå. u ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è

Äèðèõëå, åñëè

u ∈ W1
2(Q) è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî(1 ′),

ñëåäu íà∂Q ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåéu0. (2 ′)

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ. Îíè æå ÿâëÿþòñÿ è
äîñòàòî÷íûìè.
u0 ∈ W

1/2
2 (∂Q), f ∈ W−1

2 (Q),aij ∈ L∞(Q).
Ëþáàÿ îáëàñòü. Òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå.



Ðåøåíèå èç W1
2,loc(Q).

Åñòåñòâåííîå è óäîáíîå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîíÿòèå îáîáùåííîãî

ðåøåíèÿ èìååò îäèí íåäîñòàòîê. Îíî íå ÿâëÿåòñÿ â áóêâàëüíîì

ñìûñëå îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ: íå ëþáàÿ

íåïðåðûâíàÿ íà ãðàíèöå ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì ôóíêöèè èç

W1
2(Q). Ýòî âûçâàíî æåñòêèì òðåáîâàíèåì íà âûïîëíåíèå

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ðàñøèðèòü

îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ. Óðàâíåíèå (1 ′) èìååò
ñìûñë, åñëè u ∈ W1

2,loc(Q). Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü - ýòî

îïðåäåëåíèå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèåì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ.

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïðîñòðàíñòâ C(∂Q) è W
1/2
2 (∂Q)

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî L2(∂Q) (èëè Lp(∂Q),p > 1).



Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ñ u0 ∈ Lp(∂Q)
åñòåñòâåííî îáðàòèòüñÿ ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì ïî ãðàíè÷íîìó

ïîâåäåíèþ àíàëèòè÷åñêèõ è ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé: Riesz F.;
Littlewood J., Paley R.; Ïðèâàëîâ È.È.
Êàê è â òåîðåìå Ðèññà ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå íà ∂Q ìîæíî

ïîíèìàòü êàê ïðåäåë â Lp ïî �ïàðàëëåëüíûì ãðàíèöå�

ïîâåðõíîñòÿì. Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîò ýòîãî íàïðàâëåíèÿ

ìû îñòàíîâèìñÿ íà ðåçóëüòàòàõ åãî îñíîâàòåëÿ Â.Ï.
Ìèõàéëîâà, 1976.



Ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà äàííûå çàäà÷è èì äîêàçàíà

îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü. Áîëåå òîãî, äëÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ

âòîðîãî ïîðÿäêà òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè èìååò òàêîé æå âèä,

êàê è äëÿ çàäà÷è â W1
2(Q): íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ

ó÷åòîì êðàòíîñòè ñîâïàäàåò, ñîâïàäàþò è ñîîòâåòñòâóþùèå èì

ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà.

Îñíîâíîé âîïðîñ ýòîò ïîäõîä ðåøàåò. Íî â òàêîé ïîñòàíîâêå

ñðàçó â îïðåäåëåíèè íåîáõîäèìà ãëàäêîñòü ãðàíèöû
(âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êîé ãðàíèöû è

òî÷êîé �ïàðàëëåëüíîé ãðàíèöå� ïîâåðõíîñòè óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ

ïîìîùüþ íîðìàëè).



Ïðîñòðàíñòâî s-ìåðíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Ñëåäóþùèì ýòàïîì â èçó÷åíèè ýòîãî âîïðîñà ÿâèëîñü ââåäåíèå

ïðîñòðàíñòâà (n− 1)-ìåðíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,
ÿâëÿþùèõñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ (áîðåëåâñêèõ) ìåð â

Rn ñ íîñèòåëÿìè â
−
Q; îáîçíà÷èì ýòîò êîíóñ ÷åðåç M0. Äëÿ

åäèíè÷íûõ ìåð µ ∈ M0 è ν ∈ M0 áóäåì íàçûâàòü ñîåäèíÿþùåé

èõ íåîòðèöàòåëüíóþ ìåðó ϕ â R2n, ïðîåêöèÿ êîòîðûé íà

ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ðàâíà µ, à íà âòîðîé ðàâíà ν.



Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè.

Ôóíêöèÿ v íåïðåðûâíà â
−
Q ⇐⇒

∀ ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0, ∀µ ∈ M0, ∀ν ∈ M0 è äëÿ ∀ ϕ,

äëÿ êîòîðîé ∫ ∫
R2n

|x− y|dϕ(x,y) < δ,

ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫ ∫
R2n

|v(x) − v(y)|pdϕ(x,y) < εp,



Îòìåòèì åùå, ÷òî åñëè â ðàññìîòðåííîì îïðåäåëåíèè âçÿòü

êëàññ íåîòðèöàòåëüíûõ ìåð Mn, äëÿ êîòîðûõ

∃C = C(µ) ∀Br(x
0) µ(Br(x

0)) ⩽ rn,

òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà Lp(Q); çäåñü è âñþäó

äàëåå Br(x
0) = {y ∈ Rn : |y− x0| ⩽ r}.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü øêàëà ïðîñòðàíñòâ, ñîåäèíÿþùèõ C(
−
Q)

è Lp(Q). Óìåíüøåíèå êëàññà ìåð ðàñøèðÿåò ïîëó÷åííîå

ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé.



Ïðîñòðàíñòâî s-ìåðíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé Cs,p(
−
Q) áûëî

ââåäåíî â ðàáîòå À.Ê. Ãóùèí, Ìàòåì. ñá., 1988,
137(179):1(9).
Ñåé÷àñ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå

ýòîãî ïîíÿòèÿ, ñîäåðæàùååñÿ â ñòàòüå À. Ê. Ãóùèí, Ìàòåì.
ñá., 2020, òîì 211, 11.



Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Ms, ãäå 0 ⩽ s ⩽ n, � ìíîæåñòâî

áîðåëåâñêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìåð ñ íîñèòåëÿìè â
−
Q,

óäîâëåòâîðÿþùèõ îöåíêå

∃C > 0 ∀r > 0 ∀x0 ∈ Rn µ(Bx0(r)) ⩽ Crs; (3)

Òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ïîñòîÿííûõ C, ñ êîòîðûìè âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî (3), áóäåì íàçûâàòü íîðìîé ìåðû µ â Ms è

îáîçíà÷àòü ∥µ∥s. Ýòî íîðìà â ïðîñòðàíñòâå çàðÿäîâ. Äëÿ

µ ∈ M0 ∥µ∥ = µ(
−
Q), à äëÿ Mn íîðìà ìåðû îïðåäåëÿåòñÿ

íîðìîé â L∞ ïðîèçâîäíîé.



Îïðåäåëåíèå.

Ôóíêöèÿ v :
−
Q−→ R íàçûâàåòñÿ s-ìåðíî íåïðåðûâíîé ñî

çíà÷åíèÿìè â Lp è îáîçíà÷àåòñÿ v ∈ Cs,p(
−
Q), åñëè äëÿ ëþáîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî ëþáûõ µ è ν èç Ms è äëÿ

ëþáîé ñîåäèíÿþùåé èõ ìåðû ϕ, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ∫ ∫
−
Q×

−
Q

|x− y|dϕ(x,y) < δ, (4)

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

1

∥µ∥+ ∥ν∥

∫ ∫
−
Q×

−
Q

|v(x) − v(y)|pdϕ(x,y) < εp. (5)



Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ èç Cs,p(
−
Q ) êàê

îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ìåðå µ èç

êëàññà Ms ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Lp(µ). Ñîîòíîøåíèå (4)
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê áëèçîñòü ìåð, à (5) � êàê

áëèçîñòü çíà÷åíèé (ñëåäîâ) ôóíêöèè u(x) íà ìåðàõ µ è ν

(âäîëü ñîåäèíÿþùåé èõ ìåðû ϕ).

Íà ïðîñòðàíñòâå Cs,p(
−
Q) ââîäèòñÿ íîðìà

∥u∥p
Cs(

−
Q)

= sup
µ∈Ms

1

∥µ∥

∫
−
Q

|u|pdµ(x). (6)

Âñþäó äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå

óñëîâèå:

∃c > 0∃r0 > 0∀r ∈ (0, r0)∀x0 ∈ Q mesn(Q
⋂
Bx0(r)) ⩾ crn.



Cs,p(
−
Q) ñ òàêîé íîðìîé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Áàíàõà.

Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C(
−
Q) = C0,p(

−
Q) ïëîòíî â

íåì. Øêàëà ïðîñòðàíñòâ Cs,p(
−
Q) îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ïî ïàðàìåòðó s ñ ñîîòâåòñòâóþùåé

îöåíêîé íîðì. Äëÿ ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà Cs,p(
−
Q)

åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñëåäà íà ïðîèçâîëüíîì

çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé s-ìåðû Õàóñäîðôà.

Ìíîæåñòâà âñåõ ñëåäîâ ôóíêöèè èç Cn−1,p(
−
Q ) íà ãëàäêîé

ïîâåðõíîñòè Γ ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì Lp(Γ).



Îòìåòèì, ÷òî ââåäåííîå ïîíÿòèå íå ÿâëÿåòñÿ èíòóèòèâíî

î÷åâèäíûì. Â ÷àñòíîñòè, èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè âíóòðè

îáëàñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ å¼ �ïðåäåëà â Lp� íà ãðàíèöå íå

ñëåäóåò ïðèíàäëåæíîñòü å¼ ïðîñòðàíñòâó Cn−1,p(
−
Q).

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ v ∈ Cs,p(
−
Q) ⇐⇒ ïîñòðîåííîå ïî íåé

ñåìåéñòâî

sup
µ∈Ms

1

∥µ∥

∫
−
Q

 1

ρn

∫
Q∩Bx(ρ)

|v(x) − v(x+ h)|pdh

dµ(x) → 0

ïðè ρ → 0.



Îòìåòèì åùå îäíî ñâîéñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ñëåäóåò ëè èç ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâó

Cs,p(
−
Q), 0 < s < n, åå ïðèíàäëåæíîñòü Lq(Q) ñ q > p?

Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî äëÿ ãëàäêîé

âíóòðè êðóãà {|x| < 1} ôóíêöèè, íîðìà êîòîðîé â

Lp({|x| = r}) → 0 ïðè r → 1, ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ.
Òåì íå ìåíåå, äëÿ s-ìåðíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îíî âåðíî.



Òåîðåìà 2.
À.Ê. Ãóùèí, Ìàòåì. ñáîðíèê, 2020.

Ïðè p ′ ⩽ ps ′

s , s
′ > s ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå

Cs,p(
−
Q) ⊂ Cs ′,p ′(

−
Q).

Ïðè p ⩽ rn−1
n−r , r < n ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå

W1
r(Q) ⊂ Cn−1,p(

−
Q).

Ïîêàçàòåëè ñóììèðóåìîñòè â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ òî÷íûå.



Çàäà÷à Äèðèõëå â Cn−1,p(
−

Q).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
= 0, x ∈ Q. (10)

Ïðè ýòîì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ

íåïðåðûâíû ïî Äèíè íà ãðàíèöå. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî

ãðàíèöà îáëàñòè ïðèíàäëåæèò êëàññó C1 è íîðìàëü ê íåé

íåïðåðûâíà ïî Äèíè.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ u ∈ W1
2,loc(Q) ∩ Cn−1,p(

−
Q )

íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå (10), (2) èç Cn−1,p(
−
Q ),

åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ â ñìûñëå îáîáùåííûõ

ôóíêöèé è åå ñëåä íà ãðàíèöå ðàâåí çàäàííîé ôóíêöèè u0.



Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(x0) èíòåãðàë ïëîùàäåé Ëóçèíà ôóíêöèè

v(x) = |u(x)|p/2:

S(x0) = S(x0;a) =

 ∫
Γ(x0;a)

y2−n
n |∇v(y)|2dy


1/2

,

à M(x0) = M(x0;u,a) = sup{|u(y)| : y ∈ Γ(x0;a)}, x0 ∈ ∂Q �

íåêàñàòåëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðåøåíèÿ u.

Çäåñü Γ(x0) = Γ(x0;a) � ëåæàùèé â îáëàñòè Q îòêðûòûé

óñå÷åííûé êîíóñ ôèêñèðîâàííîé âûñîòû h0 ñ âåðøèíîé â

x0 ∈ ∂Q, îñü êîòîðîãî íàïðàâëåíà ïî âíóòðåííåé íîðìàëè

ν(x0); â ìåñòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (íà÷àëî êîîðäèíàò

íàõîäèòñÿ â òî÷êå x0, à îñü yn íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè ν(x0))
ýòîò êîíóñ îïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè 0 < yn < h0, |y

′| < ayn.

Âûñîòó h0 = h0(a,Q) (îíà îäèíàêîâà äëÿ âñåõ x0 ∈ ∂Q)

âûáåðåì äîñòàòî÷íî ìàëîé; â ÷àñòíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ãðàíèöû êîíóñà è îáëàñòè ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïî âåðøèíå x0.



Òåîðåìà 3.
À.Ê. Ãóùèí, Ìàòåì. ñá., 2018, òîì 209, íîìåð 6.

Äëÿ ëþáîé u0 ∈ Lp(∂Q) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå èç Cn1, p(
−
Q)

çàäà÷è Äèðèõëå (10), (2). Ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî è äëÿ íåãî

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∫
∂Q

|u0(x)|
pdS ⩽ const ∥u∥p

C0
n−1,p(

−
Q)

⩽ const

∫
∂Q

Mp(x)dS ⩽

const

∫
∂Q

S2(x)dS+ const

∫
Q

|u|pdx ⩽ const

∫
∂Q

|u0(x)|
pdS, (7)

ãäå ïîñòîÿííûå íå çàâèñÿò îò u0.



Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà íåîäíîðîäíîì óðàâíåíèè (1).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé p = 2. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðàâàÿ

÷àñòü f = g− (∇G) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì∫
Q

r3(x)ln3/2(r(x))|g(x)|2dx < ∞,

∫
Q

r(x)ln3/2(r(x))|G(x)|2dx < ∞. (8)

ãäå r(x) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ãðàíèöû ∂Q. Ãðàíè÷íàÿ

ôóíêöèÿ u0 ∈ L2(Q).



Òåîðåìà 4.
À.Ê. Ãóùèí, Â.Ï. Ìèõàéëîâ, Ìàòåì. ñá., 1991.

Äëÿ ëþáîãî u0 ∈ L2(∂Q) è f = g− (∇G), óäîâëåòâîðÿþùåé
(8), ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ

ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì u0. Ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî è äëÿ íåãî

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥u∥2
Cn−1(

−
Q)

+

∫ ∫
Q

r(x)|∇u|2dx ⩽

∥u0∥2L2(∂Q) +

∫
D

r3(x)ln3/2(r(x))|g(x)|2dx+

∫
D

r(x)ln3/2(r(x))|G(x)|2dx.



Áîëåå òðóäíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé p ̸= 2. Ñëîæíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà êîýôôèöèåíòû

óðàâíåíèÿ íåëüçÿ óòâåðæäàòü ïðèíàäëåæíîñòü ðåøåíèÿ

ïðîñòðàíñòâó W1
p,loc(Q). Â ñëó÷àå p > 2 òàêîå ðåøåíèå ìîæåò

íå ñóùåñòâîâàòü, à äëÿ p ∈ (1, 2) íå ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå î
åäèíñòâåííîñòè. Íå ïîìîãàåò è óñëîâèå ãëàäêîñòè

êîýôôèöèåíòîâ íà ãðàíèöå.

Ïîäðîáíåå ïî ýòîìó ïîâîäó ñì. À. Ê. Ãóùèí, Ìàòåì. ñá.,
2015, òîì 206, íîìåð 10.
Ìíîãèå èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ è íà

óðàâíåíèÿ ñ ìëàäøèìè ÷ëåíàìè, ñì. Dumanyan V.Zh., J.
Contemp. Math. Anal., 2015, 50:4; Äóìàíÿí Â.Æ., Ìàòåì.
ñá., 2011, 202:7; Äóìàíÿí Â.Æ., ÒÌÔ, 2014, 180:2.



Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè.

Ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ u0 ∈ L2(∂Q). Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ

aij èçìåðèìû è îãðàíè÷åíû â Q è íåïðåðûâíû ïî Äèíè íà

ãðàíèöå. (Îòêàçàòüñÿ îò íåãî íåëüçÿ). Ïðàâàÿ ÷àñòü f

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8). Íîðìàëü ê ãðàíèöå íåïðåðûâíà ïî

Äèíè. Ïî-âèäèìîìó, ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî

îñëàáëåíî. Íî äëÿ ýòîãî íóæíû íîâûå èäåè; ñêîðåå âñåãî,

íåîáõîäèì àíàëîã ìåòîäà Ïóàíêàðå - Ïåððîíà.



Ñâîéñòâî âíóòðåííåé íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ.

Îáñóäèì ñëåäóþùèé âîïðîñ. Íàñêîëüêî ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å

âûáîð êëàññà ìåð? Ìîæíî ëè åãî ðàñøèðèòü? Íåìíîãî ìîæíî!

Òåîðåìà 2 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

ðàññìàòðèâàåìûå ìåðû áûëè ìåðàìè Êàðëåñîíà (â (3)

x0 ∈ ∂Q). Ýòî ðàñøèðåíèå ñðàçó äàåò ñâîéñòâî âíóòðåííåé

íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ. Íî áîëüøå ðàñøèðèòü êëàññ êîíå÷íûõ

ìåð íåëüçÿ.



Òåîðåìà 6.
À.Ê. Ãóùèí, ÒÌÔ, 2013.

Îöåíêà ∫
−
Q

|u(x)|pdµ(x) ⩽ const

∫
∂Q

|u0(x)|
pdS

ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ u0 ∈ Lp(∂Q) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ìåðà µ ÿâëÿåòñÿ ìåðîé Êàðëåñîíà.

Äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèè ñ ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì u0 ýòà

òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå L. Carleson, 1962.
Äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ýòîò ðåçóëüòàò áûë óñòàíîâëåí â

ðàáîòå L. Hormander, 1967.



Îáîáùåíèå ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè ïî

Ãåëüäåðó.

Ñëåäóþùåå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé áûëî ïîðîæäåíî

èçÿùíûìè ðàáîòàìè Ý. Äå Äæîðäæè è Äæ. Íýøà î âíóòðåííåé

ã¼ëüäåðîâîé íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (10), De Giorgi
E., 1957; Nash J., 1958.
Êàêèìè ïðîìåæóòî÷íûìè ñâîéñòâàìè ìåæäó ïðèíàäëåæíîñòüþ

W1
2,loc(Q) è Cα

loc (Q) îáëàäàåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10)?
Åñòü ëè ñðåäè íèõ òå, êîòîðûå íå âûòåêàþò èç êðàéíèõ?



Îêàçûâàåòñÿ åñòü! Ïðè÷åì â áëèçêèõ ê îöåíêå (5) (ñ p = 2)
òåðìèíàõ - â òåðìèíàõ îãðàíè÷åííîñòè èíòåãðàëà∫ ∫

D

|v(x) − v(y)|2dϕ;

ïî íåîòðèöàòåëüíîé, íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîé ìåðå Áîðåëÿ ϕ

íà ìíîæåñòâå D = {(x,y) ∈ R2n : |x− y| ̸= 0} ñ íîñèòåëåì â

D ∩
−

Q ′ ×
−

Q ′; Q ′ êîìïàêòíî ïðèíàäëåæèò Q”, à Q” êîìïàêòíî

ïðèíàäëåæèò Q δ0 =
1
4 dist(Q

′,Q”).
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî σ > 0 ϕ-ìåðà êîìïàêòà

Dσ = {(x,y) ∈
−

Q ′ ×
−

Q ′ : |x− y| ⩾ σ} êîíå÷íà; ϕσ � ñóæåíèå

ìåðû ϕ íà Dσ; áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < σ ⩽ δ0 < 1.



Îïðåäåëåíèå.

Íåîòðèöàòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà Φσ â D×R1 ÿâëÿåòñÿ

äîïóñòèìûì ðàçëîæåíèåì ìåðû ϕσ, åñëè åå íîñèòåëü ëåæèò â

îáúåäèíåíèè ìíîæåñòâ {(x,y, t) ∈ R2n+1 : σ ⩽ |x− y| ⩽ t ⩽ δ0}

è {(x,y, t) ∈ R2n+1 : |x− y| > δ0, t = δ0}, à ïðîåêöèÿ íà

ïðîñòðàíñòâî ïåðâûõ 2n ïåðåìåííûõ ñîâïàäàåò ñ ðàçëàãàåìîé

ìåðîé ϕσ.

Îïðåäåëåíèå. ϕ ∈ M+ = Mα,+(Q ′), åñëè

∥ϕ∥M = ∥ϕ∥Mα,+(Q ′) =

lim
σ→+0

inf
Φσ

sup
z∈Rn

∫∫∫
{(x,y,t)∈D×R1:|x+y−z|⩽2t}

(
|x− y|

t

)2α
dΦσ

tn−2
<∞;

çäåñü òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì äîïóñòèìûì

ðàçëîæåíèÿì Φσ ìåðû ϕσ.



Òåîðåìà 7.
À.Ê. Ãóùèí, Ñèá. ìàòåì. æóðíàë, 2005, 46:5.

Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå α0 ∈ (0, 1), C1 > 0 è C2 > 0,
çàâèñÿùèå òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà n è

ïîñòîÿííîé ýëëèïòè÷íîñòè γ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ u

óðàâíåíèÿ (10) è ëþáîé ìåðû ϕ ∈ Mα0,+(Q ′) ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

1

∥ϕ∥Mα,+(Q ′)

∫∫
D

|u(x) − u(y)|2 dϕ ⩽

C1

∫
Q ′′

|▽ u(x)|2 dx+
C2

δn+2
0

∫∫
Q ′′×Q ′′

|u(y) − u(x)|2 dxdy



Ïóñòü α � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, α < 1.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ v ∈ L2(Q

′) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

Gα(
−

Q ′), åñëè åå íîðìà

∥v∥
Gα(

−
Q ′)

=

∥v∥L2(Q ′) + sup
ϕ∈Mα,+

 1

∥ϕ∥Mα,+

∫ ∫
D

|v(x) − v(y)|2dϕ

1/2

< ∞
êîíå÷íà.

Ðåøåíèå u óðàâíåíèÿ (10) ïðèíàäëåæèò ââåäåííîìó êëàññó ïðè
α = α0.



Ïóñòü ìåðà ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ∫ ∫
D

|x− y|2αdϕ < ∞.

Òîãäà, âçÿâ ðàçëîæåíèå ñ íîñèòåëåì íà {t = δ0}, íåìåäëåííî

ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ ∈ Mα,+ è

∥ϕ∥Mα,+ ⩽ δ2−n−2α
0

∫ ∫
D

|x− y|2αdϕ.

Ñëåäîâàòåëüíî,∫ ∫
D

|v(x) − v(y)|2dϕ ⩽ δ2−n−2α
0 (∥v∥

Gα(
−
Q ′)

)2
∫ ∫
D

|x− y|2αdϕ.

Îòêóäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ãåëüäåðîâó íåïðåðûâíîñòü ñ

ïîêàçàòåëåì α ôóíêöèé èç Gα(
−

Q ′).



Åñëè âçÿòü ìåðó ϕ ñ íîñèòåëåì íà ìíîæåñòâå

{(x,y) : |x− y| = h0 = const} è åå ðàçëîæåíèå ñ íîñèòåëåì íà

{|x− y| = t}, òî ïîëó÷èì âëîæåíèå ââåäåííîãî ïðîñòðàíñòâà â

W1
2(Q

′).
Äëÿ �ïðîìåæóòî÷íûõ� çíà÷åíèé ïàðàìåòðà t ïîëó÷àåì äðóãèå

ñâîéñòâà ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Gα(
−

Q ′). Ñðåäè íèõ åñòü è

òå, êîòîðûå íå ñëåäóþò èç Cα(
−

Q ′) è W1
2(Q

′).


