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Äàíû A = (aij)i ,j≤d � îòîáðàæåíèå èç Rd â
ïðîñòðàíñòâî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ
ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö è b = (bi)i≤d �
îòîáðàæåíèå èç Rd â Rd , aij è bi èçìåðèìû ïî
Áîðåëþ,

LA,bf =
∑
i ,j≤d

aij∂xi
∂xj

f +
∑
i≤d

bi∂xi
f .



Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå

L∗A,bσ = 0 (1)

èìååò âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå σ, åñëè σ �
áîðåëåâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà Rd , ïî
êîòîðîé aij è bi ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìû è∫

Rd

LA,bf dσ = 0, f ∈ C∞
0 (Rd).

Â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé:

∂xi
∂xj

(aijσ)− ∂xi
(biσ) = 0.



Äëÿ áîðåëåâñêîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà Rd

ñåìåéñòâî ìåð µ = (µt)t≥0 íàçûâàåòñÿ
âåðîÿòíîñòíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

∂tµt = L∗A,bµt , µ0 = ν, (2)

åñëè ïî÷òè âñå ìåðû µt ≥ 0 âåðîÿòíîñòíûå,
ôóíêöèÿ t 7→ µt(B) èçìåðèìà ïî Áîðåëþ äëÿ
âñÿêîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B â Rd , aij è bi

ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìû ïî ìåðå µt(dx) dt è∫
Rd

f dµt −
∫

Rd

f dν =

∫ t

0

∫
Rd

LA,bf dµs ds (3)

ïðè f ∈ C∞
0 (Rd), t ≥ 0. Àíàëîãè÷íî íà [0, T ].



Âåðîÿòíîñòíûå ðåøåíèÿ (1) è (2) åñòü ïðè
øèðîêèõ óñëîâèÿõ, òèïè÷íûå óñëîâèÿ ñ ôóíêöèåé
Ëÿïóíîâà: åñëè ìàòðèöà A íåïðåðûâíà è
íåâûðîæäåíà, ñíîñ b ëîêàëüíî îãðàíè÷åí è
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V ∈ C 2(Rd), äëÿ êîòîðîé
V (x) → +∞ ïðè |x | → +∞ è LA,bV ≤ −1 âíå
êîìïàêòà, òî ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå
ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1). Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äîñòàòî÷íî
îöåíêè LA,bV ≤ C + CV .
Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî (1) íå èìååò âåðîÿòíîñòíûõ
ðåøåíèé, à (2) èìååò. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð íà
ïðÿìîé: A = 1, b = 0.



Îäíàêî äàæå äëÿ A = 1 è b ∈ C∞(R) íåèçâåñòíî,
âñåãäà ëè ïðè íàëè÷èè âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ
ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ åñòü âåðîÿòíîñòíîå
ðåøåíèå (2).
Ïóñòü A = 1 è b ∈ C 1(R). Òîãäà ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (2) (åñëè ñóùåñòâóåò) çàäàåòñÿ äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìîé â ñìûñëå Ñîáîëåâà ïî x è
îäèí ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé â ñìûñëå Ñîáîëåâà
ïî t ïëîòíîñòüþ %(x , t), t > 0, óäîâëåòâîðÿþùåé
óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà äëÿ
ïëîòíîñòåé

∂t% = ∂2
x%− ∂x(b%).



Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå
ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñ ïëîòíîñòüþ %0 = e−W .
Òîãäà ôóíêöèÿ W äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà è

b(x) = −W ′(x) + βeW (x),

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî β 6= 0 è äëÿ
W ∈ C 2(Rd) âûïîëíåíû óñëîâèÿ

lim
|x |→∞

W (x) = +∞, lim
|x |→∞

W ′(x)e−W (x) = 0.

Ýòè óñëîâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî ïëîòíîñòü ðåøåíèÿ è
åå ïðîèçâîäíàÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ íà
áåñêîíå÷íîñòè.



Òåîðåìà 1. Ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ äëÿ âñÿêîé
âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà ïðÿìîé çàäà÷à Êîøè

∂t% = ∂2
x%− ∂x(b%)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ν èìååò åäèíñòâåííîå
âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå.



Íà÷èíàÿ ñ d = 2, âåðîÿòíîñòíûå ðåøåíèÿ (1) è
(2) ìîãóò áûòü íååäèíñòâåííûìè. Ïðè ýòîì äëÿ
êàæäîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðåøåíèÿ σ óðàâíåíèÿ (1)
ñóùåñòâóåò òàê íàçûâàåìàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ñèëüíî
íåïðåðûâíàÿ ïîëóãðóïïà ñóáìàðêîâñêèõ
ñæèìàþùèõ îïåðàòîðîâ {T σ

t } íà L1(σ), ãåíåðàòîð
êîòîðîé ïðîäîëæàåò LA,b ñ îáëàñòüþ C∞

0 (Rd).
Êîãäà ìàòðèöà A ëîêàëüíî ëèïøèöåâà è
íåâûðîæäåíà, à ïîëå b ëîêàëüíî îãðàíè÷åíî, ýòà
ïîëóãðóïïà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ïðåäåë
ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ LA,b ñ
íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà øàðàõ Bk
ðàäèóñà k ïðè k →∞.



Îïåðàòîð T â L1(σ) � ìàðêîâñêèé, åñëè
0 ≤ Ttf ≤ 1 ïðè 0 ≤ f ≤ 1 (ñóáìàðêîâîñòü) è
Tt1 = 1. Ìåðà σ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî T ,
åñëè ∫

Rd

Tf dσ =

∫
Rd

f dσ

äëÿ âñåõ îãðàíè÷åííûõ áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé f .
Ïóñòü äëÿ âñÿêîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà Rd

çàäà÷à Êîøè (2) èìååò åäèíñòâåííîå
âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå, ïðè÷åì äëÿ äèðàêîâñêèõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèé ν = δu ðåøåíèå µu,t ÿâëÿåòñÿ
áîðåëåâñêèì ïî u, t. Ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî â
ðàññìîòðåííîé â òåîðåìå 1 ñèòóàöèè è âûïîëíåíî
àâòîìàòè÷åñêè, åñëè âñå ìåðû µt âåðîÿòíîñòíûå.



Òåîðåìà 2. Íà L1(σ) ñóùåñòâóåò ñèëüíî
íåïðåðûâíàÿ ìàðêîâñêàÿ îïåðàòîðíàÿ ïîëóãðóïïà
{Tt}t≥0, çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé

Ttf (u) =

∫
Rd

f (x) µu,t(dx)

íà îãðàíè÷åííûõ áîðåëåâñêèõ ôóíêöèÿõ, ïðè÷åì
ìåðà σ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî íåå. Åñëè A è b
íåïðåðûâíû, òî ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû {Tt}t≥0

ïðîäîëæàåò LA,b ñ îáëàñòè C∞
0 (Rd).



Îòêðûòûå âîïðîñû:
1. Ïóñòü ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå (1) íà ïðÿìîé ñ
A = 1 è ãëàäêèì b èìååò âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå.
Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ âñÿêîãî äèðàêîâñêîãî
íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàäà÷à Êîøè (2) èìååò
âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå? Âåðíî ëè, ÷òî õîòÿ áû
äëÿ êàêîãî-òî äèðàêîâñêîãî íà÷àëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå?
2. Ïóñòü A = I , b : Rd → Rd � ãëàäêîå è (µt)t≥0
� âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2). Âåðíî
ëè, ÷òî âñå ìåðû µt (à íå ëèøü ïî÷òè âñå)
ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòíûìè? Åñòü êîíòðïðèìåð,
êîãäà b çàâèñèò åùå è îò âðåìåíè.



3. Ïóñòü A = I , b : Rd → Rd � ãëàäêîå è äëÿ
êàæäîé äèðàêîâñêîé ìåðû ν = δa åñòü
åäèíñòâåííîå âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå (2) è
%(a, x , t) � åãî ïëîòíîñòü, ãëàäêàÿ ïî (x , t), t > 0.
Íåïðåðûâíà ëè ôóíêöèÿ %(a, x , t) ïî a?


