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1. Èñòîðèÿ âîïðîñà
Æ. Àäàìàð (1902) � êîððåêòíîñòü ãðàíè÷íîé çàäà÷è
Äæ. ôîí Íåéìàí (1929) � èäåÿ ïîíèìàòü ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó
êàê çàäàíèå ðàñøèðåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
Äæ. ôîí Íåéìàí, Ì. Ñòîóí, Ê. Ôðèäðèõñ � ñàìîñîïðÿ-
æåííûå ðàñøèðåíèÿ ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà
Äæ. Êàëêèí (1939) è Ì.Ã. Êðåéí (1944-1947) � ýòî æå
ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
2. Îáùàÿ òåîðèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷
Ì.É. Âèøèê (1952) � îñíîâàíèå òåîðèè
Ç.ß Øàïèðî (1053), ß.Á. Ëîïàòèíñêèé (1953) -ýëëèïòè÷åñêàÿ
òåîðèÿ
Ë. Õåðìàíäåð (1955), À.À. Äåçèí (1956-2008) � ðàçâèòèå
îáùåé òåîðèè.
Ô. Éîí, Ñ.Ë. Ñîáîëåâ, Ø. Àãìîí, À.Â. Áèöàäçå, Ð.À. Àëåêñàíäðÿí,
Ã. Ãóäìóíñäîòòèð, Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâ, Ò.È. Çåëåíÿê, Á.É. Ïòàøíèê,
Â.Ï. Ìèõàéëîâ, È.Â. Âîëîâè÷ è Â.Æ. Ñàêáàåâ, Í.Å. Òîâìàñÿí,
Ì.Â. Ôîêèí, À.Ï. Ñîëäàòîâ è äð. � íåêîòîðûå àñïåêòû òåîðèè.
Ì.É.Âèøèê,Ã.Ãðóáá,À.Í.Êî÷óáåé,Ì.Ë.Ãîðáà÷óê,Ô.Ñ.Ðîôå-Áåêåòîâ,
Ì.Ì.Ìàëàìóä, À.À.Øêàëèêîâ, äð. � ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ



ÀÍÎÍÑ.
I. Îáùàÿ òåîðèÿ. Òåîðåìà 1. Ïóñòü
L =

∑
|α|≤m aα(x)D

α -îáùèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â
îáëàñòè Ω. Â óñëîâèÿõ Âèøèêà ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð L

ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó
L = L0 ⊕ LC (L)

ñâîåé âíóòðåííåé ÷àñòè L0 è ãðàíè÷íîé ÷àñòè LC .
II. Âû÷èñëåíèÿ. Ïðåäëîæåíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè îáùåé
ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîìïëåêñíûìè
êîýôôèöèåíòàìè áåç òèïà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ ãëàäêîé
ãðàíèöåé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà

Lu = Auxx + Buxy + Cuyy = (a1,∇)(a2,∇) u = f ∈ L2(Ω), (8)
(íèæå (ã1, a1) = 0, (ã2, a2) = 0) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 8. Åñëè u ∈ W 2

2
(Ω)− ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå u|∂Ω = 0

äëÿ óðàâíåíèÿ (8) â îáëàñòè Ω, òî äëÿ ñëåäà α = u′ν∗ |∂Ω (êîíîð-
ìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ
(11),(12), ãäå ïî çàäàííûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì µ1N , µ

2

N ,N ∈ N ∪ 0,
êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ïî f , èùåòñÿ ôóíêöèÿ α(s):∫

∂Ω
α(s)(x , ã1)Nds = µ1N (=

∫
Ω
f (x)(x , ã1)N dx), (11)∫

∂Ω
α(s)(x , ã2)Nds = µ2N (=

∫
Ω
f (x)(x , ã2)N dx), (12)



Ýòî íåêîòîðàÿ íîâàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ. Êëàññè÷åñêàÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ çäåñü ïîëó÷èòñÿ,
åñëè ïîëîæèòü Ω− åäèíè÷íûé êðóã, à L = ∆, òîãäà
ã1 = (1, i), ã2 = (1,−i). Çäåñü çàäà÷à íàõîæäåíèÿ uν |∂Ω ïî
äàííîé f â çàäà÷å ∆u = f , u|∂Ω = 0 ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó
íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè íà îêðóæíîñòè ïî äàííûì êîýôôèöè-
åíòàì Ôóðüå (ò.å. â òåîðèþ ðÿäîâ Ôóðüå).
Âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (8) ïðåâðàùàåòñÿ â âîïðîñ îá èíäåòåðìèíèðîâàííîñòè
ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (11),(12), µ1N = µ2N = 0, α ≇ 0.
Ðàññìîòðèì âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ ñòðóíû:

uxy = 0, u|∂Ω = 0. (13)

Èç òåîðåìû 8 ýòîò âîïðîñ ýêâèâàëåíòåí âîïðîñó î ñóùåñò-
âîâàíèè íåòðèâèàëüíîé ôóíêöèè α(s) òàêîé, ÷òî∫

∂Ω α(s)xNds = 0,
∫
∂Ω α(s)yNds = 0. (14)

Çàäà÷à (13) è ïðîáëåìà (14) áûëè èçó÷åíû â ýëëèïñå, à
òàêæå â îáëàñòè ñ áèêâàäðàòíîé ãðàíèöåé.



Òåîðåìà 9. Çàäà÷à (13) (è ïðîáëåìà (14) ) èìååò
íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå â W 2

2
(Ω) íàä ýëëèïñîì x2

a2
+ y2

b2
≤ 1

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
1

π arctg b
a = p

q ∈ Q. (15)
Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ ñ÷åòíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé.
Òåîðåìà 10. (ñîâìåñòíî ñ Æåäàíîâûì À.Ñ.) Çàäà÷à (13) (è
ïðîáëåìà (14) ) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå â W 2

2
(Ω) íàä

îáëàñòüþ Ω ñ áèêâàäðàòíîé ãðàíèöåé
∂Ω = {(x ; y) ∈ R2|ax2y2 + bx2y + cxy2 + dxy + ex + fy + g = 0}

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
θ
K ′ =

p
q ∈ Q, (16)

ãäå ÷èñëà θ è K ′ âû÷èñëÿþòñÿ â óðàâíåíèÿõ ñ ýëëèïòè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè â ïÿòè ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèÿõ áèêâàäðàòíîé êðè-
âîé. Òîãäà èìååòñÿ ñ÷åòíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé.
III. Ïðèëîæåíèÿ. Òåîðåìà 11. (ñîâìåñòíî ñ
Æåäàíîâûì À.Ñ.) Êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà Ïîíñåëå ðàçðåøèìà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàäà÷à (13) (è ïðîáëåìà (14) )
èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ïðè ýòîì p− ïåðèîä Ïîíñåëå.
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PN

Poncelet’s porism

Точка P0  периодическая с периодом N, если PN = P0 . Большая теорема Понселе:

Если на внешнем еллипсе имеется хотя бы одна периодическая
точка P0 , то и любая точка  P этого еллипса является периодической
с тем же периодом N.

P 



Другие проективно разные случаи расположения коник
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Понселе поризм в форме двух окружностей  (бицентрические
многоугольники)

D
A

B CO’ .

O’’ .

d

R

r

n-угольник называется бицентрическим, если у него есть вписанная и описанная ок-
ружности. Тогда числа  R,r,d,n связаны между собой соотношениями (Richelot, 1830;
…;Kerawala, 1947)

λ= ,  ω=

sc (α)=sn (α) /cn (α), K(k)- еллиптический интеграл
 I-го рода.r

c
dR

b
dR

a
1

,
1

,
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Отображение Фрица Джона (Йона)
для граничной задачи в Ω

P0

P1

P2

∂Ω

x

Точка P0  -- периодическая с периодом N, если PN = P0 . Теоремы Джона :
1. Если граница  ∂Ω области  Ω  аналитична, то осуществляется одна из двух

возможностей: 1)  у каждой точки  P0  её  орбита  {Pk ,k є Z} плотна на ∂Ω,
2) любая точка  P є ∂Ω  периодична с одним и тем же периодом N.

2. Если на границе  ∂Ω области Ω множество периодических точек пусто,
конечно или счетно, то задача Дирихле (1) имеет только тривиальние решение.

O

y

(1)00, |uuxy

Область Ω − выпуклая
для характеристик

X=C1 , Y=C2



Óðàâíåíèå

P2 − RQ2 = L (17)

�óðàâíåíèå Ïåëëÿ-Àáåëÿ, ãäå ïî çàäàííîìó âåùåñòâåííîìó ïîëè-
íîìó R(t) îäíîé ïåðåìåííîé t ÷åòíîãî ïîðÿäêà è çàäàííîìó L ∈ R
èùóòñÿ ïîëèíîìû P(t) è Q(t), ÷òî âûïîëíåíî óðàâíåíèå (17).

Òåîðåìà 12. (Ð.Àáåëü, Æ.Ëèóâèëëü, Â.Â. Ãîëóáåâ, äð.)
1). Äëÿ ïîëèíîìà R(t), degR = 2m íàéäåòñÿ ïîëèíîì ρ(t) òàêîé,
÷òî èíòåãðàë

∫
ρ√
R
dt âû÷èñëÿåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ

(ñòåïåíè, ýêñïîíåíòû, ëîãàðèôìû, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçðåøèìî óðàâíåíèå (17).
2). Â ýòîì ñëó÷àå ∃A ∈ R,

∫
ρ√
R
dt = A ln P+

√
RQ

P−
√
RQ

, deg ρ = m − 1 è
ρ/A = 2P ′/Q, à ïîëèíîìû P è Q óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (17) ñ
L = 1
Òåîðåìà 13. (ñîâìåñòíî ñ Æåäàíîâûì À.Ñ.) Äëÿ çàäàííîãî
ïîëèíîìà R(t) 4-ãî ïîðÿäêà ìîæíî ïîñòðîèòü áèêâàäðàòíóþ
êðèâóþ èç òåîðåìû 10 òàê, ÷òî ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (17) áóäåò
ðàâíîñèëüíà íåòðèâèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ìîìåíòîâ
(14) èëè çàäà÷è Äèðèõëå (13) è ðàâíîñèëüíà ðàçðåøèìîñòè
ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîáëåìû Ïîíñåëå ñ ÷åòíûì ïåðèîäîì.



Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî óñëîâèåì ôðåäãîëüìîâîñòè îáùåé
äèôôåðåíöèàëüíîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî
ïðàâèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå
ß.Á. Ëîïàòèíñêîãî. Àâòîðîì áûëî ïðåäëîæåíî óñëîâèå
ôðåäãîëüìîâîñòè îáùåé äèôôåðåíöèàëüíîé ãðàíè÷íîé
çàäà÷è äëÿ íåïðàâèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

L u =
∑
|α|≤m

aα(x)D
αu = h. (18)

Ýòî óñëîâèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå äâóõ óñëîâèé Ëîïàòèíñêîãî
äëÿ äâóõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ñ ïðàâèëüíî ýëëèïòè÷åñêèìè
óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå ïîñòðîåíû ïî èñõîäíîé çàäà÷å. À
èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 14. 1). Çàäà÷à Lu = f , Bju = 0, j = 1, ..., k
ôðåäãîëüìîâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáå çàäà÷è
L+ ◦ L u = f , Bju = 0, B+

i Lu = 0 è
L ◦ L+ v = g , B+

i v = 0, BjL+v = 0
� ôðåäãîëüìîâû. Çäåñü j = 1, ..., κ , i = 1, ...,m − κ



ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÒÅÊÑÒ.
I. Îáùàÿ òåîðèÿ. Ïóñòü

L = L(x ,D) =
∑
|α|≤m

aα(x)D
α, aα ∈ C∞(Ω̄),

�äèôôåðåíöèàëüíàÿ îïåðàöèÿ îáùåãî âèäà, Dα = (−i∂)|α|

∂xα ,
aα− êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè, Rn ⊃ Ω− ïðîèçâîëüíàÿ
îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn. Îïåðàöèÿ L ïîðîæäàåò
ôîðìàëüíî-ñîïðÿæåííóþ îïåðàöèþ

L+· =
∑
|α|≤m

Dα(a∗α(x) ·), íèæå H := L2(Ω)

ãäå a∗α(x)− êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ.

Ìèíèìàëüíûé îïåðàòîð L0 îïðåäåëåí êàê çàìûêàíèå
îïåðàòîðà L, ïåðâîíà÷àëüíî çàäàííîãî íà C∞

0
(Ω), â íîðìå

ãðàôèêà

∥u∥2L = ∥u∥2H + ∥Lu∥2H .



Ìèíèìàëüíûé îïåðàòîð L+
0
àíàëîãè÷íî ïîðîæäåí

íîðìîé
. ∥u∥2L+ = ∥u∥2H + ∥L+u∥2H
Ìàêñèìàëüíûå îïåðàòîðû L è L+ îïðåäåëåíû êàê

L = (L+
0
)∗, L+ = (L0)

∗

ñ ïîìîùüþ ñîïðÿæåíèÿ * â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H.
Îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

D(L0), D(L), D(L+
0
), D(L+)

ýòèõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ãèëüáåðòîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè c
ñîîòâåòñòâåííûìè íîðìàìè

∥u∥2L è ∥u∥2L+ .

Ââåäåì äëÿ îïåðàòîðà L ãðàíè÷íîå ïðîñòðàíñòâî C (L) êàê
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî

C (L) = D(L)/D(L0)

è îòîáðàæåíèå Γ êàê ôàêòîð-îòîáðàæåíèå

Γ : D(L) → C (L).



Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ Âèøèêà:

îïåðàòîð L0 : D(L0) → H èìååò íåïðåðûâíûé ëåâûé îáðàòíûé
(1)

îïåðàòîð L+
0
: D(L+

0
) → H èìååò íåïðåðûâíûé ëåâûé îáðàòíûé

(2)
Óñëîâèå (1) î÷åâèäíûì îáðàçîì ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

∃C > 0,∀φ ∈ C∞
0 (Ω), ∥φ∥H ≤ C∥Lφ∥H. (3)

Óñëîâèÿ Âèøèêà (1),(2) â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè äîêàçàíû
äëÿ ñëåäóþùèõ êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ:
i) ñêàëÿðíûå îïåðàòîðû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè,
ii) ñêàëÿðíûå îïåðàòîðû ãëàâíîãî òèïà ñ ïîñòîÿííîé
ñòàðøåé ÷àñòüþ: L = P0(D) +

∑N
j=1

Cj(x)P
j(D), (P)

Cj ∈ C∞(Ω), ord(P j) < ord(P0).

iii) ñêàëÿðíûå îïåðàòîðû ïîñòîÿííîé ñèëû: D(P j
0
) ⊂ D(P0

0
)

iv) ìàòðè÷íûå îïåðàòîðû ñ ïîñòîÿííûìè êîìïëåêñíûìè
êîýôôèöèåíòàìè ñî ñâîéñòâîì Ïàíåÿõà-Ôóãëåäå,
v) ìàòðè÷íûå îïåðàòîðû, ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèå ïî
Äóãëèñó-Íèðåíáåðãó â îáëàñòè ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé.



Ìû èìååì êîðîòêèå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 → ker L → D(L)
L−→ H → 0, 0 → D(L0)

L0−→ Im L0 → 0
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ è ôàêòîðèçàöèè

H = Im L0 ⊕ ker L+, 0 → D(L0) → D(L)
Γ−→ C (L) → 0

Ïðè óñëîâèÿõ (1),(2) ïîëó÷èì äèàãðàììó
0 0
↓ ↓

0 −→ D(L0)
L0−→ Im L0 → 0

↓ ↓ i 0 ↓ i Im

0 → ker L
iL−→ D(L)

L−→ H → 0 (D)
↓ Γker ↓ Γ ↓ ΓIm

0 → C (ker L)
iC−→ C (L)

LC−→ ker L+ → 0
↓ ↓ ↓
0 0 0

ãäå iC (u + ker L0) = u + D(L0), LC (u + D(L0)) = Lu + Im (L0).

Òåîðåìà 1. Â óñëîâèÿõ (1),(2) ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð L
ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó

L = L0 ⊕ LC (L)
ñâîåé âíóòðåííåé ÷àñòè L0 è ãðàíè÷íîé ÷àñòè LC .



Îäíîðîäíîé ãðàíè÷íîé çàäà÷åé íàçûâàåòñÿ çàäà÷à
íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñîîòíîøåíèé

Lu = f , Γu ∈ B, (4)

ãäå B − íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ãðàíè÷íîì
ïðîñòðàíñòâå C (L) = D(L)/D(L0), îïðåäåëÿþùåå ãðàíè÷íóþ
çàäà÷ó. Çàäà÷à (4) íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè îïåðàòîð

LB = L|D(LB), ãäå D(LB) = Γ−1B
ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì ðàñøèðåíèåì îïåðàòîðà L0, ò.å.
åñëè îïåðàòîð

LB : D(LB) → H
èìååò íåïðåðûâíûé äâóñòîðîííèé îáðàòíûé L−1

B è íàçûâàåòñÿ
âïîëíå êîððåêòíîé, åñëè îïåðàòîð L−1

B − êîìïàêòåí â H.

Òåîðåìà 2 (Ì.É. Âèøèê). 1). Ó îïåðàòîðà L0 ñóùåñòâóåò

ðàçðåøèìîå ðàñøèðåíèå (è äëÿ îïåðàòîðà L ñóùåñòâóåò

êîððåêòíàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (4)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1) è (2) âìåñòå.

2). Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó

D(L) = D(L0)⊕ ker L⊕W , ãäå LW = ker L+. (V)



3. Ñëåäû L2-ðåøåíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè. Ïîñòðîèì
äëÿ îáùåãî îïåðàòîðà L = L(x ,D) =

∑
|α|≤m aα(x)D

α

ôîðìóëó Ãðèíà äëÿ ãëàäêèõ u è v :

∫
Ω

(Lu v − u L+v) dx =
m−1∑
q=0

∫
∂Ω

L(m−q−1)u ∂q
ν v ds, (5)

ãäå L+− ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, L(j) u− ëèíåéíîå
äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå ïîðÿäêà j , j = 0, ...,m − 1.
Âûðàæåíèÿ L(j) u ïîëó÷àþòñÿ äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé u è v ïðè
ïåðåáðàñûâàíèè ïðîèçâîäíûõ îò (Lu, v)H ê (u, L+v)H .
Ïóñòü D(L̃) îçíà÷àåò çàìûêàíèå C∞(Ω) â D(L).

Òåîðåìà 3.Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ D(L̃) ñóùåñòâóþò îáîá-
ùåííûå ôóíêöèè L(j) u ∈ H−j−1/2(∂Ω) òàêèå, ÷òî ôîðìóëà
Ãðèíà (5) âûïîëíåíà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ Hm(Ω).

Òåîðåìà 4. Ýëåìåíò u ∈ D(L̃) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
D(L0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî âñå L-ñëåäû
òðèâèàëüíû: Lk u = 0, k = 0, 1, ...,m − 1.



Ïîýòîìó îáùóþ ëèíåéíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ãðàíè÷íóþ
çàäà÷ó ñëåäóåò çàïèñûâàòü ÷åðåç L-ñëåäû:
Òåîðåìà 5. Ïðè óñëîâèÿõ D(L̃) = D(L), D(L̃+) = D(L+)
îáùàÿ ëèíåéíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à
Γu ∈ B äëÿ óðàâíåíèÿ Lu = f â L2(Ω) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

B0

i L(0)u + B1

i L(1)u + ...+ Bm−1

i L(m−1)u = 0, i = 1, ..., l (6)

ãäå Bk
i : H−k−1/2(∂Ω) → H−i−1/2(∂Ω)− äàííûå îïåðàòîðû.

Óñëîâèÿ D(L̃) = D(L), D(L̃+) = D(L+) â îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè äîêàçàíû äëÿ ñëåäóþùèõ êëàññîâ îïåðàòîðîâ:
i) ñêàëÿðíûå îïåðàòîðû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â
îáëàñòè ñ óñëîâèåì T Õåðìàíäåðà,
ii) äëÿ ñêàëÿðíîãî ëèíåéíîãî ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîãî
îïåðàòîðà â ëþáîé îáëàñòè ñ óñëîâèåì êîíóñà,
iii) äëÿ ãèïîýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè â ëþáîé îáëàñòè,
iv) äëÿ ëþáîãî ñêàëÿðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
âåùåñòâåííîãî ãëàâíîãî òèïà â ëþáîé îáëàñòè, êîìïàêòíî
âëîæåííîé â èñõîäíóþ îáëàñòü.



II. Âû÷èñëåíèÿ. Ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

H = ImL0 ⊕ ker L+, f = f0 + fC .

Ïðèìåíÿÿ òåîðèþ îñíàùåííûõ ïðîñòðàíñòâ ê òðîéêå
D(L0) ⊂ H ⊂ D ′(L0), ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 6. Ïðè óñëîâèÿõ (1),(2)
1) îïåðàòîð M = L+L : D(L0) → D ′(L0)− ëèíåéíûé
èçîìîðôèçì, ïîýòîìó ôóíêöèþ fC ìîæíî ïîëó÷èòü òàê:

fC = f − L0M+L+f ∈ ker L+,
2) äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ u ∈ D(L) óðàâíåíèÿ Lu = f
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå uC óðàâíåíèÿ

LCuC = fC , ãäå u = u0 + uC , Lu0 = f0.
Îáúÿñíåíèå. Îáùàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à

Lu = f ∈ H, Γu ∈ B
ñâîäèòñÿ ê ãðàíè÷íîé çàäà÷å

Lu = fC ∈ ker L+, Γu ∈ B
à äëÿ îïåðàòîðà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè � ê çàäà÷å

Lu = Q(x)e i(x ,ξ), ξ ∈ Λ+, Γu ∈ B,
ãäå Q ∈ Cn, Λ+− ìíîãîîáðàçèå íóëåé ñèìâîëà

∑
|α|≤m a∗αξ

α

.



Èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ òåîðåìà (Ìàëüãðàíæ):
Òåîðåìà 7. Êàæäîå ðåøåíèå f ∈ H óðàâíåíèÿ L+f = 0 â
âûïóêëîé îáëàñòè Ω ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíî
1) ïîëèíîìèàëüíî-ýêñïîíåíöèàëüíûìè ðåøåíèÿìè
Q(x)e i(x ,ξ), ξ ∈ Λ+ = Λ, Λ− àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå
íóëåé ñèìâîëà

∑
|α|≤m aαξ

α â îáùåì ñëó÷àå,

2) ýêñïîíåíöèàëüíûìè ðåøåíèÿìè Q(x)e i(x ,ξ), ξ ∈ Λ+, åñëè
ñèìâîë

∑
|α|≤l aαξ

α èñõîäíîãî îïåðàòîðà ðàçëàãàåòñÿ â
ïðîèçâåäåíèå ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ ïîëèíîìîâ, òî
3) ïîëèîìèàëüíûìè ðåøåíèÿìè Q(x), åñëè êàæäûé
ñîìíîæèòåëü ñèìâîëà ðàâåí íóëþ â íóëå.
Ïîäñòàâèì â ôîðìóëó Ãðèíà (áûëà ôîðìóëà(5))∫
Ω

(Lu v − u L+v) dx =
∑m−1

q=0

∫
∂Ω

L(m−q−1)u ∂q
ν v ds,

ôóíêöèè v = e i(x ,ξ), L+v = 0, Lu = f = e i(x ,η), ïîëó÷èì∫
Ω

e i(x ,η̄−ξ̄)dx =
∑m−1

q=0

∫
∂Ω

L(m−q−1)u (iν(x), ξ̄)q e i(x ,ξ̄) dsx (7)

ãäå ξ ∈ Λ, η ∈ Λ = {ξ ∈ Cn,
∑

|α|≤m aαξ
α = 0}.



Åñëè ñèìâîë ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïîëèíîìîì, òî êàæäûé
ñîìíîæèòåëü ñèìâîëà ðàâåí íóëþ â íóëå è ýêñïîíåíòû â
ôîðìóëå (7) ìîæíî çàìåíèòü îäíîðîäíûìè ïîëèíîìàìè.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ óðàâíåíèÿ (ñ ïðîèçâîëüíûìè êîìïëåêñíûìè
êîýôôèöèåíòàìè) âèäà

Lu = Auxx + Buxy + Cuyy = (a1,∇)(a2,∇) u = f ∈ H, (8)

èç ôîðìóëû Ãðèíà (7) íà êðèâîé ∂Ω ïîëó÷àåòñÿ ïàðà óñëî-
âèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ñëåäû ðåøåíèÿ u ∈ W 2

2
(Ω):∫

∂Ω

[
u′ν∗ + κu′s

]
(x , ã1)Nds = µ1N =

∫
Ω
f (x)(x , ã1)N dx , (9)

∫
∂Ω

[
u′ν∗ − κu′s

]
(x , ã2)Nds = µ2N =

∫
Ω
f (x)(x , ã2)N dx , (10)

ãäå s− íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà ∂Ω, κ = det(a1, a2)/2,
(ãk , ak) = 0, µ1N , µ

2

N− çàäàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, u′ν∗
−

ïðîèçâîäíàÿ ïî êîíîðìàëè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà:∫
Ω

(Lu v − u L+v) dx =
∫
∂Ω

(u′ν∗
v − u v ′

ν∗
) ds,



Òåîðåìà 8. Åñëè u ∈ W 2

2
(Ω)− ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå u|∂Ω = 0

äëÿ óðàâíåíèÿ (8) â îáëàñòè Ω, òî äëÿ ñëåäà α = u′ν∗ |∂Ω âûïîëíåíû∫
∂Ω

α(s)(x , ã1)Nds = µ1N , (11)

∫
∂Ω

α(s)(x , ã2)Nds = µ2N . (12)

Ýòî íåêîòîðàÿ íîâàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ. Êëàññè÷åñêàÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ çäåñü ïîëó÷èòñÿ,
åñëè ïîëîæèòü Ω− åäèíè÷íûé êðóã, à L = ∆, òîãäà
a1 = (1, i), a2 = (1,−i). Çäåñü çàäà÷à íàõîæäåíèÿ uν |∂Ω ïî
äàííîé f â çàäà÷å ∆u = f , u|∂Ω = 0 ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó
íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè íà îêðóæíîñòè ïî äàííûì êîýôôèöè-
åíòàì Ôóðüå.
Âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (8) ïðåâðàùàåòñÿ â âîïðîñ îá èíäåòåðìèíèðîâàííîñòè
ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (11),(12), µ1N = µ2N = 0, α ≇ 0.



Ðàññìîòðèì âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ ñòðóíû:

uxy = 0, u|∂Ω = 0. (13)

Ýòîò âîïðîñ ýêâèâàëåíòåí âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè
íåòðèâèàëüíîé ôóíêöèè α(s) òàêîé, ÷òî∫

∂Ω α(s)xNds = 0,
∫
∂Ω α(s)yNds = 0. (14)

Çàäà÷à (13) è ïðîáëåìà (14) áûëè èçó÷åíû â ýëëèïñå, à
òàêæå â îáëàñòè ñ áèêâàäðàòíîé ãðàíèöåé.
Òåîðåìà 9. Çàäà÷à (13) (è ïðîáëåìà (14) ) èìååò
íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå â L2(Ω) íàä ýëëèïñîì x2

a2
+ y2

b2
≤ 1

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1

π arctg b
a = p

q ∈ Q.
Òåîðåìà 10. (ñîâìåñòíî ñ Æåäàíîâûì À.Ñ.) Çàäà÷à (13) (è
ïðîáëåìà (14) ) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå â L2(Ω) íàä
îáëàñòüþ Ω ñ áèêâàäðàòíîé ãðàíèöåé
∂Ω = {(x ; y) ∈ R2|ax2y2 + bx2y + cxy2 + dxy + ex + fy + g = 0}
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà θ

K ′ =
p
q ∈ Q, ãäå ÷èñëà θ è K ′

âû÷èñëÿþòñÿ â óðàâíåíèÿõ ñ ýëëèïòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè â
ïÿòè ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèÿõ áèêâàäðàòíîé êðèâîé.



III. Ïðèëîæåíèÿ. Òåîðåìà 11. (ñîâìåñòíî ñ
Æåäàíîâûì À.Ñ.) Êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà Ïîíñåëå ðàçðåøèìà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàäà÷à (13) (è ïðîáëåìà (14) )
èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ïðè ýòîì p− ïåðèîä Ïîíñåëå.
Óðàâíåíèå

P2 − RQ2 = L (17)

�óðàâíåíèå Ïåëëÿ-Àáåëÿ, ãäå ïî çàäàííîìó âåùåñòâåííîìó ïîëè-
íîìó R(t) îäíîé ïåðåìåííîé t ÷åòíîãî ïîðÿäêà è çàäàííîìó L ∈ R
èùóòñÿ ïîëèíîìû P(t) è Q(t), ÷òî âûïîëíåíî óðàâíåíèå (17).

Òåîðåìà 12. (Ð.Àáåëü, Æ.Ëèóâèëëü, Â.Â. Ãîëóáåâ, äð.)
1). Äëÿ ïîëèíîìà R(t), degR = 2m íàéäåòñÿ ïîëèíîì ρ(t) òàêîé,
÷òî èíòåãðàë

∫
ρ√
R
dt âû÷èñëÿåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ

(ñòåïåíè, ýêñïîíåíòû, ëîãàðèôìû, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçðåøèìî óðàâíåíèå (17).
2). Â ýòîì ñëó÷àå

∃A ∈ R,
∫

ρ√
R
dt = A ln

P +
√
RQ

P −
√
RQ

,

deg ρ = m − 1 è ρ/A = 2P ′/Q, à ïîëèíîìû P è Q óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèþ (17) ñ L = 1.



Òåîðåìà 13. (ñîâìåñòíî ñ Æåäàíîâûì À.Ñ.) Äëÿ çàäàííîãî
ïîëèíîìà R(t) 4-ãî ïîðÿäêà ìîæíî ïîñòðîèòü áèêâàäðàòíóþ
êðèâóþ èç òåîðåìû 10 òàê, ÷òî ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (17) áóäåò
ðàâíîñèëüíà íåòðèâèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ìîìåíòîâ
(14) èëè çàäà÷è Äèðèõëå (13) è ðàâíîñèëüíà ðàçðåøèìîñòè
ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîáëåìû Ïîíñåëå ñ ÷åòíûì ïåðèîäîì.

Ðàññìîòðèì åùå îäíó êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó � çàäà÷ó
×åáûø¼âà î íàõîæäåíèè ïîëèíîìà íàèìåíüøåãî óêëîíåíèÿ
íà ïîäìíîæåñòâå âåùåñòâåííîé îñè. Ïóñòü

I = [−1, 1] \
m−1⋃
j=1

(aj , bj) − ñèñòåìà m çàìêíóòûõ îòðåçêîâ è

íóæíî íàéòè ïîëèíîì çàäàííîé ñòåïåíè n ñ åäèíè÷íûì
ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ
íà ìíîæåñòâå I , ò.å. íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà
∥tn − Pn−1(t)∥C(I ). Îáùèé ïîëèíîì Pn−1(t) ïðîáåãàåò
êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî è çàäà÷à ìîæåò
áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê çàäà÷à î íàõîæäåíèè åëåìåíòà èç
êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà áàíàõîâîãî ïðîñòðàíñòâà,
áëèæàéøåãî ê çàäàííîìó. Íî, ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî C (I ) −



íåðåôëåêñèâíî, òàêîé ýëåìåíò íå îáÿçàí ñóùåñòâîâàòü.
Ìåòîäîì, âîñõîäÿùèì ê Ï.Ë.×åáûø¼âó, óäàåòñÿ, îäíàêî,
äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà
(ñì. Í.È. Àõèåçåð-Ëåêöèè). Åñëè íà ìíîæåñòâå I ïîëèíîì
Pn − ìèíèìàëåí, òî, âîçìîæíî, îí îñòàåòñÿ ìèíèìàëüíûì è
íà íåêîòîðîì áîëåå øèðîêîì çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå
E ⊂ [−1, 1], íàçûâàåìîì n-ðàñøèðåíèåì ìíîæåñòâà I . Òàêîå

ïîäìíîæåñòâî E = [−1, 1] \
m−1⋃
j=1

(αj , βj), êîòîðîå íåëüçÿ

ðàñøèðèòü, ò.å. ó êîòîðîãî íåò äðóãèõ ðàñøèðåíèé,
íàçûâàåòñÿ n-ïðàâèëüíûì (Ñîäèí, Þäèöêèé). Åñëè òåïåðü
âûáðàòü ïîëèíîì R â âèäå

R = (t2 − 1)
m−1∏
j=1

(t − αj)(t − βj),

òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ-Àáåëÿ
(17) ñ íåèçâåñòíûìè P(t),Q(t), L = const > 0 ðàâíîñèëüíà
n-ïðàâèëüíîñòè ìíîæåñòâà E , ïðè ýòîì ïîëèíîì P äàåò
ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è, à ÷èñëî

√
L � ìèíèìàëüíîå



óêëîíåíèå (ìèíèìóì íîðìû).
Èíòåðåñíî, ÷òî ïðè ýòîì ìíîæåñòâî E ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåïðåðûâíûé ñïåêòð (êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûì è äâóêðàòíûì) íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé â îáå
ñòîðîíû ÿêîáèåâîé (òðåõäèàãîíàëüíîé) ñàìîñîïðÿæåííîé
âåùåñòâåííîé ïåðèîäè÷åñêîé ìàòðèöû â l2 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî E � n-ïðàâèëüíî èëè êîãäà óðàâíåíèå
Ïåëëÿ-Àáåëÿ (17) ðàçðåøèìî. Çàìåòèì, ÷òî èçâåñòíàÿ çàäà÷à
×åáûø¼âà ñòàâèòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî èíòåðâàëà
E = [−1, 1], R = (1− t2), à çàäà÷à Àõèåçåðà � äëÿ ñëó÷àÿ
äâóõ èíòåðâàëîâ (degR = 4) è ïîëèíîìà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè
E = [−1, a] ∪ [b, 1], a < b, R = (1− t2)(t − a)(t − b).
Îòìåòèì, ÷òî èìååòñÿ íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ
ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèå Ïåëëÿ-Àáåëÿ ñ ïîëèíîìîì,
îòâå÷àþùåì çàäà÷å Àõèåçåðà, ñðåäè êîòîðûõ � èçâåñòíûé
"äèêîîáðàç" Çîëîòàðåâà.



Ëèòåðàòóðà

1. Ì.É. Âèøèê. Îá îáùèõ êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ
ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.�
Òð. Ìîñê. ìàò, î-âà, 1(1952), ñ.187-246.

2. ß.Á. Ëîïàòèíñêèé. Îá îäíîì ñïîñîáå ïðèâåäåíèÿ
ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ê ðåãóëÿðíûì
èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì.� Óêð.ìàòåì.æóðíàë, 1953.
T.5, �2, ñ.123-151.

3. Ë. Õ¼ðìàíäåð. Ê òåîðèè îáùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.� Ì.: ÈË, 1959.

4. À.À. Äåçèí. Îáùèå âîïðîñû òåîðèè ãðàíè÷íûõ çàäà÷.�
Ì.:Íàóêà, 1980.

5. Â.Ï. Áóðñêèé, Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷
äëÿ îáùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. � Êèåâ,
Íàóêîâà äóìêà, 2002.

6. V.P. Burskii, A.S. Zhedanov, On Dirichlet, Poncelet and
Pell-Abel problems.� Communications on pure and applied
analysis. Vol. 12, No. 4, July 2013. Pages : 1587 � 1633.



7. Ë.Ì. Ñîäèí, Ï.Ì. Þäèöêèé, Ôóíêöèè, íàèìåíåå
óêëîíÿþùèåñÿ îò íóëÿ íà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâàõ
âåùåñòâåííîé îñè.� Àëãåáðà è àíàëèç, ò.4 (1992), âûï.2,
ñ.1-61.

8. Â.À. Ìàëûøåâ, Óðàâíåíèå Àáåëÿ.� Àëãåáðà è àíàëèç,
ò.13 (2001), âûï. 6, ñòð. 1-55.


	Burskii_Report_2022_MSU-I.pdf
	Report_Burskii_ru_MIRAS_2024-2.pdf



