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Введение

Вещественное модифицированное уравнение Кортевега-де
Фриза

vt + vxxx − 6v2vx = 0

является одним из самых известных интегрируемых
нелинейных уравнений. Пара Лакса для него имеет вид

Ψx = UΨ, Ψt = 22kW2kΨ,

где k = 1,

U = λJ + Q, J =

(
−i 0
0 i

)
, Q =

(
0 v(x)

v(x) 0

)
,
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Введение

W1 = λU +W 0
1 , Wk+1 = λWk +W 0

k+1, k ≥ 1,

W 0
k =

(
Fk Hk

Gk −Fk

)
,

Ψ = (ψ1, ψ2)
t , i2 = −1, v(x) ∈ R, x = (x , t, . . . ) и

H1 = −G1 =
i

2
vx , F1 = − i

2
v2,

H2 = G2 =
1
2
v3 − 1

4
vxx , F2 = 0.

При k > 1 условиями совместности уравнений пары Лакса
являются высшие уравнения из иерархии мКдФ.
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Введение

Наряду с вещественным модифицированным уравнением мКдФ
существуют его комплексные формы, являющиеся членами
иерархии АКНС. Пара Лакса для комплексного уравнения
мКдФ имеет вид тот же самый вид, где

Q =

(
0 ip(x)

−iq(x) 0

)
и

H1 = −1
2
px , G1 = −1

2
qx , F1 = − i

2
pq,

H2 =
i

2
p2q − i

4
pxx , G2 = − i

2
pq2 +

i

4
qxx , F2 =

1
4
(qpx − pqx).
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Введение

Из условия совместности пары Лакса для комплексного
уравнения мКдФ вытекает следующая система уравнений

pt + pxxx − 6pqpx = 0,
qt + qxxx − 6pqqx = 0.

Полагая q = σp∗, где σ = ±1, получаем комплексные
уравнения мКдФ

pt + pxxx − 6σ|p|2px = 0.

Знак σ = −1 соответствует фокусирующему уравнению мКдФ,
а знак σ = +1 – дефокусирующему.
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Спектральная кривая

Рассмотрим риманову поверхность Γ = {(χ, λ)} рода g :

Γ : χ2 =

g+1∏
j=1

(λ2 − s2
j ), sj > 0.

Зададим на ней канонический базис циклов
(a1, . . . , ag , b1, . . . , bg ), как показано на рисунке, и канонический
базис нормированных голоморфных дифференциалов

dUj =

g∑
k=1

cjk
λg−kdλ

χ
,

∮
ak

dUj = δkj .
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Спектральная кривая

b b b

Im(λ)

Re(λ)

sg+1sgsg−1sg−2

a1a2

b1

b2

Figure: Базис циклов на Γ
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Спектральная кривая

Рассмотрим на Γ также нормированные абелевы интегралы
второго и третьего рода:

Ωj(P) = ∓i22j−2(λ2j−1 + Kj + O(λ−1)), P → P±
∞,

ω0(P) = ∓(lnλ− lnK0 + O(λ−1)), P → P±
∞,

χ(P) = ±(λg+1 + O(λg−1)), P → P±
∞,∮

ak

dΩj =

∮
ak

dω0 = 0.
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Спектральная кривая

Как обычно, построим матрицу периодов B и векторы
периодов Vk :

Bkj =

∮
bk

dUj , Bt = B, Im(B) > 0,

(Vk)j =
1

2πi

∮
bj

dΩk .

Напомним, что для b-периодов дифференциала dω0
выполняются следующие соотношения

1
2πi

∫
bj

dω0 = ∆j = Uj(P+
∞)− Uj(P−

∞),

где путь интегрирования, соединяющий точки P−
∞ и P+

∞, не
пересекает ни один из базисных циклов.
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Спектральная кривая

Нетрудно видеть, что на Γ существуют три инволюции:
1 гиперэллиптическая τ0 : (χ, λ) → (−χ, λ), τ0P±

∞ = P∓
∞,

2 голоморфная τh : (χ, λ) → ((−1)g+1χ,−λ), τhP±
∞ = P±

∞,
3 антиголоморфная τa : (χ, λ) → (χ∗, λ∗), τaP±

∞ = P±
∞.

Канонический бизис циклов под действием голоморфной и
антиголоморфной инволюций инволюций преобразуется по
следующим правилам

τhaj = −ag+1−j , τhbj = −bg+1−j ,

τaaj = aj , τabj = −bj .

А.О. Смирнов Вещественное уравнение мКдФ



Спектральная кривая

Поэтому, выполняются следующие соотношения

τhdUj = −dUg+1−j , τhdΩj = −dΩj , τhdω0 = dω0,

τadUj = (dUj)
∗, τadΩj = −(dΩj)

∗, τadω0 = (dω0)
∗

и

Mt
gBMg = B, B∗ = −B,

Mt
gVj = Vj , (Vj)∗ = −Vj , Kj = 0, j ≥ 1,

Mt
g∆ = e −∆, ∆∗ = ∆, K ∗

0 = K0,

где (Mg )kj = δk,g+1−j , (e)j = 1, Mt
g = Mg , M2

g = Ig , Ig –
единичная матрица.
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Функция Бейкера-Ахиезера

Следуя работам Итса А.Р. и Котлярова В.П, построим
матричную функцию Бейкера-Ахиезера в следующем виде

Ψ(P, x) =
(
ψ(P, x) ψ(τ0P, x)
ϕ(P, x) ϕ(τ0P, x)

)
,

где x = (x , t1, t2, . . . ),

ψ(P, x) = r1(x)
Θ(A(P, x))
Θ(A(P, 0t))

exp{Ω(P, x)},

ϕ(P, x) = r2(x)
Θ(A(P, x) + ∆)

Θ(A(P, 0t))
exp{ω0(P) + Ω(P, x)}.
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Функция Бейкера-Ахиезера

Здесь rj(x) – нормирующие множители,

A(P, x) = U(P) + V1x +
∑
j≥1

Vj+1tj + Z0,

Ω(P, x) = xΩ1(P) +
∑
j≥1

tjΩj+1(P),

Z0 – начальная фаза. Тэта функция Θ(p) определяется
следующими соотношениями

Θ[η; ζ](p|B) =
∑

m∈Zg

exp{πi(m + η)tB(m + η) + 2πi(m + η)t(p + ζ)},

Θ[0; 0](p|B) ≡ θ(p|B) ≡ Θ(p).
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Функция Бейкера-Ахиезера

Пусть функции ψ(P, x) и ϕ(P, x) имеют следующие
асимптотики в окрестностях бесконечно удаленных точек P±

∞:

ψ(P, x) =

ρ1 +
∑
j≥1

α+
j (x)λ

−j

 e−iλx−i
∑

k≥1 tk2
2kλ2k+1

, P → P+
∞,

ϕ(P, x) = 1
λ

s2(x) +
∑
j≥1

β+j (x)λ
−j

 e−iλx−i
∑

k≥1 tk2
2kλ2k+1

, P → P+
∞,

ψ(P, x) =

s1(x) +
∑
j≥1

α−
j (x)λ

−j

 e iλx+i
∑

k≥1 tk2
2kλ2k+1

, P → P−
∞,

ϕ(P, x) = λ

ρ2 +
∑
j≥1

β−j (x)λ
−j

 e iλx+i
∑

k≥1 tk2
2kλ2k+1

, P → P−
∞.
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Функция Бейкера-Ахиезера

Тогда

r1(x) = ρ1
Θ(A(P+

∞, 0
t))

Θ(A(P+∞, x))
,

r2(x) = K0ρ2
Θ(A(P−

∞, 0
t))

Θ(A(P−∞, x) + ∆)

и

s1(x) = ρ1
Θ(A(P−

∞, x))Θ(A(P+
∞, 0

t))

Θ(A(P+∞, x))Θ(A(P−∞, 0t))
,

s2(x) = K 2
0 ρ2

Θ(A(P+
∞, x) + ∆)Θ(A(P−

∞, 0
t))

Θ(A(P−∞, x) + ∆)Θ(A(P+∞, 0t))
.
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Матричный конечнозонный потенциал
Из асимптотики построенной функции Бейкера-Ахиезера
следует, что она удовлетворяет следующим матричным
дифференциальным уравнениям

∂xΨ = (λJ + Q)Ψ, ∂tkΨ = 22kWkΨ,

где W1 = λ2(λJ + Q) + λW 1
1 +W 0

1 ,
Wk+1 = λ2Wk + λW 1

k+1 +W 0
k+1,

J =

(
−i 0
0 i

)
, Q =

(
0 v(x)

ṽ(x) 0

)
.

Здесь

v(x) =
2i
ρ2

s1(x) =
2iρ1

ρ2

Θ(A(P−
∞, x))Θ(A(P+

∞, 0
t))

Θ(A(P+∞, x))Θ(A(P−∞, 0t))
,

ṽ(x) = − 2i
ρ1

s2(x) = −2iK 2
0 ρ2

ρ1

Θ(A(P+
∞, x) + ∆)Θ(A(P−

∞, 0
t))

Θ(A(P−∞, x) + ∆)Θ(A(P+∞, 0t))
.
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Матричный конечнозонный потенциал

Учитывая, что A(P−
∞) + ∆ = A(P+

∞), и полагая

ρ2 =
iρ1Θ(A(P+

∞, 0
t))

K0Θ(A(P−∞, 0t))
,

имеем

v(x) = 2K0
Θ(A(P+

∞, x)−∆)

Θ(A(P+∞, x))
,

ṽ(x) = 2K0
Θ(A(P+

∞, x) + ∆)

Θ(A(P+∞, x))
.
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Матричный конечнозонный потенциал

Чтобы получить условия на параметры решения, при которых
выполняется тождество ṽ(x) ≡ v(x), изменим в тэта функции
Θ(A(P+

∞, x) + ∆) решетку суммирования. После замены
m = Mgn имеем:

Θ(A(P+
∞, x) + ∆) =

∑
m∈Zg

exp
{
πimtBm + 2πimt(A(P+

∞, x) + ∆)
}
=

=
∑
n∈Zg

exp
{
πint(Mt

gBMg )n + 2πint(Mt
gA(P+

∞, x) +Mt
g∆)

}
=

=
∑
n∈Zg

exp
{
πintBn + 2πint(Mt

gA(P+
∞, x) + e −∆)

}
=

= Θ(Mt
gA(P+

∞, x)−∆).
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Матричный конечнозонный потенциал

Поскольку

Mt
gA(P+

∞, x) = Mt
g

U(P+
∞) + V1x +

∑
j≥1

Vj+1tj + Z0

 =

= Mt
g

(
U(P+

∞) + Z0
)
+Mt

gV1x +
∑
j≥1

Mt
gVj+1tj =

= Mt
(
U(P+

∞) + Z0
)
+ V1x +

∑
j≥1

Vj+1tj =

= (Mt
g − I )

(
U(P+

∞) + Z0
)
+A(P+

∞, x),

то, полагая Z0 = Z1 − U(P+
∞), где Z1 есть собственный вестор

матрицы Mg : MgZ1 = Z1, имеем

Θ(A(P+
∞, x) + ∆) = Θ(A(P+

∞, x)−∆).
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Матричный конечнозонный потенциал

Из условий (Vj)∗ = −Vj , ∆∗ = ∆, K ∗
0 = K0, Z∗

1 = −Z1 следует,
что функция v(x) является вещественной.
Таким образом, при выполнении условия

Z0 = Z1 − U(P+
∞),

где MgZ1 = Z1 и Z∗
1 = −Z1, формула

v(x) = 2K0
Θ(A(P+

∞, x)−∆)

Θ(A(P+∞, x))

определяет конечнозонное решение вещественного уравнения
мКдФ.
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Редукция решения при g = 2g0

Сначала рассмотрим случай g = 2g0. Наличие голоморфной
инволюции τh приводит к тому, что Γ накрывает две
поверхности меньшего рода (род каждой поверхности равен g0):

Γ+ : w2
+ =

2g0+1∏
j=1

(E − s2
j ),

Γ− : w2
− = E

2g0+1∏
j=1

(E − s2
j ),

где E = λ2, w+ = χ, w− = λχ и

E kdE

w+
= 2

λ2k+1dλ

χ
,

E kdE

w−
= 2

λ2kdλ

χ
.
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Редукция решения при g = 2g0

Выберем на поверхностях Γ± канонические базисы циклов, как
показано на рисунке

b b b

Im(E)

Re(E)

s22g0+1s22g0s22s21

a+1a+g0

b+1
b+g0

Γ+

b b b

Im(E)

Re(E)

s22g0+1s22g0s22s21

a−1a−g0

b−1
b−g0

0

Γ−

Figure: Каноничские базисы циклов на Γ±

а также базисы нормированных голоморфных
дифференциалов:

dU±
j =

g0∑
k=1

c±jk
E g0−kdE

w±
,

∮
a±k

dU±
j = δkj .
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Редукция решения при g = 2g0

Отображения между поверхностями порождают следующие
отображения базисов циклов

(a1, . . . , a2g0)
t → S(a+1 , . . . , a

+
g0
, a−1 , . . . , a

−
g0
)t ,

(b1, . . . , b2g0)
t → R(b+1 , . . . , b

+
g0
, b−1 , . . . , b

−
g0
)t ,

где

S = R =

(
Ig0 Ig0

Mg0 −Mg0

)
, S tR = 2I2g0 ,

Напомним, что (Ig )jk = δjk , (Mg0)jk = δj ,g0+1−k .
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Редукция решения при g = 2g0

Поскольку нормированные голоморфные дифференциалы
связаны равенством (

dU+

dU−

)
= S tdU ,

то выполняются следующие соотношения (j = 1, . . . , g0)

dUj =
1
2

(
dU+

j + dU−
j

)
, dUg0+j =

1
2

(
dU+

g0+1−j − dU−
g0+1−j

)
.

Следовательно,

S tBS =

(
2B+ 0

0 2B−

)
,

где B± есть матрицы b-периодов голоморфных
дифференциалов dU±.
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Редукция решения при g = 2g0

Из соотношения τhdΩj = −dΩj вытекает следующее равенство

dΩj = −i22j−2(2j − 1)

(
λ2j+2g0−2 +

j+g0−1∑
k=1

fkλ
2j+2g0−2−2k

)
λdλ

χ
=

= −i22j−3(2j − 1)

(
E j+g0−1 +

j+g0−1∑
k=1

fkE
j+g0−1−k

)
dE

w+
= dΩ+

j ,

где Ω+
j (Q) – абелев интеграл второго рода, Q ∈ Γ+,

Ω+
j (Q) = i22j−2 (ξ−2j+1 + O(ξ)

)
, Q → Q∞,

w+ = ξ−2g0−1 + O(ξ), Q → Q∞,

ξ – локальный параметр в окрестности точки Q∞, E = ξ−2.
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Редукция решения при g = 2g0

Вычисляя периоды интеграла Ω+
j (Q), получаем

0 =

∮
ak

dΩj =

g0∑
m=1

Skm

∮
a+m

dΩ+
j ⇒

∮
a+m

dΩ+
j = 0

и

(Vj)k =
1

2πi

∮
bk

dΩj =

g0∑
m=1

Rkm
1

2πi

∮
b+m

dΩ+
j =

g0∑
m=1

Rkm(Wj)m ⇒

⇒ Vj =

(
Ig0

Mg0

)
Wj ,

где

(Wj)m =
1

2πi

∮
b+m

dΩ+
j .

Следовательно,

S tVj =

(
Ig0 Mg0

Ig0 −Mg0

)(
Ig0

Mg0

)
Wj = 2

(
Wj

0

)
.
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Редукция решения при g = 2g0

Из равенств MgZ1 = Z1, Z∗
1 = −Z1 вытекает следующая

структура вектора Z1:

Z1 =

(
Z+

Mg0Z+

)
, (Z+)∗ = −Z+,

из которой вытекает равенство

S tZ1 = 2
(

Z+

0

)
.

Таким образом, имеем

S tA(P+
∞, x) = S t

Z1 + V1x +
∑
j≥1

Vj+1tj

 =

=

(
2Z+

0

)
+

(
2W1

0

)
x +

∑
j≥1

(
2Wj+1

0

)
tj =

(
A+(x)

0

)
,

где
A+(x) = 2Z+ + 2W1x +

∑
j≥1

2Wj+1tj .
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Редукция решения при g = 2g0

Из соотношения τhdω0 = dω0 имеем

dω0 = −

(
λ2g0 +

g0∑
k=1

hkλ
2g0−2k

)
dλ

χ

= −1
2

(
E g0 +

g0∑
k=1

hkE
g0−k

)
dE

w−
=

1
2
dω−

0 ,

где ω−
0 (P̂) – абелев интеграл третьего рода, P̂ ∈ Γ−,

ω−
0 (P̂) = ∓

(
lnE − ln K̂0 + O(E−1)

)
, P̂ → P̂±

∞,

w− = ±(E g0+1 + O(E g0)), P̂ → P̂±
∞.
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Редукция решения при g = 2g0

Вычисляя a-периоды интеграла ω−
0 (P̂), получаем

0 =

∮
ak

dω0 =

g0∑
m=1

Sk,g0+m

∮
a−m

1
2
dω−

0 ⇒
∮
a−m

dω−
0 = 0.

Таким образом, интеграл ω−
0 (P̂) является нормированным.

Следовательно

1
2πi

∫
b−j

dω−
0 = ∆̃−

j = U−
j (P̂+

∞)− U−
j (P̂−

∞),

где путь интегрирования, соединяющий точки P̂−
∞ и P̂+

∞, не
пересекает ни один из базисных циклов. Т.е.

∆̃−
j = 2

∫ ∞+

0
dU−

j .
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Редукция решения при g = 2g0

Вычисляя координаты вектора ∆, имеем (1 ≤ j ≤ g0)

∆j = 2
∫ −∞

−s2g0+1

dUj = −
∫ +∞

s22g0+1

dU+
j +

∫ ∞+

s22g0+1

dU−
j =

1
2
+

1
2
∆−

j ,

∆g0+j = 2
∫ −∞

−s2g0+1

dUg0+j = −
∫ +∞

s22g0+1

dU+
g0+1−j −

∫ ∞+

s22g0+1

dU−
g0+1−j =

=
1
2
− 1

2
∆−

g0+1−j ,

где

∆−
j = 2

∫ ∞+

s22g0+1

dU−
j .
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Редукция решения при g = 2g0

Следовательно,

∆ =
1
2

(
e +∆−

e −Mg0∆
−

)
и S t∆ =

(
e

∆−

)
.

Заметим также, что выполняются равенства: ∆̃− = ∆− + e и
K̂0 = K 2

0 .
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Редукция решения при g = 2g0

Из теоремы о редукции многомерной тэта-функции Римана
вытекают следующие равенства

Θ(A(P+
∞, x) + ∆) =

∑
m∈Zg

exp
{
πimtBm + 2πimt(A(P+

∞, x) + ∆)
}
=

=
∑

k∈Zg (S)

∑
n∈Zg

exp
{
πi(Sn + k)tB(Sn + k) +

+2πi(Sn + k)t(A(P+
∞, x) + ∆)

}
=

=
∑

k∈Zg (S)

∑
n∈Zg

exp
{
πi(n + η(k))tS tBS(n + η(k)) +

+2πi(n + η(k))t(S tA(P+
∞, x) + S t∆)

}
=

=
∑

k∈Zg (S)

Θ[η+(k); 0]
(
A+(x) + e

∣∣ 2B+
)
Θ[η−(k); 0](∆−|2B−) =

=
∑

k∈Zg (S)

(−1)2etη+(k)Θ[η+(k); 0]
(
A+(x)

∣∣ 2B+
)
Θ[η−(k); 0](∆−|2B−)
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Редукция решения при g = 2g0

и

Θ(A(P+
∞, x)) =

∑
k∈Zg (S)

Θ[η+(k); 0]
(
A+(x)

∣∣ 2B+
)
Θ[η−(k); 0](0|2B−).

Здесь сумма k ∈ Zg (S) означает суммирование по k ∈ Zg , где

η(k) = S−1k, 0 ≤ ηj(k) < 1, η(k) =
(
η+(k)
η−(k)

)
.

Число слагаемых в сумме равно | det(S)|.
Из вида матрицы S вытекают следующие равенства: S−1 = 1

2S
t

и | det(S)| = 2g0 . Можно показать, что этим условиям
удовлетворяют следующие значения характеристики η(k):

η−(k) = η+(k), η+j (k) ∈ {0; 1/2}, j = 1, . . . , g0.
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Редукция решения при g = 2g0

Таким образом, вещественное конечнозонное решение
модифицированного уравнения Кортевега-де Фриза в случае
g = 2g0 имеет вид

v(x) = 2K̂ 1/2
0

∑
η+(−1)2etη+Θ[η+; 0](A+(x)|2B+)Θ[η+; 0](∆−|2B−)∑

η+ Θ[η+; 0](A+(x)|2B+)Θ[η+; 0](0|2B−)
,

где суммирование проходит по η+ ∈ Zg0 , η+j ∈ {0; 1/2},
j = 1, . . . , g0, число слагаемых в суммах равно 2g0 .
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Редукция решения при g = 2g0 − 1, g0 ̸= 1

Hассмотрим случай g = 2g0 − 1. Наличие голоморфной
инволюции τh приводит к тому, что Γ накрывает две
поверхности меньшего рода (род поверхности Γ+ равен g0 − 1,
а род поверхности Γ− равен g0):

Γ+ : w2
+ =

2g0∏
j=1

(E − s2
j ),

Γ− : w2
− = E

2g0∏
j=1

(E − s2
j ),

где E = λ2, w+ = χ, w− = λχ и

E kdE

w+
= 2

λ2k+1dλ

χ
,

E kdE

w−
= 2

λ2kdλ

χ
.
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Редукция решения при g = 2g0 − 1, g0 ̸= 1

Выберем на поверхностях Γ± канонические базисы циклов, как
показано на рисунке,

b b b

Im(E)

Re(E)

s22g0s22g0−1s22s21

a+1a+g0−1

b+1

b+g0−1

Γ+

b b b

Im(E)

Re(E)

s22g0s22g0−1s22s21

a−1a−g0−1
a−g0

b−1

b−g0−1

b−g0

Γ−

Figure: Канонические базисы циклов на Γ±
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Редукция решения при g = 2g0 − 1, g0 ̸= 1

и базисы нормированных голоморфных дифференциалов:

dU+
j =

g0−1∑
k=1

c+jk
E g0−1−kdE

w+
, dU−

j =

g0∑
k=1

c−jk
E g0−kdE

w−
,∮

a±k

dU±
j = δkj .
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Редукция решения при g = 2g0 − 1, g0 ̸= 1

Отображения между поверхностями порождают следующие
отображения базисов циклов

(a1, . . . , a2g0−1)
t → S(a+1 , . . . , a

+
g0−1, a

−
1 , . . . , a

−
g0
)t ,

(b1, . . . , b2g0−1)
t → R(b+1 , . . . , b

+
g0−1, b

−
1 , . . . , b

−
g0
)t ,

где

S =

 Ig0−1 Ig0−1 0
0t 0t 2

−Mg0−1 Mg0−1 0

 , R =

 Ig0−1 Ig0−1 0
0t 0t 1

−Mg0−1 Mg0−1 0

 ,

S tR = 2I2g0−1.
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Редукция решения при g = 2g0 − 1, g0 ̸= 1
Из равенства (

dU+

dU−

)
= S tdU

вытекают следующие соотношения (j = 1, . . . , g0 − 1)

dUj =
1
2

(
dU+

j + dU−
j

)
, dUg0+j =

1
2

(
dU−

g0−j − dU+
g0−j

)
,

dUg0 =
1
2
dU−

g0
.

Из формул для отображений базисов циклов и базисов
голоморфных дифференциалов вытекает следующее равенство

S tBS =

(
2B+ 0

0 2B−

)
,

где B± есть матрицы b-периодов голоморфных
дифференциалов dU±.
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Редукция решения при g = 2g0 − 1, g0 ̸= 1

Из соотношения τhdΩj = −dΩj вытекает следующее равенство

dΩj = −i22j−2(2j − 1)

(
λ2j+2g0−2 +

j+g0−1∑
k=1

fkλ
2j+2g0−2−2k

)
dλ

χ
=

= −i22j−3(2j − 1)

(
E j+g0−1 +

j+g0−1∑
k=1

fkE
j+g0−1−k

)
dE

w−
= dΩ−

j ,

где Ω−
j (Q) – абелев интеграл второго рода, Q ∈ Γ−,

Ω−
j (Q) = i22j−2 (ξ−2j+1 + O(ξ)

)
, Q → Q∞,

w− = ξ−2g0−1 + O(ξ), Q → Q∞,

ξ – локальный параметр в окрестности точки Q∞, E = ξ−2.
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Редукция решения при g = 2g0 − 1, g0 ̸= 1

Вычисляя периоды интеграла Ω−
j (Q), имеем

0 =

∮
ak

dΩj =

g0∑
m=1

Sk,g0−1+m

∮
a−m

dΩ−
j ⇒

∮
a−m

dΩ−
j = 0

и

(Vj)k =
1

2πi

∮
bk

dΩj =

g0∑
m=1

Rk,g0−1+m
1

2πi

∮
b−m

dΩ−
j =

=

g0∑
m=1

Rk.g0−1+m(Wj)m ⇒ Vj =

 Ig0−1 0
0t 1

Mg0−1 0

Wj ,

где

(Wj)m =
1

2πi

∮
b−m

dΩ−
j .
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Редукция решения при g = 2g0 − 1, g0 ̸= 1

Следовательно,

S tVj =

Ig0−1 0 −Mg0−1
Ig0−1 0 Mg0−1
0t 2 0t

 Ig0−1 0
0t 1

Mg0−1 0

Wj = 2
(

0
Wj

)
.

Из равенств MgZ1 = Z1 и Z∗
1 = −Z1 вытекает следующая

структура вектора Z1:

Z1 =

 Z+

z−g0

Mg0−1Z+

 , (Z+)∗ = −Z+, (z−g0
)∗ = −z−g0

,
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Редукция решения при g = 2g0 − 1, g0 ̸= 1

Таким образом, имеем

S tZ1 = 2

 0t

Z+

z−g0

 = 2
(

0t

Z−

)
, (Z−)∗ = −Z−.

и

S tA(P+
∞, x) = S t

Z1 + V1x +
∑
j≥1

Vj+1tj

 =

=

(
0

2Z−

)
+

(
0

2W1

)
x +

∑
j≥1

(
0

2Wj+1

)
tj =

(
0

A−(x)

)
,

где
A−(x) = 2Z− + 2W1x +

∑
j≥1

2Wj+1tj .
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Редукция решения при g = 2g0 − 1, g0 ̸= 1

Из соотношения τhdω0 = dω0 имеем

dω0 = −

(
λ2g0−2 +

g0−1∑
k=1

hkλ
2g0−2−2k

)
λdλ

χ

= −1
2

(
E g0−1 +

g0−1∑
k=1

hkE
g0−1−k

)
dE

w+
=

1
2
dω+

0 ,

где ω+
0 (P̂) – абелев интеграл третьего рода, P̂ ∈ Γ+,

ω+
0 (P̂) = ∓

(
lnE − ln K̂0 + O(E−1)

)
, P̂ → P̂±

∞,

w+ = ±(E g0 + O(E g0−1)), P̂ → P̂±
∞.
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Редукция решения при g = 2g0 − 1, g0 ̸= 1

Вычисляя a-периоды интеграла ω+
0 (P̂), имеем

0 =

∮
ak

dω0 =

g0−1∑
m=1

Sk,m

∮
a+m

1
2
dω+

0 ⇒
∮
a+m

dω+
0 = 0.

Следовательно,

1
2πi

∫
b+j

dω+
0 = ∆̃+

j = U+
j (P̂+

∞)− U+
j (P̂−

∞),

где путь интегрирования, соединяющий точки P̂−
∞ и P̂+

∞, не
пересекает ни один из базисных циклов. Т.е.

∆̃+
j = 2

∫ ∞+

s21

dU+
j .
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Редукция решения при g = 2g0 − 1, g0 ̸= 1

Вычисляя координаты вектора ∆, имеем (1 ≤ j ≤ g0 − 1)

∆j = 2
∫ −∞

−s2g0

dUj =

∫ ∞+

s22g0

dU+
j −

∫ +∞

s22g0

dU−
j =

1
2
∆+

j +
1
2
,

∆g0+j = 2
∫ −∞

−s2g0

dUg0+j = −
∫ ∞+

s22g0

dU+
g0−j −

∫ +∞

s22g0

dU−
g0−j

= −1
2
∆+

g0−j +
1
2
,

∆g0 = 2
∫ −∞

−s2g0

dUg0 = −
∫ +∞

s22g0

dU−
g0

=
1
2
.

где

∆+
j = 2

∫ ∞+

s22g0

dU+
j .
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Редукция решения при g = 2g0 − 1, g0 ̸= 1

Следовательно,

∆ =
1
2

 e +∆+

1
e −Mg0−1∆

+

 и S t∆ =

(
∆+

e

)
.

Заметим также, что выполняются равенства: ∆̃+ = ∆+ + e и
K̂0 = K 2

0 .
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Редукция решения при g = 2g0 − 1, g0 ̸= 1
Из теоремы о редукции многомерной тэта-функции Римана
вытекают следующие равенства

Θ(A(P+
∞, x) + ∆) =

∑
m∈Zg

exp
{
πimtBm + 2πimt(A(P+

∞, x) + ∆)
}
=

=
∑

k∈Zg (S)

∑
n∈Zg

exp
{
πi(Sn + k)tB(Sn + k) +

+2πi(Sn + k)t(A(P+
∞, x) + ∆)

}
=

=
∑

k∈Zg (S)

∑
n∈Zg

exp
{
πi(n + η(k))tS tBS(n + η(k))

+2πi(n + η(k))t(S tA(P+
∞, x) + S t∆)

}
=

=
∑

k∈Zg (S)

Θ[η+(k); 0](∆+|2B+)Θ[η−(k); 0]
(
A−(x) + e

∣∣ 2B−) =
=

∑
k∈Zg (S)

(−1)2etη−(k)Θ[η+(k); 0](∆+|2B+)Θ[η−(k); 0]
(
A−(x)

∣∣ 2B−)
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Редукция решения при g = 2g0 − 1, g0 ̸= 1

и

Θ(A(P+
∞, x)) =

∑
k∈Zg (S)

Θ[η+(k); 0](0|2B+)Θ[η−(k); 0]
(
A−(x)

∣∣ 2B−) .
Здесь сумма k ∈ Zg (S) означает суммирование по k ∈ Zg , где

η(k) = S−1k, 0 ≤ ηj(k) < 1, η(k) =
(
η+(k)
η−(k)

)
.

Число слагаемых в сумме равно | det(S)|.
Из формул для матриц S и R вытекают следующие равенства:
S−1 = 1

2R
t и | det(S)| = 2g0 . Можно показать, что этим

условиям удовлетворяют следующие значения характеристики
η(k):

η−j (k) ∈ {0; 1/2}, j = 1, . . . , g0, η+j (k) = η−j (k), j = 1, . . . , g0−1.
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Редукция решения при g = 2g0 − 1, g0 ̸= 1

Таким образом, конечнозонное решение модифицированного
уравнения Кортевега-де Фриза в случае g = 2g0 имеет вид

v(x) = 2K̂ 1/2
0

∑
η−(−1)2etη−Θ[η−; 0](A−(x)|2B−)Θ[η+; 0](∆+|2B+)∑

η− Θ[η−; 0](A−(x)|2B−)Θ[η+; 0](0|2B+)
,

где суммирование проходит по η− ∈ Zg0 , η−j ∈ {0; 1/2},
j = 1, . . . , g0, η+j = η−j , j = 1, . . . , g0 − 1, число слагаемых в
суммах равно 2g0 .
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