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2.0. Îêîëüöîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

Àòëàñû íå âñåãäà óäîáíû, à ëîêàëüíî îïðåäåë¼ííûå ôóíêöèè íåêîòîðîãî êëàñ-
ñà � âñåãäà.

2.0.0. Êàòåãîðèÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Äëÿ X ∈∈ T OP ââîäèì ìàëóþ
êàòåãîðèþ åãî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ OPX. Åãî îáúåêòû � ýòî ïðîñòî îòêðûòûå
ìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X, òî åñòü

OPX := {U | U ∈ OPX}

(îáðàòèòå âíèìàíèå íà øðèôòû!). ÌíîæåñòâîOPX ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åíî âêëþ-
÷åíèåì ⊆, è ìîðôèçìû â OPX ñòðîÿòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ëþáîãî ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà � ñì. íèæå.

Íàøà îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ (ñòðóêòóðíîãî ïó÷êà íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå X) áóäåò îïðåäåëåíà â òåðìèíàõ ìàëîé êàòåãîðèè OPX. Ìîæíî ëè âîñ-
ñòàíîâèòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïî ýòîé ìàëîé êàòåãîðèè? Â ñëó÷àå
óòâåðäèòåëüíîãî îòâåòà ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ òðåçâûì; ýòî îïðåäåëåíèå
òðåçâîñòè áóäåò íàçûâàòüñÿ êàòåãîðíûì, à ðàâíîñèëüíîñòü êàòåãîðíîãî îïðå-
äåëåíèÿ ñòàíäàðòíîìó îáùåòîïîëîãè÷åñêîìó ïðåäëàãàåòñÿ óñòàíîâèòü â çàäà÷å
2.1.

2.0.1. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà êàê ìàëûå êàòåãîðèè. Äëÿ
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (I,4) îïðåäåëèì ìàëóþ êàòåãîðèþ I ñ
ìíîæåñòâîì îáúåêòîâ

I = {i | i ∈ I}
è ìíîæåñòâàìè ìîðôèçìîâ

MORI(i, j) :=

{ {∗}, åñëè i 4 j,

∅, èíà÷å.
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Çäåñü {∗} � ïðîèçâîëüíîå îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî.

Â ñëó÷àå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (OPX,⊆) läëÿ ïàðû U ⊂ V ââî-
äèòñÿ îáîçíà÷åíèå ìîðôèçìà âêëþ÷åíèÿ

ιU↪→V : U ↪→ V

è îáîçíà÷åíèå ìíîæåñòâ ìîðôèçìîâ ïåðåïèñûâàåòñÿ:

MOROPX
(U, V ) :=

{ {ιU↪→V : U ↪→ V }, åñëè U ⊆ V,
∅, èíà÷å.

Ýòî ïåðåîáîçíà÷åíèå ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ìàëîñîäåðæàòåëüíûì â ðàññìàòðèâàå-
ìîì ñëó÷àå, íî ñòàíîâèòñÿ îñìûñëåííûì ïðè ïåðåõîäå ê ýòàëüíîé òîïîëîãèè,
êîòîðîé, ê ñîæàëåíèþ, íå íàéä¼òñÿ ìåñòà â íàøåì êóðñå.

2.0.2. Îïðåäåëåíèå îêîëüöîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Îêîëüöîâàííûì ïðî-

ñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (X,O), ãäå X ∈∈ T OP, à äðóãàÿ êîìïîíåíòà
ïàðû � ôóíêòîð

O : OP←X −→−→ ANN .
Çäåñü äëÿ êàòåãîðèèmathcalC ÷åðåç C← îáîçíà÷åíà èíâåðñíàÿ êàòåãîðèÿ (ñòðåë-
êè ïåðåâ¼ðíóòû), à ANN � êàòåãîðèÿ êîììóòàòèâíûõ êîëåö ñ åäèíèöåé.

Ôóíêòîð O íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíûì (ïðåä)ïó÷êîâ.

2.1. ×òî òàêîå ìíîãîîáðàçèå?

2.1.0. Óòî÷íåíèÿ. Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà X â ïàðàõ (X,O) ïî óìîë-
÷àíèþ áóäóò ïðåäïîëàãàòüñÿ õàóñäîðôîâûìè, êîìïàêòíûìè è ñâÿçíûìè. Èíî-
ãäà, âïðî÷åì, îò ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé áóäåò èíòåðåñíî (à èíîãäà íåîáõîäèìî)
îòêàçàòüñÿ.

Îñíîâíîå æå ïðåäïîëîæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, êàê óæå îáñóæäàëîñü,
X � òîïîëîãè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, òî åñòü ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíû åâêëèäîâó

øàðó

B1(R
n, ||) := {~x ∈ Rn | |~x| ≤ 1}.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîçâîëÿòü ñåáå îáîçíà÷àòü ýòîò øàð ïðîñòî B.

Ïó÷êè1 ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îðåäåëÿþòñÿ î÷åâèä-
íûì îáðàçîì. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èõ OB, ñ÷èòàÿ, ÷òî êëàññ ôóíêöèé ÿñåí èç
êîíòåêñòà.

2.1.1. Êàêèå ìíîãîîáðàçèÿ íå îõâà÷åíû? Ñèìïëåêòè÷åñêèå, êîìáèíàòîð-
íûå è (óâû!) â íåêîòîðîì ñìûñëå àëãåáðàè÷åñêèå.

2.1.2. Êàðòû, àòëàñû, îòíîøåíèÿ ñîñåäñòâà. Ïîä êàðòîé íà ëþáîì ìíîãî-
îáðàçèè X ëþáîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ íàì êëàññîâ ïîíèìàåòñÿ ëþáîå îòêðû-
òîå ìíîæåñòâî U ⊂ X, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì îêîëüöîâàííûõ

1Âëàäåþùèé ýòèì ïîíÿòèåì ñëóøàòåëü ëåãêî ïðîâåðèò, ÷òî ëåãêî îïðåäåëÿåìûå ñòðóê-

òóðíûå ïðåäïó÷êè ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ ïó÷êàìè.
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ïðîñòðàíñòâ (
U,O

∣∣
U

)
'
(
B,OB

)
.

Ñóùåñòâîâàíèå êàðò, ñîäåðæàùèõ ëþáóþ òî÷êó ìíîãîîáðàçèÿ, ñëåäóåò èç îïðå-
äåëåíèÿ ìíîãîîáðàçèé.

Ëþáîé íàáîð êàðò, ïîêðûâàþùèõ ìíîãîîáðàçèå, íàçûâàåòñÿ àòëàñîì (íà ìíî-
ãîîáðàçèè). Èç ïðåäïîëîæåíèÿ î êîìïàêòíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ìíîãî-
îáðàçèé âûòåêàåò íàëè÷èå êîíå÷íûõ àòëàñîâ.

Ïðîåêöèè øàðà íà êîîðäèíàòíûå îñè îïðåäåëÿþò âëîæåíèÿ âèäà

(x1, . . . , xn) : U ↪→ R
n

èëè

(x1, . . . , xn) : U ↪→ C
n

íåïðåðûâíûìè, ãëàäêèìè èëè ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ
xi ∈ O(U), à íàáîð ~x = (x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ íàáîðîì ëîêàëüíûõ êîîðäè-

íàò.

Ëþáûå äâà íàáîðà ~x : U ↪→ kn è ~y : V ↪→ kn îïðåäåëÿþò îòíîøåíèÿ ñîñåäñòâà

~y ◦ ~x−1◦ : ~x(U ∩V)
'−→ ~x(U ∩V),

çàäàâàåìûå íàáîðàìè ôóíêöèé êëàññà O. Ìíîãîîáðàçèå ñ àòëàñîì

X =
⋃
α∈A

Uα

ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî êàê

X =

∐
α∈A Uα

≈
,

ãäå ≈ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåë¼ííîå îòíîøåíèå ñîñåäñòâà. Òàêîå
îïðåäåëåíèå ìíîãîîáðàçèÿ öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðàìè ôóíêöèé íà îòêðû-
òûõ ïîäìíîæåñòâàõ ïðîñòðàíñòâ kn; îíî ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ñòàðûõ ó÷åáíèêàõ
ïî ìíîãîîáðàçèÿì.

2.1.3. Ìîðôèçìû. Â ýòîì êóðñå ìû â îñíîâíîì áóäåì çàíèìàòüñÿ êëàññè-
ôèêàöèåé ìíîãîîáðàçèé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, íî íà âñÿêèé ñëó÷àé
îïðåäåëåíèå ïðèâåä¼ì. Ïðîùå âñåãî äàòü åãî â íàèáîëüøåé îáùíîñòè, â òåð-
ìèíàõ îêîëüöîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü (X,O) è (X′,O′) � îêîëüöîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà ìîðôèçì èç
(X,O) â (X′,O′) çàäà¼òñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì

f : X −→ X′

è äëÿ êàæäîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ∈ OpX′ ìîðôèçìîì êîëåö

O′(V) −→ O
(
f−1◦(V)

)
.

Âñå ýòè ìîðôèçìû äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì. Ñôîðìó-
ëèðîâàòü ýòè òðåáîâàíèÿ, à òàêæå ñâÿçàòü ñ îáùåêàòåãîðíûì ïîíÿòèåì, ïðåäî-
ñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â óïðàæíåíèè 2.7.
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Íåòðóäíî òàêæå äàòü îïðåäåëåíèå ìîðôèçìà ìíîãîîáðàçèé â êëàññè÷åñêèõ
òåðìèíàõ àòëàñîâ è ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì, îäíàêî, ïðèä¼òñÿ âåñòè
äîâîëüíî ìíîãî îáîçíà÷åíèé, à òàêæå âåñòè íåêîòîðûå ñòðóêòóðû íà ìíîæå-
ñòâå àòëàñîâ.

2.2. Îäíîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Òàêîå ìíîãîîáðàçèå åäèíñòâåííî: îêðóæíîñòü S1. Â äàëüíåéøåì ñôåðû

S
n :=

{
(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1

∣∣∣ n∑
i=0

x2i = 1
}

áóäóò èãðàòü âàæíóþ ðîëü â êóðñå.

S1 � îäíà èç âñåãî äâóõ ñôåð, äîïóñêàþùèõ ãðóïïîâóþ ñòðóêòóðó. Äðóãàÿ �
ñôåðà S3 åäèíè÷íûõ êâàòåðíèîíîâ.

Ñôåðà S1 ïàðàëëåëèçóåìà, êàê è ëþáàÿ ãðóïïà. Èíà÷å ãîâîðÿ, èõ êàñàòåëü-
íûå ðàññëîåíèÿ òðèâèàëüíû. Äðóãèå ïàðàëëåëèçóåìûå ñôåðû � S3, S7 è S15.

Ñôåðû, íà÷èíàÿ ñ S1 � îäèí èç íåìíîãèõ êëàññîâ ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþ-
ùèå ÿâíóþ òðèàíãóëÿöèþ.

Ñãëàæèâàåìîñòü òîïîëîãè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé � íåòðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò.


