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Ïðåäâàðèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü r ≥ 3, r ≡ −1 (mod 3)� ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå êëàññèôèöèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà

Ïðîñòðàíñòâî K ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ

K [r−s](k1, . . . , ks), 1 ≤ s,≤ r. (1)

êîòîðûå ìû íàçûâàåì ýëåìåíòàðíûì ñòðàòîì ãëóáèíû r − s ïî
îïðåäåëåííîìó ïðàâèëó.

Îïðåäåëèì ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ïðè ïîìîùè ñèñòåìû êîîðäè-
íàò. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî s = r ôèê-
ñèðîâàíî è ìàêñèìàëüíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (x̌1,j, x̌2,j), j = 1, . . . , r
íàáîð óïîðÿäî÷åííûõ r-ïàð òî÷åê íà ñòàíäàðòíîé îêðóæíîñòè
S1, ïðè÷åì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû x̌1,j = ωjx̌2,j, ωj = ±i, i ∈ S1.

Åñëè ïðè ýòîì âûïîëíåíî ñðàçó äëÿ âñåõ j ñîîòíîøåíèå: x̌1,j =
ix̌2,j, èëè ñîîòíîøåíèå x̌1,j = −ix̌2,j, òî òàêîé èñêëþ÷èòåëüíûé
ñòðàò íàçûâàåòñÿ àíòèäèàãîíàëüíûì è íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Ââåäåì êîîðäèíàòó λ, íàçûâàåìóþ êîîðäèíàòîé ìîìåíòà,
âäîëü êîòîðîé ìåíåå ãëóáîêèå ñòðàòû ïðèìûêàþò ê áîëåå ãëó-
áîêèì. Ñòðàò ãëóáèíû r − s + 1 ñîåäèíåí äâóìÿ îòðåçêàìè ñ
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äâóìÿ ñòðàòàìè ãëóáèíû r − s. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s = 0, ðàñ-
ñìîòðèì ñòðàò ãëóáèíû 1 â êîòîðîì ïðîïóùåíà óãëîâàÿ êîîðäè-
íàòà ñ íîìåðîì j. Òàêîé ñòðàò ñîåäèíÿåòñÿ îòðåçêîì ñ êàæäûì
ìàêñèìàëüíûì ñòðàòîì, â êîòîðîì k-óãëîâûå êîîðäèíàòû òå æå
ñàìûå ïðè k ̸= j; ïðè k = j äâå íîâûõ êîîðäèíàòû íà ìàêñè-
ìàëüíîì ñòðàòå ðàçëè÷àþòñÿ çíà÷åíèåì âû÷åòà ωj = ±i.

Åñëè èìååòñÿ êâàäðàò, ñîñòàâëåííûé èç îòðåçêîâ, ñîåäèíÿ-
þùèõ ìåæäó ñîáîé 4 ìàêñèìàëüíûõ ñòðàòà ñ ðàçëè÷íûìè âû-
÷åêòàìè ωj, ωk, òî ê ñòðàòó ãëóáèíû 2 ñîîñòîÿùåìó èç óãëîâûõ
êîîðäèíàò ñ íîìåðàìè, îòëè÷íûìè îò j, k ïîäêëåèâàåòñÿ öåíòð 2-
êëåòêè, ãðàíèöåé êîòîðîé ñëóæèò óêàçàííûé ÷åðûðåõóãîëüíèê.
Áîëåå ãëóáîêèå êëåòêè êîìïëåêñà íàì íå ïîíàäîáÿòñÿ. Ïîñòðî-
åííûé êîìïëåêñ îáîçíà÷èì ÷åðåç K.

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî (íåàíòèäèàãîíàëüíîãî) ñòðàòà
ïàðó íàáîðîâ óãëîâûõ êîîðäèíàò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷-
íîñòüþ äî 8 ïðåîáðàçîâàíèé: Äâà íåçàâèñèìûõ àíòèïîäàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿ óãëîâ â êàæäîì íàáîðå è ïåðåíóìåðàöèÿ íàáî-
ðîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïðåäåëåíî ñâîáîäíîå äåéñòâèå ãðóïïû
äèýäðàD ïîðÿäêà 8 íà êîìïëåêñåK. Ïðè ýòîì îïðåäåëåíà ñëåäó-
þùàÿ äèàãðàììà ïîäãðóïï, îïðåäåëÿþùàÿ äèàãðàììó äâóëèñò-
íûõ íàêðûòèé:
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Â ýòîé äèàãðàììå ïðîñòðàíñòâî Kb2 , îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
[(x, y), λ], ïðè÷åì êîîðäèíàòó ìîìåíòà λ ìîæíî îïóñòèòü. Â ïðî-
ñòðàíñòâå Kb2 òî÷êà (x, y) ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé (−x,−y), íî íå ñ
òî÷êàìè (ix, iy),(−ix,−iy).

Ïðåäïèñàííàÿ ñèñòåìà óãëîâûõ êîîðäèíàò íà ìàêñèìàëüíîì ñòðà-
òå

Âñïîìíèì, ÷òî óãëîâûå êîîðäèíàòû íà ïðîñòðàíñòâå K îïðå-
äåëåíû íåîäíîçíà÷íî, à ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç D.
Ñêàæåì, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ìàêñèìàëüíîì ýëåìåíòàð-
íîì ñòðàòå ïðåäïèñàííàÿ, åñëè ÷èñëî âû÷åòîâ ωj = +i ñîñòàâ-
ëÿåò áîëüøå ïîëîâèíû îò ïîëíîãî ÷èñëà âû÷åòîâ r, (r�íå÷åòíî,
ñðåäè íàáîðà âû÷åòîâ åñòü âû÷åòû êàê +i, òàê è −i.)

Êîíñòðóêöèÿ ýêâèâàðèàíòíîãî ìîðôèçìà íàä ðàññëîå-

íèé íàä Kb2 ñëîé ïðîîáðàçà íåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà äâóõ

âåùåñòâåííûõ ïðÿìûõ, ñëîé îáðàçà C

De�nition 1. Ðàññìîòðèì ïîëèýäð K
(1)

b2 , êîòîðûé ñîñòîèò
èç âñåõ ñòðàòîâ ãëóáèíû 1, 0. Îïðåäåëèì ñëåäóþùåå τa-
èíâîëþòèâíîå äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå:

K
(0)

b2,t ∪K
(0)

b2,s = K
(0)

b2 . (2)

Âûáåðåì â K
(0)

b2,t âñå ìàêñèìàëüíûå ñòðàòû äëÿ êîòîðûõ ïðåä-
ïèñàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò èìååò âû÷åòîâ +i áîëåå ïîëîâèíû
(ñêàæåì, ÷òî ïðåäïèñàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðèâÿçàíà ê ∆+).
Âûáåðåì â Kb2,s âñå îñòàëüíûå ìàêñèìàëüíûå ñòðàòû, ò.å. òàêèå,
äëÿ êîòîðûõ ïðåäïèñàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñîäåðæèò âû÷å-
òîâ −i áîëåå ïîëîâèíû îò îáùåãî ÷èñëà r. Èíâîëþöèÿ τa ïå-

ðåñòàâëÿåò ïðîñòðàíñòâà K
(1)

b2,t è K
(1)

b2,s â (3), ýòà èíâîëþöèÿ ïå-
ðåâîäèò âû÷åò óãëîâîé êîîðäèíàòû â ñîïðÿæåííûé âû÷åò ñî-
îòâåòñòâóþùåé óãëîâîé êîîðäèíàòû. Òåì ñàìûì, èíâîëþöèÿ τa
ïåðåâîäèò ïðåäïèñàííûé íàáîð âû÷åòîâ íà ñòðàòå â ñîïðÿæåí-
íûé ïðåäïèñàííûé íàáîð. Ôîðìóëà (2) îïðåäåëåíà. Ýòà ôîðìóëà

ïðîäîëæàåòñÿ íà âåñü ïîëèýäð K
(1)

b2 ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

K
(1)

b2,t ∪K
(1)

b2,s = K
(1)

b2 . (3)
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Íàä ïðîñòðàíñòâîì K
(1)

b2 = K
(1)

b2,t ∪ K
(1)

b2,s îïðåäåëèì ïàðó ðàñ-
ñëîåíèé, êîòîðûå ñíàáæåíû èíâîëþöèÿìè τi, τb, τi è îïðåäåëèì
ýêâèâàðèàíòíûé ìîðôèçì ýòèõ ðàññëîåíèé. Åñëè ìû îïóñòèì
èíâîëþöèþ τa, òî íàä ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì K(1) îêàæóòñÿ òðè-
âèàëüíûìè.

Ñëîé ER ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì äâóõ âåùå-

ñòâåííûõ ïðÿìûõ R⊔R: ER = K
(1)

b2 × (R⊔R). Åäèíè÷íûå âåêòî-
ðà ñëîåâ R⊔R íàä K

(1)

b2,t îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç ±t+, ±t−. Áàçèñíûå
âåêòîðà îïðåäåëÿþò ëó÷è íà ïðÿìûõ.

Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, â íèæåñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè ìîð-
ôèçìà íèæíèé èíäåêñ ± äëÿ ñëîÿ ïðîîáðàçà â t-ñòðàòå àññî-
öèèðîâàí ñ ìíèìûì ïîëîæèòåëüíûì (îòðèöàòåëüíûì, ñîîòâåò-
ñòâåííî) óãëîâûì âû÷åòîì δj. Äëÿ s-ñòðàòà ñèòóàöèÿ îáðàòíàÿ:
íèæíèé èíäåêñ ± äëÿ ñëîÿ ïðîîáðàçà àññîöèèðîâàí ñ ìíèìûì
ïîëîæèòåëüíûì (îòðèöàòåëüíûì, ñîîòâåòñòâåííî) óãëîâûì âû-
÷åòîì δ′j τa-ýêâèâàðèàíòíîãî îáðàçà ñòðàòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà
ñàìîì s-ñòðàòå íèæíèé èíäåêñ ± ñëîÿ àññîöèèðîâàí ñ îòðèöà-
òåëüíûì (ïîëîæèòåëüíûì, ñîîòâåòñòâåííî) óãëîâûì âû÷åòîì.

Ýòî ïðàâèëî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî êîãäà ìû ïåðåõîäèì ñî

ñòðàòà α1 èç K̂
(0)

b2,t (ñ âåðøèíû) â ñîñåäíèé ñòðàò α2 èç K̂
(0)

b2,s (â

ñîñåäíþþ âåðøèíó) ïî ñòðàòó ãëóáèíû 1 (ïî îòðåçêó), ñëîé t+
òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ñëîé t+.

Îïðåäåëèì ðàññëîåíèå-îáðàç ìîðôèçìà. Ýòî ðàññëîåíèå îáî-
çíà÷èì ÷åðåç EC, áåç ýêâèâàðèàíòíîé τa-ñòðóêòóðû ýòî ðàññëîå-

íèå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì EC = K
(1)

b2 ×C. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç z êîîðäèíàòó ñëîÿ (êîìïëåêñíàÿ ïðÿìàÿ) ýòîé òðèâè-
àëèçàöèè. Îïðåäåëèì (τi, τb, τa)-ýêâèâàðèàíòíóþ ñòðóêòóðó ðàñ-
ñëîåíèé îáðàçà è ïðîîáðàçà. Â ðàññëîåíèè ER (âñïîìíèì, ÷òî
èíâîëþöèÿ τa ìåíÿåò êîìïîíåíòû â (3), èíâîëþöèè τi äåéñòâó-
åò íà áàçå ðàññëîåíèÿ òîæäåñòâåííî, à èíâîëþöèÿ τb äåéñòâóåò
âíóòðè êàæäîãî ìàêñèìàëüíîãî ñòðàòà èíâàðèàíòíî è íå ìåíÿåò
êîìïîíåíòû â (3)) ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

τa : ((x, y), t±) 7→ ((y, x), t∓) (4)

τb : ((x, y), t±) 7→ ((−y, x), t±) (5)

τi : ((x, y), t±) 7→ ((x, y),−t∓). (6)

Äåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíâîëþöèé â îáðàçå EC îïðåäå-
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ëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

τa : ((x, y), z) 7→ ((y, x), z̄) (7)

τb : ((x, y), z) 7→ ((−y, x), z) (8)

τi : ((x, y), z) 7→ ((x, y), z). (9)

Ïîñòðîåííûé íàáîð òðåõ èíâîëþöèé ïîïàðíî êîììóòèðóåò.
Îòìåòèì, ÷òî èíâîëþöèÿ τa ñîïðÿãàåò ñëîé ðàññëîåíèÿ EC ïî-
ñðåäñòâîì z 7→ z̄, à òàêæå ïåðåñòàâëÿåò îðèåíòèðîâàííûå ñëîè
ER. Íàø ïðåäâàðèòåëüíûé ðåçóëüòàò ôîðìóëèðóåòñÿ òàê.

Theorem 2. Ñóùåñòâóåò (τa, τb, τi)-ýêâèâàðèàíòíûé ìîðôèçì
F ðàññëîåíèÿ ER â ðàññëîåíèå EC, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîñëîéíûì
ìîíîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû îïðåäåëèì ìîðôèçì F íàä ìàêñèìàëüíû-
ìè ñòðàòàìè ïðè ïîìîùè êîëëåêöèè âû÷åòîâ. Çàòåì, ìû ïðîäîë-
æèì ýòîò ìîðôèçì íà ñòðàòû ãëóáèíû 1 ýêâèâàðèàíòíûì ñïî-
ñîáîì. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ïîñëå òîãî, êàê F íàä íóëüìåðíîì
îñòîâîì ïðàâèëüíî îïðåäåëåíî, íàä êàæäûì îòðåçêîì îêàæåòñÿ
òîëüêî äâà ñïîñîáà ïîñòðîèòü ðàñøèðåííûé ìîðôèçì. Ïîñòðî-
åííîå ðàñøèðåíèå îáîçíà÷èì ÷åðåç F (1). Ìû ïîäãîòîâèìñÿ, òåì
ñàìûì, ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà, â êîòîðîì áóäåò
ïðîâåðåíî, ÷òî ïðåïÿòñòâèå ê ïðîäîëæåíèþ ïîñòðîåííîãî ìîð-
ôèçìà äî ìîðôèçìà íàä Kb2 îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Lemma 3. Ñóùåñòâóåò (τa, τb, τi)-ýêâèâàðèàíòíûé ìîðôèçì
F (0) íà ìàêñèìàëüíûõ ñòðàòàõ ãëóáèíû 0.

Ïîëíûé θ-âû÷åò, öåëî÷èñëåííûé ïîëíûé ΘR-âû÷åò

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ìàêñèìàëüíûé ñòðàò èç
K0

b2,t, â ýòîì ñëó÷àå ïîëíàÿ êîëëåêöèÿ âû÷åòîâ {δj} ñóùåñòâóåò
ïðè âñåõ 1 ≤ j ≤ r êîîðäèíàòàõ. Îïðåäåëèì â òàêîì ìàêñè-

ìàëüíîì t-ñòðàòå α1 ïîëíûé âû÷åò ïî ôîðìóëå: θ =
r∏

j=1

δj. ×èñ-

ëî r íå÷åòíîå, ïîýòîìó θ ÷èñòî ìíèìûé è ïðèíèìàåò äâà çíà-
÷åíèÿ {−i,+i}. Ìû àññîöèèðóåì òàêîé âû÷åò â îòðèöàòåëüíûì
áàçèñíûì âåêòîðîì −1 ∈ t+ íà ñîîòâåòñòâóþùåì ëèíåéíîì ñëîå,
ñîïðÿæåíèå âû÷åòà θ̄ àññîöèèðóåì ñ ïîëîæèòåëüíûì áàçèñíûì
âåêòîðîì +1 ∈ t− íà äðóãîì ëèíåéíîì ñëîå.
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Â ñòðàòå α2 ⊂ Kb2,s âû÷åò δ′j îïðåäåëèì êàê âû÷åò ñîîòâåò-
ñòâóþùåé óãëîâîé êîîðäèíàòû â ñîïðÿæåííîì ñòðàòå τ̃a(α2)).
Òåì ñàìûì, äëÿ ñîïðÿæåííîé ïàðû ñòðàòîâ (α2, τ̃a(α2)) ìû èìå-

åì τ̃a-èíâîëþòèâíîå ïðîèçâåäåíèå:
r∏

j=1

δj|τ̃a(α2) =
r∏

j=1

δ′j|α2 . Â ñòðà-

òå α2 ⊂ K̂b2,s âû÷åò δj îïðåäåëåí êàê óãëîâîé âû÷åò êîîð-
äèíàòû â ñàìîì ñòðàòå è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðû ñòðà-
òîâ (α2, τ̃a(α2)) îïðåäåëåíî τa-êîñîèíâîëþòèâíîå ïðîèçâåäåíèå:
r∏

j=1

δj|τ̃a(α2) =
r∏

j=1

δj|α2 .

Â s-ñòðàòå α2 ïðîèçâåäåíèå θ′ =
r∏

j=1

δ′j àññîöèèðóåì ñ âåêòî-

ðîì +1 ∈ t+ ñëîÿ ðàññëîåíèÿ, à ïðîèçâåäåíèå θ′ = θ =
r∏

j=1

δj

àññîöèèðóåì ñ âåêòîðîì −1 ∈ t−. Âû÷åò θ íàçûâàåòñÿ ïîëíûì
τa-êîñûì âû÷åòîì. Â t-ñòðàòå ïîëó÷èòñÿ θ = θ′; â s-ñòðàòå ïîëó-
÷èòñÿ θ = θ′.

Äëÿ t-ñòðàòà α1 ñëåäóþùàÿ ñóììà:

ΘR
1 =

r∑
j=1

δj (10)

ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííûì ïîäíÿòèåì âû÷åòà θ, òàêàÿ ñóììà íà-
çûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííûì ΘR-âû÷åòîì.

Äëÿ s-ñòðàòà α2 ñëåäóþùàÿ ñóììà:

ΘR
2 =

r∑
j=1

(δ′j) (11)

íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííûì ΘR-âû÷åòîì, ýòî öåëî÷èñëåííîå ïîä-
íÿòèå ñîïðÿæåííîãî âû÷åòà θ̄ = θ′ â α2, âû÷åò ΘR ÿâëÿåòñÿ τa-
èíâàðèàíòíûì.

Èòàê, δ′j ñêàæåì, ÷òî τ̃a-èíâàðèàíòíûì, ΘR ÿâëÿåòñÿ τ̃a-
èíâàðèàíòíûì, âû÷åò θ ÿâëÿåòñÿ τa-êîñûì (òèëüäó íå ïèøåì):
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðû òî÷åê ïîëó÷èì: x ∈ α1, τ̃a(x) =
τa(x) ∈ τa(α1):

θ|x = θ|τa(x),
r∑

j=1

δ′j|x =
r∑

j=1

δ′j|τ̃a(x).
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Íàä òî÷êîé ìàêñèìàëüíîãî ñòðàòà Kb2,t îïðåäåëèì ìîðôèçì
F (0) ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

F (0) : ((x, y), t+) 7→ ((x, y),−θt). (12)

F (0) : ((x, y), t−) 7→ ((x, y), θ̄t). (13)

Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâàÿ ôîðìóëà (12) îïðåäåëÿåò îáðàç âåê-
òîðà −1 ∈ t+ çíà÷åíèåì θ, ïîýòîìó â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîé ôîð-
ìóëû ñòîèò çíàê ìèíóñ. Âòîðàÿ ôîðìóëà îïðåäåëÿåò îáðàç áà-
çèñíîãî âåêòîðà çíà÷åíèåì ñîïðÿæåííîãî âû÷åòà θ̄.

Íàä òî÷êîé ìàêñèìàëüíîãî ñòðàòà Kb2,s îïðåäåëèì ìîðôèçì
F (0) ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

F (0) : ((x, y), t+) 7→ ((x, y), θ̄t). (14)

F (0) : ((x, y), t−) 7→ ((x, y),−θt). (15)

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâàÿ ôîðìóëà (12) îïðåäåëÿåò îáðàç
âåêòîðà +1 ∈ t+ çíà÷åíèåì θ′ = θ̄. Ïîýòîìó çíà÷åíèå áàçèñíî-
ãî âåêòîðà −1 ∈ t+ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì −θ′ = −θ̄. Âòîðàÿ
ôîðìóëà îïðåäåëÿåò îáðàç áàçèñíîãî âåêòîðà −1 ∈ t− çíà÷åíè-
åì âû÷åòà θ. Çíà÷åíèå áàçèñíîãî âåêòîðà +1 ∈ t− îïðåäåëÿåòñÿ
çíà÷åíèåì −θ.

Ôîðìóëû (12), (13), (14), (15) îïðåäåëÿþò çíà÷åíèå ìîðôèçìà
íà ìàêñèìàëüíûõ ñòðàòàõ è ìû ïðîâåðèì, ÷òî ìîðôèçì ÿâëÿ-
åòñÿ ýêâèâàðèàíòíûì. Ñôîðìóëèðóåì îáùåå ïðàâèëî èíòåðïî-
ëÿöèè ìîðôèçìà íà îòðåçîê, êîòîðûé ñîåäèíÿåò ìàêñèìàëüíûå
ñòðàòû ðàçíîãî òèïà.

Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé t-ñòðàò α1 è ñîåäèíèì ýòîò ñòðàò
ñ ñîñåäíèì s-ñòðàòîì α2 ïî ñòðàòó ãëóáèíû 1 â K(1). Ïîëíûé
âû÷åò θ1 ñòðàòà α1 êîððåêòíî îïðåäåëåí è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
+i.

Ïîä ïðîäîëæåíèåì ïîëíîãî âû÷åòà ìû ïîäðàçóìåâàåì äåôîð-
ìàöèþ âû÷åòà ΘR

1 (10) â âû÷åò −ΘR
2 (11) âäîëü îòðåçêà, ñîåäè-

íÿþùåãî äâà ìàêñèìàëüíûõ ñòðàòà â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ (3).
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

θ1 = θ̄2; ΘR
1 = ΘR

2 . (16)
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ θ2 ðàññìîòðèì ïðåäïèñàííûé íàáîð âû÷åòîâ â
t-ñòðàòå α1. Îáîçíà÷èì ýòîò íàáîð ÷åðåç {δj}α1 . Êîãäà ìû ïå-
ðåõîäèì â ñîñåäíèé s-ñòðàò α2, ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîäîëæåí-
íûé íàáîð: {δ′j}α2 , êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ ñîïðÿæåíèåì èñõîäíîãî

{δ̄j}α1 äëÿ âñåõ âû÷åòîâ, çà èñêëþ÷åíèåì åäèíñòâåííîãî, êîòî-

ðûé äåôîðìèðóåòñÿ. Ïðîèçâåäåíèå θ2 =
r∏

j=1

δ̄′j â α2 ñîâïàäàåò ñ

θ̄1 =
r∏

j=1

δ̄j â α1.

Íàáîð âû÷åòîâ {δ′j}α2 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäïèñàííûì íàáîðîì â

α2. ×òîáû ïîëó÷èòü ïðåäïèñàííûé íàáîð {δ̄′j}α2 , íóæíî ñîïðÿ-
æåíèå. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (16). Âòîðàÿ ôîðìóëà

ñëåäóåò èç (11): ñóììà
r∑

j=1

(δ′j) â α2 ñîâïàäàåò ñ ñóììîé
r∑

j=1

δj â

α1.

De�nition 4. Ïóñòü

β ⊂ K
(1)

b2,t ∩K
(1)

b2,s

ïðîèçâîëüíûé ñòðàò ãëóáèíû 1 â óêàçàííîì ïåðåñå÷åíèè, ïðè÷åì
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà óãëîâûõ êîîðäèíàòàõ îïðåäåëåí ïîëíûé
ïîðÿäîê. Òàêîé ñòðàò èìååò ðîâíî íå÷åòíîå ÷èñëî r−1

2
óãëîâûõ

êîîðäèíàò ñ âû÷åòàìè +i è ðîâíî òàêîå æå íå÷åòíîå ÷èñëî r−1
2

óãëîâûõ êîîðäèíàò ñ âû÷åòàìè −i. Ïîëîæèòåëüíî êîîðèåíòèðî-
âàííûé ñòðàò β↑ îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ñ t-ñòðàòà
íà s-ñòðàò. Îáðàùåíèå êîîðèåíòàöèè β↑ 7→ β↓ ìåíÿåò íàïðàâëå-
íèå äâèæåíèÿ ïî β. Îïðåäåëèì β-êîîðèåíòèðîâàííûé áåñïîðÿ-
äîê ω(β↑) ∈ {0, 1} êàê ÷èñëî (mod 2) ïåðåñòàíîâîê êîîðäèíàò
c ðàçíûìè âû÷åòàìè, êîòîðîå òðåáóåòñÿ äëÿ ïîëíîé ñîðòèðîâ-
êè êîîðäèíàò, ñíà÷àëà âñå êîîðäèíàòû ñ âû÷åòàìè −i, çàòåì âñå
êîîðäèíàòû ñ âû÷åòàìè +i. Ïðè èçìåíåíèè êîîðèåíòàöèè ñòðà-
òà β áåñïîðÿäîê ω(β↓) ∈ {0, 1} îïðåäåëèì êàê ÷èñëî (mod 2)
ïåðåñòàíîâîê êîîðäèíàò c ðàçíûìè âû÷åòàìè, êîòîðîå òðåáóåò-
ñÿ äëÿ ïîëíîé ñîðòèðîâêè êîîðäèíàò, ñíà÷àëà âñå êîîðäèíàòû
ñ âû÷åòàìè +i, çàòåì âñå êîîðäèíàòû ñ âû÷åòàìè −i. Ïîíÿòíî,
÷òî ω(β↑) + ω(β↓) = 1.

Ïóñòü ïàðà ñòðàòîâ α1, α2 ïðèìûêàþò äðóã ê äðóãó ïî ñòðàòó
β ãëóáèíû 2, êîòîðûé èìååò áåñïîðÿäîê ω(β↑) = 0. Îïðåäåëèì
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äåôîðìàöèþ âû÷åòà ΘR
1 äëÿ t-ñòðàòà α1 â âû÷åò −ΘR

2 äëÿ s-
ñòðàòà α2 âäîëü îòðåçêà ñòðàòà ãëóáèíû 1, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò
ïîëîæåíèå îáðàçà ïðÿìîé t+ â êîîðäèíàòå íà EC. Äåôîðìàöèþ
âû÷åòà îïðåäåëèì êàê ðåçóëüòàò ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ñóììû
(10) â îáðàòíóþ ñóììó (11) ïî îòðåçêó ìíèìîé îñè. Ãåîìåòðè÷å-
ñêè íàä òî÷êîé ñòðàòà ãëóáèíû 1 ïîëó÷èòñÿ âðàùåíèå ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêè áàçèñíîãî âåêòîðà −1 ∈ t+ íà óãîë π

2
(àëãåáðàè÷åñêè, íà

óãîë −π
2
).

Êîãäà ìû äåôîðìèðóåì òîò æå áàçèñíûé âåêòîð ñ s-ñòðàòà
α2 íàä òî÷êîé ñòðàòà ãëóáèíû 2 ïîëó÷èòñÿ âðàùåíèå ïðîòèâ ÷à-
ñîâîé ñòðåëêè íà ñîïðÿæåííûé óãîë. Òåì ñàìûì, ãîìîòîïèÿ áà-
çèñíîãî âåêòîðà íå çàâèñèò îò âûáîðà êîîðèåíòàöèè ñòðàòà β(1).
Äåéñòâèòåëüíî, ω(β↓) = 1, ýòî ñèãíàëèçèðóåò îá èçìåíåíèè íà-
ïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ íà ñîïðÿæåííîå. Îïðåäåëèì äåôîðìàöèþ
âû÷åòà −ΘR

2 äëÿ s-ñòðàòà α2 â âû÷åò ΘR
1 äëÿ t-ñòðàòà α1 âäîëü

îòðåçêà ñòðàòà ãëóáèíû 1, Äåôîðìàöèÿ îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå
îáðàçà áàçèñíîãî âåêòîðà +1 ∈ t+ â êîîðäèíàòå íà EC.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñòðîåíèè äåôîðìàöèè óñëîâèå èíòåð-
ïîëÿöèè ñ t-ñòðàòà íà s-ñòðàò èëè ñ s-ñòðàòà íà t-ñòðàò íåñó-
ùåñòâåííî, à ñóùåñòâåííî ëèøü çíà÷åíèå êîîðèåíòèðîâàííîãî
áåñïîðÿäêà, êîòîðîå îïðåäåëèò âèä èíòåðïîëÿöèè.

Ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ôîðìóëà ýêñòðàïîëÿöèè äëÿ
ïðÿìîé t+ îïðåäåëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèåé áåç ñîïðÿæåíèÿ öåëî-
÷èñëåííîãî âû÷åòà. Äåôîðìàöèÿ âåêòîðà +1 ∈ t− ñî ñòðàòà α1

íà ñòðàò α2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîïðÿæåííàÿ èíòåðïîëÿöèÿ âû-

÷åòà Θ
R

1 â âû÷åò −Θ
R

2 , åñëè ω(β↑) = 0, è èíòåðïîëÿöèÿ âû÷åòà

−Θ
R

1 â âû÷åò Θ
R

2 , åñëè ω(β↑) = 1.
Êëþ÷åâûì çàìå÷àíèåì, êîòîðîå òðåáóåòñÿ äëÿ ïðîâåðêè ïî-

ñòðîåííîé èíòåðïîëÿöèè, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå. Èíâîëþöèÿ τa
ïåðåâîäèò ïîñòðîåííóþ èíòåðïîëÿöèþ ìåæäó êîìïîíåíòàìè â
êîìïëåêñå (3) èíâàðèàíòíî â ñåáÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èíâîëþöèÿ
τa ñîõðàíÿåò êîîðèåíòèðîâàííûé áåñïîðÿäîê ω(β↑) = ω(τa(β)

↓)
è îäíîâðåìåííî ìåíÿåò ïðÿìûå t+ è t−. Ïîýòîìó τa ìåíÿåò íà-
ïðàâëåíèå âðàùåíèÿ ïðÿìîé ïî êîîðäèíàòå z â EC. Â îáðàçå τa
ñîïðÿãàåò z-êîîðäèíàòó. Ïîñêîëüêó ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íàä ñî-
îòâåòñòâóþùèìè ïàðàìè òî÷åê íàä ñòðàòàìè ãëóáèíû 1 ñîîòâåò-
ñòâóþò äðóã äðóãó, èíòåðïîëÿöèè îêàæóòñÿ τa-èíâàðèàíòíûìè,
åñëè íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ ïàðû ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ îêàæóòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî íå
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çàâèñèò îò âûáîðà çíàêà áàçèñíîãî âåêòîðà, à çàâèñèò ëèøü îò
íîìåðà ïðÿìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 3

Ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ (12), (13) ÿâëÿþòñÿ (τa, τb, τi)-
ýêâèâàðèàíòíûìè.

Ïðèìåíèì ôîðìóëû äëÿ óêàçàííîãî â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìó-
ëû áàçèñíîãî âåêòîðà íà ïðÿìîé t+, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî â ëåâîé
÷àñòè ôîðìóëû óêàçàííûé âåêòîð ëåæèò íàä òî÷êîé (x, y) íàä
t-ñòðàòîì, îáîçíà÷èì ÷åðåç θ-ïîëíûé âû÷åò:

F (0)τi((x, y), t+) = F (0)((x, y),−t−) = ((x, y),−θ)

τiF
(0)((x, y), t+) = τi((x, y),−θt) = ((x, y),−θ)

F (0)τa((x, y),−t+) = F (0)((y, x),−t−) = ((y, x), θ̄t)

τaF
(0)((x, y),−t+) = τa((x, y), θt) = ((y, x), θ̄t)

F (0)τb((x, y), t+) = F (0)((−y, x), t+) = ((−y, x),−θ)

τbF
(0)((x, y), t+) = τb((x, y),−θt) = ((−y, x),−θ)

Òðåòüÿ ïàðà ôîðìóë äëÿ τb ìåíÿåò ëèøü òî÷êó âíóòðè çàäàí-
íîãî ìàêñèìàëüíîãî ñòðàòà è íå òðåáóåò âû÷èñëåíèé. Âî âòîðîé
ïàðå ôîðìóë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñëîè áåðóòñÿ íàä ìàê-
ñèìàëüíûì s-ñòðàòîì. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî â ëå-
âîé ÷àñòè ôîðìóëû ñëîè áåðóòñÿ íàä t-ñòðàòîì íå îãðàíè÷èâàåò
îáùíîñòè. Â ïåðâîé ïàðå ôîðìóë òî÷êà ñëîè êàê ñïðàâà, òàê è
ñëåâà ðàññìàòðèâàþòñÿ íàä t-ñòðàòîì. Ñëó÷àé, êîãäà ñëîè âû-
áèðàþòñÿ íàä s-ñòðàòîì ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí. Ëåììà 3 äîêà-
çàíà.

Âûïèøåì ôîðìóëó äëÿ èíòåðïîëÿöèè ìîðôèçìà F (0) ðàññëî-
åíèÿ ER íàä Kb2 , ïðåäïîëîæèâ, ÷òî îáå ãðàíè÷íûå òî÷êè âûáè-
ðàþòñÿ íàä Kb2,t, èëè Kb2,s îäíîâðåìåííî (Ñëó÷àé I).

Ðàññìîòðèì äâà ìàêñèìàëüíûõ ñòðàòà âKb2,+t, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ ñîñåäíèìè, ò.å. ðàçëè÷àþòñÿ âû÷åòîì ëèøü îäíîé óãëîâîé
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êîîðäèíàòû ñ îáùèì íîìåðîì j. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ1 öåëî÷èñ-
ëåííûé τa-ñèììåòðè÷åñêèé) âû÷åò äëÿ ïåðâîãî ñòðàòà α1, îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Θ2 öåëî÷èñëåííûé âû÷åò äëÿ âòîðîãî t-ñòðàòà α2.
Òîãäà äëÿ t-ñòðàòà ïîëó÷èì: θ1 = exp(πΘ1/2), θ2 = exp(πΘ2/2).

Ðàññìîòðèì îòðåçîê ãîìîòîëïèè, êîòîðûé öåëèêîì ëåæèò
âíóòðè Kb2,t (ñëó÷àé äâóõ ñòðàòîâ âíóòðè Kb2,s àíàëîãè÷åí),
ïîäñëó÷àé Ñëó÷àÿ I. Îòðåçîê ñîåäèíÿåò ñëîè íàä òî÷êàìè
((x′, y′), (y′, x′)), ((x′′, y′′), (y′′, x′′)), îáîçíà÷èì ÷åðåç F (1) ðåçóëü-
òàò ãîìîòîïèè ïðÿìîé t+ â îáðàçå, ïî çíà÷åíèþ áàçèñíîãî âåê-
òîðà:

F (1) :((1− r)(x′, y′) + r(x′′, y′′), t+) 7→
7→ ((1− r)(x′, y′) + r(x′′, y′′),− exp(((1− r)Θ1 + rΘ2)π/2)t)

(17)

Äëÿ t− ôîðìóëà âûãëÿäèò òàê:

F (1) :((1− r)(x′, y′) + r(x′′, y′′), t−) 7→
7→ ((1− r)(x′, y′) + r(x′′, y′′), exp(((1− r)Θ1 + rΘ2)π/2)t)

(18)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîíöû îòðåçêà ãîìîòîïèè ëåæàò
íà ìàêñèìàëüíûõ ñòðàòàõ êîìïîíåíò Kb2,t è Kb2,s (Ñëó÷àé II).
Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà ãîìîòîïèè F (1) áûëà âûøå îïðåäåëåíà
ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû ñâÿçè âû÷åòîâ (16).

Íàä t-ñòðàòîì α1 öåëûé âû÷åò ΘR ýòî ïîäíÿòèå íà ìíèìóþ
îñü çíà÷åíèÿ âû÷åòà θ, ïîñëåäíèé îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ìîðôèç-
ìà íà âåêòîðå −1 ∈ t+ (ïîäñó÷àé II;−t+). Äëÿ èíòåðïîëÿöèè
íàä îòðåçîêîì [α1, α2] èñïîëüçóåòñÿ îòðåçîê ìíèìîé îñè [Θ =
+i,−Θ = −i], åñëè ω(β↑) = 0. Íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ ïðÿìîé

îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì äèôôåðåíöèàëà dF (−t+) = −i(−1)ω(β
↑).

Îáðàç âòîðîé ïðÿìîé t− îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì âåêòîðà
+1 ∈ t−, êîòîðûé íàä ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè α1 ⊂ Kb2,t, α2 ⊂ Kt2,s

îòðåçêà [α1, α2] îòîáðàæàåòñÿ ïî ñîïðÿæåííûì ôîðìóëàì, äëÿ

äèôôåðåíöèàëà èíòåðïîëÿöèè ïîëó÷èì: dF (t+) = +i(−1)ω(β
↑)

(ïîäñëó÷àé II; t−).
Äîêàæíåì, ÷òî ôîðìóëû îïðåäåëÿþò (τa, τb, τi)-

ýêâèâàðèàíòíûé ìîðôèçì. Íàèáîëåå ñëîæíàÿ ïðîâåðêà âîçíè-
êàåò äëÿ τa. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðà ñîñåäíèõ ìàêñèìàëüíûõ
t-ñòðàòà ïåðåõîäÿò ïðè τa â ïàðó ñîñåäíèõ ìàêñèìàëüíûõ
s-ñòðàòîâ (Ñëó÷àé I)
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À èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî t-áàçèñíûé âåêòîð −1 ∈ t+ ïå-
ðåõîäèò ïðè τa â ñîîòâåòñòâóþùèé s-áàçèñíûé âåêòîð −1 ∈ t−:

F (1)τa :((1− r)(x′, y′) + r(x′′, y′′),−t+) = F (1)((1− r)(y′, x′) + r(y′′, x′′),−t−) 7→
7→ ((1− r)(y′, x′) + r(y′′, x′′), exp(((1− r)Θ1 + rΘ2)π/2)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

τaF
(1) :((1− r)(x′, y′) + r(x′′, y′′),−t+) 7→

7→ τa((1− r)(x′, y′) + r(x′′, y′′), exp(((1− r)Θ1 + rΘ2)π/2)) =

= ((1− r)(y′, x′) + r(y′′, x′′), exp(((1− r)Θ1 + rΘ2)π/2)).

Ïîñêîëüêó exp(z) = exp(z), τa-ýêâèâàðèàíòíîñòü ñ ñëó÷àå I äî-
êàçàíà.

Â ñëó÷àå II;−t+ ïðÿìàÿ t+ äåôîðìèðóåòñÿ ñ α1 ⊂ Kb2,t äî
α2 ⊂ Kb2,s) äåôîðìàöèÿ îïðåäåëåíà ãîìîòîïèåé âåêòîðà −1 ∈ t+
ïðè óñëîâèè d(F (−t+)) = −i(−1)ω(β

↑) íà [α1, α2]. Ýòà ãîìîòîïèÿ
çàäàíà èíòåðïîëÿöèåé +i = ΘR

1 â −i = −ΘR
2 , åñëè ω(β↑) = 0.

Ñîïðÿæåííàÿ ïðè τa ãîìîòîïèÿ τa(F (−t+)) ïðÿìîé t− íà-
÷èíàåòñÿ ñî ñòðàòà τa(α2) ⊂ Kb2,t è çàêàí÷èâàåòñÿ ñòðàòîì
τa(α1) ⊂ Kb2,s. Ýòà ñîïðÿæåííàÿ ãîìîòîïèÿ çàäàíà íàä îòðåç-
êîì [τa(α2), τa(α1)] ñ íà÷àëîì íà t-ñòðàòå, à êîíöîì íà s-ñòðàòå,
çàäàíà èíòåðïîëÿöèåé îáðàçà âåêòîðà +1 ∈ t− ïî çíà÷åíèÿì

Θ
R

1 â −Θ
R

2 . Äëÿ ýòîé ñîïðÿæåííîé èíòåðïîëÿöèè ïîëó÷èòñÿ

d(F (t−)) = +i, ïðè ýòîì d(τa(F (−t+))) = +i(−1)ω(β
↑), ïîñêîëüêó

ω(β↑) = ω(τa(β)
↓).

Ãîìîòîïèÿ áàçèñíîãî âåêòîðà F (τa(−t+)) ñîâïàäàåò ñ F (−t−);
ïîñêîëüêó F (−t−) àíòèïîäàëåí ãîìîòîïèè áàçèñíîãî âåêòîðà
+1 ∈ t−, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî: dF (+t−) = +i;
ïîëó÷èòñÿ dF (−t−) = +i è d(F (τa(−t+))) = +i.

Íàêîíåö, ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé −1 ∈ t+:

F (1)τi :((1− r)(x′, y′) + r(x′′, y′′),−t+) = F (1)((1− r)(x′, y′) + r(x′′, y′′), t−) 7→
7→ ((1− r)(x′, y′) + r(x′′, y′′), exp(((1− r)Θ1 + rΘ2)π/2)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

τiF
(1) :((1− r)(x′, y′) + r(x′′, y′′),−t+) 7→

7→ τi((1− r)(x′, y′) + r(x′′, y′′), exp(((1− r)Θ1 + rΘ2)π/2)t) =

= ((1− r)(x′, y′) + r(x′′, y′′), exp(((1− r)Θ1 + rΘ2)π/2)) =
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Äåôîðìàöèÿ â ñëó÷àå +1 ∈ t− äâóõ ïðÿìûõ ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿ-
æåííîé îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè è íà÷àëüíûå îáðàçû äâóõ ïðÿ-
ìûõ ñîâïàäàþò. Ýòî äîêàçûâàåò τi-ýêâèâàðèàíòíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî τb-ýêâèâàðèàíòíîñòè î÷åâèäíî. Ëåììà 3 äî-
êàçàíà.

Íàìåòèì äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2. Ïðåïÿòñòâèå ê ðàñøèðå-
íèþ ìîðôèçìà, êîòîðûé ïîñòðîåí â ëåììå 3, íà ñòðàòû ãëóáèíû
íå ìåíåå 3 òðèâèàëüíî. Ïðåïÿòñòâèå ê ðàñøèðåíèþ ìîðôèçìà íà
ñòðàòû ãëóáèíû 2 ÿâíî âû÷èñëåíî â Ðàçäåëå . Ýòèì Òåîðåìà 2
äîêàçàíà.

Ìîðôèçì ëèíåéíîãî ýêâèâàðèàíòíîãî ðàññëîåíèÿ τ̃a-
êîñîèíâàðèàíòíîãî è τ̃b-èíâàðèàíòíîãî â òðèâèàëüíîå C-
ðàññëîåíèå íàä Kb2

Ðàññìîòðèì (τa, τb, τi)-ýêâèâàðèàíòíûé ìîðôèçì F ðàññëîåíèÿ
ER â ðàññëîåíèå EC, êîòîðûé áûë ïîñòðîåí â Òåîðåìå 2. Ðàñ-
øèðèì ýòîò ýêâèâàðèàíòíûé ìîðôèçì ïîñðåäñòâîì òåíçîðíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ, èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíóþ êîîðäèíàòó w:
(τa, τb, τi) 7→ (τ̃a, τ̃b, τ̃i).

Îïðåäåëèì (τa, τb, τi)-ýêâèâàðèàíòíîå S0-íàêðûòèå íàä Kb2

(äâóëèñòíîå íàêðûòèå), êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ðàññëîå-
íèå ES íàä Kb2 ñî ñëîåì S0 = {±1}. Áåç ýêâèâàðèàíòíîé ñòðóê-
òóðû ïîëó÷èòñÿ: ES = Kb2 × S0. Èíâîëþöèè â ýòîì òåíçîðíîì
ðàññëîåíèè îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëàì:

τa : ((x, y), w) 7→ ((−x, y),−w) (19)

τb : ((x, y), w) 7→ ((−y, x), w) (20)

τi : ((x, y), w) 7→ ((x, y),−w). (21)

Èíâîëþöèè τb, τi îïðåäåëåíû â ðàñøèðåííîì ðàññëîåíèè ER⊗
ES, îáîçíà÷èì ýòè èíâîëþöèè ÷åðåç τ̃b, τ̃i ñîîòâåòñòâåííî. Èíâî-
ëþöèÿ τa òàêæå îïðåäåëåíà â ðàñøèðåííîì ðàññëîåíèè, îáîçíà-
÷èì τ̃a = τi ◦ τb ◦ τa. Áîëåå ïîäðîáíî, îïðåäåëèì τ̃a ïî ôîðìóëàì:

τ̃a : ((x, y), t±) 7→ ((−x, y),−t±)

τ̃a : ((x, y), z) 7→ ((−x, y), z)

è ïî ôîðìóëå:
τ̃a : ((x, y), w) 7→ ((x, y), w),
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êîòîðàÿ âûòåêàåò èç (19),(79) è èç íèæåñëåäóþùåé ôîðìóëû and
from (4). Çàìåòèì, ïðè ïåðåîáîçíà÷åíèè, åñëè (x, y) ∈ Kb2,t, òîãäà
(−x, y) ∈ Kb2,s.

Èíâîëþöèè (τ̃b, τ̃a, τ̃i) îïðåäåëåíû â ðàññëîåíèè EC åñòåñòâåí-
íûì ñïîñîáîì. Èíâîëþöèè τ̃b, τ̃a íà C�ðàññëîåíèè òðèâèàëüíû,
èíâîëþöèÿ τ̃i äåéñòâóåò íà êàæäîì ñëîå ñîïðÿæåíèåì. Èíâîëþ-
öèÿ τa èíâàðèàíòíî ïðåîáðàçóåò êàæäûé îðèåíòèðîâàííûé ñëîé
ïîäðàññëîåíèÿ t+ â ðàññëîåíèè ER â îðèåíòèðîâàííûé ñëîé äðó-
ãîãî ëèíåéíîãî ïîäðàññëîåíèÿ t− íàä ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êîé
áàçû, ïîñðåäñòâîì ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Â òî æå âðåìÿ, èíâîëþöèÿ τ̃a ñîõðàíÿåò îðèåíòèðîâàííûå ñëîè
ðàññëîåíèÿ ER è ìåíÿåò îðèåíòàöèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Èíâî-
ëþöèÿ â ðàñøèðåííîì ðàññëîåíèè ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ýêâèâà-
ðèàíòíûé F̃ , êàê ðåçóëüòàò åñòåñòâåííîãî ðàñøèðåíèÿ ýêâèâàðè-
àíòíîãî ìîðôèçìà F . Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèì (τ̃a, τ̃b, τ̃i)-
ýêâèâàðèàíòíûé ìîðôèçì F̃ .

Â íàáîðå èíâîëþöèé òîëüêî èíâîëþöèÿ τ̃i îêàçûâàåòñÿ íåòðè-
âèàëüíîé íà ES, ýòî èíâîëþöèÿ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ñëîÿ.
EC. Èíâîëþöèÿ τ̃i èñêëþ÷èòåëüíàÿ, ïîñêîëüêó ýòà èíâîëþöèÿ
ìåíÿåò w-êîîðäèíàòó (êîîðäèíàòó â íàêðûòèè).

Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò â âèäå äâóõ ëåìì.

Lemma 5. Ðàññìîòðèì (τ̃a, τ̃b, τ̃i)-ýêâèâàðèàíòíûå òåíçîðíûå
ïðîèçâåäåíèÿ ER ⊗ ES, EC ⊗ ES.

1.Ôîðìóëà ìîðôèçìà F îïðåäåëÿåò (τ̃a, τ̃b, τ̃i)-
ýêâèâàðèàíòíûé ìîðôèçì

F̃ : ER ⊗ ES 7→ EC ⊗ ES.

2. Ñâåðòêà ïî ïàðå èíâîëþöèé (τ̃a, τ̃b) îïðåäåëÿåò τ̃i-
ýêâèâàðèàíòíûé ôàêòîðìîðôèçì

F ↓ : ER ⊗τ̃a,τ̃b ES 7→ EC ⊗τ̃a,τ̃b ES.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 5

Ýòî èçâåñòíûé ôàêò èç ëèíåéíîé àëãåáðû.

Âû÷èñëåíèå ðàññëîåíèÿ-ñâåðòêè ïî èíâîëþöèÿì

Lemma 6. Ðàññëîåíèå S(EC)⊗(τ̃a,τ̃b) ES èçîìîðôíî òðèâèàëüíî-
ìó τ̃i-ýêâèâàðèàíòíîìó ðàññëîåíèþ K × S1 → K, èíâîëþöèÿ τ̃i
äåéñòâóåò â ñëîÿõ ýðìèòîâûì ñîïðÿæåíèåì.
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Lemma 7. Ðàññëîåíèå S(ER)⊗(τ̃a,τ̃b,τ̃i) ES èçîìîðôíî áóêåòó ëè-
íåéíûõ ðàññëîåíèé, êàæäîå àññîöèèðîâàíî ñ íàêðûòèåì Kb →
K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññëîåíèå S(ER) ⊗(τa,τb,τi) ES ïîñëå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ íàáîðà èíâîëþöèé (τa, τb, τi) 7→ (τ̃a, τ̃b, τ̃i) ðàñùåïëÿåòñÿ
â áóêåò äâóõ íåòðèâèàëüíûõ τ̃a-ýêâèâàðèàíòíûõ òðèâèàëüíûõ
ëèíåéíûõ (τ̃b, τ̃i)-ýêâèâàðèàíòíûõ ðàññëîåíèé.

Ñâåðòêà òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Ïî Ëåììå 7 è Ëåììå 5 óòâåðæäåíèå 2, ïîëó÷èòñÿ ïàðà F ↓ ôàê-
òîðìîðôèçìîâ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé:

F+1 : K̂
1
b ⊗ ES → S1 ⊗ ES, (22)

F−1 : K̂
1
b ⊗ ES → S1 ⊗ ES. (23)

Ìîðôèçì (22), îãðàíè÷åííûé íà ïîäðàññëîåíèå K̂1
b ⊗ {+1} ⊂

K̂1
b ⊗ES, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ES ⊗{+1}. Ýòîò ìîðôèçì îïðå-

äåëåí íà ïîäïîëèýäðå ñòðàòîâ ãëóáèíû 1 è 0. Ìîðôèçì (23),

îãðàíè÷åííûé íà ïîäðàññëîåíèå K̂1
b ⊗ {−1} ⊂ K̂1

b ⊗ ES ÿâëÿåò-
ñÿ âòîðîé (ñîïðÿæåííîé) êîïèåé (22) è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â
ES ⊗ {−1}.

Ïðîäîëæåíèå ìîðôèçìà (22) íàä K(1) äî ìîðôèçìà íàä K(2) è íàä
K

Ìû ïîñòðîèì ðàñøèðåíèå ìîðôèçìà íà ïðîñòðàíñòâî K ñ ïðè-

ñîåäèíåííûìè ñòðàòàìè ãëóáèíû 2. Ïîñêîëüêó íàä K
(1)
b ãðàíèöà

ñòðàòà ãëóáèíû 1 ðàñïîëîæåíà âíóòðè ñîñåäíåé ÷åòâåðêè ìàê-
ñèìàëüíûõ ñòðàòîâ, ïðîáëåìà ïðîäîëæåíèÿ ìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ
ëîêàëüíîé.

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó F è äîêàæåì, ÷òî ýòîò ìîðôèçì èìååò
òðèâèàëüíóþ ìîíîäðîìèþ âäîëü çàìêíóòîãî ïóòè âáëèçè ãðà-
íèöû ñòðàòà ãëóáèíû 2. Ðàññìîòðèì ñòðàò γ(2) ãëóáèíû 2, íà
êîòîðîì óãëîâûå êîîðäèíûòû ñ íîìåðàìè j1, j2, j1 < j2 îòñóò-

ñòâóþò. Ñîñåäíèå ìàêñèìàëüíûå ñòðàòû α
(0)
0 , α

(0)
1 , α

(0)
2 , α

(0)
3 ðàç-

ëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé çíà÷åíèÿìè âû÷åòîâ óãëîâûõ êîîðäèíàò
ñ íîìåðàìè j1, j2.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ñòðàòå γ(2) ÷èñëî óãëîâûõ êîîðäèíàò
ñî çíà÷åíèåì âû÷åòà +i íà îäíó áîëüøå, ÷åì ÷èñëî óãëîâûõ êî-
îðäèíàò ñî çíà÷åíèåì âû÷åòà −i. Ýòîò ñëó÷àé íå åäèíñòâåííî
âîçìîæíûé, íî ðàññóæäåíèÿ â îñòàâøèõñÿ ëèáî î÷åâèäíû (êî-
ãäà ÷èñëî âû÷åòîâ îäíîãî èç òèïîâ ïðåâûøàåò ÷èñëî âû÷åòîâ
äðóãîãî òèïà íå ìåíåå, ÷åì íà 3), ëèáî àíàëîãè÷íû.

Òèï t, s ìàêñèìàëüíûõ ñòðàòîâ âáëèçè γ(2) îïðåäåëåí çíà÷å-
íèåì âû÷åòîâ â îñîáûõ êîîðäèíàòàõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòðàò

α
(0)
0 ÿâëÿåòñÿ s-ñòðàòîì, ò.å. âû÷åòû óãëîâûõ êîîðäèíàò j1, j2

îêàçàëèñü ðàâíûìè −i è ÷èñëî êîîðäèíàò ñ âû÷åòîì −i íà îäíó

áîëüøå ÷èñëà êîîðäèíàò ñ âû÷åòîì −i. Còðàòû α
(0)
3 , α

(0)
1 îêàçà-

ëèñü t-ñòðàòàìè, ó êîòîðûõ ÷èñëî êîîðäèíàò ñ âû÷åòîì +i ïðå-

âûøàåò ÷èñëî êîîðäèíàò ñ âû÷åòîì −i íà 1. Òîãäà ñòðàò α
(0)
2

îêàçàëñÿ t-ñòðàòîì, ó êîòîðîãî ÷èñëî êîîðäèíàò ñ âû÷åòîì +i
ïðåâûøàåò ÷èñëî êîîðäèíàò ñ âû÷åòîì −i íà òðè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç β
(1)
1,0 , β

(1)
0,3 äâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðàòà ãëó-

áèíû 1, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû íà ãðàíèöå äâóõ ñîñåäíèõ ìàêñè-
ìàëüíûõ ñòðàòîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñîáûå
ñòðàòû èìåþò ñîñåäíèå èíäåêñû: j1 = j, j2 = j + 1. Ïðåäïî-
ëîæèëè âûøå, ÷òî íà α0 âû÷åòû ðàñïðåäåëåíû òàê: δ(j) = −i,
δ(j + 1) = −i. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà α1 âû÷åòû ðàñïðåäåëåíû
òàê: δ(j) = +i, δ(j + 1) = −i; íà α3 âû÷åòû ðàñïðåäåëåíû òàê:
δ(j) = −i, δ(j + 1) = +i.

Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

ω(β↑
1,0) = ω(β↓

0,3) + 1. (24)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó îñîáûå íîìåðà ñîñåäíèå, âïîëíå
óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû âû÷åòîâ íà α1 è α0 ñîâïàäàþò. Ïîñêîëü-
êó β1,0 êîîðèåíòèðîâàí ñ t 7→ s, à β0,3 êîîðèåíòèðîâàí s 7→ t, âû-
÷èñëåíèÿ áåñïîðÿäêîâ âû÷åòîâ â ôîðìóëå (24) ïðèâåäóò ê ðàç-
íûì çíà÷åíèÿì.

Â ñëó÷àå, åñëè îñîáûå êîîðäèíàòû íå ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè,
ôîðìóëà (24) îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, ïîñêîëüêó åñëè êàêîé-òî
âû÷åò ñ íîìåðîì j3, j1 < j3 < j2 îêàæåòñÿ ðàâíûì −i, òî ýòî
íå ïîâëèÿåò íà çíà÷åíèå ω(β↑

1,0). Ïîñêîëüêó íà t-ñòðàòå α1 êî-
îðäèíàòà j2 ìíèìàÿ îòðèöàòåëüíàÿ (îáå êîîðäèíàòû j3, j2 ïðè
âû÷èñëåíèè ïåðåñòàâëÿþòñÿ âëåâî) è âû÷åòû ñ íîìåðàìè j3 è j2
ïðè âû÷èñëåíèè áåñïîðÿäêà ïåðåñòàâëÿòü íå ïðèäåòñÿ. Ïîñêîëü-
êó íà s-ñòðàòå α0 êîîðäèíàòà j1 îêàæåòñÿ ìíèìîé îòðèöàòåëü-

16



íîé, âû÷åòû ñ íîìåðàìè j1 è j3 ïðè âû÷èñëåíèè áåñïîðÿäêà (îáå
êîîðäèíàòû ïåðåñòàâëÿþòñÿ âïðàâî) ïåðåñòàâëÿòü íå ïðèäåòñÿ.

Åñëè åñëè êàêîé-òî âû÷åò ñ íîìåðîì j3, j1 < j3 < j2 îêà-
æåòñÿ ðàâíûì +i, òî ýòî ïîâëèÿåò êàê íà çíà÷åíèå ω(β↑

1,0), òàê

è íà çíà÷åíèå ω(β↓
0,3) îäíîâðåìåííî. Ïîñêîëüêó íà t-ñòðàòå α1

êîîðäèíàòà j2 ìíèìàÿ îòðèöàòåëüíàÿ (êîîðäèíàòà j2 ïðè âû-
÷èñëåíèè ïåðåñòàâëÿþòñÿ âëåâî, à êîîðäèíàòà j3 ïåðåñòàâëÿåòñÿ
âïðàâî), òî âû÷åòû ñ íîìåðàìè j3 è j2 ïðè âû÷èñëåíèè áåñïîðÿä-
êà ïåðåñòàâëÿòü ïðèäåòñÿ. Ïîñêîëüêó íà s-ñòðàòå α0 êîîðäèíàòà
j1 îêàæåòñÿ ìíèìîé îòðèöàòåëüíîé, âû÷åòû ñ íîìåðàìè j1 è j3
ïðè âû÷èñëåíèè áåñïîðÿäêà (êîîðäèíàòà j1 ïåðåñòàâëÿåòñÿ íà
s-ñòðàòå âïðàâî, à êîîðäèíàòà j3 ïåðåñòàâëÿþòñÿ âëåâî) òàêæå
ïåðåñòàâëÿòü ïðèäåòñÿ.

Èòàê, ôîðìóëà (24) îñòàåòñÿ âåðíîé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ
íîìåðîâ îñîáûõ ñòðàòîâ.

Ôîðìóëà äëÿ ìîðôèçìà F âäîëü β1,0, β0,3 âûïèñàíà â òåð-
ìèíàõ öåëî÷èñëåííûõ âû÷åòîâ Θ. Â ÷àñòíîñòè, âû÷åòû Θ1, Θ3

íà t-ñòðàòàõ α1, α3 ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîéö è ñ âû÷åòîì Θ0

íà s-ñòðàòå α0. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ôîðìóë, ÷òî
ω(β↑

1,0) = 0, òîãäà ω(β↓
0,3) = 1.

Ôîðìóëà äëÿ F íà îòðåçêå [α0, α3] îïðåäåëåíà ëèíåéíîé èí-
òåðïîëÿöèåé [−Θ0,Θ3 = Θ0]. Ôîðìóëà äëÿ F íà îòðåçêå [α1, α0]
îïðåäåëåíà ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé [Θ1 = Θ0,−Θ0]. Âèäèì,
÷òî ýòî ïðîòèâîïîëîæíûå èíòåðïîëÿöèè. Íà îòðåçêàõ [α0, α2],
[α2, α0] èíòåðïîëÿöèè òàêæå ïðîòèâîïîëîæíû. Ìîíîäðîìèÿ â
îêðåñòíîñòè γ(2) òðèâèàëüíàÿ.

Åñëè âñå ñòðàòû â îêðåñòíîñòè γ(2) èìåþò îäèíàêîâûé òèï,
ìîíîäðîìèÿ â îêðåñòíîñòè γ(2) òðèâèàëüíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

π̂ : K → S1 (25)

îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ïîñòðîåíî ïî ìîðôèçìó (22), (êîòîðûé ïî-
êà îïðåäåëåí ëèøü íà ïîäïîëèýäðå ñòðàòîâ ãëóáèíû íå áîëüøåé
2). Ïðîäîëæåíèå ìîðôèçìà (25) ñ K(2) äî ìîðôèçìà íà K, î÷å-
âèäíî, ñóùåñòâóåò è îäíîçíà÷íî, ïîñêîëüêó ïðåïÿòñòâèÿ ëåæàò
â πi(S

1), i ≥ 2. Ñôîðìóëèðóåì äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå â âèäå
òåîðåìû.

Theorem 8. Ñóùåñòâóåò ìîðôèçì (25).
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