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I. Ââåäåíèå. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ñèìâîëàìè Bn(x) è En(x) ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ìíîãî÷ëåíû Áåð-
íóëëè è Ýéëåðà, îïðåäåëÿåìûå ñîîòâåòñòâåííî èç ðàçëîæåíèé

tetx

et − 1
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Bn(x)
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2etx

et + 1
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En(x)
tn
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ïåðâîå èç êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ïðè |t| < 2π, à âòîðîå - ïðè
|t| < π, à ñèìâîëàìè Bn è En - ÷èñëà Áåðíóëëè è Ýéëåðà, îïðå-
äåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

Bn = Bn(0), En = 2nEn(1/2), n = 0, 1, . . . .



Êëàññè÷åñêèå ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìíîãî-
÷ëåíîâ Bn(x) è En(x)

n−1∑
k=0

C k
n Bk(x) = nxn−1, n = 2, 3, . . . ,

n∑
k=0

C k
n Ek(x) + En(x) = 2xn, n = 1, 2, . . . .

Ýòè ôîðìóëû õîðîøî èçâåñòíû è ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ ýòèõ
ìíîãî÷ëåíîâ.
Ïîëàãàÿ x = 0 â ïåðâîé èç íèõ è x = 1/2 - âî âòîðîé, ïîëó÷èì
ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñåë Áåðíóëëè è Ýéëåðà

n−1∑
k=0

C k
n Bk = 0, n = 2, 3, . . . ,

n∑
k=0

C k
n 2

kEn−k + En = 2, n = 1, 2, . . .



Îòìåòèì, ÷òî B2k+1 = E2k+1 = 0 ïðè k = 1, 2, . . . è B1 = 1,
E1 = 0.
Êðîìå òîãî, äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè è Ýéëåðà ïðè n = 0, 1, . . .
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ
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k=0
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n Bkx

n−k ,

En(x) =
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C k
n

Ek
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èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî B2k - ðàöèîíàëüíûå, à E2k - öåëûå ÷èñëà.
Ïðèâåä¼ì òàêæå ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ ýòèõ ìíîãî-
÷ëåíîâ

B ′n(x) = nBn−1(x), E ′n(x) = nEn−1(x), n = 1, 2, . . .



Ìíîãî÷ëåíû è ÷èñëà Áåðíóëëè è Ýéëåðà èãðàþò âàæíóþ ðîëü
âî ìíîãèõ âîïðîñàõ àíàëèçà, íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ äçåòà-ôóíêöèè
Ðèìàíà è áåòà-ôóíêöèè Äèðèõëå â íàòóðàëüíûõ òî÷êàõ çàäàþòñÿ
ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

ζ(2n) =
(−1)n−1(2π)2n

2(2n)!
B2n, n = 1, 2, . . .

β(2n + 1) =
(−1)n (π/2)2n+1

2(2n)!
E2n, n = 0, 1, . . .



ζ(2n + 1) =
(−1)n+1(2π)2n+1

2(2n + 1)!

1∫
0

B2n+1(x) ctg(πx)dx =

=
(−1)n+122n−1(2π)2n+1

(22n − 1)(2n + 1)!

1∫
0

B2n+1(x) tg(πx)dx =

=
(−1)n(2π)2n+1

4(22n+1 − 1)(2n)!

1∫
0

E2n(x)

sin(πx)
dx , n = 1, 2, . . .

β(2n) =
(−1)nπ2n

4(2n − 1)!

1∫
0

E2n−1(x)

sin(πx)
dx , n = 1, 2, . . .



Â èçâåñòíûõ íàì ñïðàâî÷íèêàõ ëàêóíàðíûå ðåêóððåíòíûå ñîîò-
íîøåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè è Ýéëåðà ìû íå íàøëè. À
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñåë èçâåñòíû ëàêóíàðíûå ðåêóððåíòíûå
ñîîòíîøåíèÿ ñ ïðîïóñêàìè äëèíû 4, 6, 8 è ò.ä. Ñ óâåëè÷åíèåì
äëèíû ïðîïóñêà ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû ñòàíîâÿòñÿ ãðîìîçä-
êèìè.
Ïåðåéä¼ì ê ôîðìóëèðîâêå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.



Theorem (1)

Ïðè m = 0, 1, . . . ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

m∑
k=0

4kC 2k
2m+1B2k(z) = (2m + 1) (2z − 1)2m ,

m∑
k=0

4kC 2k+1

2m+2
B2k+1(z) = (m + 1) (2z − 1)2m+1 ,

m∑
k=0

4kC 2k
2mE2k(z) = (2z − 1)2m ,

2
m∑

k=0

4kC 2k+1

2m+1
E2k+1(z) = (2z − 1)2m+1 .



Theorem (2)

Ïðè n = 0, 1, . . . ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

[n/2]∑
k=0

(−1)k4n−kC 4k+2

2n+2
B2n−4k(z) = (n+1)

n∑
m=0

(−1)m+nC 2m
2n+1(2z−1)2m,

[n/2]∑
k=0

(−1)k4n−k+1C 4k+2

2n+3
B2n−4k+1(z) =

= (2n + 3)
n∑

m=0

(−1)m+nC 2m+1

2n+2
(2z − 1)2m+1.



Theorem (3)

Ïðè n = 0, 1, . . . ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

[n/2]∑
k=0

(−1)k4n−kC 4k
2n E2n−4k(z) =

n∑
m=0

(−1)m+nC 2m
2n (2z − 1)2m,

2

[n/2]∑
k=0

(−1)k4n−kC 4k
2n+1E2n−4k+1(z) =

n∑
m=0

(−1)m+nC 2m+1

2n+1
(2z−1)2m+1.



Corollary (1)

Ïðè m = 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

m∑
k=1

4kC 2k
2m+1B2k = 2m,

m∑
k=0

(22k−1 − 1)C 2k
2m+1B2k = 0,

m∑
k=0

C 2k
2mE2k = 0,

m∑
k=1

4k(4k − 1)C 2k
2mB2k = 2m.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ðàâåíñòâà èç ýòîãî ñëåäñòâèÿ, êðîìå ïîñëåäíå-
ãî, èçâåñòíû è ïðèâåäåíû â ðàçëè÷íûõ ñïðàâî÷íèêàõ è ñòàòüÿõ.



Corollary (2)

Ïðè n = 0, 1, . . . ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

[n/2]∑
k=0

(−1)k2n−2kC 4k+2

2n+2
B2n−4k = (−1)[n/2](n + 1),

(S. Ramanujan 1911, D. H. Lehmer 1935)

[n/2]∑
k=0

(−1)k
(
22n−2k − 22k+1

)
C 4k+2

2n+2
B2n−4k = (−1)n+1(n + 1),

(D. H. Lehmer 1935, M. Merca 2019)
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k=0

(−1)k2n−2k+1(22n−4k+2−1)C 4k
2n+2B2n−4k+2 = (−1)[n/2](n+1),

[n/2]∑
k=0

(−1)k22kC 4k
2n E2n−4k = (−1)n.

(D. H. Lehmer 1935)



Öåëü íàñòîÿùåãî äîêëàäà - ýòî íå ñòîëüêî äîêàçàòåëüñòâî ïðè-
âåä¼ííûõ âûøå òåîðåì, ñêîëüêî ïðèâëå÷åíèå âàøåãî âíèìàíèÿ
ê ìåòîäó, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ èõ ñïðàâåäëè-
âîñòü.
Òåîðåìû 1 - 3 ìîæíî èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ
ñïðàâåäëèâîñòè ëàêóíàðíûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ÷è-
ñåë Áåðíóëëè è Ýéëåðà (ñì. ñëåäñòâèÿ 1 è 2), íî è, íàïðèìåð,
äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé äëÿ ÷èñåë
ζ(2n + 1) è β(2n) â âèäå èíòåãðàëîâ, ðÿäîâ è äð.



II. Î ôóíêöèè Ãðèíà íåêîòîðûõ ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ çàäà÷

Ïóñòü α ∈ [0, 2). Ñèìâîëîì Sα îáîçíà÷èì îïåðàòîð, ïîðîæä¼í-
íûé âûðàæåíèåì

l1[y ] := iy ′

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2[0, π] è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

U1(y) := y(0)− eπiαy(π) = 0.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî Sα ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì îïåðàòî-
ðîì ñ äèñêðåòíûì, ïðîñòûì ñïåêòðîì. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ÷èñ-
ëà λ1k := 2k+α ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, à ôóíêöèè

ϕk(x) =
1√
π
e−i(2k+α)x , k = 0,±1,±2, . . .

� ñîîòâåòñòâóþùèìè èì îðòîíîðìèðîâàííûìè ñîáñòâåííûìè ôóíê-
öèÿìè îïåðàòîðà Sα.



Ïóñòü Pn(x) - ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå

ln[y ](:= Pn(i
d

dx
)y)

è îïåðàòîð Pn(Sα), ïîðîæä¼ííûé ýòèì âûðàæåíèåì. Îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ Dα ýòîãî îïåðàòîðà, î÷åâèäíî, îïðåäåëÿåòñÿ ðà-
âåíñòâîì

Dα = {y | y (j−1) ∈ AC [0, π]; Uj(y) = 0, j = 1, . . . , n},
ãäå

Uj+1(y) := y (j)(0)− eπiαy (j)(π), j = 0, . . . , n − 1,

è åñëè y ∈ Dα, òî
Pn(Sα)y = ln[y ].

Cïåêòð σ ýòîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì è èìååò âèä

σ = {λ| λ = λnk := Pn(2k + α), k = 0;±1;±2; . . .},
à ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λnk îïåðàòîðà Pn(Sα) ñîîòâåòñòâóåò
ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕk , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷å-
íèþ λ1k îïåðàòîðà Sα.



Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ÷èñëî λ = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷-
êîé îïåðàòîðà Pn(Sα) (ò.å. 0 /∈ σ), è ðàññìîòðèì åãî ðåçîëüâåí-
òó R . Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îïåðàòîð R ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì
îïåðàòîðîì ñ ÿäðîì G ((x , t);Pn(Sα))(=: Gα(x , t)) - ôóíêöèåé
Ãðèíà çàäà÷è {

ln[y ] = f

Uj(y) = 0, j = 1, . . . , n
. (1)

Òàêæå õîðîøî èçâåñòíà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà
ïî ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ln[y ] = 0 è,
êàê ïðàâèëî, ïðèâîäèòñÿ â ó÷åáíèêàõ è ñïðàâî÷íèêàõ ïî òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ýòà
ôóíêöèÿ ñòðîèòñÿ ÿâíî ïî êîðíÿì ìíîãî÷ëåíà Pn(x) è ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé ñïåöèàëüíîãî âèäà.



Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíèâ ñïåêòðàëüíóþ òåîðåìó ê ñàìîñîïðÿ-
æ¼ííîìó îïåðàòîðó Pn(Sα), çàêëþ÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà.

Theorem (4)

Ïóñòü α ∈ [0, 2) è Pn(x) - íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñ

âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè è òàêîé, ÷òî Pn(2k + α) 6= 0
ïðè k = 0,±1,±2, . . .. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà Gα(x , t)
çàäà÷è (1) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

Gα(x , t) =
1

π

+∞∑
k=−∞

e−i(2k+α)(x−t)

Pn(2k + α)
. (2)

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî ôóíêöèè Ãðèíà ðàññìàòðèâàåìûõ
çàäà÷ çàâèñÿò òîëüêî îò ðàçíîñòè x − t.



Corollary (3)

Ôóíêöèÿ Gα(x , x) íå çàâèñèò îò x , ò.å. Gα(x , x) = Gα(0, 0) ïðè
ëþáîì x ∈ [0, π], è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

+∞∑
k=−∞

1

Pn(2k + α)
= πGα(0, 0). (3)



Corollary (4)

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

G0(x , t) =
1

πPn(0)
+
1

π

+∞∑
k=1

((
1

Pn(2k)
+

1

Pn(−2k)

)
cos 2k(x−t)+

(4)

+i

(
1

Pn(−2k)
− 1

Pn(2k)

)
sin 2k(x − t)

)
è, ñîîòâåòñòâåííî,

G1(x , t) =
1

π

+∞∑
k=0

(( 1

Pn(−2k − 1)
+

1

Pn(2k + 1)

)
cos(2k+1)(x−t)+

(5)

+i

(
1

Pn(−2k − 1)
− 1

Pn(2k + 1)

)
sin(2k + 1)(x − t)

)
.



III. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 4 â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíà

P1(x) = x − a

Ïóñòü 0 < a < 1. Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñëó÷àå
ìíîãî÷ëåíà P1(x) = x − a ôóíêöèÿ Ãðèíà èìååò âèä

G ((x , t),S0 − a) =


−ie−ai(x−t)

eaiπ − 1
ïðè x < t

ie−ai(x−t)

e−aiπ − 1
ïðè x > t

è

G ((x , t),S1 − a) =


ie−ai(x−t)

eaiπ + 1
ïðè x < t

−ie−ai(x−t)

e−aiπ + 1
ïðè x > t



Çàôèêñèðîâàâ ÷èñëà x 6= t, ïðèìåíèì ôîðìóëû èç ñëåäñòâèÿ
4 è ðàçëîæèì â ðÿäû Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì a îáå ÷àñòè ïîëó-
÷åííûõ ðàâåíñòâ, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè
è Ýéëåðà. Ïðèðàâíèâàÿ äàëåå êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ, ïîëó÷èì èçâåñòíûå ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ Bn(x) è
En(x) â ðÿäû Ôóðüå

B2n(x) =
(−1)n−12(2n)!

(2π)2n

+∞∑
k=1

cos 2kπx

k2n
, (6)

E2n−1(x) =
(−1)n4(2n − 1)!

π2n

+∞∑
k=0

cos(2k + 1)πx

(2k + 1)2n
, (7)

(0 ≤ x ≤ 1 è n = 1, 2, . . .) è

B2n−1(x) =
(−1)n2(2n − 1)!

(2π)2n−1

+∞∑
k=1

sin 2kπx

k2n−1
, (8)

E2n(x) =
(−1)n4(2n)!

π2n+1

+∞∑
k=0

sin(2k + 1)πx

(2k + 1)2n+1
(9)

(0 ≤ x ≤ 1, n = 2, 3, . . . è n = 1, 0 < x < 1).



IV. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 4 â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíà

P2(x) = x2 − a2

Ïóñòü 0 < a < 1. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñëó÷àå ìíîãî-
÷ëåíà P2(x) = x2 − a2 ôóíêöèÿ Ãðèíà èìååò âèä

G ((x , t), S2

0 − a2) = −
cos a

(
π
2
− |x − t|

)
2a sin

(
aπ
2

)
è

G ((x , t),S2

1 − a2) =
sin a

(
π
2
− |x − t|

)
2a cos

(
aπ
2

) .



Ôîðìóëû (4) è (5) â ýòîì ñëó÷àåì çàïèøóòñÿ òàê

− 1

πa2
+

2

π

+∞∑
k=1

1

4k2 − a2
cos 2ku = −

cos a
(
π
2
− |u|

)
2a sin

(
aπ
2

) (10)

è

2

π

+∞∑
k=0

1

(2k + 1)2 − a2
cos(2k + 1)u =

sin a
(
π
2
− |u|

)
2a cos

(
aπ
2

) , (11)

ãäå u = x − t.
Ïîëàãàÿ u = 0 è u = π/2 â ýòèõ ôîðìóëàõ, ïîëó÷èì ðàçëî-
æåíèÿ ôóíêöèé π ctg aπ, π tg aπ è π/ sin aπ íà ïðîñòûå äðîáè.
Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà èç òåîðåìû 4 ÿâëÿåòñÿ äàëåêî èäóùèì
îáîáùåíèåì ýòèõ ðàçëîæåíèé.
Êðîìå òîãî, èç ðàâåíñòâ (10) è (11), èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ (6) -
(9), ëåãêî ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ
Bn(x) è En(x), ïðèâåä¼ííûå â òåîðåìå 1.



V. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 4 â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíà

P4(x) = x4 − a4

Ïóñòü 0 < a < 1. Â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
Ãðèíà áóäåò èìåòü âèä

G ((x , t), S4

0 − a4) =

π∫
0

G ((x , τ),S2

0 − a2) · G ((τ, t), S2

0 + a2)dτ,

G ((x , t), S4

1 − a4) =

π∫
0

G ((x , τ),S2

1 − a2) · G ((τ, t), S2

1 + a2)dτ,

ãäå

G ((x , t),S2

0 + a2) =
ch a

(
π
2
− |x − t|

)
2a sh

(
aπ
2

)
è

G ((x , t),S2

1 + a2) =
sh a

(
π
2
− |x − t|

)
2a ch

(
aπ
2

) .

Äàëåå ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1,
ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâ èç òåîðåì 2 è 3.



Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíà

P2n(x) = x2n − a2n,

ìîæíî ïîëó÷èòü ëàêóíàðíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè è Ýéëåðà ñ ïðîïóñêàìè äëèíû 4, 6, 8 è ò.ä.
Îäíàêî ïðè ýòîì ïðè âîçðàñòàíèè n âîçíèêàþò ñåðü¼çíûå òåõ-
íè÷åñêèå ñëîæíîñòè.
Ëþáîïûòíî îòìåòèòü, ÷òî, èñõîäÿ èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøå-
íèÿ ñ ïðîïóñêàìè äëèíû 4, íàïðèìåð èç ðàâåíñòâà

n∑
k=0

(−1)k42n−kC 4k+2

4n+2
B4n−4k(z) = (2n+1)

2n∑
m=0

(−1)mC 2m
4n+1(2z−1)2m,

(ñì. òåîðåìó 2), ìîæíî ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
ìíîãî÷ëåíîâ B4k+1(z), B4k+2(z) è B4k+3(z) äèôôåðåíöèðîâàíè-
åì äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, à äëÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ÷èñåë Áåðíóëëè
è Ýéëåðà àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à íå ñîâñåì òðèâèàëüíà.



VI. Î äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ ìåòîäà

Ïðåäëîæåííûé íàìè ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íîâûå èíòåãðàëü-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé. Â ÷àñò-
íîñòè, äëÿ äèãàììà-ôóíêöèè Ýéëåðà, îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì

ψ(a) =
Ã′(a)

Ã(a)
,

è ñâÿçàííîé ñ íåé ôóíêöèè

G (a) = ψ

(
1+ a

2

)
− ψ

(a
2

)
,

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ.



Theorem (5)

Ïðè 0 < a < 1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ψ(a) = −γ−2 ln 2−π
2
ctg aπ+

1

sin aπ

π/2∫
0

sin aπ − cos(2a− 1)x

cos x
dx =

= −γ−ln 2− 1

2a
−π
2
ctg(aπ)+

1

sin(aπ)

π/2∫
0

(sin(aπ)− sin(2ax)) tg xdx ,

G (a) =
π

2 sin(aπ)
− 1

sin(aπ)

π/2∫
0

sin(2a− 1)x

sin x
dx =

=
π

2 sin(aπ)
+

1

2a
− 1

a sin(aπ)

π/2∫
0

(
sin ax

sin x

)2

dx ,

ãäå γ - ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà.
Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåä¼ííûå çäåñü ôîðìóëû äëÿ G (a) âñòðå÷àþò-
ñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå, à ôîðìóëû äëÿ ψ(a) ìû íèãäå
íå íàøëè.



Êðîìå òîãî, èç ïîëó÷åííûõ íàìè ðåçóëüòàòîâ ìîæíî èçâëå÷ü
ñëåäóþùèå íîâûå àïïðîêñèìàöèè äëÿ ln 2, ïîñòîÿííûõ Êàòàëàíà
(G ) è Àïåðè (ζ(3)):

ln 2 = lim
n→+∞

(
n +

n∑
k=1

cos(2k − 1)
π

2n
ln
(
1− cos(2k − 1)

π

2n

))
,

G = 2 lim
n→+∞

n
n∑

k=1

(−1)k sin(2k − 1)
π

4n
ln tg(2k − 1)

π

8n
,

ζ(3) = 4 lim
n→+∞

n2

(
ln(2n)− 2n −

n∑
k=1

cos
kπ

n
ln

(
1− cos

kπ

n

))
=

=
32

7
lim

n→+∞
n2

(
ln(2n) +

n∑
k=1

(−1)k cos kπ
2n

ln ctg
kπ

4n

)
=

=
16

3
lim

n→+∞
n2

(
ln 2− n −

n∑
k=1

cos(2k − 1)
π

2n
ln
(
1− cos(2k − 1)

π

2n

))
.



è ðàâåíñòâà

e
G
π =

3 4
√
2

e

+∞∏
k=1

(
e−1

(
1+

2

4k + 1

)2k+1
)
,

e
4G
π
− 35ζ(3)

4π2 =
√
e/2

+∞∏
k=1

(
e

(
1− 1

(4k)2

)(4k)2
)
,

√
2/e =

+∞∏
k=1

(
e−1

(
1+

2

2k − 1

)k
)
,

e−
27ζ(3)

4π2 =
1

2

√
e/2

+∞∏
k=1

(
e1+12k2

(
1− 2

2k + 1

)12k3
)
,

e−
7ζ(3)

2π2 =
√
e/2

∞∏
k=1

(
e

(
1− 1

(2k)2

)(2k)2
)
.



e
2G
π
+ 1

2 = 3
+∞∏
k=1

(
1+

2

4k + 1

)(
1− 4

(4k + 1)2

)2k

.
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