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В настоящее время вопросы надежности при проектировании технических объектов с движущимися

границами требуют все более полного учета динамических явлений. Широкое распространение в

технике объектов с движущимися границами обусловливает необходимость развития методов их

расчета.

Колебания в передачах с гибкой связью при разгоне (предотвращение колебаний лент в лентопротяжных 

механизмах, ленточных пилах и т.д.)
2( , ) ( , ) 0.tt xxU x t a U x t− =

Продольные колебания вязкоупругих канатов переменной длины  (надежность работы грузоподъемных 

установок, безопасность движения лифтов и т.д.)

2( , ) [ ( , ) ( , )] ( , ).tt xx xxtZ x t a Z x t Z x t f x t− + =

Поперечные колебания канатов переменной длины с учетом вязкоупругости, изгибной жесткости, сил 

сопротивления среды и жесткости основания  (надежность работы железнодорожной контактной сети, 

безопасность движения подвесных канатных дорог и т.д.)

2 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).tt xx t xxxx xxxxt

EI I k
U x t a U x t U x t U x t U x t U x t f x t

 

   
− + + + + =

Изгибные колебаний валов, балок и стержней с подвижными закреплениями с учетом вязкоупругости, 

сил сопротивления среды и жесткости основания (надежность работы деталей машин, безопасность 

движения поездов и т.д.)

0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).xxxx xxxxt tt t

EI I k
U x t U x t U x t U x t U x t f x t

 

   
+ + + + =

Крутильные колебания валов и стержней переменной длины (надежность работы поршневых двигателей, 

турбин, генераторов, редукторов, бурильных колонн и т.д.)

2( , ) ( , ) 0.tt xxx t a x t −  =

Линейные модели
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Основные методы решений краевых задач
Аналитические методы 

Классы решений Авторы Тип уравнений Недостаток решений

Автомодельные решения Самарин Ю.П.; 

Ястребов В.П.

Волновое уравнение,

уравнение изгибных

колебаний, телеграфное

уравнение

Справедливы для областей, расширяющихся в

автомодельном режиме из точки. Отсутствие

модовой структуры в решении затрудняет его

анализ.

Решения на характеристиках Самарин Ю.П. Волновое уравнение Приемлемы при однократном отражении волн в

полубесконечных объектах

Разложение решений по 

системе мгновенных 

собственных функций

Гринберг Г.А. Задачи диффузионного типа

для расширяющихся и

сжимающихся областей

Приводит к необходимости решения бесконечной

системы обыкновенных линейных

дифференциальных уравнений второго порядка

Сведение задачи к решению 

интегро-дифференциаль-

ных уравнений

Ишлинский А.Ю., 

Савин Г.Н., Горошко 

О.А., Горбань В.А.

Волновое уравнение Позволяет получить достаточно простое

решение только для волн, два-три раза

провзаимодействовавших с границами.

Остановка границ 

введением новых 

переменных.

Весницкий А.И., 

Потапов А.И., 

Григорян Г.А.

Волновое уравнение Применяется для граничных условий первого

рода.

Задачи граничного 

управления

Ильин В. А., Моисеев

Е. И. ,  Андреев А.А.,  

Лексина С.В. , 

Козлова Е.А.

Уравнения

гиперболического типа

Рассматривается класс краевых задач в

системах постоянной длины.

Асимптотические методы Боголюбов Н.Н.,

Митропольский Ю.А.,

Крылов В.И., Савин

Г.Н., Горошко О.А.,

Лежнева А.А., Столяр

А.М.

Волновое уравнение,

уравнение изгибных

колебаний

Применимы в случае медленного движения

границ по сравнению со скоростью

распространения колебаний.

Метод Канторовича в

совокупности с методом

Галеркина

Лежнева А.А.,

Анисимов В.Н.

Волновое уравнение,

уравнение изгибных

колебаний

Применяется в случае однородных граничных

условий.

Приближенные методы 



Получена нелинейная математическая модель для 
моделирования и анализа продольно–поперечных колебаний 
одномерных объектов с движущимися границами, 
учитывающая: геометрическую нелинейность, изгибную 
жесткость, жесткость подложки, взаимодействие продольных 
и поперечных колебаний, вязкоупругость, сопротивление 
среды, взаимодействие между частями объекта слева и 
справа от движущейся границы.
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Постановка задачи о продольно–поперечных колебаниях 

объектов с движущимися границами

Рис.1. Обобщенная схема объекта

Обозначения:

- осевой момент инерции поперечного сечения; E - модуль упругости материала; 

- параметр, характеризующий вязкоупругость на основе структурной модели Фойгта; 

- начальная продольная деформация, создающая натяжение 

- длина недеформированного в продольном направлении объекта слева от движущейся границы; 

- жесткость подложки;         - окружная линейная скорость роликов;    - жесткость системы роликов;

- коэффициент, характеризующий действие сил сопротивления внешней среды; 


I

0
0;T ES=

( )L t

0k



( )V t

- общая длина объекта;
0L - объемная плотность массы;

- площадь поперечного сечения;



S

2k

( , )f x t - распределенная нагрузка.

( )F t - внешняя нагрузка;
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Нелинейная постановка задачи о продольно–поперечных 

колебаниях объектов с движущимися границами

( )

( )

( )

, , 1,

1, , ,

, , , ,

, , 2,

2, , ,

, , , ,

2, 2, 2, 0 2

1 0;

1

( , ) 0. (1)

k x k xt x

tt j x j x

j x j x j x j x

k x k xt x

tt j x j x

j x j x j x j x

xxxx xxxxt t

u u u
Su S E u u

x u u u u

u u u
Su S E u u

x u u u u

I Eu u u k u f x t

 

 

 

   
   − − + =

  
  

    
   − − + +
     

+ + + + − =



Начальные условия:

1 1 1, 2

2 3 2, 4

( ,0) ( ); ( ,0) ( );

( ,0) ( ); ( ,0) ( ). (2)

t

t

u x x u x x

u x x u x x

 

 

= =

= =

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2

1

1 1, 1, , ,2

( ),
( ) 0, ( ) 0, ( ) ( ) 0, ( ) 0, 1t t j x j x

d u L t t
m S u L t t u L t t L t ES u L t t u L t t

dt



− + − − + − − − +



Граничные условия (на движущейся границе):

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )( ), , 1,

, ,

, , , ,

( ) 0, ( ) 0, ( ) 0,
( ) 0, ( ) 0, 1

( ) 0, ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0,

k x k xt x

j x j x

j x j x j x j x

u L t t u L t t u L t t
S ES u L t t u L t t

u L t t u L t t u L t t u L t t


 − − −
+ − + + − +
− − − − 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )
, , 1,

1

, , , ,

( ) 0, ( ) 0, ( ) 0,
( ) 0;

( ) 0, ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0,

k x k xt x

j x j x j x j x

u L t t u L t t u L t t
S F t

u L t t u L t t u L t t u L t t


+ + +
+ − =
+ + + +


( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

2

2

2 2, 2, 2, 2, 2 2 22

( ),
( ) 0, ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0, ( ), ( ) 0;xxx xxx xxxt xxxt

d u L t t
m EI u L t t u L t t I u L t t u L t t k u L t t F t

dt
+ + − − + + − − + − =

Граничные условия:

Обозначено 

1

*

2 2,(0, ) 0; (0, ) 0; (0, ) 0;xxu t u t u t= = =

1

*

0 2 0 2, 0( , ) 0; ( , ) 0; ( , ) 0; (3)xu L t u L t u L t= = =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2, 2,( ) 0, ( ) 0, ; ( ) 0, ( ) 0, ; ( ) 0, 0; ( ) 0, 0. (4)x xu L t t u L t t u L t t u L t t u L t t u L t t− = + − = + − = + =

Система дифференциальных уравнений:

*

1 1 0( , ) ( , )u x t u x t x x= + +
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Линеаризация задачи о продольно–поперечных колебаниях 

объектов с движущимися границами

* *

1 1 0 (6)(0, ) 0; ( , ) 0;u t u L t= =

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2

* *1

1 1, 1,2

* * * *

1, 1, 1, 1, 1

( ),
( ) 0, ( ) 0, ( )

( ) 0, ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0;

t t

x x xt xt

d u L t t
m S u L t t u L t t L t

dt

ES u L t t u L t t S u L t t u L t t F t





− + − − −

− + − − − + − − − =

( ) ( )* *

1 1 (7)( ) 0, ( ) 0, .u L t t u L t t+ = −

* * * *

1 1 1, 2 (8)( ,0) ( ); ( ,0) ( ).tu x x u x x = =

Граничные условия:

Начальные условия:

* * *

1, 1, 1, (5)0.tt xx xxtu Eu u − − =

Задача для продольных колебаний 

Задача для поперечных колебаний 

2, 0 2, 2, 2, 2, 0 2 (9)( , ) 0.tt xx xxxx xxxxt tSu ES u EIu Iu u k u f x t   − + + + + − =

Граничные условия 2 2, 2 0 2, 0 (10)(0, ) 0; (0, ) 0; ( , ) 0; ( , ) 0;xx xu t u t u L t u L t= = = =

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

2

2

2 2, 2,2

2, 2, 2 2 2

( ),
( ) 0, ( ) 0,

( ) 0, ( ) 0, ( ), ( ) 0;

xxx xxx

xxxt xxxt

d u L t t
m EI u L t t u L t t

dt

I u L t t u L t t k u L t t F t

+ + − − +

+ + − − + − =

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2, 2, (11)( ) 0, ( ) 0, ; ( ) 0, 0; ( ) 0, 0.x xu L t t u L t t u L t t u L t t+ = − + = − =

2 3 2, 4 (12)( ,0) ( ); ( ,0) ( ).tu x x u x x = =Начальные условия:
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Приближенный аналитический метод Канторовича-Галеркина

Решение

( )
( )

( ) ( )
;

n

n

n n

M
F

a w




 
=


( ) ( ) ( )1 ;n n nw W   = −

1
( ) .

( )
n

n

a 
 

=

0

( ) ( ) ;n nw d



   = 

Выражение для амплитуды колебаний при

0 1 (13)( , ) [ ( , )] [ ( , )] ( , )U L U L U          + + =

(14)[ ( ( ), )] [ ( ( ), )] ( ); 1, ; 1,2ji j ji ji j jiY U Z U F i m j     + = = =

Граничные условия

Задача 1

Решение

( ) cos ( ) :ji ji jiF B W =

1 1

2 2

2 2 2

0

0 0

1
( ) ( ) ( ) ( )cos ( ) ( )sin ( ) , (18)

4
n n n n n n nA A a F d F d

 

        
     

=  +     
     
 

1

( , ) ( ) ( , ) (15)n n

n

U X     


=

=

2( ) ( ) ( ) ( )cos ( ) (16)n n n n ny y M W      + =

1 2( ) ( )cos ( ); ( ) ( )sin ( ) (17)n n n n n ny a w y a w     = =

0( ) ( ) ( ),n n nA y   =
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Исследование погрешности вычислений 

ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ МЕТОДА КАНТОРОВИЧА-ГАЛЕРКИНА

на примере тестовой задачи

( , ) ( , ) 0; (35)U U    − =

(0, ) 0; (1 , ) cos ( ).U U B W   = + =

. .( ), ( )точн приблW W   −где                              точная и приближенная мгновенные резонансные частоты. 

. .

.

' ( ) ' ( )
100%, (37)

' ( )

точн прибл

точн

W W

W

 



−
 = 

2

. . 2 2

2 ln(1 ) 1 1
( ) ; ( ) 1 ln(1 ). (36)

1 3 2
ln

1

точн прибл

n n
W W

n

  
   

  



+  
= = − + + +   

 
− 

Резонансные частоты:

Оценка погрешности, %

Таблица 1. Оценка погрешности  метода Канторовича–Галеркина  (%) в зависимости от 
относительной скорости движения границ   

Установлено, что максимальная погрешность не превышает 5 % для величины 0,37. 
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Начальные условия

Задача 2

(19)( , ) ( , ) 0U U    − =

1 11 1

2 22 2 2 1 (21)

[ ( ( ), )]= ( ); (0)=0;

[ ( ( ), )]= ( ); (0)=1; ( ) ( )

L U F

L U F

  

    

Граничные условия                                           

0 1 (20)( ,0) ( ); ( ,0) ( )U U   =  = 

0 1

0

0 1

0

1
( ) [ ( ) ( ) ], (0 1);

2

1
( ) [ ( ) ( ) ], ( 1 0) (24)

2

z

z

g z z d z

G z z d z

 

 


=  +   



 =  − +  − −  







Введем новые функции 

( ) ( ( )); ( ) ( ( )), (25)g z r z G z R z = =

1 1

2 2

( ( )) ( ( ));
(26)

( ( )) ( ( )) 1

     

     

+ = −


+ = − +

Выражение для амплитуды колебаний при ( ) cos ( ) :z B W z =

Аналитический метод замены переменных

2 2
( ) ( )

2 2

1 1

0 0

1 0

(29)( ) 4 cos ( ) sin ( ) ,

( ) 2 ( ); ( ) ( ( )).

b b

n n n

n

A B d d

n W b

 

    

        

     
=  +     

     

 = − = −

 

Решение

( , ) ( ) ( - ) (22)U g G     = + +

Граничные условия

11 1 12 1 1

21 2 22 2 2

[ ( ( ))] [ ( ( ))] ( );

[ ( ( ))] [ ( ( ))] ( ) (23)

L g L G F

L g L G F

    

    

+ + − =


+ + − =

Начальные условия

Система уравнений

11 12 1

21 22 2

[ ( )] [ ( )] ( );
(27)

[ ( )] [ ( 1)] ( ),

L r z L R z z

L r z L R z z





+ =


+ − =

Начальные условия

( ), 1 (0);
( ) (28)

( ), (0) 0.

R z z
r z

r z z





− −  
= 
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Преимущества методов
Метод Канторовича-Галеркина позволяет получать решения 

дифференциальных уравнений в частных производных до второго порядка 

включительно по временной переменной и до четвертого порядка 

включительно по пространственной переменной, а также учитывать:
- вязкоупругие свойства колеблющегося объекта;

- действие сил сопротивления среды;

- изгибную жесткость;

- жесткость подложки;

- широкий класс граничных условий.

Погрешность при                                   составляет не более 5%.                           0,37 ( / )v a  =

Метод замены переменных в системе функционально-разностных 

уравнений позволяет:
- получить точное решение волнового уравнения с более широким классом условий на 

подвижных границах (отличным от граничных условий первого рода):

- получить решение при произвольных начальных условиях, заданных при           в то 

время, как в методе замены переменных в дифференциальном уравнении (Весницкий

А.И.) начальные условия должны быть заданы на линии, определяемой уравнением             

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2

( ( ), ) ( ), ( ( ), ) ( ); ( ( ), ) ( ), ( ( ), ) ( );

( ( ), ) ( ), ( ( ), ) ( ); ( ( ), ) ( ), ( ( ), ) ( );

( ( ), ) ( ), ( ( ), ) ( ); ( ( ), ) ( ), ( (

U F U F U F U F

U F U F U F U F

U F U F U F U

 

   

 

           

           

        

= = = =

= = = =

= = = 2), ) ( ).F  =

0, =

( ) ( ) 0.     + + − =
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Методика анализа и численного исследования   

резонансных свойств

Явление установившегося резонанса будет наблюдаться, если скорость изменения функции      

равна нулю, т.е.                   где постоянная величина. В этом случае возрастание 

амплитуды описывается следующим выражением:

 −

Выражение для амплитуды колебаний системы на n-ной динамической моде имеет вид: 
2 2

2 2

0 0

( ) ( ) ( )cos ( ) ( )sin ( ) . (32)n n n n n nA E F d F d

 

       
     

=  +     
     
 

2
0
Явление прохождения через резонанс наблюдается во временной области, содержащей точку

, где Если принять амплитуду в начале резонансной области (точка ) равной

амплитуде внешнего воздействия, то амплитуда в конце резонансной области (точка )

определяется выражением:

1

2 2

1 1

2 2

2 2

1 2 2( , ) ( ) ( )cos ( ) ( )sin ( ) . (34)n n n n n nA E F d F d

 

 

        
     

=  +     
        

 

0

( ) ( ) ( ) . (33)n n nA E F d



   = 

( )n  ( ) ,n   =

0( ) 0.n  =
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Автоматизированный комплекс «TB-ANALISYS» в среде 

Matlab. Блок-схема и оконный интерфейс

ПОГРЕШНОСТЬ ВЫЧИСЛЕНИЙ КВАДРАТА АМПЛИТУДЫ 

2 2

1 2

0 0

( )cos ( ) ; ( )sin ( ) .n n n nI F d I F d

 

     =  =  

( )  2

2 int int 1 22 , (31)A nR E R R I I= + +

Погрешность вычислений  

 1 2

int int intmax ,R R R=где                                         - максимальная погрешность 

вычисления интегралов

 2 2 2 2

1 2 2 1 2( , ) ( ) , (30)n nA E I I  = +

где 

1 2,I I



Рис.3. График зависимости максимальной 

амплитуды от скорости движения границ при 
различных значениях коэффициента 
демпфирования (сверху вниз: 

)

14

Примеры исследования резонансных свойств  моделей с 

помощью программного комплекса

0; 0,01; 0,02  = = =

Рис.4. График зависимости амплитуды от времени

при прохождении через резонанс 
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Модель продольных колебаний вязкоупругого каната 
переменной длины (решение приближенным 
аналитическим методом Канторовича-Галеркина)

Рис.6. График амплитуды колебаний 

каната при различных значениях 

коэффициента вязкоупругости

Граничные условия:

Выражение для амплитуды колебаний при прохождении через резонанс
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Модель поперечных колебаний вязкоупругого каната переменной 
длины, лежащего на упругом основании, обладающего изгибной 
жесткостью, с учетом влияния сил сопротивления среды

Рис.7. График амплитуды колебаний 

каната при различных значениях 

коэффициента демпфирования 

Граничные условия:

Выражение для амплитуды колебаний при прохождении через резонанс
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Рис.8. График амплитуды колебаний

балки при различных значениях 

коэффициента жесткости подложки 

Граничные условия:

Выражение для амплитуды колебаний при прохождении через резонанс

Уравнение колебаний

где 

Точка резонансной области

где 

0/ (2 ),    = − коэффициент демпфирования;

0k − жесткость подложки.коэффициент вязкоупругости;−

( ( ) ) :W  =

Модель поперечных колебаний вязкоупругой балки 
переменной длины на упругом основании с учетом действия 
сил сопротивления среды
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Заключение
1. Разработаны новые математические модели для анализа продольно-поперечных колебаний
одномерных объектов с движущимися границами, учитывающие геометрическую нелинейность, изгибную
жесткость, взаимодействие продольных и поперечных колебаний, вязкоупругость, сопротивление среды,
взаимодействие между частями объекта слева и справа от движущейся границы, в частных случаях малых
колебаний совпадающие с классическими линейными моделями.
2. Для моделирования колебаний систем с подвижными границами разработан и реализован
аналитический метод решения волнового уравнения, позволяющий получить решение с более широким
спектром условий на подвижных границах, в отличие от известных задач аналогичного типа с граничными
условиями первого рода; построен ряд решений для типовых механических объектов, позволяющих
выполнить анализ их резонансных свойств.
3. Выполнено обобщение приближенного аналитического метода Канторовича - Галёркина на более
широкий класс задач с условиями на движущихся границах, позволяющего учитывать действие на
механическую систему сил сопротивления среды, изгибную жёсткость и жёсткость подложки, вязкоупругие
свойства колеблющегося объекта и слабые возмущения на границах.
4. Исследована погрешность приближенного метода Канторовича – Галёркина применительно к оценке
величины вызывающего резонанс внешнего возмущения, полученной для динамических мод различного
порядка в зависимости от относительной скорости движения границ (отношение скорости границы к
скорости распространения колебаний) и установлено, что максимальная погрешность не превышает 5% при
относительной скорости движения границ не более 0,37.
5. Разработана методика моделирования и численного исследования резонансных эффектов для объектов с
движущимися границами, позволяющая учитывать возможность возникновения явления установившегося
резонанса и явления прохождения через резонанс; выполнен анализ зависимости амплитуды
динамических мод разного порядка и границ резонансной области от относительной скорости границ с
оценкой погрешности этих параметров.
6. В среде Matlab разработан программный комплекс «TB-ANALYSIS», предназначенный для решения
некоторого класса краевых задач с движущимися границами, математического моделирования и изучения
резонансных свойств объектов, состояние которых описывается этими постановками задач. С помощью
программного комплекса проведено численное исследование колебаний и резонансных характеристик
объектов с подвижными границами, встречающихся в прикладных задачах (продольные колебания
вязкоупругого каната; поперечные колебания вязкоупругого каната, лежащего на упругом основании и
обладающего изгибной жесткостью, с учетом действия сил сопротивления среды; поперечные колебания
вязкоупругой балки на упругом основании с учетом действия сил сопротивления среды). Проведено
тестирование программного комплекса, показавшее его эффективность при выполнении указанных задач.
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