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Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ðÿäà Ôàðåÿ

Êëàññè÷åñêèé ðÿä Ôàðåÿ:

ΦQ =

{
a

b
: 16 a, b6Q, (a, b) = 1

}
Èíäóêòèâíîå ïîñòðîåíèå:

Φ1 =

{
0

1
,

1

1

}
Ïóñòü ðÿä ΦQ−1 óæå ïîñòðîåí, è

c

d
<
a

b
- ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà ñîñåäíèõ

äðîáåé â ΦQ−1. Ìåäèàíòà:
c+ a

d+ b

Äëÿ íå¼ âñåãäà èìååì
c

d
<
c+ a

d+ b
<
a

b
.

Åñëè d+ b6Q, òî ìåäèàíòà âêëþ÷àåòñÿ â ðÿä ΦQ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

äðîáè
c

d
<
a

b
îñòàþòñÿ ñîñåäíèìè è â ΦQ.
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Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ðÿäà Ôàðåÿ
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Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ðÿäà Ôàðåÿ

Äæ. Ôàðåé (1816), ¾On a curious Property of vulgar Fractions¿, The
Philosophical magazine; a journal of theoretical, experimental and applied physics,
1816, vol. 47, pp. 385�386.

Íàáëþäåíèå (íà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ): â ðÿäå íåñîêðàòèìûõ äðîáåé 0 < a/b 6 1
ñî çíàìåíàòåëÿìè 6 Q âñÿêàÿ äðîáü (êðîìå äâóõ êðàéíèõ) åñòü ìåäèàíòà
äâóõ ñîñåäíèõ äðîáåé:

Φ5 =

{
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,

1

5
=

0 + 1

1 + 4
,

1

4
=

1 + 1

5 + 3
,

1

3
=

1 + 2

4 + 5
,

2

5
=

1 + 1

3 + 2
, è ò.ä.

Î.Ë. Êîøè (1816), ¾D�emonstration d'un Th�eor�eme Curieux sur Les

Nombres¿, Bulletin des Sciences, par la Soci�et�e Philomatique de Paris, Vol. 3,
No. 3 (1816), pp. 133�135. - Äîêàçàòåëüñòâî.

M.A. Êîðîë¼â Äðîáè Ôàðåÿ



Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ðÿäà Ôàðåÿ

×. Õàðîñ (1801), ïðè ñîñòàâëåíèè òàáëèö ïåðåâîäà îáûêíîâåííûõ äðîáåé (ñî
çíàìåíàòåëÿìè 6 99) â äåñÿòè÷íûå (îïóáëèêîâàíû â:
¾Instruction Abr�eg�ee sur les nouvelles Mesures qui dovient �etre

introduites dans toute r�epublique, au vend�emiaire an 10; avec tables de

rapports et reductions¿ -
¾Êðàòêàÿ èíñòðóêöèÿ î íîâûõ ìåðàõ, êîòîðûå äîëæíû áûòü

ââåäåíû âî âñåé ðåñïóáëèêå ñ âàíäåìüåðà X ãîäà¿) äëÿ êîíòðîëÿ çà
ïîëíîòîé ðÿäà íåñîêðàòèìûõ äðîáåé a/b, b < 100, ïîëüçîâàëñÿ ïðîöåäóðîé
ïîñòðîåíèÿ ìåäèàíò, îòïðàâëÿÿñü îò ðÿäà âèäà{

1

99
,

1
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,

1
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, . . . ,

1

4
,

1

3
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}
.

Í. Øþêå (Nicolas Chuquet), îê. 1445 � îê. 1488: ïðîöåäóðà âçÿòèÿ
ìåäèàíòû äâóõ äðîáåé (¾ïðàâèëî ñðåäíèõ ÷èñåë¿): òðàêòàò ¾Le triparty ån
la science des nombres¿ - ¾Íàóêà î ÷èñëàõ â òð¼õ ÷àñòÿõ¿ (îïóáë. â
1520).
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Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ðÿäà Ôàðåÿ

Çàìåòêà Äæ. Ôàðåÿ �On a curious Property of vulgar Fractions�
â æóðíàëå ¾The Philosophical magazine; a journal of theoretical, experimental

and applied physics¿ (1816, vol. 47, pp. 385-386).
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Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ðÿäà Ôàðåÿ

N = N(Q) = |ΦQ| - ÷èñëî äðîáåé â ΦQ ⇒

⇒ N(Q) = 1 + ϕ(1) + ϕ(2) + ϕ(3) + . . .+ ϕ(Q) =
3

π2
Q2 + O(Q lnQ)

Åñëè
c

d
<
a

b
- ñîñåäíèå äðîáè â ðÿäå ΦQ, òî ad− bc = 1:

Φ5 =

{
0

1
,

1

5
,

1

4
,

1

3
,

2

5
,

1

2
,
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}
,

1

3
<

2

5
⇒ 2 · 3− 5 · 1 = 1;

3

5
<

2

3
⇒ 2 · 5− 3 · 3 = 1

(äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ ðÿäà Φ1 è óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè ñâîéñòâî

âûïîëíÿëîñü äëÿ ïàðû
c

d
<
a

b
, òî îíî ñîõðàíèòñÿ è ïðè çàìåíå

ñîîòâåòñòâóþùåé äðîáè ìåäèàíòîé).
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Ðÿäû Ôàðåÿ â çàäà÷àõ òåîðèè ÷èñåë: öåëûå òî÷êè

Äðîáè Ôàðåÿ - ïîëåçíûé èíñòðóìåíò â àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë.

Ã.Ô. Âîðîíîé: íîâàÿ îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ïðîáëåìå äåëèòåëåé
Äèðèõëå.

Ïóñòü D(Q) - ÷èñëî öåëûõ òî÷åê â ãèïåðáîëè÷åñêîé îáëàñòè xy 6 Q,
x, y > 0. Òîãäà

D(Q) = Q(lnQ+ 2γ − 1) + R(Q), γ = 0.577 . . .− ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà,

ãäå ïðè Q→ +∞ èìåþò ìåñòî îöåíêè:{
R(Q)�

√
Q, Ï.Ã.Ë. Äèðèõëå, 1849

R(Q)� 3
√
Q(lnQ)5/3, Ã.Ô. Âîðîíîé, , 1903.

Âîðîíîé èñïîëüçîâàë ðÿä, ïîäîáíûé ðÿäó Ôàðåÿ ΦQ:

a

q
, 1 6 a 6 q 6 Q, a · q 6 Q.

Êàê è â ΦQ, ëþáûå äâå ñîñåäíèå äðîáè ýòîãî ðÿäà óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó
a′q − aq′ = 1. Îíî ñûãðàëî êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå Âîðîíîãî.
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Ðÿäû Ôàðåÿ â çàäà÷àõ òåîðèè ÷èñåë: òåîðèÿ ðàçáèåíèé

Ã.Õ. Õàðäè, Ñ. Ðàìàíóäæàí (G.H. Hardy, S. Ramanujan, 1918):
àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä äëÿ ôóíêöèè p(n), ðàâíîé ÷èñëó ðàçáèåíèé öåëîãî
n > 1 íà ñëàãàåìûå:

Çàëîæåíû îñíîâû ò.í. ¾êðóãîâîãî ìåòîäà¿: èñêîìàÿ âåëè÷èíà - p(n) -
âûðàæàåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà Êîøè ïî îêðóæíîñòè ïî÷òè åäèíè÷íîãî
ðàäèóñà. Îñíîâíîé âêëàä (ãëàâíûé ÷ëåí) äàþò îêðåñòíîñòè òî÷åê âèäà
exp

(
2πi · a/q

)
, a/q - äðîáè Ôàðåÿ ñ ¾íå î÷åíü áîëüøèìè¿ çíàìåíàòåëÿìè:

n→ +∞,

p(n) ∼
1

2π
√

2

Q∑
q=1

Aq(n)
√
q
d

dn

{
1√

n− 1
24

exp

(
π

q

√
2

3

(
n− 1

24

))}
∼

∼
1

4n
√

3
exp

(
π

√
2n

3

)
(çäåñü Ak(n) - íåêîòîðûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñóììû, Q èìååò ïîðÿäîê

√
n).
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Ðÿäû Ôàðåÿ â çàäà÷àõ òåîðèè ÷èñåë: àääèòèâíûå çàäà÷è

Ã.Ä. Êëîîñòåðìàí (H.D. Kloosterman, 1926): ðåøåíèå çàäà÷è î ôîðìóëå
äëÿ ÷èñëà I(n) ïðåäñòàâëåíèé öåëîãî n > 1 â âèäå ñóììû

n = ax2 + by2 + cz2 + dt2,

ãäå a, b, c, d > 0 - ôèêñèðîâàííûå öåëûå ÷èñëà, x, y, z, t - öåëî÷èñëåííûå
ïåðåìåííûå.
Ïðåäñòàâëåíèå I(n) â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî èíòåãðàëà

I(n) =

∫ 1

0
Sa,n · Sb,n · Sc,n · Sd,n · e−2πiαndα,

Sξ,n = Sξ,n(α) =
∑

06m6
√
n/ξ

exp
(
2πiαξm2

)
è ðàçáèåíèå îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ íà ¾äóãè Ôàðåÿ¿, ò.å. ïðîìåæóòêè âèäà(

a

q
−
a+ a′′

q + q′′
,
a

q
+
a+ a′

q + q′

)
, ãäå

a′′

q′′
<
a

q
<
a′

q′

- ñîñåäíèå äðîáè Ôàðåÿ ðÿäà ΦQ, Q �
√
n.

Ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèå a′q − aq′ = 1 (ñóììû
Êëîîñòåðìàíà è ïð.)
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Ðÿäû Ôàðåÿ: ñâÿçü ñ ãèïîòåçîé Ðèìàíà

Êëþ÷åâîå ñîîòíîøåíèå - ñâÿçü äðîáåé Ôàðåÿ è ôóíêöèè Ì¼áèóñà µ(n):

µ(q) =


1, q = 1,

0, q = m2`, m > 1,

(−1)k, q = p1 . . . pk

=

q∑
a=1

(a,q)=1

exp

(
2πi

a

q

)
.

Ïóñòü γj =
aj

qj
, j = 1, 2, . . . , N = N(Q) - óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ

äðîáè ðÿäà ΦQ. Òîãäà äëÿ ñóììàòîðíîé ôóíêöèè íàõîäèì:

M(Q) = µ(1) + µ(2) + µ(3) + . . .+ µ(Q) =
∑
q6Q

µ(q) =

=
∑
q6Q

q∑
a=1

(a,q)=1

exp

(
2πi

a

q

)
=

N∑
j=1

exp (2πiγj)

Èçâåñòíî:
RH⇔M(Q)� Q1/2+ε .
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Ðÿäû Ôàðåÿ: ñâÿçü ñ ãèïîòåçîé Ðèìàíà

∆r = γr −
r

N
- ¾îòêëîíåíèå¿ r-é äðîáè îò òî÷êè ðàâíîìåðíîé ñåòêè.

Äæ. Ôðàíåëü (J. Franel), 1924:

N∑
r=1

|∆r| � O(Q1/2+ε)⇔M(Q)� O(Q1/2+ε)⇔ RH.

Ý. Ëàíäàó (E. Landau), 1924:

N∑
r=1

∆2
r � O(Q−1+ε)⇔ RH.

M. Mikol�as (1949, 1951), J. Kop�riva (1955), A. Zulauf (1977), S. Kanemitsu
è M. Yoshimoto (1996), M. Yoshimoto (1998) óòâåðæäåíèÿ âèäà:

Q∑
j=1

f(γj) = O(Q1/2+ε)⇔ RH.

Ñ.Á. Ñòå÷êèí, 1995: Ñâÿçü îöåíîê ñóìì âèäà

N∑
j=1

|∆j |p ñ âåëè÷èíîé Θ = sup {Re % | ζ(%) = 0}, p > 1.
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Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäÿìè

Ïîëîæèì

Sm(Q) =
N∑
j=1

(γj − γj−1)m

R.R. Hall, 1970 (à òàêæå S. Kanemitsu, R. Sita Rama Chandra Rao,
A. Siva Rama Sarva, 1982):

S2(Q) =
12

π2

1

Q2

(
lnQ+

1

2
+ γ −

ζ′(2)

ζ(2)

)
+ O

(
ln2Q

Q3

)
Sm(Q) =

C(m)

Qm
+ O

(
(lnQ)c

Qm+1

)
, C(m) = 2

ζ(m− 1)

ζ(m)
(m > 3).

Ïîëîæèì äëÿ ôèêñèðîâàííîãî öåëîãî h > 2

Sm(Q;h) =
N∑
j=1

(γj+h − γj)m

R.R. Hall, 1994

S2(Q; 2) =
36

π2

lnQ

Q2
(1 + o(1)).
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Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäÿìè

Ãèïîòåçà (R.R. Hall, 1994): ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì h > 2 âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

S2(Q;h) =
12

π2

(
Ch lnQ

Q2
+
Dh

Q2

)
+ oh(Q−2).

Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Õîëëà: F.P. Boca, C.Cobeli, A.Zaharescu, 2001:

Ch = 2h− 1,

Dh = (2h− 1)

(
γ −

ζ′(2)

ζ(2)

)
+
h

2
+

h−1∑
r=1

(h− r)Ir .

Ïîñòîÿííûå Ir ìîãóò áûòü âûðàæåíû â òåðìèíàõ íåêîòîðîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ T , ââåä¼ííîãî àâòîðàìè (BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå).
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Ñâîéñòâà BCZ-ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ïóñòü
a

q
<
a′

q′
<
a′′

q′′
ñîñåäíèå äðîáè ðÿäà ΦQ.

Òîãäà{
a′q − aq′ = 1 × q′′

a′′q′ − a′q′′ = 1 × q
⇒

{
a′qq′′ − aq′q′′ = q′′,

a′′qq′ − a′qq′′ = q,

⇒ a′′qq′ − aq′q′′ = q′(a′′q − aq′′) = q + q′′,

îòêóäà

q + q′′ = kq′, k =
q + q′′

q′
- öåëîå ÷èñëî.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

k =

[
q +Q

q′

]
=

[
1 + q/Q

q′/Q

]
.
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Ñâîéñòâà BCZ-ïðåîáðàçîâàíèÿ

Èäåÿ: ðàññìîòðåòü òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè

(
q

Q
,
q′

Q

)
. Â ñèëó íåðàâåíñòâ

0 < q, q′ 6 Q, q + q′ > Q äëÿ íå¼ èìååì

0 <
q

Q
6 1, 0 <

q′

Q
6 1,

q

Q
+
q′

Q
> 1

- îíà ëåæèò â ¾òðåóãîëüíèêå Ôàðåÿ¿ T � îáëàñòè 0 < x, y 6 1, x+ y > 1.

Êðîìå òîãî, q′′ = kq′ − q ⇒
q′′

Q
= k ·

q′

Q
−
q

Q

M.A. Êîðîë¼â Äðîáè Ôàðåÿ



Ñâîéñòâà BCZ-ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îïðåäåëèì äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè (x, y) ∈ T ïðåîáðàçîâàíèå BCZ

(Boca-Cobeli-Zaharescu) T = T (x, y) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T (x, y) = (y, ky − x), k =

[
1 + x

y

]
.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êà (q/Q, q′/Q) ëåæèò â T è ïðè ýòîì

T

(
q

Q
,
q′

Q

)
=

(
q′

Q
,
q′′

Q

)
.

Ïóñòü Tk - îáëàñòü â T , îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèåì[
1 + x

y

]
= k.

Òîãäà âíóòðè Tk áóäåì èìåòü:

∂T (x, y)

∂(x, y)
=

(
0 1
−1 k

)
, det

∂T (x, y)

∂(x, y)
= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå T |Tk ñîõðàíÿåò ïëîùàäè.
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Ñâîéñòâà BCZ-ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îáëàñòè Tk, k = 1, 2, 3, . . ..

M.A. Êîðîë¼â Äðîáè Ôàðåÿ



BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

Ïðåîáðàçîâàíèå T ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ïîâåäåíèå êîðòåæåé èç
ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíàìåíàòåëåé ñîñåäíèõ äðîáåé Ôàðåÿ: åñëè

a0

q0
<
a1

q1
<
a2

q2
< . . . <

ar

qr
<
ar+1

qr+1

- ñîñåäíèå äðîáè, òî ïðè íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ k1, k2, . . . kr áóäåì èìåòü
q0 + q2 = k1q1,

q1 + q3 = k2q2,

· · ·
qr−1 + qr+1 = krqr .

Çàäàâàÿ çàðàíåå ñâîéñòâà íàáîðà k1, k2, . . . , kr (ïðèíàäëåæíîñòü ê
êàêîé-ëèáî àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, âçàèìíóþ ïðîñòîòó ñ çàäàííûì
÷èñëîì è ïð.), ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è î êîëè÷åñòâå ïîÿâëåíèé ñåðèè
ïîñëåäîâàòåëüíûõ äðîáåé â ΦQ, çíàìåíàòåëè êîòîðûõ îáëàäàþò çàäàííûìè
àðèôìåòè÷åñêèì ñâîéñòâàìè. Ïðåîáðàçîâàíèå T ïîçâîëÿåò ïåðåâåñòè çàäà÷ó
íà ÿçûê ãåîìåòðèè è ñâîäèò åå ê ïîäñ÷åòó ïëîùàäåé íåêîòîðîé ñåðèè
âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

M.A. Êîðîë¼â Äðîáè Ôàðåÿ



BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

Ïðèìåð: íàéòè àñèìïòîòèêó ÷èñëà òðîåê ñîñåäíèõ äðîáåé

a0

q0
<
a1

q1
<
a2

q2
, ãäå q0 ≡ q2 ≡ 0 (mod 3), (q1, 3) = 1.

Çäåñü èìååì åäèíñòâåííîå ñîîòíîøåíèå:

k1q1 = q0 + q2 ≡ 0 (mod 3), îòêóäà íåîáõîäèìî k1 ≡ 0 (mod 3).

Åñëè q0 ≡ 0 mod 3, òî ïîñëåäíåå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì äëÿ
äåëèìîñòè q2 íà 3.
Ïåðåâîä çàäà÷è íà ÿçûê ãåîìåòðèè: çàôèêñèðóåì ÷èñëà Q, q0 è k1. Òîãäà q1
äîëæíî áûòü òàêèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî[

q0 +Q

q1

]
=

[
1 + q0/Q

q1/Q

]
= k1

Íî ýòî òî æå, ÷òî ïîòðåáîâàòü:(
q0

Q
,
q1

Q

)
∈ Tk1 .
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

Çíà÷èò, êàæäàÿ òî÷êà îáëàñòè Tk1 âèäà

(
q0

Q
,
q1

Q

)
ïîðîäèò òî÷êó

(
q1

Q
,
q2

Q

)
îáëàñòè T , ãäå q2 óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìîìó ñâîéñòâó äåëèìîñòè.

Òî æå ñàìîå: êàæäàÿ öåëàÿ òî÷êà îáëàñòè Q · Tk1 âèäà

(q0, q1), ãäå q0 ≡ 0 (mod 3), Í.Î.Ä.(q0, q1) = 1,

ïîðîäèò öåëóþ òî÷êó îáëàñòè QT âèäà

(q1, q2), ãäå q2 ≡ 0 (mod 3), Í.Î.Ä.(q2, q1) = 1.

Êàæäàÿ ïàðà çíàìåíàòåëåé äðîáåé Ôàðåÿ îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåò èõ
÷èñëèòåëè.

Òàê çàäà÷à ñâåëàñü ê ïîäñ÷¼òó ïðèìèòèâíûõ öåëûõ òî÷åê (q0, q1) ñ
óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè â êàæäîé èç îáëàñòåé Q · Tk1 , k1 = 3, 6, 9, 12, . . .

M.A. Êîðîë¼â Äðîáè Ôàðåÿ



BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

×èñëî òàêèõ òî÷åê ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî ñóììàðíîé ïëîùàäè ôèãóð Tk1 .
Îòñþäà äëÿ äîëè èñêîìûõ òðîåê â îáùåì ÷èñëå òðîåê ñ óñëîâèåì
q0 ≡ 0 (mod 3) â ïðåäåëå ïðè Q→ +∞ ïîëó÷èì âûðàæåíèå:

2
∑

k1≡0(mod 3)

|Tk1 | = 2
∑

k1≡0(mod 3)

4

k1(k1 + 1)(k1 + 2)
.

Â áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷àõ òèïà

q0 ≡ qr+1 ≡ 0 (mod D), qj ≡ cj (mod D), j = 1, 2, . . . , r

íóæíî ðàññìàòðèâàòü èòåðàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ T :

T

(
q0

Q
,
q1

Q

)
=

(
q1

Q
,
q2

Q

)
, T 2

(
q0

Q
,
q1

Q

)
= T

(
q1

Q
,
q2

Q

)
=

(
q2

Q
,
q3

Q

)
,

T 3

(
q0

Q
,
q1

Q

)
= T

(
q2

Q
,
q3

Q

)
=

(
q3

Q
,
q4

Q

)
, · · ·

M.A. Êîðîë¼â Äðîáè Ôàðåÿ



BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

Ïðè ýòîì âîçíèêàþò îãðàíè÷åíèÿ òèïà

T s−1

(
q0

Q
,
q1

Q

)
∈ Tks , s = 1, 2, . . . , r

èëè, ÷òî òî æå, óñëîâèÿ âèäà(
q0

Q
,
q1

Q

)
∈ T−(s−1)

(
Tks

)
, s = 1, 2, . . . , r

Îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå âñåõ óñëîâèé îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü èñõîäíîé
òî÷êè ê îáëàñòè âèäà

T (k1, . . . , kr) = Tk1 ∩ T
−1
(
Tk2

)
∩ T −2

(
Tk3

)
∩ · · · ∩ T −(r−1)

(
Tkr

)
Îòâåò â çàäà÷àõ òàêîãî òèïà âûðàæàåòñÿ ñóììîé (êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé)
âèäà

2
∑

(k1,...,kr)

|T (k1, . . . , kr)|,

ãäå íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (k1, . . . , kr) óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì
àðèôìåòè÷åñêèì óñëîâèÿì (ñèñòåìå ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ D è ïð.)
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BCZ-ïðåîáðàçîâàíèå è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà äðîáåé
Ôàðåÿ

Ðåøåíèå ñàìîé îáùåé çàäà÷è òàêîãî òèïà áûëî ïîëó÷åíî C. Cobeli è
A. Zaharescu (2005; îïóáëèêîâàíî C. Cobeli, M. V�aj�aitu è A. Zaharescu â
2012).

Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ íàáîðîâ D, c = (c1, c2, . . . , cr) äëÿ òàêèõ ñóìì áûëè
íàéäåíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ; èìåííî, òàêèå ôîðìóëû áûëè ïîëó÷åíû äëÿ
ñëó÷àåâ

D = 2, c = (c1, . . . , cr) - ëþáîé ñ óñëîâèåì r 6 5;

D = 3, c èìååò âèä (1, 2, 1, 2, . . . , 1, 2), (1, 2, 2, 2, . . . , 2, 2, 1);

D > 2 - ëþáîå, c = (c, c, c, . . . , c).

M.A. Êîðîë¼â Äðîáè Ôàðåÿ



Ïðîìåæóòêè ìåæäó äðîáÿìè a/q c óñëîâèåì q ≡ 0(mod 3)

Ìåòîä C. Cobeli, M. V�aj�aitu è A. Zaharescu áûë ïðèìåí¼í ê ñëåäóþùåé
çàäà÷å:

Ïóñòü r > 2, è ïóñòü νr(Q) - äîëÿ òåõ íàáîðîâ äëèíû r + 1, ñîñòîÿùèõ èç
ïîñëåäîâàòåëüíûõ äðîáåé Ôàðåÿ ðÿäà ΦQ ñ óñëîâèÿìè:

q0 ≡ qr+1 ≡ 0 (mod 3), q1, . . . , qr 6≡ 0 (mod 3)

(â îáùåì ÷èñëå íàáîðîâ ñ åäèíñòâåííûì óñëîâèåì q0 ≡ 0 (mod 3)).

M.A. Êîðîë¼â Äðîáè Ôàðåÿ



Ïðîìåæóòêè ìåæäó äðîáÿìè a/q c óñëîâèåì q ≡ 0(mod 3)

Óæå ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ Q ðÿäû ΦQ äîñòàâëÿþò ïðèìåðû, êîãäà

ìåæäó ÷èñëàìè
a

q
è
a′

q′
èìååòñÿ äâå, òðè, ÷åòûðå, ïÿòü è áîëåå äðîáåé ñî

çíàìåíàòåëÿìè, íå äåëÿùèìèñÿ íà 3. Íàèìåíüøèì Q, ïðè êîòîðîì â ΦQ

ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòîê

(
a

q
,
a′

q′

)
, ñîäåðæàùèé r = 10 äðîáåé, îòâå÷àåò

Q = 31. Îäèí èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ôðàãìåíòîâ ðÿäà Φ31 èìååò âèä:

8

27
<

3

10
<

7

23
<

4

13
<

9

29
<

5

16
<

6

19
<

7

22
<

8

25
<

9

28
<

10

31
<

1

3
.

Àíàëîãè÷íûå ïîäñ÷¼òû äàþò äëÿ r = 20, 30, 40, 50 çíà÷åíèÿ
Q = 67, 103, 139 è 175 ñîîòâåòñòâåííî.

Îïèñàíèå âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì íåïóñòûõ îáëàñòåé è ÿâíîå âû÷èñëåíèå èõ
ïëîùàäåé äà¼ò âîçìîæíîñòü íàïèñàòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ïðåäåëüíûõ
âåëè÷èí νr ,

νr(Q)→ νr .
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Ïðîìåæóòêè ìåæäó äðîáÿìè a/q c óñëîâèåì q ≡ 0(mod 3)

Òåîðåìà 1. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

ν1 = 6− 2

(
π
√

3
+ ln 3

)
= 0.175176694195345 . . .,

ν2 = 4

(
π
√

3
− ln 3

)
−

87

35
= 0.375034016550147 . . .,

ν3 = 12 ln 3−
53 132

4095
= 0.208500089169941 . . .,

ν4 =
528 904

45 045
− 4

(
π
√

3
+ ln 3

)
= 0.0920339300712315 . . .,

ν5 = 2

(
π
√

3
− ln 3

)
−

4 164 383

3 063 060
= 0.0708242239352303 . . .,

ν6 =
3 089

85 085
= 0.0363048715989892 . . .,

ν7 =
54 097

3 879 876
= 0.0139429713733119 . . . .

M.A. Êîðîë¼â Äðîáè Ôàðåÿ



Ïðîìåæóòêè ìåæäó äðîáÿìè a/q c óñëîâèåì q ≡ 0(mod 3)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü m > 1, 0 6 i 6 4 - öåëûå ÷èñëà, r = 5m+ i > 8. Òîãäà
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

νr =
n∑
j=1

Pij(m), â êîòîðûõ n = n(i) =

{
3, åñëè i = 3,

2, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

à Pij(m) - ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè èç ñëåäóþùåãî ñïèñêà:

P01(m) =
6(8m− 1)

(3m− 1)(6m− 1)(12m− 1)(12m+ 1)
,

P02(m) =
2

(6m− 1)(6m+ 1)(12m− 1)
,

P11(m) =
6(8m+ 1)

(3m+ 1)(6m+ 1)(12m− 1)(12m+ 1)
,

P12(m) =
2

(6m− 1)(6m+ 1)(12m+ 1)
,

P21(m) =
6(4m+ 1)

(3m+ 1)(6m+ 1)(12m+ 1)(12m+ 5)
,

è ò.ä.
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Ïðîìåæóòêè ìåæäó äðîáÿìè a/q c óñëîâèåì q ≡ 0(mod 3)

Â ÷àñòíîñòè, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

ν8 =
12 797

2 238 390
= 0.00571 70555 62256 . . .

ν9 =
18 662

3 677 355
= 0.00507 48431 95720 . . .

ν10 =
284

82 225
= 0.00345 39373 66980 . . .

ν11 =
1 444

575 575
= 0.00250 87955 52273 . . .

ν12 =
11 402

6 135 675
= 0.00185 83122 47633 . . .

ν13 =
100 349

83 445 180
= 0.00120 25739 53342 . . .

ν14 =
3 931

3 209 430
= 0.00122 48280 84737 . . .

Îáíàðóæèâàþòñÿ ëþáîïûòíûå ýôôåêòû: (à) âñå ÷èñëà νr, r > 6 -
ðàöèîíàëüíûå, è (á) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü νr - íå ìîíîòîííà:

ν14 > ν13, ν19 > ν18, ν29 > ν30 > ν28, è ò.ä.
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Îáëàñòè T (k1, . . . , kr) è êîíòèíóàíòû

Îáëàñòè, ïëîùàäè êîòîðûõ âõîäÿò â ôîðìóëû äëÿ äîëåé νr, 1 6 r 6 6.
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Îáëàñòè T (k1, . . . , kr) è êîíòèíóàíòû

Ïî îïðåäåëåíèþ,

T (k1, . . . , kr) = Tk1 ∩ T
−1
(
Tk2

)
∩ T−2

(
Tk3

)
∩ · · · ∩ T−(r−1)

(
Tkr

)
Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà (x, y) òðåóãîëüíèêà T ïðèíàäëåæèò îáëàñòè
T (k1, . . . , kr) òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(x, y) ∈ Tk1 , T (x, y) ∈ Tk2 , T 2(x, y) ∈ Tk3 , . . . , T (r−1)(x, y) ∈ Tkr

Ïðåæäå âñåãî, èìååì:

(x, y) ∈ Tk1 ⇔
[

1 + x

y

]
= k1 ⇔ k1 6

1 + x

y
< k1 + 1

⇔ k1y 6 1 + x < (k1 + 1)y ⇔
1 + x

k1 + 1
< y 6

1 + x

k1
.
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Îáëàñòè T (k1, . . . , kr) è êîíòèíóàíòû

×òî òåïåðü îçíà÷àåò óñëîâèå T (x, y) ∈ Tk2? Ïðåæäå âñåãî,

T (x, y) = (x1, y1) = (y, k1y − x),

{
x1 = y,

y1 = k1y − x,

îòêóäà óñëîâèå (x1, y1) ∈ Tk2 ïðèìåò âèä:

k2y1 6 1 + x1 < (k2 + 1)y1 ⇔
(k2 + 1)x+ 1

(k2 + 1)k1 − 1
< y 6

k2x+ 1

k2k1 − 1
.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (x, y) ∈ T (k1, k2) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå ëèíåéíûõ
íåðàâåíñòâ 

1 + x

k1 + 1
< y 6

1 + x

k1
,

(k2 + 1)x+ 1

(k2 + 1)k1 − 1
< y 6

k2x+ 1

k2k1 − 1
.

Çíà÷èò, îáëàñòü T (k1, k2) - ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî, ëèáî âûïóêëûé
ìíîãîóãîëüíèê (êàê ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëóïëîñêîñòåé).
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Ñâîéñòâà BCZ-ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îáëàñòè Tk è T (Tk) äëÿ k = 1, 2, 3, 4.
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Îáëàñòè T (k1, . . . , kr) è êîíòèíóàíòû

Â îáùåì ñëó÷àå îáëàñòü T (k1, . . . , kr) çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ
íåðàâåíñòâ òèïà

Cs x+ 1

Ds
< y 6

As x+ 1

Bs
, s = 1, 2, . . . , r,

ãäå

As = δs−1(k2, . . . , ks−1, ks), Bs = δs(k1, . . . , ks−1, ks),

Cs = δs−1(k2, . . . , ks−1, ks + 1), Ds = δs(k1, . . . , ks−1, ks + 1),

δs(·) - êîíòèíóàíòû, ò.å. ïîëèíîìû, îïðåäåëÿåìûå ðåêóððåíòíûì
ñîîòíîøåíèåì

δs(n1, . . . , ns) = nsδs−1(n1, . . . , ns−1)− δs−2(n1, . . . , ns−2)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè δ0( ) = 1, δ1(n1) = n1.
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Îáëàñòè T (k1, . . . , kr) è êîíòèíóàíòû

Ìíîæåñòâî Ar íàáîðîâ (k1, . . . , kr), ó÷àñòâóþùèõ â ïîäñ÷¼òå äîëè νr ,
ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ óñëîâèÿìè:

îáëàñòü T (k1, . . . , kr) íåïóñòà,

δs(k1, . . . , ks) 6≡ 0 (mod 3), s = 1, 2, . . . , r − 1,

δr(k1, . . . , ks) ≡ 0 (mod 3).

Ïîñòðîåíèå Ar :

Äëÿ êàæäîãî r ñòðîèì ìíîæåñòâî A∗r íàáîðîâ, ó êîòîðûõ ïîñëåäíåå óñëîâèå
çàìåíåíî íà:

δr(k1, . . . , kr) 6≡ 0 (mod 3).

Î÷åâèäíî, A∗1 ñîñòîèò èç âñåõ k1 6≡ 0 (mod 3). Åñëè A∗r−1 ïîñòðîåíî, òî

ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð (k1, . . . , kr−1) ∈ A∗1 è ïåðåáèðàåì âñå
íàáîðû âèäà

(k1, . . . , kr, k), k = 1, 2, 3, . . .

(íåïóñòûì îáëàñòÿì îòâå÷àåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íàáîðîâ). Åñëè äëÿ
íåêîòîðîãî k êîíòèíóàíò δr+1 ≡ 0 (mod 3), òî ïîìåùàåì íàáîð â Ar+1; â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîìåùàåì åãî â A∗r+1.
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Äðîáëåíèå îáëàñòè T (k1, . . . , kr) íà ïîäîáëàñòè T (k1, . . . , kr, k),
k = 1, 2, 3, . . .
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¾Ãåíåàëîãè÷åñêîå¿ äåðåâî íåïóñòûõ îáëàñòåé. Íàáîð äëèíû r, ïîìå÷åííûé
ñèìâîëîì ¾0¿, âõîäèò â ðàñ÷¼ò äîëè νr , íî â äàëüíåéøåì äðîáëåíèè íå

ó÷àñòâóåò (¾óìèðàåò¿)
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Òðè òèïà áåñêîíå÷íûõ äåðåâüåâ:

1) äåðåâî An, ïîðîæäàåìîå íàáîðîì âèäà (2, (4, 1)n) = (2, 4, 1, . . . , 4, 1︸ ︷︷ ︸
n

).

2) äåðåâî Bn, ïîðîæäàåìîå íàáîðîì âèäà (5, (1, 4)n) = (5, 1, 4, . . . , 1, 4︸ ︷︷ ︸
n

).

3) äåðåâî Cn, ïîðîæäàåìîå íàáîðîì âèäà (1, 2n) = (1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n

).

Äåðåâî Cn îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç òð¼õ ïîäòèïîâ - â çàâèñèìîñòè îò îñòàòêà
n (mod 3).

Ïðåèìóùåñòâà ñëó÷àÿ D = 3: âåòâè äåðåâüåâ íåäîëãîâå÷íû - ðàíî
ïðåñåêàþòñÿ; âåòâëåíèé ñðàâíèòåëüíî ìàëî - êàê ïðàâèëî, íå áîëåå äâóõ.
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Äåðåâî An, ïîðîæäàåìîå íàáîðîì âèäà (2, (4, 1)n) = (2, 4, 1, . . . , 4, 1︸ ︷︷ ︸
n

).
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Â ñëó÷àå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è ñ äåëèìîñòüþ íà D = 5 (âìåñòî äåëèìîñòè íà
D = 3) âîçíèêàþò ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûå äåðåâüÿ:

� ÷èñëî ðàçëè÷íûõ òèïîâ îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëüøèì,

� âåòâëåíèé áîëüøå,

� ¾óìèðàíèå¿ íàñòóïàåò ¾â ñðåäíåì¿ ïîçäíî.

Òåì íå ìåíåå, çàäà÷à íå êàæåòñÿ áåçíàä¼æíîé.

Îòêðûòûé âîïðîñ: ÷òî ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå D = p, p > 7 - ïðîñòîå?
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ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ!
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